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SOUS-DIFFERENTIABILITE

J.J. MOREAU

1. Introduction.

La. La notion de sous-différentiabilité des fonctions numériques
définies sur un espace vectoricl topologique est étroitement relide A
la théorie des fonctions convewxes conjuguées, inaugurée par W. Fenchel.
Durant les trois derniéres années cette théorie a 6té assez largement
développée par A. Brendsted, U. Dieter, R. T. Rockafellar et 1'auteur.
Les résultats ont été publiés de maniére dispersée, avec des améliorations
successives, souvent sous forme d’exposés de séminaires multigraphiés
ou de ¢« preprints » d’articles non encore imprimés.

Nous voulons ici résumer les principaux résultats acquis en indiquant
oi1 trouver les démonstrations.

Les applications de cette théorie concernent essentiellement la re-
cherche d’extremums mais sont de nature trés diverse: elles vont de la
programmation mathématique (cf. Rockafellar [46], [47], [52], [53],
Dieter [16]) jusqu’aux problémes d’analyse fonctionnelle posés par les
systémes mécaniques & liaisons unilatérales (cf. Moreau [29], [39], [42],
[43], [44]). D’autre part, les applications sous-différentielles, qui font
Pobjet du paragraphe 9, fournissent 'exemple le plus simple d’applica-
tions (multivoques) d'un espace vectoriel topologique dans son dual
qui sont monotones au sens de G. J. Minty. Cette derniére notion prend
actuellement une grande importance en analyse fonctionnelle, avec
notamment des travaux de F. E. Browder, J. Leray, J. L. Lions, G. J.
Minty, G. Stampacchia, M. I. Visik. Le cas particulier des applications
sous-différentielles peut servir de guide dans I’étude des applications
monotones plus générales (cf. Aggeri, Lescarret [2], Lescarret [21]).

1.b. Nous considérons dans toute la suite un couple d’espaces vectoriels
X et ¥, sur le corps R des réels, mis en dualité par la forme bilinéaire
(.».y (cf. Bourbaki [11]). L'exemple le plus usuel de cette situation
est obtenu en prenant pour X un espace vectoriel, muni a priori d’une
topologie localement convexe séparée, et pour ¥ son dual topologique,
muni de la topologie faible. On sait que chacun des deux espaces —
soit X pour fixer les idées — peut étre muni de topologies localement
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convexes séparées qui sont compatibles avec lo dualité en ce sens que,
pour ces topologies, la famille des formes linéaires continues est identique
a la famille des fonctions de la forme {.,y) avec y € Y. La fopologie de
Mackey (X, Y) cst la plus fine de ces topologies, la fopologie faible o(X,Y)
est la moins fine; elles se confondent si les espaces sont de dimension

finie.

l.c. Rappelons que la famille des ensembles convexes fermés dans X
(resp. dans ¥) est la méme pour toutes les topologies compatibles avec
la dualité; il en est ainsi également de la famille des ensembles bornés.
(Pest en ce sens qu’on parlera dans la suite d’ensembles convexes fermés,
ou d’ensembles bornés, sans spécifier une topologie.

De la notion d’ensemble borné dans I'un des deux espaces X ou ¥
résulte la définition de la topologie forte sur autre: X étant interprété
comme ensemble de formes linéaires sur Y, la topologie forte sur X est,
par définition, la topologie (localement convexe, séparée) de la con-
vergence uniforme dans les parties bornées de ¥'; nous la noterons (X, Y).
Elle est visiblement plus fine que 7(X,Y), laquelle est la topologie de
la convergence uniforme dans les parties convexes faiblement compactes
de Y. Par conséquent 5(X,Y) est compatible avec la dualité seulement
si elle coincide avec (X, Y). Le cas réflexif est celui olt on a simultanément
BX,Y)=72X,Y) et f(Y,X)=17(Y,X).

2. Sous-gradients d'une fonction en un point.

2.a. Soit & une fonction définie, pour fixer les idées, sur l'espace X,
4 valeurs dans R =[—o0, 4-c0]. Comme il sera essentiellement question
de minorations de b, le cas d’une fonction qui serait définie seulement
sur une partie de X se raménera immédiatement & celui-la en prolongeant
la fonction avec la valeur + oo hors de son domaine initial.

DiviNtTIons. On dit gue y € Y est un sous-gradient de h € RY au point
xy € X st la valeur h(z,) est finie et st la fonction affine continue

& — (T — g, ¥+ h{2,)
minore h partout sur X.

Cette minorante prenant au point z, la méme valeur que %, nous
disons qu’elle est exacte aw point x,.
On appelle sous-différentiel de h au point xy 'ensemble des sous-gradients

de h en ce point.
C’est une partie, éventuellement vide, de ¥ qu’on notera ch{z,).
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St cet ensemble n’est pas wvide, la fonction h est dite sous-différentiable
au point x,.
Ces notions tirent une partie de leur intérét de la remarque tauto-

logique suivante:
La fonction h posséde un minimum, attetnt au point x,, si et seulement

s le sous-différentiel oh(a) contient le zéro de Y.

2.b. ExzvrLE. Soit A une partie de X ; la fonction numérique v, définie

par
0 st xeA

va®) = { too siadd

sera appelée fonction indicatrice de 'ensemble A.

Evidemment, pour tout 2, € 4 I’ensemble oy (%) contient au moins
le zéro de Y; co sous-différentiel contiendra un élément non nul g, si
et seulement si I’ensemble A posséde au point a, un hyperplan fermé
d’appui et 1’équation de cet hyperplan s’éerira

=, Yoy = 0.

Par la, I'étude des hyperplans d’appui de 4 est ramené a la sous-
différentiation de la fonction v ,.

2.c. Inversement, d’ailleurs, on pecut associer & toute fonction numé-
rique k€ BX son épigraphe dans l'espaco produit X x R c’est & dire
Pensemble

H = {(z,7)e XxR: h(z) £ 7}.

Et y,€ Y est sous-gradient de » au point z, si et seulement si, dans
I’espace vectoriel topologique X x R, I’hyperplan fermé « non vertical »

r = (&=, Yoy +h(%)

est hyperplan d’appui de // au point (2, A(z,)).

Notons, dans cet ordre d’idées, que h € RX est convexe (resp. semi-
continue inférieurement) si et seulement si son épigraphe est un ensemble
convexe (resp. fermé) dans X x R (sur la notion de convexité pour des
fonctions prenant la valeur — oo, voir Moreau [33], [34]).

3. Fonction polaire d’une fonction numerique.
3.a. Soit la fonction affine continue sur X

(3.1) x>, yy—r
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avec re R et y € ¥; on dira que ¥ est la penie de cette fonction affine.
La fonetion ainsi définie est une minorante de i € RX si et seulement si

(3.2) r z sup{{z,y)—h(z): xe X}

ce qui conduit & §’intéresser & la fonction h* définie sur ¥ par le second
membre de (3.2), c’est & dire aussi bien

(3.3) I(y) = sup{(z,y)—h(z): h(z) < + oo}

que nous appelons fonction polaire de h.

D’aprés (3.3), h* est I'enveloppe supérieure d’'unc famille de fone-
tiong affines continues sur ¥: elle est done convexe et semi-continue
inférieurement sur l'espace Y (pour n’importe laquelle des topologies
compatibles avec la dualité). Elle prend ses valeurs dans ]—co, +o0],
4 moins que % ne soit la fonction constante w= + oo, auquel cas A¥* est
la fonction constante —w= —oco.

3.b. Si y est tel que A*(y) € R et si on prend r=~A*(y), la minorante
affine (3.1) est maximale. Et cette minorante maximale de % est exacte
(§ 2.a) en un point x,< X si et seulement si le sup dans (3.2) est un
maximum, atteint pour x=umz,, c’est a dire si

(3.4) R(@o) + h*(y) — (o9 = 0.
On tire de la une expression du sous-différentiel de & au point z,:
(3.5) Bhiwg) = {y € Y hlag) + () — (2o, ) = 0}

= {y e ¥: hx,) + h*(y) —<mp, ) = 0}
qui montre que cet ensemble (éventuellement vide) est convexe el fermé
dans Y.

3.c. Exgmprn, Si on prend pour A la fonction indicatrice (§ 2.b) v,
d’un ensemble 4 = X, la fonction polaire s’écrit, d’aprés (3.3),

P *y) = sup{(z.y): x € 4}

expression bien connue sous le nom (assez impropre) de fonction d’'appui
de ’ensemble 4.

3.d. Parmi les régles de calcul des fonctions polaires, la plus simple
concerne la translation. Si h e RX et o € X, on note classiquement 7T,%

la fonction transilatée
x - h(r—a)
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on trouve alors
(3.6) (T h)* = h*+{a,.).

De méme si on ajoute & h une forme lindaire continue, la fonetion
polaire subit une translation dans Y et, plus généralement, si be ¥ et
seR, on a
(8.7) (Bt (., by —8)* = s+Ty(h*) .

Ces propriétés sont techniquement utiles pour ramener 4 I’origine
un point en lequel on procéde 4 une étude locale.

3.e. On appelle {nf-convolution la loi de composition, commutative et
associative, faisant carrespondre 4 tout couple de fonctions A, k, définies
sur X, & valeurs dans R, la fonction

(3.8) (hy V hg) () = Inf {hy(2y) + ho(us) : uy +up = a}

(la somme A (u,) + hy(u,) est ici entendue avec la convention
(+ o)+ (—o0)=(+o0); of. Moreau [31], [32], [33], [34]).

ExevrLr 1. 8i on prend pour %, et k, les fonctions indicatrices de deux
parties 4 et B de X, la fonetion 9, V py est la fonction indicatrice
de 'ensemble somme A+ B.

ExemprE 2. Si on note |. || une norme sur X, Pexpression (y, V || |)(x)
représente la distance de x & 'ensemble A.

L’inf-convolution nous intéresse ici par la propriété suivante des

fonetions polaires:
(3.9) (hy V ho)* = hy* +hy* .

4. Cénes fonctionnels I" et fonctions duales.

4.a. DEFINITION. 87 E est un espace vectoriel topologique, nous notons
I'(E) Uensemble des f € RE qui sont des enveloppes supérieures de fonctions
affines continues. Nous notons I'y(H) Uensemble des éléments de I'(E) autres
que les deux constantes w= + oo et —w= —oco (enveloppe supéricure d’une
Jamille vide).

L’enveloppe supérieure de toute famille de fonctions de I'(E) ap-
partient aussi & I'(#). Il en résulte que I'(£}, ordonné par ’ordre classique
de RF, est complétement réticulé: toute partie G de I'(E) posséde un sup,
égal & son sup dans R”, et un inf, noté /™-inf@ (ce dernier est générale-
ment plus petit que I'inf de @ dans RE).

Pour toute fonction numérique ke RP, Uenveloppe supérieure des
éléments de I'(F) minorant h (c’est aussi le plus grand élément de I'(F)
minorant £) est appelée I'régularisée de h.
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L’ensemble I'y(E)U{w} est stable pour les opérations d’addition et
de multiplication par toute constante A< ]0, oo, ce qui munit cet
ensemble d'une structure de céne convexe. Cette structure est étendue
a I'(E) lui-méme si on pose la convention (+oco)+(—oo)= —oo (pour
I'usage systématique de cette addition inférienre voir Morean [33], [34]).

4.b. Evidemment tout élément de I'(F) est une fonction convexe et
semi-continue inférieurement sur E: réciproquement en utilisant les
théorémes classiques de séparation (c’est & dire, si on veut, le théoréme
de Hahn-Banach), on trouve:

8i la topologie de E est localement convexe séparée, toule fonction,
a valeurs dans ]— oo, + 0], qui est convexe et semi-continue inférieurement
appartient a I'(E).

Il résulte de 1 que, E étant supposé localement convexe séparé,
si on considére une fonction A convexe, & valeurs dans ]— oo, + o] et sa
régularisée semi-continue inféricurement h, définic par

R(x) = lim.infh(w)

U—>r
et si cette fonction & ne prend nulle part la valeur — oo, elle est égale
a la Irégularisée de h. Le cas usuel permettant d’affirmer que & ne
prend nulle part la valeur —oo cst celui ol on posséde une minorante
de % qui soit une fonction semi-continue inférieurement, & valeurs dans
]— o0, +0o] (par exemple une minorante appartenant & I'y(E) ou, simple-
ment, une minorante affine continue).

4.c. Si on prend pour £ I'un ou 'autre des espaces vectoriels en dualité
X et Y, les ensembles I'(X) et I'{Y) sont les mémes pour toutes les topo-
logies compatibles avec la dualité.

11 résulte de (3.3) que, pour toute i € R¥, la fonction polaire A* ap-
partient & I(¥). La polaire h** de cette fonction polaire appartient
& I'(X): c’est précisément la [-régularisée de h.

En particulier lorsqu’on suppose a priori fe(X) et g I'(Y) on a
Uéquivalence:

(4.1) fr=g = f=g*.

Dans ce cas nous disons que f et g constituent une paire de fonctions duales.
Autrement dit, le couple f,g constitue alors un élément minimal dans

Pensemble des couples fe R¥, g € RY tels que pour tout # € X et tout

ye Y on ait

(4.2) J@)+gly)—<zy> 2 0,
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ensemble ordonné par I'ordre naturel de RX x RY (I’addition est ici une
addition supérieure: (4 o0)+4 (—o0)={+o0)).

La dualité définit par l& une bijection (renversant ’ordre) entre
I'X) et I'(Y). Comme d’ailleurs la fonction wx (constante +co sur X)
a pour duale la fonction —w (constante —eco sur Y) et inversement,
la correspondance est aussi bijective entre I'y(X) et I'y(Y) (ensembles
des « proper closed convex functions »).

Rappelons que, pour le cas X =Y =R", avec des fonctions convexes
4 valeurs finies, la présente idée fut inaugurée dans Fenchel [17], [18].
Comme source plus ancienne, on peut citer les fonclions conjuguées de
Young, définies sur [0, + o[ on les couples de fonctions définies de
maniére analoge sur R dans Birnbaum-Orlicz [9] ou Mandelbrojt [22].
(Noter que des fonctions continues définies sur le coin positif de R®
et généralisant & certains égards les conjuguées de Young ont été con-
sidérées dans Bellman-Karush [3], [4], [5], [6], [7].)

L’idée peut également étre rattachée & la transformation de Legendre,
usuelle dans la théorie élémentaire des équations aux dérivées particlles:
voir & cet égard Rockafellar [54].

4.d. L’addition dans I'(Y) se transmue par dualité en une loi de com-
position, commutative et associative, dans I(X) que nous appelons
I-convolution. On tire immédiatement de (3.9) que

(f1*+f2*)* = (fl sz)** *

Autrement dit, la I-convolution est la I'régularisée de 'inf—convolution.
Les cas o l'on a f; Vf,el'(X), de sorte que la I-convolution coin-
cide avec l'inf-convolution, sont d’une grande importance pratique
(notamment dans 1’étude de la sous-différentiabilité) ainsi que les cas o,
dans la définition (3.8) de A, V h,, 'inf est un minimum (cf. Brendsted [12],
Moreau [31], [32], Rockafellar [46], [49].

d.e. Deux éléments x € X et ye Y sont dits conjugués par rapport au
couple de fonctions duales f,q st on a Uégalité dans (4.2):

(4.3) @) +9(y) = (z.y) .
D’aprés (3.5) cela équivaut a
yedf(@)

ou, tout aussi bien, &
x € og(y) .
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4£. Pour toute fonction numérique k€ R on a les implications

(4.4) oh(z,) = O = h(zy) = A¥¥(,) ,
(4.5) h(zg) = A**¥(zy) = Oh(xy) = ch**(x,) ,
(4.6) Yo € Oh(y) == x4 € Ch*(y,) .

Par (4.4) et (4.5), 'étude du sous-différentiel d’une fonction % en un
point cst, dans une large mesure, ramenée & celle du sous-différentiel
de sa I'régularisée h**. Cela justifie I’intérét porté dans la suite aux
fonctions appartenant a I

5. Différentiabilité classique et sous-différentiabilité.

5.a. On sait qu’unc fonction f e R¥, finie au point x,, est dite dif-
férentiable aw sens de Géteauxr (ou faiblement différentiable) s’il existe
be Y (évidemment unique) tel que, pour tout % € X la fonction

(5.1) t— f(2y+tu)

de la variable réelle ¢ admette pour =0 une dérivée égale &

a
i (o +1u) [,_q = (u,b).
C’est ce qui a lieu, a fortiori, lorsque, X étant un espace normé, la fonction
est différentiable au sens de Fréchet.

On dit usuellement que b est le gradient de f au point z,.

Si, en outre, la fonction f est convexe on voit immédiatement qu’elle
est, dans cc cas, sous-différentiable, et que son sous-différentiel ¢f(x,)
se réduit au simple élément &.

5.b. Réciproquement, la théorie de la sous-différentiabilité permet,
dans certains cas, d’établir la différentiabilité au sens GAtcaux:

Supposons que la fonction conveze fe RX soit finte et conitnue au
point z, (pour unc topologie localement convexe compatible avec la
dualité entre X et Y, donc, a fortiori, pour la topologie de Mackey
©(X,Y) qui est la plus fine dc toutes). Alors [ est sous-différentiable au
point x, (cf. par exemple Minty [24]) et de ce qu’on verra au § 7 il résulte
que le sous-différentiel of(z,) est un ensemble (convexe, non vide)
compact pour la topologie faible ¢(Y,X). En outre (Morcau [35], [37]),
pour tout u e X, la fonction considérée en (5.1) posséde une dérivée a
droite de zéro égale a
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d
(5.2) d_z:f(x°+tu) 1o = max {{uy): y € (%)} .

On voit done que si f, convexe, est finie ef continue au point x, et 8t
le sous-différentiel of (xo) se réduit & un seul élément, alors f est différentiable
au sens de Qdteanx au point z, En vertu de (3.5), une condition suf-
fisante pour que df () contienne au plus un élément est la stricte convexité

de f* sur l'espace Y.
Si l'espace X est de dimension finie, on trouvera d’autres préeisions

sur les dérivées directionnelles telles que (5.2) dans Fenchel [18], Rocka-
fellar [54] et, pour les espaces de dimension quelconque, dans Rockafellar

[51].

6. Sous-différentiel d'une somme.

6.a. Soient h, et &, dans RX. Il est clair que si chacune de ces deux
fonctions posséde une minorante affine continue cxacte au point =,
la somme de ces deux minorantes est ume minorante affine continue
de hy+h,, encore exacte au point z. On a done Pinclusion

(6.1) Bhy() + Bha(z) By +hg)() -

11 est trés important pour la pratique d’énoncer des cas ol I'inclusion

(6.1) se précise en une égalité d’ensembles:
Si les fonctions hy et hy sont convexes et il existe un point x, o les
deuz fonctions sont finies, Pune d’entre elles continue en ce point, alors

pour tout e X on a
(6.2) hy(x) + Bha(x) = O(hy +ho)() -

Ce résultat est établi par Rockafellar [49] en utilisant les épigraphes;
on peut aussi le déduire du résultat obtenu antérieurement par Moreau
[35], [37], pour le cas particulier ou %, et h, appartiennent & I'g(X).

6.b. ExzmpLE. Soit € unc partie de X et soit / une fonction définie
gur X, & valeurs dans ]—oo, +oc]. Le probléme trés usuel suivant
(programmation, théorie de I'approximation, cte. ...): caractériser, 8’1l
existe, un point x, en lequel la restriction de h a C atteigne un minimum
équivaut visiblement &: caractériser un point x, ou la fonction h4+ye
(partout définie sur X) atteigne un minimum (cf. §§ 2a, 2b). Cela s'ex-
prime encore par

(6.3) 0 o(h+po)(zy) .

Colloguium — 13
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Supposons que % soit une fonction convere et C' un ensemble convexe.
Alors les conditions du § 6.a se trouvent réalisées:

— avec hy=h, hy=1yq, 8’il existe un point z, e C ol la fonction A
est continue,

— avec iy =g, hy=h, 8'il existe un point z, intérieur ¢ C on la fone-
tion A est finie.

Dans I'un ¢t 'autre cas on a I'égalité (6.2) partout de sorte que (6.3)
fournit la caractérisation suivante du point z,:

— ou bien x, € ' confére & h son minimum sur X,

-~ ou bien C est contenu dans un demi-espace fermé d’appui de la

forme
fweX:{z—zy, ) 2 0} avee z,€C et y, € 0h(z,) .

Des applications plus raffinées de ce théoréme d’addition des sous-
différentiels se trouvent dans Rockafellar [49]: on peut notamment en
déduire la théorie des multiplicateurs de Lagrange.

7. Critéres de continuité.

7.a. Les énoncés des §§ 5 et 6 attirent U'intérét sur les cas de continuité
d'une fonction convexe.

Supposons d’abord que l'espace X soit de dimension finie.

11 est classique que toute fonction % convexe sur X, & valeurs dans
J—o0, + o], est continue en chaque point intérieur de son domaine

effectif:
domh = {xe X: h(z)< +oo}.

Elle est done sous-différentiable en chacun de ces points. Plus générale-
ment, puisque dom# est une partie convexe d'un espace de dimension
finie, cet ensemble posséde, comme il est classique, un intéricur relatif
non vide (c’est & dire I'intérieur de l’ensemble relativement a la topologie
de la plus petite variété linéaire le contenant). En tout point de cet
intérieur relatif la sous-différentiabilité de A est assurée.

7.b. Si X est de dimension infinie, par contre, une fonction convexe,
méme partout finie, peut n’étre continuc en auecun point (exemple:
une forme linéaire non continue).

Rappelons d’abord (cf. Bourbaki [11]) que si & est une fonction con-
vexe & valeurs dans ]—co, + 0], et 8'il existe un ouvert £2 sur lequel A
est majorée, alors k est continue sur I'intérieur de dom#. (C'est la con-
elusion qu’on obtient, par exemple, dés qu'on posséde un point ou
est semi-continue supérieurement).
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On peut en tirer (Rockafellar [5(}]) que si X est un espace tonnelé
{(par exemple, un espace de Banach) une fonction fe I'y(X) est continue
en un point z, si et sculement si x, est un point tnterne de domjf (c’est
a dire que toute droite passant par z, rencontre domf selon un segment
sur lequel x, est intérieur).

7.c. Reprenant les espaces X ot ¥ mis en dualité par la forme bili-
néaire {.,.)», considérons sur X une topologie .5 non nécessairement
compatible avec la dualité. On a alors (cf. Moreau [37], [40]):

La fonction fe I'y(X) est continue a Uorigine de X pour la topologie T~
st et seulement si pour foul r € R Pensemble

g=(r) = {yeY:f*(y) < r}

est ume partie de ¥ équicontinue vis @ vis de la topologie T .

11 suffit d’ailleurs pour cela qu’il existe un r,>inff* tel que g= (r,)
soit équicontinu.

Par la régle de translation du § 3.d on caractérise de maniére analogue
la continuité de f en un point quelconque.

Ce résultat donne de nombreux corollaires utiles, par exemple:

Il existe une topologie (localement convexe séparée) compatible avec
la dualité et rendant f continue & l'origine, avec f(0) < + oo (autrement
dit: f est finie continue & I’origine pour la topologie de Mackey 7(X,Y))
si et seulement si les ensembles g=(r) sont compacts pour la topologie
faible ¢(Y,X) (Moreau [37]).

De méme f e I'y(X) est continue 4 I'origine de X pour la topologie forte
B(X.Y) si et seulement si les ensembles g=(r) sont bornés dans ¥
(cf. § 1.c). On peut en tirer (cf. Rockafellar [50]) que f e Iy (X) est finic
et continue pour la topologie forte en un point xy€ X #i et seulement
si x, est point internc de domf.

7.d. L’équivalence entre la 7-continuité de fe I'j(X) et la compacité
faible des « sections » de sa fonction duale a conduit Aggeri [1] & invoquer
pour I'étude des fonctions convexes continues, le théoréme classique de
Krein-Milman sur les points extrémauax des cnsembles convexes compacts
et & géndraliser un peu ce théoréme (notion de point extrémal d’une
fonction numérique). On aboutit ainsi & formuler une proposition duale
du théoréme de Krein—Milman.

8. Assise d'une fonction.
8.a. Nous appelons assise d’une fonction k € RE 'ensemble des points
ol cette fonction est sous-différentiable, c¢’est & dire
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A = {z e E: ohiz) + 9} < domh.

Il résulte du § 6.a que si b est convexe et si g est une fonction convexe
partout finie et continue, la somme g+ % a méme assise que A, '

Brendsted et Rockafellar [13] ont amélioré et étendu au cas d’espaces
de Banach qucleconques des résultats obtenus d’abord par 'auteur pour
les espaces de Banach réflexifs (Moreau [35]):

8i E est un espace de Banach quelconque, toute fonction fe I'j(E) est
égale @ Penveloppe supérieure de ses minorantes affines continues exactes
(§ 2.a). Ce résultat découle par dualité du suivant: Si F est un espace
de Banach guelconque, toute fe I'y (1) est déterminée par les valewrs qu'elle
prend sur son assise A; on o, pour tout x € K,

f() = lim.inf [f(u)+ 0]
U—FT

En d’autres termes, f est la régularisée semi-continue inférieurement de sa
restriction & son assise. 11 en résulte notamment que 4 est dense dans
domf; plus généralement, si on considére un nombre r € R et 'ensemble

convexe
{xeE: flz) < r}

les points de cet ensemble tels que df+@ y sont denses.

Ces propriétés ne sont plus vraies en général pour un espacc normé
quelconque: on peut en effet, dans des espaces normés convenables,
construire des fonctions appartenant a Iy et dont P'assise est vide.

8.b. Les résultats précédents sont dans la ligne des travaux de Bishop
et Phelps [10], Phelps [45], sur la « subréflexivité » des cspaces de Banach
quelconques et sur les hyperplans d’appuis des ensembles convexes
fermés de ces espaces.

Dans les raisonnements de Brondsted et Rockafellar [13], Rockafellar
[61], la notion de sous-gradient & & prés joue un role essentiel: reprenant
les espaces en dualité X et ¥, on posera, par analogie avee (3.5), la nota-
tion

8.f(@) = fye ¥: f@)+/*(1)— (=9 < ¢} .

Cet ensemble est convexe et fermé dans Y, non vide si fe I'(X)
et f(x)<-+oco. Le lemme fondamental de Brendsted et Rockafellar
s’énonce alors:

Supposons que X soit un espace de Banach et fe Ly(X). Soit ¢>0 et
soient x€ X, ye Y tels que y €0, f(x); choisissons A€ ]0, + cof.

Alors il existe Ze X et fe Y tels que
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lZ—2| £ 4, lg—ul = 7 gedf(x).

9. Applications sous-différentielles.

9.a. Considérons encore les espaces en dualité X et Y. Soit h e RX.
En associant & tout z € X le sous-ditférentiel ok (), lequel est une partie
(éventuellement vide) de ¥, on définit une application multivoque de X
dans Y.

Donnons d’abord une propriété de continuité locale (Moreau [40]):

Munissons X d’une topologie compatible avec la dualité et Y de la topologie
faible o(¥,X). Si la fonction numérique h est continue aw point x, € X,
Vapplication multivoque x — oh(z) est semi-continue supérieurement en
ce point, c'est & dire que, quel que soit Q, ouvert dans Y contenant oh(z,),
il existe un voisinage V de x, dans X tel que

zeV = ohz) < 2.

En outre, pour tout z € ¥, I'ensemble dk(z) est alors équicontinu, donc
faiblement compact.

On peut d’ailleurs améliorer ce résultat en remplagant la topologie
o(¥,X) par la topologie de la convergence uniforme dans les parties
compactes de X.

Naturellement, si pour tout z dans un voisinage de x, l'ensemble
oh(z) est constitué d'un seul élément, on trouve la continuité au sens
habituel de cette application univoque. Tel est le cas, en particulier,
si b (continue) est convexe et faiblement différentiable (cf. § 5.b).

9.b. Soit, d’'une maniére générale, @ une application multivoque
associant & tout z e X une partie @(r) (éventuellement vide) de Y.
Avec G. J. Minty on dit que @ est monotone si, quels que soient z et 2’
dans X, quels que soient y € P(z) et y' € P(z') on a

(-2, y—y> 2 0.
(C’est 14, en fait, unc propriété du graphe de @ dans l'espace produit
X x Y et les deux espaces jouent des rdles symétriques: 1’application
inverse @- est aussi bien monotone.)

@ est dite monotone maximale si elle n’admet pas d’extension stricte
qui soit encore monotone: autrement dit en ce cas, si un couple a € X,
be Y est tel que I'on ait

{a—z, b—y> = 0

pour tout z e X et tout y € P(x), alors b € P(a).
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L’intérét principal de la maximalité est de fournir des théorémes
d’existence pour certains problémes fonctionnels (Minty [23]).

9.c. Soit une fonction queleconque i € RX. On vérifie immédiatement
que D'application multivoque « — ¢h(x) est monofone. Si h est convexe,
partout finie et continue sur X, Minty [24] montre que cette application
est monotone maximale.

Brondsted et Rockafellar [13] ont montré que, si X est un espace
de Banach, quelle que soit fe I'\(X), I'application ¢f est monotone
maximale. Dans le cas particulier d’un espace de Hilbert, le fait résulte
d’ailleurs trés simplement de la théorie des applications « prox» déve-
loppée par 'auteur (Moreau [41]). Pour un espace normé quelconque,
par contre, 'exemple d’une fonction fe I, telle que of soit partout
vide montre que la maximalité de Papplication monotone ¢f n’est plus

assurée en général,

9.d. On peut d’autre part se demander dans quelle mesure une fonction
feTy(X) est déterminée par son application sous-différentielle. Rocka-
fellar [51] a montré que si X est un espace de Banach ct si f et g appar-
tiennent & [ (X) l'inclusion

of(x) < dg(x) pour tout xe X
implique
g = f+const.

Le méme contre-exemple que ci-dessus montre que cette propriété
n’est plus vraie en général dans un espace normé quelconque. (Pour
le cas particulier d'un espace de Hilbert, la théorie des applications
« prox » fournit, 1& encore, une démongtration trés simple.) '

9.e. Sauf dans le cas particulier X =R, il existe des applications
monotones, méme maximales, qui ne sont pas des sous-différentielles.
Pour caractériser les sous-différentielles, Rockafellar [51] introduit la
notion suivante: une application multivoque @ de X dans ¥ est dite
cycliquement monotone si, pour toute famille finie de couples (2, y,)e X x ¥,
1=0,1,...,n, tels que

y; € Pl;)
on a
(=1, Yoy + @1 — T, Y+ - - F X — 2, Yp) 2 0

(en particulier pour =1, ccla donne I'inégalité de monotonie de Minty).
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Il montre que cette propriété est nécessaire et suffisante pour I'existence
d'une fonction fe I'(X) telle que, pour tout ze X, on ait

D(x) < f(z).

9.f. Aggeri et Lescarret [2] ont constaté que les « duality mappings »
d'un espace de Banach dans son duval, considérées par Beurling et Living-
ston [8], Browder [14], [15], étaient précisément des applications sous-
différentielles. Plus généralement, ils partent de deux espaces en dualité
X et Y et d’un couple d’ensembles 4 <X et B< ¥ mutuellement polaires.
La fonction a, jouge de A4, est alors la fonetion d’appui de B et la jouge
b de B est la fonction d’appui de A. Ils considérent d’autre part un
couple de fonctions, f et g, définies sur [0, +oo], qui sont conjuguées de
Young, c’est & dire que

f(&) = sup{én—g(n): n € [0, +oof}

et égalité analogue en échangeant f et g ainsi que & et . Ils montrent
alors que les fonctions F=foael'j(X) et G=gobel,(Y) sont des
fonctions duales et étudient I'application ¢F. On retrouve une « duality
mapping » de Beurling-Livingston-Browder en prenant pour 4 et B
les boules unité d’un espace de Banach réflexif et de son dual et en

particularisant f.
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