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Résumé – Ce papier porte sur l’estimation robuste de matrices de forme (covariance normalisée) structurées. Dans un contexte d’estimation
robuste, nous introduisons un estimateur robuste et récursif de matrice de forme basé sur l’estimateur de Tyler. Nous prouvons que cet estimateur
est consistant, asymptotiquement efficace et gaussien. Par ailleurs, nous constatons qu’il atteint son régime asymptotique d’autant plus rapidement
que le nombre d’itérations augmente. Finalement, nous étudions la convergence des récursions pour la structure persymétrique hermitienne.

Abstract – This paper addresses robust estimation of structured shape (normalized covariance) matrices. In the framework of robust estimation,
we introduce a recursive robust shape matrix estimation technique based on Tyler’s M-estimate for convexly structured shape matrices. We prove
that the proposed estimator is consistent, asymptotically efficient and Gaussian distributed and we notice that it reaches its asymptotic regime
faster as the number of recursions increases. Finally, in the case of Hermitian persymmetric structure, we study the convergence of the recursions
of the proposed algorithm.

1 Introduction

En traitement du signal adaptatif, la plupart des algorithmes
existants nécessitent une estimée de la matrice de covariance
des données. Selon l’application considérée, cette dernière pos-
sède en général une structure particulière en plus de son carac-
tère hermitien défini positif [1]. La prise en compte de celle-
ci dans le processus d’estimation permet d’améliorer la qua-
lité de l’estimée [2]. Dans le contexte gaussien, ce problème a
été largement étudié, avec par exemple la méthode de Cova-
riance Matching Estimation Technique (COMET) [3]. Celle-ci
fournit un estimateur asymptotiquement efficace mais étant ba-
sée sur la Sample Covariance Matrix (SCM), elle est sensible
aux données aberrantes. Dans un cadre d’estimation robuste,
la classe des distributions Complexes Elliptiquement Symé-
triques (CES) s’avère être bien adaptée pour modéliser des don-
nées impulsives [4]. Dans ce contexte, un estimateur robuste
de la matrice de forme, dénommé estimateur de Tyler, a été
proposé dans [5]. Plusieurs méthodes ont été proposées pour
exploiter ce dernier dans le cadre de matrices de forme structu-
rées [6, 7], dont la méthode Robust COMET (RCOMET) [8].

Dans ce papier, nous proposons une version Récursive de
RCOMET (R-RCOMET) pour l’estimation de matrices de forme
à structure convexe, où nous menons une analyse théorique des

performances asymptotiques. Nous comparons son comporte-
ment non asymptotique avec celui de RCOMET. Enfin, nous
analysons la convergence de R-RCOMET dans le cas particu-
lier des matrices de forme persymétriques hermitiennes.

2 Formalisation du problème
Soit x ∈ Cm un vecteur aléatoire suivant une loi CES centrée

de matrice de dispersion M [9]. Le vecteur normalisé y =
x
‖x‖

,

x 6= 0, suit alors une distribution Complexe Angulaire Ellip-
tique (CAE), notée par y ∼ Um (M) dont la densité de proba-
bilité s’écrit [7]

p(y |M) ∝ |M|−1
(
yHM−1y

)−m
(1)

où la matrice M est définie à un facteur d’échelle près. Pour
lever l’ambiguïté, M est normalisée selon Tr (M) = m. On
désigne la matrice M comme la matrice de forme de y.

Soit un N -uplet de données i.i.d. selon une loi CAE , yn ∼
Um (Me), n = 1, . . . , N avec N > m. L’estimateur de Tyler
est la solution de l’équation au point-fixe suivant [5] :

M̂FP =
m

N

N∑
n=1

ynyHn
yHn M̂

−1

FP yn
, H

(
M̂FP

)
(2)



L’existence et l’unicité à un facteur d’échelle près de cette so-
lution ont été étudiées dans [10]. Dans la suite, l’ambiguïté
d’échelle est levée en fixant la trace Tr

[
M̂FP

]
= m. En pra-

tique, M̂FP est obtenu par l’algorithme itératif Mk+1 = H (Mk).
De plus, M̂FP est un estimateur consistant, non biaisé de Me
dont la distribution asymptotique est donnée dans [9, 11].

On suppose maintenant que la matrice de forme appartient à
un sous-ensemble convexe S des matrices hermitiennes défi-
nies positives et qu’il existe une paramétrisation bijective dif-
férentiable µ 7→M (µ) de Rp vers S . On cherche à estimer
µ, de vraie valeur µe, tel que Me = M (µe). On rappelle que
Tr [Me] = m. L’estimateur RCOMET, noté µ̂0, de µe est ob-
tenu par [8]

µ̂0 = arg min
α,µ

Tr
[{(

M̂FP − αM (µ)
)

M̂
−1
FP

}2
]

(3)

avec α > 0 et satisfaisant Tr [M (µ̂0)] = m. Nous avons mon-
tré que µ̂0 est un estimateur consistant de µe (respectivement
M (µ̂0)

P→Me), asymptotiquement efficace et gaussien [8] :
√
N (µ̂0 − µe)

L→ N (0,BCRCAE) (4)
où BCRCAE, désignant la borne de Cramér-Rao (BCR), est
donnée dans [8].

Bien qu’asymptotiquement efficace, la méthode RCOMET
requiert un nombre important de données pour atteindre son
régime asymptotique. Dans ce papier, nous proposons une ver-
sion récursive de RCOMET pour laquelle une analyse théo-
rique des performances asymptotiques est conduite. Par ailleurs,
nous étudions le comportement récursif de R-RCOMET dans
un cas particulier : la structure persymétrique hermitienne.

3 Méthode : Recursive RCOMET

3.1 Algorithme et performances asymptotiques

Dans le critère RCOMET (3), M̂FP joue à la fois le rôle de
matrice cible et de pondération définissant une métrique via
son inverse. En séparant ces rôles, on peut proposer une implé-
mentation récursive de RCOMET où la métrique est raffinée
à chaque étape. Pour un nombre fini d’itérations, K, l’estima-
teur R-RCOMET µ̂K de µ existe et s’obtient à la kième étape
en résolvant, pour k ∈ [[1,K]]

µ̂k = arg min
α,µ

Tr
[{(

M̂FP − αM (µ)
)
M
(
µ̂k−1

)−1
}2
]

(5)

avec µ̂0 donné par (3) et tel que Tr [M (µ̂K)] = m. L’algo-
rithme R-RCOMET est résumé dans l’encadré Algorithme 1.

Lemme 1. Soit µ̂ la solution de

µ̂ = arg min
α,µ

Tr
[{(

M̂FP − αM (µ)
)

M̂
−1
}2
]

(6)

où M̂ désigne n’importe quel estimateur consistant de Me à un
facteur d’échelle près, i.e., M̂ P→ κMe, κ > 0. Alors, on a

µ̂
P→ µe et

√
N (µ̂− µe)

L→ N (0,BCRCAE)

Algorithme 1 R-RCOMET

Entrées : yn ∼ Um (Me), n = 1 . . . N i.i.d., N > m, K ≥ 1

1: Calculer M̂FP à partir de y1, . . . , yN avec (2)
2: Initialiser µ̂0 avec (3)
3: pour k = 1 à K
4: Calculer µ̂k à partir de (5)
5: fin
6: Sortie : µ̂K

Preuve. L’estimée µ̂ est une fonction continue de M̂FP et M̂,
notée µ̂ = g

(
M̂FP, M̂

)
et vérifiant g (Me, κMe) = µe. La

consistance de M̂FP vers Me [11] (respectivement celle de M̂
vers κMe, pour tout κ > 0) implique µ̂ = g

(
M̂FP, M̂

)
P→

g (Me, κMe) = µe et donc M (µ̂)
P→M (µe). En utilisant la

méthode delta [12, Chapitre 3], on peut montrer que
√
N (µ̂− µe)

L→ N (0,Γµ) (7)

où Γµ est indépendante de κ. L’estimateur RCOMET étant un

cas particulier du problème considéré (6) avec M̂ = M̂FP
P→

Me, nous obtenons finalement de (4) que Γµ = BCRCAE. �

Théorème 1. Soit µ̂K l’estimateur R-RCOMET de µe obtenu
avec l’Algorithme 1. Alors, on a

µ̂K
P→ µe et

√
N (µ̂K − µe)

L→ N (0,BCRCAE)

Preuve. Avec pour tout k ≥ 0, M (µ̂k)
P→ Me et le Lemme

1, le théorème en découle immédiatement. �

Finalement pour K ≥ 1 fini, R-RCOMET a les mêmes per-
formances asymptotiques que RCOMET. L’intérêt pratique est
qu’il améliore le plus souvent les performances à distance fi-
nie. La convergence de R-RCOMET pour K → ∞ requiert
une étude au cas par cas selon la structure considérée. Dans la
suite, la convergence de R-RCOMET est établie pour la struc-
ture persymétrique hermitienne, i.e., les matrices appartenant
à l’ensemble

{
A ∈ Cm×m|A = AH et A = JmAT Jm

}
avec

Jm la matrice antidiagonale unité de taille m.

3.2 Convergence pour la structure persymétrique
hermitienne

La paramétrisation naturelle et minimale d’une matrice per-
symétrique hermitienne de taillem est de considérer les parties
réelle et imaginaire des éléments Mr,s de M (µ) satisfaisant
s ≥ r et s ≤ m + 1 − r. Il existe alors une matrice de rang

plein J ∈ Cm2×p avec p =
m(m+ 1)

2
telle que

η (µ) = vec (M (µ)) = Jµ (8)

Cette matrice possède une pseudo-inverse gauche J † telle que

J † =
(
JHJ

)−1
JH et J †J = Ip.



Proposition 1. Soit W = AT ⊗ A, où A ∈ Cm×m est per-
symétrique hermitienne et ⊗ désigne le produit de Kronecker.

Alors
(
JHW−1J

)−1
= J †WJ †

H

.

Preuve. Voir en Annexe �

Corollaire 1. Soit µ̂K la R-RCOMET estimée de µe. Alors,

∀K ∈ N∗ µ̂K = J †µ̂FP (9)

Preuve. Pour K = 1, l’estimateur R-RCOMET s’écrit

µ̂1 ∝
(
JHŴ

−1
0 J

)−1
JHŴ

−1
0 η̂FP

où Ŵ0 = M (µ̂0)
T⊗M (µ̂0) et µ̂0 est donné par (3). D’après

la Proposition 1, µ̂1 se réécrit comme µ̂1 ∝ J †η̂FP. Pour sa-
tisfaire Tr [M (µ̂1)] = m, nécessairement µ̂1 = J †η̂FP. On
peut montrer par récurrence que µ̂1 = . . . = µ̂K = J †η̂FP
pour tout K ∈ N∗. Ainsi, la méthode R-RCOMET se stabilise
en une étape pour la structure persymétrique hermitienne. �

J †η̂FP peut être interprété comme la projection euclidienne
de l’estimateur de Tyler sur l’espace des matrices persymé-
triques hermitiennes, en effet :

J †η̂FP = arg min
α,µ
‖η̂FP − αJµ‖2 s.t. Tr [M (µ)] = m (10)

L’estimateur R-RCOMET coïncide ainsi étonnamment avec la
projection euclidienne de l’estimateur de Tyler dans le cas des
matrices persymétriques hermitiennes.

4 Résultats numériques
Cette partie illustre les résultats de l’analyse théorique précé-

dente pour les structures persymétrique hermitienne et Toeplitz
hermitienne et on compare avec des algorithmes de l’état de
l’art pour m = 8 sur 5000 Monte-Carlo.

Tout d’abord, on considère la structure persymétrique her-
mitienne pour laquelle on compare les performances de RCO-
MET, R-RCOMET, l’estimateur Point-Fixe Persymétrique noté
PFP [6], et l’estimateur Persymétrique basé sur la SCM, noté
PSCM. Ce dernier est obtenu en remplaçant l’estimateur de Ty-
ler de l’estimateur PFP par la SCM. Enfin, la BCR associée,
BCRU , est tracée pour la comparaison [7].

Sur la Fig. 1, on remarque que les estimateurs R-RCOMET
et RCOMET atteignent la BCR. De plus, R-RCOMET est bien
identique pour 1 et 2 itérations et semble aussi coïncider avec
l’estimée PFP. L’estimateur PSCM n’est pas performant car la
SCM calculée sur des données CAE est biaisée [11].

Remarque: On peut montrer théoriquement que les estimateurs
R-RCOMET et PFP sont identiques, puisque µ̂PFP donné dans
[6] peut s’exprimer par

µ̂PFP = J †
(

TT ⊗ TH
)

vec
(
1

2

[
TM̂FPTH+ T∗M̂

T

FPTT
])

= J †η̂FP

où T est une matrice unitaire telle que TTT = Jm [6].
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Fig. 1 – Comparaison pour la structure persymétrique hermitienne

Ensuite, on considère la structure Toeplitz hermitienne. Dans
ce cas, la paramétrisation minimale consiste à prendre les par-
ties réelle et imaginaire de la première ligne de la matrice M (µ).
Il existe aussi une matrice de rang plein J 1 ∈ Cm2×p avec
p = 2m−1 telle que vec (M (µ)) = J 1µ. Il est important de
remarquer que la matrice J 1 pour les matrices Toeplitz hermi-
tiennes est différente de celle pour les matrices persymétriques
hermitiennes, car le nombre minimal de paramètres est diffé-
rent. On compare les performances de RCOMET, R-RCOMET
pour différentes valeurs deK, la projection euclidienne de l’es-
timateur de Tyler ainsi que l’estimateur COCA [7]. La BCR
associée est aussi tracée pour la comparaison [8].

101 102 103
−25

−20

−15

−10

−5

0

Nombre d’observations N

Tr
{E

Q
M

(µ̂
)}

(d
B

)

Tr (BCRU )
Proj. euclid. Tyler
COCA [7]
RCOMET [8]
R-RCOMET, K = 1

R-RCOMET, K = 5

R-RCOMET, K = 20

102.8 102.9 103

−25

−24

−23

101 101.2 101.4

−10

−5

0

Fig. 2 – Comparaison pour la structure Toeplitz hermitienne

Sur la Fig. 2, on peut voir l’efficacité asymptotique de R-
RCOMET et RCOMET. Comme déjà mentionné, on note que
la BCR est atteinte plus vite par R-RCOMET que RCOMET, et



ce, d’autant plus que le nombre d’itération K augmente. Aussi
dans ce cas R-RCOMET ne correspond plus à la projection eu-
clidienne de l’estimateur de Tyler. Enfin, l’estimateur COCA
est consistent mais pas efficace [7]. Ce dernier montre son in-
térêt à faible nombre d’observations, cependant il souffre d’un
coût calculatoire important. R-RCOMET offre alors un com-
promis intéressant entre performance et temps de calcul.

5 Conclusion
Dans ce papier, nous avons introduit une version récursive

de RCOMET pour les matrices de forme à structure convexe.
Nous avons prouvé que l’estimateur proposé est consistent, asymp-
totiquement efficace et gaussien. De plus, les simulations montrent
un gain dans les performances non asymptotiques de R-RCOMET
par rapport à celles de RCOMET. Dans le cas particulier de la
structure persymétrique hermitienne, nous avons étudié le com-
portement récursif de R-RCOMET.

6 Annexe
Cette annexe donne la preuve de la Proposition 1, qui néces-

site le lemme suivant.

Lemme 2. Soit J la matrice définie par (8), de pseudo-inverse

J † =
(
JHJ

)−1
JH . Alors, on a l’égalité suivante

JJ † = 1

2
(Im2 + Jm2Km) (11)

où Km est la matrice de commutation [13].

Preuve. Introduisons Q =
1

2
(Im2 + Jm2Km) et PJ = JJ †

deux projecteur sur l’image de J . On a PJ de rang p =
m(m+ 1)

2
et QPJ = PJ . Pour avoir Q = PJ , il faut alors montrer
que rang (Q) = p. En analysant les colonnes de la matrice
Km+ Jm2 , on peut montrer que rang (Q) = p, d’où l’équation
(11). De plus, en multipliant à droite par J l’équation (11), on
obtient J = Jm2KmJ . �

Preuve de la Proposition 1. Introduisons X = JHW−1J et
Y = J †WJ †

H

. Selon le Lemme 2, on a

XY = JHW−1JJ †WJ †
H

=
1

2
JH [Im2 + W−1Jm2KmW

]
J †

H

Ensuite, il est facile de montrer que W−1 est persymétrique
hermitienne d’où W−1Jm2KmW = Jm2Km. Ainsi, on obtient

XY =
1

2
JH [Im2 + Jm2Km]J †

H

= Ip = YX

�
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