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CALCUL NUMERIQUE DES MODES DE GALERIE D’UNE SPHERE ELASTIQUE ENFOUIE

Matthieu Gallezot (matthieu.gallezot@ifsttar.fr)', Fabien Treyssede®, Odile Abraham?

Mnstitut de Recherche en Génie Civil et Mécanique, Univ. Nantes “IFSTTAR, Laboratoire GeoEND, Nantes

Objectifs

— Développer un modele semi-analytique pour le calcul des résonances vibratoires d’'une sphere élastique enfouie

— Obtenir la réponse forcée de la sphere
— Déterminer l'atténuation et les conditions d’excitation d’'une onde focalisée le long d’une circontérence

Résonances de sphere (1] Forme faible des équations harmoniques de I’élastodynamique
Ondes circonférentielles stationnaires, de deux types : Nous commencons nos développements a partir de I’équation suivante :

~ modes toroidaux ou de torsion (u, = 0) . 5eT6dV — o [ pouTadV = | saTfdv + [ sutdov. (1)
— modes sphéroidaux (polarisés dans toutes les directions) = o = .-

(n)

et de fréquence propre w,

0(r,9,6) = [i(7,0,0), @(.0,6), uy(7,0,0)"
— & = Lu ol l'opérateur est L = Lré}~ -+ L9~89 -+ L¢7"Sln898gb 1L + COWLQ
& = Cé

€, limité aux matériaux isotropes transverses avec seulement variation radiale des propriétés

On définit les nombres d’ondes :
—n € N : radial

—[ >0, [ € N: polaire (dir. 0)
—|m| <1, m € N : azimuthal
Pour chaque m, il y a 2{ + 1 modes
indépendants avec un wl(n) 1den-
tique (dégénerescence suivant ¢).

Le milieu environnant doit etre borné pour pouvoir appliquer une méthode numeérique.

Modes de galerie : modes sphéroidaux d’ordres n, I, m élevés, PML = extension analytique Retour dans l'espace du rayon réel
avec [ =~ m — intéret d’un modele 1D. Démarche : r via changement de variable

1. Borner la direction radiale (milieu environnant initialement infini) \\ \ 7 — 1 dans (1) :
| V fonction g, g(r) = g(r),

' dg/0r =0 r)or),
3. Discrétiser la direction radiale (éléments finis) —(r)=1sir <d, df / o )di]“ /(v(r)or)
—Im~(r) >0sid<r<d+h. B |

2. Séparer les variables angulaires (description analytique) et radiale par une fonction d’atténuation

Harmoniques sphériques vectorielles Forme des solutions recherchées

Apparaissent naturellement lors de la résolution des équations de "élastodynamique en coordonnées sphériques. Peuvent Solution de (1) recherchée par séparation de variables
étre regroupées pour construire la matrice des harmoniques sphériques |3, 4] - u(r, 6, ¢) = S‘ S‘ S™(0, )l (r) (6)

_ - \ m A > [>0 |m|<l
VI, 6) 0 0 ot P"(cos @) est un Polynome Associé de Legendre. |
S0, ¢) = 0 W%(;’qb) 5’;(5 ég’f ) 3) Ortho sonalité ou les coefficients sont obtenus par la transformée
0 3\‘({”(9@) 9Y["(0,9) - - T 2T
i sin 00¢ 00 _ - 100 g;n(T) — / / S}”*(@, ¢)g(7’, 6), ¢)d¢ sin 6d6. (7>
0 Jo

2m
avec les harmoniques sphériques normalisées [5] / / SP*S/"d¢sin0df = |0 1 0| Oxi0my (5)
0 Jo

(20 + 1)(I — m)! | 001 Le champ test dans (1) est choisi tel que
V(0. 0) = Pcosf)e™,  (4) - ¥ T
dm(l+m) ou l =1I(l 4+ 1) et * désigne le conjugué transposé. ou' (r,0,¢) = ou (r)SY(6, @), Je! = [Lsi* 5{1} . (8)

afin de bénéficier de (5).

Formulation aux élements finis Calcul des modes

Interpolation radiale : Le systeme élément fini (11) sans terme source se décompose facilement en deux sous-sytemes

0" (r) = N°(r) U} 9) (K5 — wMs)Us = 0, (15)
(KT — wQMT)ﬂT — O, (16)

Apres de longs calculs, mobilisant également les relations d’orthogonalité des har-

moniques sphériques tensorielles [6], nous obtenons le systeme élément (n)

permettant, pour chaque [, le calcul de IV fréquences propres w, ’ et vecteurs propres ﬂln (déformées

fini :
, o am modales radiales), avec n = 1... N. L’atténuation de chaque mode est donnée par Im wl(n).
(K(1) - «*M() U] = )" 10
avec
K (1) = Ki(1) + Ko () + Ky (1) + K3(1). (11) Réponse forcée
Matrices élémentaires :
INeT Cip 0 0] AN 72 INeT 2C1, —1Ciy 0 ]
Kill) = / dr 8 16855 ) (2 dr ?dr Kall) = / dr l%"’ —50055 ZOO Nrdr, (12) Par superposition modale et en utilisant les relations usuelles d’orthogonalité des systemes aux valeurs
55 | —UH5_ . s . ’ / 5 7 L.
O A s O —T(Cint 2(Cs+ o) ; propres linéaires, nous montrons que la reponse forcée s’écrit :
Kg(l) = /NeT —1(055 + 2(023 + 044)) 22023 + 2055 + 27(7 — 1)044 0 N dr. (13) ) F ( )-[’\J-(n>
_ sq [ [
oo ’ (Gt =00, V.60 =33 S50, 7 T (17
— W
Me(1) z/pNeT 0 1 0] N°*~dr. (14) 2 <0 =t
00 [
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