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Résumé — On s’intéresse dans cette contribution a 1’identification de fissures internes dans des pieces
mécaniques a partir de mesures des déformations de celles-ci sous des sollicitations quasi-statiques. On
utilise pour ce faire la méthode de 1’écart a la réciprocité. Une procédure sera proposée afin de se passer
de la nécessité, tres contraignante pour cette méthode, d’avoir des mesures sur tout le bord du domaine
considéré. Cette procédure sera étudiée numériquement sur des données synthétiques dans des cas 2D et
3D.

Mots clés — identification de fissures, écart a la réciprocité, problemes inverses.

1 Probleme d’identification de fissures

Le probleme de I’identification de fissures macroscopiques internes dans des pieces mécaniques re-
vét a la fois un intérét technologique dans le cadre du contréle non-destructif, et scientifique en tant
que probleme mal posé. Les technologies disponibles actuellement sont trés majoritairement basées sur
I’inversion d’équations de propagation, comme 1’échographie [1], ou la tomographie [2]. En effet, la
propagation des ondes donne lieu a des phénomenes de réflexion et de transmission partielle particulie-
rement propices a I’identification de défauts.

Pourtant, dans certains cas d’applications, on aimerait pouvoir détecter des fissures a partir de char-
gements statiques ou quasi-statiques subis par la piece, par exemple parce que ce sont les chargements
auxquels la piece est naturellement soumise dans son utilisation.

Considérons le probleme statique direct : soit un domaine Q dans lequel se trouve une fissure plane
Y, de plan IT. L’intersection de IT avec Q est notée o, et le bord de Q est noté dQ. Ces notations sont
illustrées sur la figure 1.

FIGURE 1 — Définition des éléments géométriques

Ce domaine est occupé par un solide élastique linéaire isotrope et homogene. Il est alors sou-
mis séquentiellement a une série de chargements ( ]: r)rzl__rmm_ de Neumann auto-équilibrés. Si on note
(4,)r=1.r,, les champs déplacement solution, (u,) la contrainte de Cauchy, € 1’opérateur de gradient
symétrique et H le tenseur de Hooke, le probleme direct d’élasticité est représenté par les équations (1).

On sait qu’il admet une solution unique pourvu que I’on interdise tout mouvement de corps rigide.
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Considérons a présent le probleme inverse : on suppose que I’on connait f_sur une partie I';, de 0Q,
et la trace de u, sur une partic I'; de dQ. On introduit de plus les complémentaires respectifs a dQ de
ces bords : I';; et I';. Le probleme que I’on se pose est de reconstruire X a partir de ces données et de la
connaissance du fait qu’il s’agit d’une surface plane.

Mathématiquement, le probleme auquel on a affaire est un probleme inverse elliptique, pour lequel
plusieurs résultats théoriques ont déja été obtenus. [3] a montré ’unicité de la solution dans le cadre de
I’équation de Laplace bidimensionnelle, ainsi qu’un résultat de stabilité général. [4, 5] ont obtenu un
résultat de stabilité de Lipschitz locale pour I’équation de Laplace et de 1’élasticité 2D respectivement et
dans le cas d’une fissure débouchante. De plus, dans [5], I’identifiabilité est montrée pour I’équation de
I’élastostatique et des fissures non débouchantes a condition que le nombre de cas de chargement connus
Fmax SOIt supérieur ou égal a 2. Il est a noter que les résultats d’identifiabilité ne nécessitent la présence
de mesure que sur une partie de la frontiere du domaine.

Numériquement, plusieurs travaux ont montré que 1’on pouvait reconstruire des fissures grace a la
minimisation d’une fonctionnelle de Kohn-Vogelius [6, 7]. Par la suite, il a été proposé, dans [8], un
moyen astucieux d’utiliser la dérivée topologique de cette fonctionnelle pour obtenir une cartographie
de petites fissures bien séparées. Dans le cas ol le plan de fissure est a priori connu, il a été proposé
[9] de résoudre un probléeme de Cauchy sur chaque semi-domaine. Une autre méthode, celle que 1’on va
considérer dans ce document, proposée dans [10, 11], consiste a tirer profit de la symétrie de I’opérateur
d’élasticité (ou de I’opérateur de Laplace), et a écrire un écart a la réciprocité entre les données de
Neumann et de Dirichlet sur le bord du domaine.

2 Méthode de I’écart a la réciprocité

Soit 6(v), la contrainte de Cauchy associée a un champ v de H 1(Q). En supposant que Iy =T, = 0Q,
et en définissant V' = {v € H'(Q),6(v) € Hyin(Q),div(c(v)) = 0}, on peut introduire la fonctionnelle
(2), qui sera appelée fonctionnelle d’écart a la réciprocité :

RG,: 7V =R
v RG,(v) = /aQ(J:r'E—ﬂr'Q(X) -n)dS @

En notant [u,] le saut de déplacement sur le plan de la fissure, on peut alors montrer que RG, respecte
I’équation (3) :

e V. RG(y) = [ o) (un @ [u])d 3)

On peut alors, en suivant la méthodologie proposée dans [10, 11], utiliser certains champs v bien
choisis pour trouver les parametres définissant le plan contenant la fissure. Remarquons au passage que
pour trouver la normale au plan de fissure, la procédure proposée impose d’utiliser 2 cas de chargement
au moins, ce qui est cohérent avec le résultat d’identifiabilité.

On peut ensuite reconstruire le saut de déplacement [u,] dans ®, dont le support est X. Pour ce
faire, on utilise une méthode de Galerkin sur I’équation (3) en injectant des fonctions-test v particulieres
permettant une reconstruction du saut soit par série de Fourier, comme dans [11], soit par somme de
polyndmes, comme proposé dans [12].

La méthode de I’écart a la réciprocité présente I’avantage de ne nécessiter aucune résolution de
probleme direct, et la projection de Galerkin ne concerne qu’un nombre limité de fonctions-test et de
reconstruction vivant uniquement sur la surface de fissure, ce qui permet d’envisager un traitement rapide
des données.



Cependant, cette méthode présente plusieurs inconvénients qui la rendent difficile a appliquer dans
un contexte expérimental et a fortiori industriel. La plus critique de ces limitations est la nécessité, pour
écrire la réciprocité, d’avoir acces a des données de Dirichlet et de Neumann sur 1I’ensemble du bord
du domaine considéré, ce qui est inenvisageable en pratique. En effet, on peut s’attendre a ce que sur
certaines parties du bord, on n’ait pas acces a I’effort qui est appliqué, ou bien que le déplacement ne soit
pas mesuré, ou pire, que ni I’un ni 1’autre ne soient disponibles.

Pourtant, les résultats d’identifiabilité et méme de stabilité ne nécessitent pas que les données de
Dirichlet et Neumann soient disponibles & la fois sur I’ensemble du bord. Par conséquent, il a été pro-
posé, par exemple dans [13], de résoudre au préalable un probleme de complétion de données (probleme
de Cauchy) afin d’étendre les données sur I’ensemble du bord 0Q. Cependant, ceci suppose que 1’on
connaisse une partie de  dans laquelle il n’y a pas de fissure. Or dans certains cas la forme de ce
domaine rend le probléme de complétion de données tres instable. Par ailleurs, des travaux théoriques
[14, 15] ont permis de montrer que la stabilité du probleme de Cauchy n’est que logarithmique, tandis
que, comme mentionné plus haut, la stabilité du probléme d’identification de fissure est de Lipschitz,
donc bien plus favorable. On propose donc dans cette contribution deux procédures techniquement tres
proches permettant d’identifier directement des fissures a partir des données par la méthode de I’écart a
la réciprocité, et sans étape intermédiaire.

3 Utilisation de champs-test adaptés

Dans cette section, on propose de n’utiliser que des champs-test annulant les contributions a 1’écart
a la réciprocité des champs de déplacement et effort sur les parties du bord ot ils sont inconnus, c’est a
dire que I’on utilise des champs-test appartenant a 1’espace 1}, décrit en (4).

=0 T~
V) = {ve p, 0 d} )
o(v)-n=0

Cependant, dans ce contexte, I’obtention de champs permettant d’identifier le plan de fissure n’est
pas possible dans le cas général. Par conséquent, une approche légerement différente est proposée dans
laquelle le saut de déplacement le long de la fissure sera identifié a partir de I’équation (3) avec une mé-
thode de Petrov-Galerkin. On va écrire le probléme de minimisation (5), portant sur [u,] dans H'/2% (@)
et sur IT dans ’espace vectoriel des plans de R? (d étant la dimension de I’espace physique).

1 Tmax N

~ 2
Jmin 54 Y ([ ot o tubas—( [ 7 was— [ aeownss))

Les champs-test (y;),_, , sont les polyndmes de degré inférieur ou égal a 20 et appartenant a 4.
En pratique, on introduit un paramétrage de I noté 0 (2 parametres pour une ligne en 2D, 3 pour un
plan en 3D). Pour une position 6 de IT, on note ®(8) = IT(6) N, on maille cette surface et on définit
des fonctions éléments finis (¢ j) j=1..m- Pour une mesure 1, on cherche " le vecteur des déplacements
nodaux de sorte que [u,] = Y. o}0;.

in Y (6, (o
omin (6,(a),)

r
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En plus de rendre possible la génération de fonctions-test, la méthode de Petrov-Galerkin a pour
avantage d’autoriser 1’utilisation de fonctions locales pour la reconstruction, ce qui permet d’imposer
facilement dans la résolution la non-interpénétration des Ievres de fissure et la nullité du saut de dépla-
cement sur dm(0), au travers de deux conditions notées Ca’” < 0 et Tao" = 0, ce qui améliore la qualité
de la reconstruction. Le probleme de minimisation final (7) est écrit ci-apres :



. N 7
0,(Tor—0.Cor<0), (8, (a),) -

Remarque (Pondération des cas-test) On ne doit pas donner a tous les cas-tests le méme poids dans la
résolution. En effet, ceux qui conduisent a une ouverture de fissure moindre pour une amplitude d’ef-
fort similaire, et donc a un écart a la réciprocité moindre, ajoutent plus de bruit que d’information. Par
conséquent, il est intéressant de pondérer I’importance relative des cas-test par un scalaire représentant
I’amplitude de I’effort imposé. A noter toutefois que le fait que 1on ait affaire a des données incomplétes
interdit de facto d’avoir acces a cette amplitude de fagon exacte.

Plus de détails seront donnés lors de la présentation sur la mise en ceuvre numérique de cette mini-
misation, qui conduit a reconstituer la ligne de la fissure, ainsi que sa forme.

Pour finir, on présente un résultat numérique d’identification. Il s’agit d’un domaine carré 2D en
contraintes planes encastré sur sa face supérieure. 4 cas de chargement lui sont appliqués séquentielle-
ment, comme montré sur la figure 2. Le délpacement est supposé mesuré sur tout le bord du domaine
tandis que 1’effort est connu sur toutes les faces excepté celle qui est encastrée. Un bruit blanc gaussien

de 1 % est ajouté aux mesures. Les résultats de 1’identification sont comparés a la référence sur la figure
3.
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FIGURE 2 — Domaine étudié avec les cas de chargement
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(a) Identification de la ligne de fissure. (b) Saut de déplacement sur la ligne

rouge : ligne identifiée, magenta : fissure
a identifier, noir : ligne de référence

FIGURE 3 — Identification de fissure par sa ligne et le saut de déplacement le long de cette ligne

4 Extension de la procédure

Comme les fonctions-test utilisées sont polynomiales, on peut imposer leur nullité, ou celle de leur
dérivée normale, sur des courbes d’équations polynomiales. Or dans certains cas, on peut avoir des don-
nées manquantes uniquement sur une petite partie d’un bord rectiligne. Il en résulte que la méthode



précédente demande d’oublier les données sur 1I’ensemble du bord, ce qui revient a gaspiller de 1’infor-
mation. C’est pour répondre a ce probleme qu’une deuxieme procédure sera présentée, qui peut étre vue
comme une extension de la précédente. Cette deuxieme procédure sera mise en ceuvre numériquement
sur un cas tridimensionnel.
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