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INTRODUCTION

La problématique et les références théorigues

La recherche porte sur I'enseignement du concept de fonction en classe de seconde, un
enseignement qui intégre les dimensions objet et outil de ce concept { DOUADY, 1986 ), Dans cette
introduction, nous présenterons tout d’abord les références théoriques sur lesquelles nous nous sommes
appuyé en ce qui concerne la dimension objet du concept et les hypothéses faites sur la construction de
cet objet. Nous évoquerons d'autre part le concept de modélisation intra ou extra mathématique qui nous
permettra d’integrer I'aspect outil du concept de fonction. Mais nous insisterons aussi sur I'importance et
le role des divers registres sémiotiques dans 'appréhension de I'objet et de 'outi! fonctionnel. Nous en
viendrons ensuite & notre problématique qui porte plus spécifiquement sur Fentrée dans ia pensée
fonctionnelle et ceci nous aménera a situer cette pensée par rapport aux modes de pensée arithmétique
et algébrique et a pointer les articulations et ruptures pouvant exister entre ces différents modes. Enfin,
dans un dernier paragraphe, nous présenterons brigvement la méthodologie utilisée dans ce travail.

L'objet fonction

Dans cette partie, nous évoquons la théorie d’Anna SFARD 3 partir de ( SFARD, 1991) puis
cefle d’Ed DUBINSKY décrite dans ( BREIDENBACH et al, 1992 )} a propos de la conceptualisation de
I'objet fonction.

Prenant appui sur des considérations & la fois historiques et cognitives, Anna SFARD a introduit
fa distinction entre un statut « procédural » et un statut « structural » des concepts mathématiques de
fonction et de nombre. D’un point de vue historique, elle remargue gue les conceptions procédurales
précédent les conceptions structurales, ces demiéres pouvant étre considérées comme le stade le plus
avancé du développement d'un concept. Ceci constitue une premiére approche. A SFARD, considérant
les mathématiques dans leur ensemble, mentionne Pexistence d'une sorte de hiérarchie des concepts
dans laquelle ce qui est considéré comme procédural & un certain niveau peut étre congu
structurelternent a un niveau plus élevé. Cela institue une dialectique entre les deux statuts, fa distinction
refevant plus d’'une dualité que d'une dichotomie. Adoptant un point de vue cognitif, elle transpose cette
antéricrité des conceptions procédurales sur les conceptions structurales en la considérant comme un
invariant dans le processus d'apprentissage. Pour cela, elle distingue trois étapes, correspondant & trois
degrés de structuration, dans le processus de formation d'un concept : intériorisation / condensation /
réification. Lors du stade d'intériorisation, Papprenant fait la connaissance des nouveaux processus qui, &
la fin, conduiront au nouveau concept. lls sont constitués d'opérations exécutées sur des objets
mathématiques de niveau inférieur. Un processus est intériorisé lorsqu’il peut étre exprimé au travers de
représentations mentales. Dans le cas de [a notion de fonction, ce sera lorsque l'idée de variable sera
acquise ainsi que la capacité & utiliser une formule pour déterminer des valeurs de 1a variable
dépendante. La phase de condensation est une période de « réduction » des séquences de caicul en des
entités plus aisément manipulables ; & ce stade, 'apprenant peut se référer au processus en termes
d'entrée-sortie plutdt qu'en indiguant une suite d'opérations. Un nom peut étre donné au processus. Dans
le cas de la notion de fonction, I'apprenant peut &tudier des fonetions, tracer leurs graphes, combiner des
couples de fonctions et méme déterminer une fonction réciprogue. La réification n'a lieu que lorsqu‘un
individu devient capable de concevoir [a notion comme un objet 4 part entiére. La nouvelle entité est
dégagée du processus qui I'a produite et prend son sens du fait qu'elle fasse partie d’'une certaine
catégorie. On peut alors étudier les propriétés de cette catégorie, déterminer les relations entre ses
différents représentants ou effectuer des processus pour lesquels le nouvel objet est en entrée. Une
phase d'intériorisation de concepts de niveau supérieur commence. Bans le cas de ia notion de fonction,
1a réification peut &tre mise en évidence lors de la résolution d’éguations dont I'inconnue est une
fonction : équations différentielles, équations fonctionnelles ou équations avec parameétre ; ou par la
manifestation de |a capacité a étudier des propriétés générales de différents processus agissant sur des
fonctions et aussi par la reconnaissance qu'une phase de calcul liant des éléments de deux ensembles
n‘est pas nécessaire pour qu'une relation entre ces deux ensembles soit considérée comme une fonction.



La phase de réification est particuliérement difficile, les origines de cette difficuité provenant en partie du
fait qu'elle soit accompagnée d'alternances entre gain de signification et développement de nouvelles
applications mais aussi du fait que la réification d'un certain processus a lieu simuitanément avec
I'intériorisation d'un processus de niveau supérieur.

Ed DUBINSKY développe une épistémologie des fonctions proche de celle-ci ; son objectif est de
déterminer la nature des objets et des processus spécifiques qui sont construits et comment ils
s'organisent lorsque I'on étudie des mathématiques. Il nomme sa modéiisation « abstraction réflective »,
l'adjectif réflective étant 4 prendre au sens des lentilles de I'optique.

intériorisation

- / \ .

OBJETS coordination

réciprogue
encapsulation

geénéralisation

It désigne par action n'importe quelle manipulation physique ou mentale réitérable qui transforme des
objets pour obtenir d'autres objets. Lorsque I'action peut prendre place entiérement dans l'esprit du sujet
ou peut étre imaginée comme prenant place sans nécessairement rappeler chaque pas, il dit que l'action
a été intériorisée pour devenir un processus. Enfin, quand il devient possible pour un processus d'étre
transformé par une action, il dit qu’il a été encapsulé pour devenir un obijet.

S'it y a différentes fagons de construire des processus : par intériorisation d'actions, par réciprocité d’un
processus ou par combinaison d’autres processus ; il n'y a qu'une seule fagon de construire un objet
mathématique dans cette théorie : par encapsulation. Ed DUBINSKY fait remarquer que souvent, dans
une situation mathématique, if est essentiel d’étre capable de faire marche arriére de l'objet au
processus. D'apres sa théorie, cela ne peut se faire que par dé-encapsulation. La présence de la
geneéralisation est justifiée par le fait que dans quelques cas, méme lorsque la situation est nouvelle, les
objets et processus existants sont suffisants pour I'analyser ; le seul apprentissage qui en résulte est que
les outils que 'on possédait déja peuvent étre utilisés dans cette nouvelle situation. |l sagit d'une
extension du domaine de validité des objets et processus connus.

On peut faire des rapprochements évidents entre ces deux théories, notamment en identifiant les
phases de réification et d'encapsulation. Le stade de condensation d’A SFARD est présent chez
E DUBINSKY sans étre explicitement noté, en effet sa phase d'intériorisation le recouvre en partie et il
désigne les diverses maniéres de produire des processus sans isoler cet ensemble pour le considérer
comme une étape de structuralisation des connaissances dans la construction du concept de fonction. De
plus 'encapsulation et la dé-encapsulation expriment les processus permettant de passer du
statut « procédural » au statut « structural » de cette notion mathématique illustrant ainsi la dualité des
deux statuts signafée par A SFARD.



L’outil fonction

Nous nous appuyons, dans ce paragraphe, sur tes travaux d’Yves CHEVALLARD concernant la
notion de modelisation, { CHEVALLARD, 1989 ). Celle-ci nous parait, en effet, adaptée lorsque I'on
envisage le concept de fonction engagé comme outil dans la résolution d'un probléme.

En ce qui concemne la notion de modélisation, nous nous référons ici & I'approche développée par
Yves CHEVALLARD. Cette approche repose sur un schéma général de modélisation intramathématique
et extramathématique. Celui-ci suppose deux registres, un systéme, mathématique ou non mathématique
et un modéle mathématique de ce systéme. Dans le cas d'une modélisation intramathématique le
registre du systéme sera considéré comme celui du mathématisé et celui du modéle comme celui de la
mathématique. Le systéme fait fonction d'objet d’étude et le modéle d’outil d’étude. Il décompose le
processus de modélisation en trois étapes :

1. Définition du systéme en précisant les « aspects » pertinents par rapport 4 P'étude envisagée,
c'est 4 dire I'ensemble des variables par iesquelles on le découpe dans le domaine de réaiité
oli il nous apparatt.

2. Construction du modéle en établissant un certain nombre de relations entre les variables
prises en compte, le modéle du systéme est I'ensemble de ces relations.

3. « Travail » sur le modéle pour produire des connaissances relatives au systéme étudié, ces
connaissances prenant la forme de nouvelles relations entre les variables du systéme.

La troisiéme étape est une phase proprement mathématique, tandis que les étapes antérieures sont du
ressort du domaine de réalité dont est censé relever le systéme.

Y CHEVALLARD a introduit ce concept dans le cadre du passage de I'arithmétique a l'algébrique dans le
but de provoquer le développement d'une algébre plus fonctionnelle chez les éléves. il I'emploie
notamment pour restaurer la dialectique entre I'arithmétique et 'algébrigue. On peut, nous semble-t-if,
étendre son usage a la traduction dans le cadre fonctionne! de problémes relevant d’un autre registre,
mathématique ou non mathématigue.

Cette modélisation posséde deux caractéristiques principales. La premiére est a réversibilité du rapport
du systéme au modéle ; en effet le systéme peut apparaitre comme un modéle de son modéle.
Autrement dit, une connaissance portant sur le modéle peut étre transférée au systéme, on parle ici
d'interprétation. La seconde caractéristique est la récurrence du processus de modélisation, Cela provient
du fait que tout objet mathématique peut étre pris pour mathématisé dans une étude de niveau supérieur
appelant d'autres outils d'étude. On aboutit ainsi & une succession de modélisations et a une suite de
modéles.

Dans 'étude des rapports entre modélisation et connaissance, Y Chevallard introduit une distinction entre
modgéies régionaux et modéles locaux ; un modéle régional est une théorie, par exemple le modéle
algébrique de la géométrie introduit par Descartes, un modéie local s'inscrit en référence a une théorie.
Mais la construction d’'un modéle régional suppose au moins l'existence d'une théorie partielle préalable
du systéme étudié, ce nouveau modéle devant permettre d'étendre le corps des connaissances que I'on
détient sur le systéme.

Cette perspective permet de distinguer différents modes de fonctionnement des connaissances. En effet
les registres du mathématisé et de la mathématique relévent chacun d’'un mode de fonctionnement
propre mais la mise en rapport de ces deux plans nécessite un troisiéme type de connaissance.,

Le produit d’un travail de modélisation peut se naturaliser au point que 'on ne distingue plus le systéme
modélisé de son modéle. Ce phénoméne de naturalisation est constitutif de la maniére dont tout savoir
s’élabore A partir des connaissances produites, 'oubli de la production des connaissances étant une
condition de la constitution du savoir. Si I'ancienne conceptualisation doit étre reprise, pour cause de non
idonéité, une nouvetle modélisation conduira a une reconceptualisation.

Registres de représentation sémiotique

Nous abordons maintenant les registres de représentation sémiotique teis quils sont introduits
par Raymond DUVAL dans ( DUVAL, 1993 ). Ceux-ci jouent un réle important dans 'appréhension du
concept de fonction, qu'il soit mobilisé en tant qu'chjet ou d'outil.



Partant du constat que 'appréhension des objets mathématiques ne peut étre gu'une
appréhension conceptuelle mais que c'est seuiement par le moyen des représentations sémiotiques
gu’une activité sur des objets mathématiques est possible, Raymond DUVAL introduit les notions de
sémiosis et de noésis pour désigner respectivement 'appréhension ou la production d'une représentation
sémiotique et 'appréhension conceptuelle d'un objet. Il s'ensuit que le paradoxe cognitif de la pensée
mathématique et les difficuités qui en résultent pour son apprentissage tiennent au fait qu'il n'y a pas de
noésis sans sémiosis.

Tout systéme sémiotique n'est pas un registre de représentation, pour quil en soit ainsi, it doit permettre
les trois activités cognitives fondamentales liées & la sémiosis :

1) La formation d’'une représentation identifiable comme une représentation d'un registre donné. Elle se
fait en fonction des unités et des régles de formation propres au registre. Cette formation est
équivalente & I'accomplissement d'une tache de description. Les régles sont des régles de
conformité ; la connaissance de ces régles implique les compétences pour reconnatftre des
représentations, pas pour les former.

2) Le traitement d’'une représentation qui est la transformation de cette représentation dans le registre
méme ol elle a été formée. C'est une transformation interne au registre. |l existe des régles de
traitement propres & chaque registre.

3) La conversion d’'une représentation qui est la transformation de cette représentation en une
représentation d'un autre registre. C'est une transformation externe au registre de départ, une activité
cognitive différente et indépendante de celle de traitement. Elle requiert que I'on ait percu la
différence entre fe sens et la référence des symboles ou des signes. Elle ne peut étre confondue avec
fe codage ou linterprétation. L'interprétation requiert un changement de cadre théorique ou un
changement de contexte ; elle n’implique pas de changement de registre mais mobilise souvent des
analogies. Le codage est la franscription d'une représentation dans un autre systéme sémiotique
effectué au moyen d’'une série de substitutions directement sur [es signifiants composant [a
représentation, sans prendre en compte P'organisation de la représentation ni ce qu’elle représente. La
conversion, elle, ne peut étre régie par un pur systéme de régles. En phase d'apprentissage, la
conversion joue un réle essentiel dans la conceptualisation.

Pour R DUVAL, la compréhension intégrative d'un contenu conceptuel repose sur la coordination d'au
moeins deux registres de représentation ; cette coordination se manifestant par la rapidité ef la spontanéité
de Pactivité cognitive de conversion.

{ Concept, objet cognitif )

représenté
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Structure de la représentation en fonction de conceptualisation



Sur e schéma précédent, les fléches 1 et 2 correspondent aux transformations internes a chaque registre
et les fléches 3 et 4 aux transformations externes. La fiéche ¢ correspond a la compréhension intégrative
d’une représentation. Les fléches en pointillés rappelient les refations entre représentants et représenté.
Dans ces relations de signifiance des signes, R DUVAL distingue deux structures, une structure triadique
et une structure dyadique. Pour les signes de structure triadique, la relation de référence présente deux
caractéristiques : d'une part, la relation & un objet dépend d'une retation de signification et d'autre part, la
relation a 'objet est une possibilité qui n'est assurée qu'au plan de l'interprétation, Les signes de structure
dyadique n'ont pas de signification et sont constitués par une relation instituée & un objet.

objet

signifié

signification H

signifiant

représentation

Structure dyadique de |a
Structure triadique de la signifiance des signes
signifiance des signes

référence N
. |

|

]

H

———== 1 objet

Par exemple, dans { DUVAL, 1894 ), ol il étudie le fonctionnement d’une figure géométrique, R DUVAL,
dit que « fes appréhensions discursive et séquentielle [...] impliquent un fonctionnement selon fa structure
dyadique » et que « Fappréhension opératoire [...] implique un fonctionnement triadique ». Dans le
premier cas, les significations perceptives de la figure sont subordonnées 4 la représentation, alors que
dans le second, elles conservent « feur auforiomie par rapport a ce qu'elles représentent » ainsi qu'une

« certaine ouverture par rapport aux possibilités de représentation ».

La dialectique outil / objet et ies jeux de cadres

Nous terminons la présentation de nos références théorigues par ia dialectique outil / objet et les
jeux de cadres proposés par Régine DOUADY, dans ( DOUADY, 1986).

Elle appelie cadre I'ensemble constitué des objets d’une branche des mathématiques, des
relations entre les objets, de leurs formulations éventuellement diverses et des images mentales
associées a ces objets et ces relations. H s'agit d’une notion dynamique. D’autre part, elle introduit une
distinction entre outils implicites et outils explicites. Elle parle d'outils implicites ou de théorémes en acte
lorsque les conceptions d’un éléve lui permettent d'engager une procédure dont la justification fait
référence a des notions qu'il ne sait pas formuler ou qu'il exprime seulement en termes d’action dans un
contexte particulier ; et eile désigne par outils explicites, les notions qu’un éléve met en ceuvre, qu'il peut
formuler et dont il peut justifier 'emploi. Un concept est outil lorsque nous focalisons notre intérét sur
F'usage qui en est fait pour résoudre un probléme. Par cbjet, nous entendons {'objet culturel ayant sa
place dans un édifice plus farge qui est le savoir savant 4 un moment donné, reconnu socialement. La
diatectique outil / objet peut s'engager sur des problémes répondant a certaines conditions : I'énoncé,
contexte et questions, a du sens pour les éléves ; compte tenu de leurs connaissances, les éléves
peuvent engager une procédure de résolution mais ils ne peuvent pas résoudre compiétement le
probléme ; les connaissances visées par I'apprentissage, contenu ou méthode, sont des outils adaptés au
probléme ; le probléme peut se formuler dans au moins deux cadres différents. Elle se décompose en six
phases s’articulant autour de la dialectique ancien / nouveau et des ieux de cadres. Ceux-ci sont
provogqués notamment pour élaborer une filiation de questions pertinentes par rapport au probléme posé.
R DOUADY distingue trois phases dans ces jeux de cadres :



1) Transfert et interprétation : les éiéves mettent en ceuvre des correspondances entre des cadres
différents, entre objets et entre relations.

2) Correspondances imparfaites ; cela a lieu soit pour des raisons mathématigues, soit & cause des
connaissances insuffisantes des éléves. La situation est ators source de déséquilibre.

3) Amélioration des connaissances et progrés de [a connaissance : la communication entre cadres et en
particulier la communication avec un cadre auxiliaire de représentation est un facteur de
rééquilibration. Les interactions entre cadres permettent de faire progresser la connagissance de
chaque éléve.

R DOUADY remarque cependant qu'il y a des conditions au déroulement de cette dialectique et du jeu de
cadres, elle signale ainsi gu’il existe une masse critique de connaissances anciennes et d'habitudes dans
chacun des cadres concemés et aussi un seuil critique d'interrogation au-dessous duguel la réflexion ne
s’enclenche pas.

Mise en perspective

Ces différents points de vue théoriques soutiennent des profils d’analyse distincts mais entre
lesquels des articulations sont sans doute possible. Pour rendre plus évidente fa cohérence de notre
approche, nous essaierons d’en proposer quelques unes dans ce paragraphe.

La construction de I'objet chez E DUBINSKY et A SFARD résulte de la transition d'actions & des
processus, puis de la condensation, réification voire encapsulation de ces derniers. Ceci n'est sans doute
pas sans rapport avec les transitions qui permettent chez R DOUADY le passage d'outils implicites
engageés dans P'action A des outils explicites, puis avec la transformation de statut des connaissances
associées a lutilisation de ces outils explicites en objets de savoir, via le processus d'institutionnalisation.
De méme on peut voir un rapport entre le réinvestissement permis par ces transformations dans des
situations pius complexes et I'engagement chez A SFARD et E DUBINSKY des objets construits dans
des processus de niveau supérieur. Mais il faut cependant rester vigilant, nous semble-t-il, face & des
amalgames trop rapides. Les deux analyses ne s'attachent pas aux mémes catégories. La dimension
outil de R DOUADY fait nécessairement intervenir les objets et processus dans des organisations
complexes. L'objet est un objet culturel et social avant d'étre un objet au sens cognitif.

Comme R DOUADY qui, dans la dialectique outil / objet et les jeux de cadres, se base sur fe
travail du chercheur en mathématique, Y CHEVALLARD, au travers du concept de modélisation, cherche
& rendre compte de Factivité mathématique en général. Il se place donc dans une perspective curriculaire
et pose le probiéme du statut des systémes étudiés par modélisation, statut scolaire et statut social, étant
données la spécificité des connaissances requises pour mettre en rapport les deux registres du systéme
et du modéle ainsi que la connaissance du systéme nécessaire au maniement de I'outil mathématique.
Pour lui, tout objet de savoir est le fruit d'une modélisation productrice de connaissances et de I'oubli de
cette modélisation. De pius, seules les connaissances institutionnatisées deviennent des objets de savoir.
En cela, il se rapproche de la dialectique outil / objet en centrant la construction de connaissance sur un
changement de registre systéme - modéle tout en la dépassant puisqu'ii ne se situe pas uniguement au
niveau d’'un changement de cadre mathématique.

il aborde aussi le rle des registres sémiotiques de représentation en posant comme principe que toute
activité emprunte sa forme et sa substance concréte & une pluralité coordonnée de registres sémiotiques,
ce qu'il nomme épaisseur sémiotique. L’activité mathématique resserre 'épaisseur sémiotique autour de
codes spécifiques. Tout en reconnaissant que les pratiques sémiotiques permettent 'émergence de
concepts par leur stabilisation et leur articulation, il ne cherche pas 4 déterminer plus précisément
comment. D’'un autre c6té, R DOUADY souligne le réle particulier de la communication avec un cadre
auxiliaire de représentation comme facteur de rééquilibration dans la phase « recherche nouveau
implicite ». Cela nous rapproche de 'hypothése de R DUVAL concemant la coordination d’au moins deux
registres de représentation sur laqueile repose la compréhension intégrative d'un contenu conceptuel.
Pour finir, remarquons avec A SFARD que, dans le cas du concept de fonction, certains registres
peuvent renforcer le statut « procédural » de cefte notion comme une procédure informatique ou une
suite d’actions et d’autres le statut « structural » comme une représentation graphique, une table de
valeur ou un tableau de variation. Notons enfin le cas particulier de I'expression algébrique d’une
fonction : considérée comme la description d’un programme de calcul elle s’accorde avec le statut

« procédural », vue comme une relation statique entre deux « magnitudes » elle convient au statut
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« structural ». Ces deux appréhensions de Pécriture algébrique impliquent un fonctionnement des signes
selon ia structure dyadique.

Différents modes de pensée

Notre problématigue porte sur I'entrée dans la pensée fonctionnelle, posée dans ses rapports
dialectiques avec les modes de pensée antérieurs. Dans cette perspective, nous accordons une grande
attention au fonctionnement des cadres et des registres qui supportent ces rapports. Nous proposons,
dans ce qui suit, une présentation des modes de pensée que nous avons retenus en identifiant les cadres
et registres dans et par lesquels ils s’expriment mais aussi en soulignant les transitions possibles entre
ces différents modes. Nous revenons, a la fin de cetie parfie, sur les modes de pensée en précisant ce
gue nous entendons par cette dénomination.

Lors de [a résolution d'un probléme d’origine extramathématique ou intramathématique,
différents modes de pensée peuvent opérer. Vu notre théme d'étude, nous en distinguerons trois : un
mode de pensee arithmétique, un mode de pensée algébrique et un mode de pensée fonctionnel. Pour
chacun des trois, on peut repérer un certain nombre de registres sémiotiques privilégiés ainsi que
certaines stratégies dominantes. Ainsi le mode de pensée arithmétique relévera essentiellement du
domaine des nombres avec leurs différentes représentations, il s’exprimera par I'exploitation de tables de
valeurs, le recours & un étalonnage discret et aussi par Futilisation du produit en croix ou des variations
proportionnelles dans des situations respectivement linéaires ou affines. Le mode de pensée algébrique
est relié au domaine des lettres, a I'usage du calcul littéral. i se particularise par I'établissement
d’équations, d'inéquations et de formules mais aussi par la détermination d’inconnues. Le mode de
pensée fonctionnel est caractéristique du domaine des fonctions, de la détermination de variables et de
variations continues ou non. Attardons nous briévement sur les relations existant entre ces trois modes
de pensée. Par exemple, le passage d’un mode de pensée arithmétique a un mode de pensée algébrique
au cours de ia résolution d'un probiéme se traduit par une modélisation utilisant des lettres ; c’est a dire
un changement de modéle associé a un changement de registre sémiotique. Cependant, les relations
contenues dans ce modéle seront des équations, inéquations ou formules ; lintroduction de paramétres
permettant un degré de généralité plus ou moins important. Yves CHEVALLARD propose de relancer la
dialectique arithmétique / aigébrique par une alternance outil d’étude / objst d’étude, basée sur
I'extension des systémes de nombres pour « faciliter » le calcul aigébrique et sur I'utilisation du calcul
algébrique pour étudier les propriétés des nombres. Le passage du mode de pensée algébrigue au mode
de pensée fonctionnel intervient lorsqu'au dela de la formule on doit penser en termes de variations. Cela
se traduit par Fintégration de nouveaux registres sémiotiques de représentation pour iliustrer ces
variations : graphique ou tableau de variation. Il exige donc de reconsidérer les lettres pour leur donner
de nouveaux statuts mais aussi une autre mobilisation du calcul algébrique notamment pour établir des
propriétés de fonctions. On peut aussi envisager un passage du mode de pensée arithmétigue au mode
de pensée fonctionnel, celui-ci étant uniquement exact dans le cas des fonctions affines ou linéaires.
Dans les autres cas, il ne permettra qu'une représentation partielle des variations en jeu et sa poriée
restera limitée par Finadéquation du cadre numérique au « travail » spécifique requis par les fonctions.

En conclusion, nous notercns que fes moments de rupture entre ces trois modes de pensée lors
de 1a résolution d’'un probiéme se manifesteront vraisemblablement par des changements de registres
sémiotiques associés ou non & un changement de modéle ou un changement de cadre. Nous soulignons
I'existence plausibie de phases de transition se traduisant, par exemple par la mobilisation partiefle du
mode de pensée algébrique au service d'une pensée arithmétique dominante.

De notre point de vue, les modes de pensée recoupent des caraciéristiques individuelles, ils sont
le produit d’expériences cognitives antérieures et permettent une classification en idéaux types de ces
différents produits. lls constituent donc une modélisation, introduite par e chercheur, d’un état d'esprit
des éléves & propos d’un probléme traité en classe de mathématique. Pour lui, ces modes de pensée
jouent sur les parties des cadres qui sont sélectionnées et sur les changements de cadres éventuels ; ils
déterminent I'exploitation qui est faite des cadres et des registres en orientant la lecture des données de
I'exercice, le choix de stratégies de recherche effectué et donc, la construction d'un modéle forsqu’il s'agit
d’un probléme extramathématique ou la mobilisation d’un ou plusieurs cadres ; le tout évoluant avec le
temps,



Présentation de I'ensemble du travail de recherche

La méthodologie mise en ceuvre dans ce travail repose sur trois approches complémentaires :

+ [analyse des programmes de mathématiques de la classe de seconde pour voir comment y est
organisée, pensée, I'entrée dans la pensée fonctionnelle et ses articulations avec les autres formes de
pensées.

¢ ['analyse des manuels en usage dans cette classe en nous centrant sur Pobjet « situation
fonctionnelle » qui nous semble fondamental au vu de notre problématique et pour 'étude duquel,
nous mettrons en place une grille spécifique.

o Pexpérimentation de deux situations choisies de fagon contrastée, la premiére reposant sur la
résolution d’un probléme intramathématique dont I'énoncé est fermé et ia seconde sur la recherche
d’un probiéme extramathématique dont 'énoncé ne comporte qu’une question assez générale laissant
aux éléves de Pautonomie pour y répondre.

Les deux premiéres approches sont regroupées dans |la premiére partie du mémoire intituiée
« Programmes et manuels », la seconde partie, sous le titre « Expérimentations », est consacrée a la
troisiéme approche. Les deux expérimentations se sont déroulées dans une classe de seconde durant

I'année scolaire 95/96.
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PROGRAMMES ET MANUELS

Lecture du programme de mathématiques de la classe de seconde

Ce programme a été publié au bulletin officiel de I'Education Nationale N°20 du 17 mai 1990. il
remplace le précédent publié au BOEN du 5 février 1987 pour tenir compte des nouveaux programmes
de collége « qui font davantage appel & Factivité des éléves et sont pius fournés vers la résolution de
problémes et les applications ». || est décomposé en trois parties principales : exposé des motifs,
organisation de Fenseignement et programme.

Les intentions majeures sont précisées dans la premiére partie, parmi celles-ci, les auteurs signalent :
leur volonté d'« entrafner les éléves a la pratique d’une démarche scientifique, en développant
conjointement les capacités d’expérimentation et de raisonnement » et « le réle formateur des activités de
résolution de probiémes ». Concemnant les théories mathématiques en jeu dans cette classe, ils stipulent
qu'on s’en tiendra « & un cadre et un vocabulaire théoriques modestes, mais suffisamment efficaces pour
l'étude des situations usuelles, et assez riches pour servir de support & une formation mathématique
sofide ». Elles donnent ainsi des indications sur les parts respectives des aspects outil et objet des
notions mathématiques. On notera l'insistance des auteurs a propos des résolutions de problémes et des
applications, sans toutefois préciser ce qu'ils entendent par probléme, renforgant le réle d'outit des
concepts et limitant le cadre et le vocabulaire théoriques. D'ailleurs, en donnant quelques lignes
directrices pour les contenus, ils commencent par affirmer que « dans fous les domaines, la résolution de
problémes constitue, comme au collége, l'objectif essentiel ».

C’est dans la seconde partie, en fixant les objectifs et fonctions des différents types d’activités, qu'ils
détaillent le role de ces problémes : « ..., la résolution de problémes et I'étude de situations occupent une
part importante du temps de travail,..., il convient d’articuler Ia mise en place de contenus nouveaux avec
l'étude de situations assez riches, qui peuvent, selon les questions étudiées, servir de motivation, fournir
des secteurs d'interverition, ou constituer le support méme pour cette mise en place ». A cette occasion,
ifs indiguent une articulation outil / objet possible en listant le contenu du cours : « fa synthése, qui
constitue le cours proprement dit, doit étre bréve ; elle porte non seulement sur les quelgues notions,
résuftats et outils de base que les éléves doivent connalire et savoir utiliser, mais aussi sur les méthodes
de résoiution de problémes qui les mettent en jeu ». Enfin, a propos de 'organisation du travail personne!
des éléves, les auteurs spécifient le rdle et ia difficulté des différentes taches qui leur seront proposées.
Ainsi : « fa résolution d'exercices d'erfrainement, combinée avec 'élude du cours, permet aux éldves
d'affermir leurs connaissances de base et d'évaluer leur capacité a les metfre en ceuvre sur des exemples
simples » tandis que « 'étude de situations plus complexes, sous forme de préparation d’activités en
classe ou de problémes & résoudre ef & rédiger, alimente le fravail de recherche, individuel ou en équipe,
ef permet aux éléves d'évaluer leur capacité 4 mobiliser leurs connaissances dans des secteurs variés ».
Voila la dialectique outil / objet mise en place, les problémes servent a la fois de mode d’introduction et
de moyen de sensibilisation aux nouveaux concepts et d’outil de contrble de la disponibilité des notions
anciennes ; les exercices d'entrainement permettent une familiarisation avec les nouveaux concepts. Le
statut scolaire de ces champs d'intervention des notions mathématiques peut étre assuré par l'ajout des
méthodes de résolution de problémes au cours et I'articulation étude de situations / synthése / exercices.
Voyons maintenant, dans la troisieme partie, comment les auteurs concilient cette perspective avec
I'énoncé du programme en nous limitant aux sections relatives aux caiculs numériques et algébriques et
aux fonctions. Tout d’abord, pour contribuer a Punité de la formation, ils mentionnent importance du fait
« que de nombreux fravaux fassent infervenir simultanément des parties diverses du programme...

{ activités géométriques et algébriques relatives aux fonctions ) » et que « l'enseignement des
mathématiques est aussi a relier 4 celui des autres disciplines sous deux aspects principaux : éfude de
sifuations issues de ces disciplines ; organisation concertée des activités d'enseignement ». Cet objectif
est repris dans le paragraphe problémes numériques et algébrigues. Les travaux concemés ont
notamment pour but de « consolider Ia pratique conjointe du calcul littéral et du calcul numérique, en
relation étroite avec 'étude des fonctions » et « d'amener les éldves a une meilleure maftrise de I'emploi
de variables, a travers I'dtude d’'exemples o elles expriment des quantités dont la signification est
clairement pergue ; les travaux se développeront dans les directions suivantes : substitution de nombres &
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des variables ( utifisation d’expressions litférales pour des calculs numériques, tableaux de valeurs de
fonctions,...), mise en équation de probléemes ef description de phénomenes confinus & laide de

fonctions ». Ce point est & nouveau retenu dans le paragraphe fonctions, il en constitue méme l'un des
objectifs principaux. Ainsi, dans la section génération &t description des fonctions, les auteurs proposent
d'expioiter « des situations variées : fracés graphiques, touches de la calculalrice, algorithmes de calcul,
relations de dépendance issues de la géoméirie, de la mécanique, des sciences physiques et biologiques,
de fa vie économigue et sociale » . Us apportent aussi des précisions sur les liens entre fonctions et
expressions aigébriques : « dans la plupart des situations étudiées en seconde, fes fonctions sont définies
par des formules algébrigues simples. Pour que les éléves se forment une idée assez large de Ia notion
de fonction, on donnera quelques exemples de situations menant & des fonctions définies différemment ».
Enfin, dans la partie travaux pratiques de ce paragraphe, ils ptacent '« éfude de situations decrites au
moyen de fonctions » avec ce commentaire : « on s'atfachera a mefire en évidence, a fravers les
exemples étudiés, la signification des propriétés des fonctions concernées ...on pourra exploiter quelques
exemples simples de problemes d'optimisation... » rappelant ainsi les différentes fonctions de ces
activités.

Analyse des principaux manuels

Les manuels et les variables retenues

Notre choix s’est porté sur six ouvrages correspondant aux programmes actuels et en usage
dans les classes de seconde ; il s'agit du FRACTALE chez Bordas, du manuet de seconde de la
collection TERRACHER chez Hachette, de Math 2° chez Belin, du manuel de seconde dans la collection
TRANSMATH chez Nathan, de mathématiques seconde de la collection DECLIC chez Hachette et du
DIMATHEME 2° chez Didier. Cette liste n'est pas exhaustive mais couvre les livres principalement usités
dans les lycées. Nous les avons parcourus 8 fa recherche de ce que nous avons appelé des situations
fonctionneiles. Dans un premier temps, les caractéristiques retenues pour repérer une telle situation
étaient les suivantes :

1. L'énoncé est posé dans un cadre non fonctionnel, c'est a dire qu'aucune fonction n‘est donnée a priori.
Ceci n'exclut pas les cas ol une fonction est proposée dans I"enchainement des questions.

2. Une modélisation du probléme conduit a I'introduction d'une fonction.

3. L'étude de propriétés de cette fonction permet de résoudre ie probléme.

Nous n’avons donc pas retenu ies « exercices » dont 'énoncé comportait des formules parmi les
hypothéses, non pas qu’'ils soient dénués d'intérét, mais ce n'est pas cet aspect de l'introduction d’'une
fonction pour résoudre un probléme qui nous intéressait. La troisiéme condition supposait gue fa fonction
était un outil permettant de répondre a des questions relatives & un « probléme » d'origine mathématique
ou pas. De ce fait, nous excluions les situations génératrices de fonctions sans aufre objectif. Il nous a
semblé que la prise en compte de celles-ci enrichirait notre étude, du point de vue quantitatif en ia
rendant plus significative, et du point de vue qualitatif en nous orientant vers la recherche des éléments
gui favorsent la présence de cette condition dans un énoncé. Nous avons donc choisi d'étendre notre
sélection et de rechercher les cas oil : la situation est exposée dans un ou plusieurs cadres sans recours
a des fonctions et sans proposer de formule dans les hypothéses, il y a une modélisation du systéme de
départ par une fonction.

Nous proposons, dans P'annexe 1, des exemples de taches extraites des manuels ainsi gue certaines de
leurs caractéristiques référant aux variables définies ci-dessous.

Nous avons établi une série de variables permettant le codage de ces énonceés, variables principales et
sous-variables. Nous allons maintenant les détailler.

1) Titre du chapitre et position du chapitre par rapport 4 I'ensemble de Pouvrage : ces deux
indications fourmnissent des repéres sur la disposition des situations dans le manuel ; se situent-elles
dans les chapitres faisant référence aux fonctions ? Sont-elles réparties dans tout le manuel ?
Poursuivent-elles les mémes objectifs suivant cette place ?
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2}

3)

4

3)

6)

8)

Place dans le chapitre, divisée en cing sous-variables : activités, cortigés ( exercices ou
travaux pratiques, quelle que soit la position dans le chapitre ), fravaux pratiques, exercices et
problémes. Cetle division appelie des commentaires, nous entendons : par activités ce qui est
généralement appelé « activité » dans les ouvrages, soit des énoncés situés avant le « cours » dont le
but doit étre de « sensibiliser » les éléves aux notions qui seront introduites ; par corrigés tout énoncé
comportant une correction rédigée et généralement accompagné d'un « point méthode » ; par travaux
pratiques des énoncés contenus dans la section du méme nom correspondant au paragraphe du
programme intitulé « travaux pratiques » ; par exercices les énoncés classés sous fa rubrique

« exercices » pour certains ouvrages mais aussi « pour savoir-faire » ou « applications directes du
cours » et par problémes ceux situés dans la partie « problémes » ou « pour chercher » ou

« exercices » lorsqu’elle est précédée d'une série « d’applications directes du cours ». Dans ce cas, il
y a pour certains manuels, deux catégories regroupées dans la variable problémes.

Qrigine de la situation, divisée en trois sous-variables : réalité, géométrique, physique. Nous
aurions pu en ajouter d'autres comme biologie ou sciences économiques et sociales mais feur
absence ou leur trés faible présence dans les manuels nous a encouragé a ne pas leur consacrer une
variable. Les situations relevant des sciences économiques et sociales seront attribuées a la sous-
variable réalité. La distinction entre réalité et physique se justifie par une différence de statut ; les
situations provenant des sciences physiques ont en effet un statut scolaire et relévent d'un formalisme
particulier alors que celies extraites de la réalité peuvent se rapprocher des pratiques sociales des
éléves. Enfin, les phénoménes d'origine mathématique proviennent de la géométrie.

Données, divisée en deux sous-variables : dessin et texte. Elles constituent un indicateur de
richesse de I'énoncé et potentiellement de la situation. Marquant aussi Pintention de modélisation et le
modéle proposé, elles donnent des renseignements sur 'ouverture du probléme. En effet, la présence
simultanée d’'un texte et de dessins, et donc de deux registres sémiotiques de représentation dans
Fénoncé, implique, de 1a part de I'éléve, la construction de connaissances dans |la mise en rapport de
ces deux registres et peut ainsi privilégier et faciliter une entrée dans le phénoméne. Alors qu'un texte
ou un dessin seul peut laisser davantage d'initiative a I’éléve augmentant dans le méme temps le
risque d'échec.

Quitillage, divisée en trois sous-variables : formule algébrique, tableau de valeurs et
représentation graphique. Par leur intermédiaire, on fait référence a certains registres sémiotiques
de représentation d'une fonction. Nous n’avons pas retenu le tableau de variation, car il w'intervient
que marnginalement dans les situations que nous avons recensées. Ces trois variables ne s'excluent
pas, la seconde pouvant méme figurer parmi les données du probléme.

Théme, divisée en trois sous-variables : extremum, partage et variations. La premiére dénombre
les énoncés comportant au moins une question & propos d’'un maximum ou d’un minimum d’une
fonction ; la seconde permet d'inventorier les situations dans iesquelies on est amené a résoudre une
ou des équations de la forme f(x)= A provoquant ainsi un partage de l'intervalle de définition de la
fonction ; la troisiéme a é&té introduite pour tenir compte des situations dont {'objectif est I'étude des
variations d’'une fonction. Ces trois variables ne constituent pas des ensembles disjoints, I'étude d’'une
situation pouvant relever de deux d'entre elles voire des trois. Nous avons choisi le nom de

« partage » en référence a la forme qu'une question de ce type prend lorsqu'elle est posée
directement dans le cadre initial ( voir, I'exemple d'exercice résolu en annexe 1).

Degré de liberté, divisée en deux sous-variables : variable et variable indépendante. On a vouly,
au travers de cette variable, repérer les situations ol le choix des variables est laissé a l'initiative de
I'éléve. On a distingué entre variable indépendanie et variable dépendante principale ; en effet, on
peut envisager des phénomenes dans lesquels la variable dépendante est donnée pour formuler le
théme de la situation a étudier sans pour autant préciser [a variable indépendante.

Nombre de variables : c'est un indicateur de la difficulté et de la richesse de la situation. En liaison
avec la variable précédente, on aurait pu repérer si 'ensemble des variables dépendantes est fourni
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par 'énoncé. On ne I'a pas fait, car, en général, lorsque ia variable dépendante est donnée, les
variables dépendantes secondaires fe sont aussi et lorsque [e choix en est laissé A I'éléve, ¢'est pour
F'ensemble de ces variables. Cependant, il existe des situations ol des variables dépendantes
secondaires ne sont pas données alors que la variable dépendante principale est foumie par I'énoncé.

9) Nature de la variable indépendante, divisée en trois sous-variables : discréte, continu
geéomeétrique et continu physique. Nous avons introduit la premiére car il y a des situations dans
lesquelles la variable indépendante est discréte mais supposée continue pour ces différentes
représentations sémiotiques. Nous avons séparé le continu géométrique du continu physique, carils
n'ont pas la méme nature et n’évoquent pas les mémes choses. Le continu géométrique est souvent
symbolisé par un point se dépiagant sur un segment, fa variable étant alors la longueur d'un segment,
Le continu physique est relié & la matiére ou a un concept des sciences physiques : distance, temps,
vitesse, quantité d'un liguide...

10) Titre : les situations dont I'énancé est précédé d'un titre se distinguent, en général, par leur
« originaiité » mais surtout, par le fait que cette présence peut faciliter la mémorisation et favoriser
des situations de rappel par le repérage de situations analogues. Cela peut aussi avoir pour
conséquence une contextualisation forte de la méthode de résolution.

11) Retour sur la situation : le changement de registre systéme / modéle étant « automatique » dans
les situations recensées dans cette recherche, cette variable permet de séparer celies dans iesquelles
la fonction est I'objet d'étude et Ia situation un prétexte a son introduction, c'est a dire forsgu'il n'y a
pas de retour sur le phénomeéne initial, de cefles dans lesquelies la fonction est un outil pour répondre
a des questions relatives 3 cette situation de départ, it y a alors retour sur le phénomeéne initial. On
aurait pu aussi noter si ces questions sont posées avant ou aprés l'introduction de la fonction mais, le
lien avec le degré de fiberté et la nature du théme d'étude s'il y en a un, permettent de compenser
cette absence.

Présentation globale des données

Nous fournissens, dans 'annexe 2, les grilles de lecture des ouvrages ainsi que les bilans par
manuel et par place dans le chapitre.

Nous allons exposer tout d’abord le bilan de I'ensemble des ouvrages. ll ne permet pas une
analyse approfondie mais donne une idée de la répartition et de la nature des 173 situations
fonctionnelles relevées. Les résultats sont donnés en pourcentage de I'ensemble des situations.
Concemant la place dans le chapitre, 7% se situent parmi les activités, 3% parmi les corrigés, 10% en
travaux pratiques, 256% en exercices et 55% sous forme de problémes ; 45% des énoncés portent un
titre ; seules 3% des situations laissent ie choix des variables & I'éléve et si 100% des énoncés ont la
forme d'un texte, 63% sont accompagnés d'au moins un dessin. Nous pouvons déja constater la
prédominance des problémes et [a fermeture des énoncés pour la détermination des variables
principales, mais aussi la combinaison dessin + texte dans la plupart de ceux-ci.

St I'on regarde le type des situations fonctionnelles, on constate que 82% sont d'origine géométrique,
33% prennent leur source dans la réalité et 5% s'inspirent des sciences physiques. La nature de la
variable indépendante dans chacune des situations suit 4 peu prés la méme répartition : dans 4% des cas
elle est discréte, dans 65% référe au continu géométrique et pour 31% au continu physigue. Les thémes
se répartissent de la fagon suivante : 26% d'extrema, 37% de partages et 24% d’études de variations.
Notons aussi qu'il y a un retour sur la situation initiale dans 71% des cas. Pour 'essentiel, elles entrainent
donc une modélisation intramathématique et plus particuliérement un passage du cadre géométrique
dans un autre. De plus, ce changement de cadre ou de registre ne se fait quelquefois que dans un sens :
if 'y a pas de retour sur e phénoméne de départ et donc pas de construction de connaissances 3 propos
de celui-ci. Méme si les thémes ne sont pas disjoints, leur total ne représente que 87%, ce qui nous
conduit & remarquer qu’il existe des situations sans théme.

Le nombre moyen de variables par situation est de 3,3. Il cache de fortes disparités par manuel et par
chapitre mais étant supérieur a 3, it marque la présence d'une variable dépendante secondaire en plus
des deux variables principales. Remarguons enfin que Poutillage mathématique assacié  ces situations
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fonctionnelles est dans 89% des cas une expression algébrique de fa fonction, dans 17% un tableau de
valeurs et pour 78% une représentation graphique de la fonction. On note ainsi la prégnance de deux
registres sémiotiques de représentation privilégiés.

Considérons plus précisément la répartition par manuel & I'aide du tableau suivant :

Fractale 21 4 5% 95%  95%  10% 76% 1
Ferracher 43 5 ., ‘12% §% %% : | :
Belin 21 5 4 19% 0% 14% o

Transmath 34 '8 ) 3% 0% A21%

‘Déclic 32 5 - 0% 0% _?'_6% :

Dimathéme 22 4 T "437;w09/o“M9°/o‘_M" ,

Toal 7 T R ¥ T A 10%

[V, e SN i L 1 et T A TR 515 4 A48 S s s P P et s e e —

Les auteurs de ces ouvrages ont opéré des choix différents, dans le nombre de situations fonctionnelles,
dans le nombre et le type de chapitres ol eifies interviennent. Ainsi trois des livres en contiennent une
vingtaine, deux une trentaine et un une quarantaine. Ce n'est pas le seul trait caractéristique du

« Terracher » puisqu'’il est aussi Funique ouvrage dans lequel ies situations fonctionnelles concernent
I'ensemble des taches proposées aux éléves : a hauteur de 10% pour les activités, corrigés et travaux
pratiques et de 35% pour les exercices et problémes. On note la structure particuliére de chaque
ouvrage : le « Belin » consacre une part importante de ces situations aux activités, en place quelques-
unes en travaux pratiques, I'essentiel se trouvant en problémes ; le « Transmath » les répartit en travaux
pratiques, exercices et probiémes ; fe « Fractale » nen met aucune en exercices et les concentre sous la
rubrique problémes ; « Déclic » ignore fes activités, travaux pratiques et corrigés ; « Dimathéme » n’en
piace pas en corrigés et se concenire sur les « problémes ». Si « Belin » se distingue par fes activités,

« Transmath » s'illustre par l'importance des situations en travaux pratiques et par leur répartition sur 9
chapitres de I'ouvrage dont 3 sont consacrés explicitement aux fonctions.

Aftardons-nous sur les situations fonctionnelles ne se situant pas dans un chapitre explicitement dédié
aux fonctions. Elles représentent 12% de I'ensemble, réparties pour 19% en travaux pratiques, 5% en
exercices et 76% en problémes. Leur origine est dans 81% des cas géométrique, c’est A dire
mathemathue il y a retour sur le phénoméne initial pour 86% d'entre elles, soit un taux assez supérieur
& celui du cas général. Autre caractéristique, I'énoncé est constitué d’un texte accompagné d’au moins un
dessin dans 90% des cas.

Ces traits les distinguant assez nettement du cas général, nous ménerons I'analyse par ouvrage en
séparant les deux types de chapitres. Cette analyse permettra d’exhiber les choix généraux et locaux des
auteurs, généraux pour Fapprentissage de la notion de fonction vue depuis 'étude de situations
fonctionnelles et locaux pour la présentation et ie contenu de ces situations suivant le chapitre oU elles se
trouvent. Puis nous chercherons, en considérant I'ensemble des situations, c’est & dire en négligeant a
priori les décisions des auteurs, a en déterminer des éléments discriminants suivant leur place dans un
chapitre.

Remarquons enfin, qu’il n'y a de lien direct, ni entre I'origine de la situation et un retour sur celle-ci, ni
entre la présence d’un théme et un retour sur le phénomene initial ; celui-ci reléve d’un autre principe ou
d’une combinaison de facteurs de ce type.

Analyse par ouvrage

Nous la ménerons en recherchant d'abord les particularités marquantes du manuel, puis les
caractéristiques générales des chapitres quand elles ressortent. Ensuite, nous pnv:leglerons une enirée
par fes thémes puis l'outillage pour chaque chapitre explicitement dédié aux fonctions. Ce point de vue
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nous conduira a la mise en évidence de conceptions d’auteurs & propos des situations fonctionnelles et
de leur rdle dans Papprentissage de la notion de fonction.

+ Fractale

Nous avons déja signalé la répartition particuliére des situations fonctionnelles dans cet ouvrage. |l
comporte d'autres spécificités :

* la prédominance des situations d'origine géométrique 81% et aussi d’'une variable
indépendante référant au continu géométrique 86%

une plus faible proportion d'énoncés associant texte et dessin(s) 43%

la présence systématique d’'une formule algébrique 100%

une forte part consacrée au théme variations 43%

un nombre moyen de variables élevé 4,2

une quantité d’énoncés portant un titre assez faible 29%

peu de retours sur fa situation de départ 38%.

* ¥ ® #® # ¥

En considérant les deux chapitres « fonctions », on remarque que les trois situations qui ne sont pas
d’origine géométrique se situent dans le chapitre « fonctions généralités » ainsi gue la plupart des
énoncés de la forme texte + dessin(s). D’autre part, les situations présentes dans le chapitre

« fonctions usuelles » ont toutes pour théme, seul ou accompagné, I'étude des variations d'une
fonction. Autre particularité, ie nombre moyen de variables par phénoméne ; it est de 3,3 pour le
chapitre « fonctions généralités » et supérieur ou égal a 5 pour les autres chapitres.

Regardons plus précisément les deux chapitres « fonctions » de ce manuel en nous focalisant sur les
thémes et I'outillage associé.

= Chapitre « fonctions généralités »

Hy a 5 situations sans théme dont : 1 & un registre (formule), 3 a deux registres

(1 formule+tableau et 2 formule+graphique), 1 a trois registres.

li y a 5 situations & un théme, 4 partages a deux registres (formule+graphique) et 1 extrermum
a trois registres.

* Chapitre « fonctions usuelles »

il y a 6 situations & un théme, variations, et a deux registres (formule+graphique).
Il y a 3 situations a deux thémes, 1 partage+variations a deux registres (formule+graphigue)
et 2 extrema+variations a deux registres (formule+graphique).

La proportion de situations sans théme est de 26% et il n'y a pas de lien entre 'absence de théme et
la richesse en termes de registres sémiotiques de représentation d’une fonction ; d'ailleurs, ii n’y a
qu’une situation dont 'outillage se réduit & une seule représentation. La concentration des situations
sans théme dans le chapitre « fonctions généralités » peut faire penser que ie but des auteurs de ce
manuel est d'y familiariser les éléves avec les différents registres sémiotiques de représentation d’'une
fonction, avant de passer, dans le chapitre « fonctions usuelles », & I'étude des variations de
fonctions. Le tableau de valeurs y joue un réle marginal par rapport aux deux registres privilégiés
formule et graphique qui sont, le plus souvent, associés ( 15 cas sur 21 ). Cette hypothése est
renforcée par le faible nombre de situations faisant intervenir simuitanément ies trois registres et la
distribution chaotique des énoncés proposant un retour sur [a situation de départ. Cette disposition ne
semble pas relever d'une stratégie particuliére des auteurs et le retour parait dépendre du contexte du
probléme.

« Terracher
Mise & part la distribution singuliére des situations fonctionnelles sur Fensembie des taches
proposées aux éléves, cet cuvrage se particularise aussi par :

* une proportion importante de phénoménes d’origine non mathématique 44%
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+ une part plus faible des recours & une formule algébrique 77% ou a une représentation
graphique 51%

= un nombre moyen de variables par situation assez faible 2,8
des titres plus fréquents 58%

+ [a quantité de situations ouvertes 8%, au nombre de 4 sur un total de 5 pour 'ensemble des
ouvrages

* une proportion modeste de retour sur la situation initiale 58%.

Dans un premier temps, nous allons considérer les quatre situations dans lesquelles le choix des
variables est laissé a I'éléve. Le nombre de variables présentes y est réduit : 3, 3, 2 et 3. Sur les
quatre, une figure sous la rubrique corrigés, deux en problémes et la demiére en travaux pratigues.
Trois ¢’entre elles se situent dans le chapitre « généralités sur les fonctions » et prennent leur source
dans la réalité, la quatriéme, dans le chapitre « trigonométrie et fonctions circulaires » se base sur une
situation géométrique. Il y a & chaque fois retour sur le phénomeéne de départ. A propos des trois
premiéres, la variable indépendante fait référence au continu physique ; I'énoncé de celie qui est
corrigée porte un titre et se compose d'un dessin et d’un texte, il s'agit d'un probléme d'extremum et
de variations ; les deux autres sont répertoriées sous la rubrique problémes et ont pour théme le
partage, leurs énoncés sont constitués d'un texte seul, 'un d'eux portant un titre. La quatriéme
situation « ouverte », placée sous la rubrique travaux pratiques, se présente sous la forme d’un dessin
accompagnant le texte, ne porte pas de titre et a pour théme le partage. Nous n'avons pas codé
P'outillage mathématique intervenant dans I'étude de ces phénomenes, car, méme si un corrigé est
proposé, il n'est pas évident que les éléves aient recours aux registres présents dans celui-ci. Dans la
suite de I'analyse, nous ne tenons plus compte de ces quatre situations.

Le livre comporte trois chapitres « fonctions ».

* Chapitre « généralités sur les fonctions »

Il y a 8 situations sans théme dont : 6 a un registre (4 formule et 2 graphique), 2 a deux
registres (formule+graphique).

Hly a 4 situations & un théme, 1 extremum a un registre (formule) et 3 partages dont 1 4 un
registre (graphigue) et 2 a deux registres (formule+graphique).

Il y a 4 situations & deux thémes, 3 extrema+variations & un registre (formuie) et 1
partage+variations & un registre (formule).

Notons le nombre important de situations a un seul registre de représentation (11 sur 16), la
part du registre des écritures algébriques parmi elles (8 sur 11) et I'absence du tableau de
valeurs d’'une fonction. il n'y a de retour sur |a situation que dans 47% des cas etiln'yen a
jamais lorsque I"étude ne posséde pas de théme.

Ce chapitre a pour objectif la familiarisation avec deux des registres de représentation d’'une
fonction ; la situation permet l'introduction d’une fonction, elle n'est pas 'objet d’étude.
L'origine de la situation a peu d'influence sur cela puisqu'il n'y a retour sur la problématique
initiale que pour 25% des énoncés ne prenant pas leur source dans les mathématiques.

* Chapitre « fonctions usueiles »

Il y a 10 situations sans théme dont : 3 4 un registre (2 formule et 1 graphique), 6 a deux
registres (3 tableau+graphigue et 3 formule+graphique) et 1 a trois registres.

Il y a 4 situations a un théme, 2 extrema & deux registres (1 formule+graphique et 1
formule+tableau), 1 pariage a deux registres (formulet+graphique) et 1 variations a trois
registres. .

L'utilisation des registres est plus variée, tant dans leur choix que dans leurs combinaisons.
On peut dire qu'il n'y a pas de registre privilégié dans ce chapitre. li y a retour sur le
phénoméne initial pour la moitié des situations sans théme et dans trois cas sur quatre pour
les situations a un théme. Cependant, si les situations proposées sont plus riches, en termes
de registres de représentation d'une fonction, souvent, efles ne possédent pas de theme
d'étude. Enfin, pour celles qui ne prennent pas leur source dans les mathématiques, il y a
retour sur la situation initiale dans 87,5% des cas..
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*  Chapitre « trigonométrie et fonctions circulaires »

Il'y a 6 situations a un théme, 2 extrema & un registre (formule), 3 partages dont 1 4 un
registre (formule) et 2 a deux registres (formule+graphique) et 1 variations a 1 registre
(formuie).

Iy a 1 situation a deux thémes, extremum+variations a un registre (formule).

Dans ce chapitre, 6 textes d’énoncés sur 7 sont associés a un ou des dessins. Toutes les
situations sont d’origine géométrique, ont un théme d’étude et il y a retour sur le phénomeéne
de départ pour 75% d’entre elles. De nouveau, le nombre de situations & un seul registre est
conséquent (5 sur 7) et le tableau de valeurs n’intervient plus.

La proportion des situations sans théme est de 49% et elles se répartissent dans les deux premiers
chapitres. On remarque aussi la part importante des situations dont I'outillage se réduit a un seul
registre sémiotique de représentation 51% ; le plus souvent, il s’agit d'une formule algébrique

(15 sur 19). Le tableau de valeurs intervient uniquement dans le chapitre « fonctions usuelles ».
Etant donné que les deux autres chapitres sont consacrés, soit & une introduction a la notion de
fonction, soit & la découverte de nouvelles fonctions, on peut y voir l'importance accordée par les
auteurs au registre des écritures algébriques pour représenter les fonctions dans un premier temps.
Ce choix semble aussi supposer une incompatibilité entre richesse en termes de registres de
représentation et richesse en termes de théme d’étude : soit les situations comportent un ou des
themes d’étude mais alors le nombre de registres proposé par I'énoncé est faible, soit c'est le
contraire,

La part conséquente des retours dans le troisiéme chapitre, tient peut-étre au fait qu’il mest pas
exclusivement dédié aux fonctions. Remarguons aussi que ia croissance de la proportion des
situations avec retour dans la progression de 'ouvrage peut traduire une évolution du statut des
situations fonctionnelles.

Belin

Outre la distribution spécifique des situations fonctionnelies dont une part consequente en activité,
ce livre posséde comme autres particularités :

* un nombre important de chapitres consacrés au concept de fonction
il'y a retour sur le phénomeéne de départ dans Ja quasi totalité des situations (20 sur 21),soit un
pourcentage de 85%

* le tableau de valeurs d’une fonction et la représentation graphique sont souvent mobilisés,
respectivement 43% et 86%, le recours a une formule algébrique est systématique 100%

* la répartition des thémes d’étude : 48% d'extrema et de partage et 10% de variations

* le nombre moyen de variables par tiche est de 3,2 et la quantité de variables est, le plus
souvent, proche de cette valeur

* les énoncés portant un titre ne constituent que 33% du total.

Si {'origine des situations est trés majoritairement géométrique dans le premier chapitre, « notion de
fonction... », elle est ensuite beaucoup plus variée, se répartissant équitablement, dans les autres.
Considérons chacun des chapitres « fonctions ».

* Chapitre « notion de fonction. Calculs numériques et littéraux »

Ity a 1 situation sans théme a trois registres.

Hy a 4 situations & un théme, 1 extremum a trois registres et 3 partages dont 1 & deux
registres (formule+graphique) et 2 3 trois registres.

iy a 2 situations & deux themes, 1 extremum-+partage a deux registres (formule+graphique)
et 1 extremum+variations a trois registres.

On remarque le nombre important de situations faisant intervenir les trois registres
sémiotiques de représentation d'une fonction (5 sur 7) ainsi qu'une unique étude sans théme.

18



L’origine essentiellement géométrique des situations, ajoutée aux remarques précédentes,
nous conduit a Fhypothése suivante : les auteurs de ce manuel souhaitent prendre appui sur
le « connu » mathématique pour introduire une nouvelle notion au travers de ses registres
sémiotiques de représentation et de ses possibles utilisations.

* Chapitre « fonctions affines et linéaires. Equations »

il y a 1 situation sans théme & deux registres (formule+tableau).

Il y a 5 situations a un théme, 2 extrema dont 1 & deux registres (formule+graphigue) et 1 a
trois registres et 3 partages dont 1 & un registre (formuie) et 2 i deux registres
(formule+graphique).

Dans ce chapitre, les situations fonctionnelies sont trés majoritairement d'origine non
mathématique. Nous pouvons rapprocher ce fait de la relative ancienneté de ces fonctions
pour les éléves. It s'agirait de paliier Pobsolescence des situations mathématiques
traditionnelles en élargissant le domaine d'intervention de la noticon.

* Chapitre « fonctions carré et cube. Variations et parité »

Ity a 3 situations a un théme, 2 extrema a deux registres (1 formule+graphique et 1
formule+tableau) et 1 partage a deux registres (formule+graphique).
Il y a 1 situation & deux thémes, extremum+partage, a trois registres.

+ Chapitre « trois fonctions de référence »

il y a 1 situation sans théme & deux registres (formule+graphique).
Il y a 1 situation & un théme, partage, a deux registres (formule+graphigue).
If y a 1 situation a deux thémes, extremum-+variations, & deux registres (formule+graphique).

La proportion des situations sans théme d'étude est de 14% (3 sur 21) et elles se répartissent sur trois
chapitres distincts. D'un point de vue similaire, il n’y a qu'une situation exploitant un seul registre ; il
s'agit alors d’une formule algébrique. Notons aussi la part conséquente des situations & trois registres,
33%, concentrées dans le premier chapitre. Ces observations et celles exposées en préambule,
permettent de suggérer une volonté manifeste des auteurs de ce manuel : de varier les registres sans
les isoler, de proposer un théme d’'étude le plus souvent possible, de diversifier les sources des
situations en systématisant un retour sur le phénoméne de départ et en limitant le nombre de
variables.

Transmath

Une caractéristique marquante de ce manuel est ia répartition des situations fonctionnelles sur
'ensemble du manuet puisqu’environ 33% d’entre elles ne se situent pas dans un chapitre
« fonctions ». Les autres spécificités de cet ouvrage sont :

une origine essentiellement géométrique des situations fonctionnelles 76%
un nombre d’énconcés portant un fitre important 76%
il y a souvent un dessin qui accompagne le texte de Pénoncé, 74%, c’est méme systématique
lorsque la situation ne se trouve pas dans un ¢hapitre « fonctions »

* |e choix des thémes d'étude se démarque de celui du bilan giobal par une quantité
conséquente de problémes de partage, 59% et de variations, 32%.

Nous altons d’abord considérer les chapitres non « fonctions ». Les situations fonctionnelles présentes
dans ces chapitres comportent toutes un titre et au moins un théme d'étude. Dans 10 cassurt1ilya
retour sur le phénoméne initial. De méme, dans dix cas sur onze Forigine de la situation est
géométrique, 2 ont recours & un seul registre (formule), 8 a deux registres (formule+graphique) et 1 4
trois registres. Le nombre de variables intervenant dans ces situations varie de 2 a 5, [a moyenne est
légérement supérieure & celle du bilan global, se situant autour de 3,5.

Ces situations fonctionnelles se distinguent donc par leur richesse en termes de théme d'étude et de
combinaison des registres sémiotiques de représentation d'une fonction, trés majoritairement formule
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algébrique et représentation graphique. Cette richesse se retrouve dans la présentation des énoncés
et elle est renforcée par un retour presque systématique sur le phénoméne de départ.
Analysons maintenant les chapitres « fonctions ».

= Chapitre « notions sur les fonctions »

[l y a 2 situations sans théme a deux registres (formule+graphique).
il y a 9 situations & un théme, 8 partages a deux registres (formule+graphique) et 1 variations
a un registre (formule).

Ce chapitre se distingue des autres par ie faible nombre d'énoncés portant un titre (4 sur 11),
36% et la part assez faible des situations sur lesquelles un retour est proposeé (7 sur 11), soit
64%. De plus, le théme du partage est omniprésent (8 sur 11) et 'association des deux
registres formule+graphique est nettement privilégiée par rapport a d’autres recours possibles
(10 sur 11), ainsi, le tableau de valeurs n'est pas du tout exploité. Enfin, le nombre de
variables par étude est constant, égal a 3. Il est alors possible de dresser le profil général
d'une situation fonctionnelle dans ce chapitre : elle a pour théme le partage, exploite les deux
registres formule algébrique et représentation graphique et a une origine géométrigue. Parmi
fes situations qui ont ce profil général figurent les 7 pour lesguelles un retour est proposé.

+ Chapitre « fonctions usuelies »

It y a 1 situation sans théme a un registre (formule).

It y a 4 situations a un théme, 2 partages dont 1 & deux registres (formule+graphique) et 1 4
trois registres et 2 variations a deux registres (formule+graphique).

Ity a 5 situations a deux thémes, 3 extrema+variations dont 2 4 deux registres
(formule+graphique) et 1 a trois registres et 2 partage+variations a deux registres
(formule+graphigue).

La combinaison des deux registres formule+graphique est toujours trés présente et le tableau
de valeurs n'intervient qu'associé aux deux autres. Le théme de predilection est celui de
I’étude des variations d’une fonction (7 sur 10), les deux autres interviennent dans des
proportions semblables. Le retour sur le phénoméne initial et la présence d’un titre en début
d'énoncé sont presgue systématiques (9 sur 10).

Le profil général des situations est moins net mais, les registres sémiotiques de représentation
d’'une fonction privilégiés ne changent pas et il y a substitution du théme du partage par celui
de I’étude des variations, souvent en association avec I'un des deux autres. Cela permet
d’avoir des situations plus riches des deux points de vue, registres avec 'utilisation du tableau
de valeurs et théme d'éfude.

*x Chapitre « angles de vecteurs. Fonctions circulaires »

il y a 1 situation sans théme & un registre (formuie).
Il'y a 1 situation a deux thémes, extremum-+variations, a un registre (formule).

Pour ces deux situations, {'énoncé comporte un titre et se présente sous la forme d'une
combinaison d'un texte et d'un dessin. || propose, 4 chaque fois, un retour sur le phénoméne
de départ.

Dans ces chapitres, la proportion des situations sans théme est de 18% ; 'utilisation des registres
sémiotiques de représentation d'une fonction est principalement limitée a I'association
formule+graphique : dans 16 cas sur 24 seuls et dans 3 autres cas combinés avec un tableau de
valeurs. Celui-ci est particuliérement marginal.

La variation de la proportion des énoncés comportant un retour sur la situation initiale est la méme
que celle du « Terracher ». Ce changement de statut s'accompagne d’une évolution des thémes
d'étude gui provogue une complexification des situations proposées.

Déclic
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La répartition des situations fonctionnelies dans cet cuvrage est assez remarquable puisqu'eiles se

présentent toutes, soit sous la forme d'exercices, soit sous la forme de problémes. Les exercices se
situent uniguement dans le chapitre « fonctions usuelles ». Ce manuel présente, en outre, les traits

suivants :

it n'y a qu’une situation dont I'énoncé porte un titre, soit 3% de I'ensemble
prés de la moitié des situations ne sont pas d'origine mathématique 44%, cette proportion se
retrouve @ propos de [a nature de la variable indépendante, elle ne reléve pas du continu
géométrique dans 44% des cas

+ les énoncés des problémes sont, le plus souvent, formés d'un texte accompagné d’au moins
un dessin {17 sur 21) ; ceux des exercices sont plus « pauvres »

+ les problémes de partage sont peu nombreux 13%
le recours 3 une représentation graphique est important, 91%, au tableau de valeurs rare, 6%,
& une formule algebrigue régulier, 94%

* le nombre moyen de variables est de 3, ¢'est aussi le mode (17 sur 32).

Considérons d’abord les situations fonctionnelles qui ne se trouvent pas dans un chapitre

« fonctions » ; elles sont au nombre de cing, représentant environ 16% de I'ensembie. Dans quatre
cas sur cing il y a : retour sur te phénomene initial, une origine géométrique, trois variables et un
dessin avec le texte de I'énoncé. 1 situation n’a pas de théme et fait appel & deux registres
(tableau+graphique) ; 3 ont pour théme ['étude des variations d’une fonction dont 2 avec un seul
registre (formule) et 1 avec deux registres (formule+graphique) ; 1 combine deux thémes,
extremum+partage, avec deux registres (formule+graphique). Elles n‘ont donc pas de théme d'étude
privilégié, et, si le recours & une formule algébrique est important, il I'est autant que dans les autres
situations de l'ouvrage.

Examinons les deux chapitres « fonctions ».

= Chapitre « fonctions : lectures graphigues »

It y a 4 situations sans théme 3 deux registres (3 formule+graphique et 1 tableau+graphique).
Il y a 1 situation & un théme, extremum, & deux registres (formule+graphique).

Ces cing situations se situent sous la rubrique problémes, quatre d'entre elles prennent leur
source en géomeétrie et il y a retour sur le phénomeéne initial dans trois des cas.

Le registre graphique, omniprésent dans ce chapitre, est toujours associé a 'un des deux
autres, le registre des écritures algébriques étant le plus fréquent (4 sur 5).

La plupart des problémes n'ont pas de théme d'étude, 'objectif en est de représenter une
fonction décrivant un phénomeéne qui prend sa source dans du « connu » géométrique. Cette
absence de théme d'étude implique une expioitation assez réduite du registre graphique alors
qu’il s'agit de Pebjectif annoncé du chapitre.

* Chapitre « fonc¢tions usuelles »

H y a 10 situations sans théme dont : 1 & un registre (formule) et 9 4 deux registres
(formule+graphique). '

Il y a 9 situations & un théme, 4 extrema a deux registres (formule+graphique), 2 partages a
deux registres (formule+graphique) et 3 variations a deux regisires (formule+graphique).

il y a 3 situations 4 deux thémes, 2 exirema+variations a deux registres (formule+graphique)
et 1 partage+variations a deux registres (formule+graphigue).

Dans tous les probiémes figurant dans ce chapitre, 'énoncé propose un retour sur le
phénomeéne initial. Les situations sans théme d’étude représentent la moitié du contingent et
dans plus de 50% des cas, l'origine n'est pas mathématigue. C'est essentiellerment ce chapitre
qui contribue A cette particularité du manuel. Mis a part un ¢as ou l'outillage est réduit a une
formule algébrique, I'énoncé propose toujours une combinaison des deux registres formule
atgébrique et représentation graphique.
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La proportion des situations sans théme est de 52%. Le tableau de valeurs n'est exploité qu’une fois,
et en étant associé 4 une représentation graphique ; Fassociation formule+graphique est presque
systématique (25 sur 27).

En termes de retour sur la situation initiale, il n’y a pas de profil perceptible mais on peut remarquer
des similitudes en nombre de variables ou absence de théme, entre les situations proposées sous la
rubrique probiémes du premier chapitre et celles figurant en exercices dans le second. La distinction
tient & un appauvrissement de I'énoncé et a une plus large place de la réalité dans le choix de l'origine
des situations.

On peut ainsi isoler un point de vue des auteurs de cet ouvrage 4 propos de Fusage des situations
fonctionnelles : le but est la description de phénoménes comportant peu de variables et extraits de la
réalité a I'aide d’une fonction, ceci en privilégiant Fusage de deux registres de représentation.

Dimathéme

Les particularités les plus marquantes de cet ouvrage sont :

la majorité des situations fonctionnelles ne sont pas d’origine mathématique 54,5%
la proportion d’énoncés comportant au moins un dessin est importante 73%
* le théme du partage est privilégié 64% au détriment des deux autres (extrema 14% et

variations 9%)
* e retour sur la situation initiale est fréquent, 82%, ainsi que [a présence d’un titre 59%

le faible recours & une formule algébrique, 68%, et Fusage important d’'une représentation
graphigue 91%

= |e nombre moyen de variables est élevé 3,8 ; il est pour la grande majorité des chapitres
il y a une situation « ouverie ».

L

Etudions d’abord cette situation dans laquelle I'énoncé laisse Finitiative a I'éléve. Elle figure sous la
rubrique problémes du chapitre intitulé « vers la notion de fonction », 'énoncé qui se présente sous la
forme d’un texte accompagné d’'un dessin, porte un titre et propose un retour sur le phénoméne a
étudier. L'origine de cette situation est géométrique, le théme combine recherche d’extremum et étude
de variations. Elle comporte trois variables. Comme nous I'avens déja fait pour un autre manuei, nous
ne tiendrons plus compte de cette situation dans la suite de 'analyse de 'ouvrage.

* Chapitre « vers la notion de fonction »

il y a 2 situations sans théme dont : 1 & un registre {graphique) et 1 a trois registres.

Il y a 5 situations & un théme, 1 extremum a deux registres (tableau+graphique) et 4 partages
a deux registres (formule+graphique).

It y a 1 situation a deux thémes, partage+variations a un registre (graphique).

La plupart des situations sont d’origine géométrique (6 sur 8) et les énonceés associent texte et
dessin {7 sur 8). Trois des huit situations ne supposent pas le recours a une formule
algébrique mais toutes proposent Futilisation d'une représentation graphique.

Dans ce chapitre, il s'agit de se baser sur le « connu » géométrique pour introduire la notion
de fonction a Paide de situations riches en termes de théme d'étude, de registres sémiotiques
de représentation et de retour sur la problématique de départ.

* Chapitre « fonctions affines »

Il y a 2 situations sans theme & deux registres (formule+graphique).
Il y a 7 situations a un théme, le partage, dont : 3 4 un registre (1 formule et 2 graphiques) et 4
a deux registres (formule+graphique}.

Les faits marquants sont : 'unicité du théme du partage dans les situations qui en comportent
un, le retour sur le probléme initial dans 90% des cas, la prédominance de 'association
formule+graphique (6 sur 9) et Porigine des situations qui est, pour 'essentiel, 1a réalité

(7 sur 9). La plus grande partie des situations fonctionnelles contenues dans ce chapitre le
sont sous la rubrique probiémes (7 sur 9).
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+ Chapitre « fonctions classiques »

Il y a 1 situation sans théme a trois registres.
Il y a 2 situations & un théme, 1 extremum a deux registres (formule+graphique) et 1 partage
a deux registres (formule+graphique).

= Chapitre « fonctions trigonométriques »

1y a 1 situation & un théme, le partage, & deux registres (tableau+graphique).

La proportion des situations sans théme est d'environ 24% ; it n’y a qu'un énoncé proposant P'étude de
plusieurs thémes, c’est celui de la situation qui contient une étude des variations d'une fonction. Les
situations dans lesquelles n’intervient qu'un registre de représentation sont au nombre de cing, soit
24%. Pour quatre d’entre elles il s’agit d’une représentation graphique et pour la cinquiéme d'une
formule algébrique. Lorsque deux registres sont proposés, il s’agit souvent du coupie
formule+graphique (12 sur 21), soit 57% de 'ensemble mais 75% de ces situations.

Le faible nombre de situations fonctionnelles figurant dans le chapitre « fonctions classiques » met en
lumiére I'utilisation de ces situations par les auteurs de ce manuel. lls y ont recours, soit pour
introduire la notion de fonction, soit pour étendre le domaine d’utilisation des fonctions connues
palliant ainsi a 'obsolescence de la notion.

Analyse par place dans le chapitre

L’objectif de cette partie est de rechercher, par dela les particularismes des ouvrages et donc des
représentations des auteurs de ces manuels, des invariants propres a la position d’'une situation
fonctionnelle dans un chapitre. Nous avons pour cela, regroupé I'ensemble des situations recensées par
catégories. Dans cette analyse, nous ne prenons pas en considération les situations « ouvertes ».

o Activités

Au nombre de 12, elles représentent 7% de Pensemble. Leurs caractéristiques les plus flagrantes
sont :

* la variété dans V'origine de ia situation, 50% de non mathématique ; cette variété ne se
retrouve pas dans la nature de la variable indépendante qui référe, pour 2/3, au continu
géomeétrique

la présentation de I'énoncé qui, le plus souvent, combine texte et dessin (10 sur 12), soit 83%
le nombre moyen de variables modéré, 2,6 ; nombre égal @8 2 0u 3

des retours sur la situation initiale peu fréquents (5 sur 12), soit 42%

le recours systématique a une formuie algébrique, les autres registres intervenant pour 1/3
dans le cas du tableau de valeurs et 2/3 dans celui d’une représentation graphique

* le nombre important de situations sans théme (7 sur 12}, soit 58%.

* * ¥ #

Examinons pius précisément les liens entre théme et outillage :

Il y a 7 situations sans théme dont : 4 & un registre (formule), 2 & deux registres
{formule+graphique) et 1 a trois registres.

H y a 5 situations & un théme, 2 extrema & trois registres et 3 partages dont 2 a deux registres
(formule+graphigue) et 1  trois registres.

Ainsi, les situations faisant intervenir : un seul registre, et c'est alors une formule algébrique ; deux
registres, et il s’agit de I'association formule+graphique ou trois registres, représentent, pour chaque
cas, 1/3 du total. Les problémes de partage sont toujours associés a ia présence d'une représentation
graphigue. Autre fait remarquabile, lorsque la situation posséde un théme d'étude, it y a retour sur le
phénomeéne initial. Par contre, i n'existe pas de relation entre une origine non mathématique et un
retour sur le probléme de départ.

23



On note donc la richesse en termes de registres de représentation des activités dont Pétude porte sur
un théme donné. On remarque enfin qu'il n’y a pas de situations fonctionnelles amenant a 1'étude des
variations d’'une fonction sous la rubrique activités.

Corrigés

lis ne proviennent que de deux ouvrages, ce qui limite leur nombre et la portée des remarques que
nous pourrons formuler. Leurs particularités sont les suivantes :

* un nombre moyen de variables proche de celui des activités 2,7 ; nombre égal &4 2 ou 3
+ ['origine des situations est essentiellement géométrique (4 sur 5)

* la plupart des énoncés comportent un dessin (4 sur 5)

* les retours sur le phénoméne de départ sont & peine maijoritaires (3 sur 5).

Plus précisément, ils se composent de :

1 situation sans théme a deux registres (tableau+graphique).
3 situations & un théme, le partage, & deux registres (formule+graphique).
1 situation a deux thémes, partage+variations, & deux registres (formule+graphique).

La combinaison des deux registres formule+graphique est omniprésente (4 sur 5) et on ne trouve
jamais de registre isolé. 1l n'y a pas de probléme d'extremum, le théme principal de ces corrigés étant
celui du partage (4 sur 5). Ce théme est, dans les cing situations, relié a fa construction de la
représentation graphique d'une fonction. La présence d’un théme d’étude n’entraine pas forcément un
retour sur le phénoméne de départ, mais celle de deux thémes oui.

Travaux pratiques

ils constituent 10% de 'ensemble des situations fonctionnelles.

+ L'origine des situations proposées sous cette rubrique est variée, 6 sur 17 sont de source non
mathérmatique.

* Le nombre moyen de variables est plus élevé que dans les sections précédentes 3,4.
les retours sur le phénomeéne initial et les titres donnés aux énoncés sont trés présents,
respectivement 88% et 94%.

= les dessins accompagnant le texte de I'énoncé sont ptus rares mais demeurent nombreux
65%.

En considérant les thémes des situations et Poutillage proposé par I'énoncé, nous obtenons les
résultats qui suivent.

Il y a 2 situations sans théme & deux registres (1 formule+tableau et 1 tableau+graphique).

It y & 10 situations & un théme, 5 extremna dont 3 & un registre (formule) et 2 A deux regisfres

(1 formule+graphique et 1 tableau+graphique) et 5 partages a deux registres (formule+graphigue).
Il y & 5 situations a deux thémes, 1 extremum-+pariage a deux registres (formule+graphique),

2 extrematvariations dont 1 a deux registres (formute+graphigue) et 1 & trois registres et

2 partage+variations dont 1 a deux registres (formule+graphique) et 1  trois registres.

La proportion des situations sans théme est donc assez faible, de I'ordre de 12%. Les situations ne
nécessitant qu’un registre, une formule algébrique, sont peu nombreuses, 3 soit environ 18% tout
comme celles exploitant les trois registres, 2 soit 12%. La plupart des tiches proposées sous la
rubrique travaux pratiques utilisent donc une combinaison de deux registres de représentation : dans
82% de ces énoncés, il s'agit de 'association formule+graphique, les 18% restants se partagent
équitablement entre les deux autres combinaisons. Les thémes exploités dans cette section sont :
pour 47% des situations, une recherche d'extremum, dans la méme proportion, 'élaboration d’un
partage et dans 24% des tiches, |'étude des variations d'une fonction.
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On peut donc en conclure que, d’une part, la plupart des situations possédent un théme d'étude et
que, d'autre part, ce théme varie raisonnablement.

Nous constatons de nouveau la présence simultanée du theme du partage et de la construction de la
représentation graphique d’'une fonction. De plus, dans |a presque totalité des situations possédant un
théme d’étude, il y a retour sur le phénoméne de départ, 13 sur 14 soit 93%. Lorsque ['élude d'une
situation porte sur deux thémaes, il y a toujours retour sur le phénoméne initial.

Cette rubrique contient donc des situations fonctionnelles riches 3 la fois en termes de thémes
d'étude, de registres de représentation et de retour sur le probléme initial.

Exercices

lIs rassemblent 25% des situations fonctionnelles et leurs principales propriétés sont :

* ['origine des situations, constituée pour 50% de problémes prenant leur source en dehors des
mathématiques ; cette répartition se répercutant sur celle de la nature de fa variable

- indépendante
la faible part des énoncés comportant au moins un dessin 29%
ie nombre moyen de variables est de 2,9 le mode étant 3 avec un effectif de 24 sur 42
un trés faible recours au tableau de valeurs d’une fonction 10%
la proportion assez faible des situations dans lesquelles il y a retour sur le phénoméne initial,
55% et fe petit nombre d'énoncés portant un titre, 36%.

* ¥ £ ¥

En regardant de plus prés, nous constatons que :

I y a 18 situations sans théme dont : 7 a un registre (4 formules et 3 graphiques), 10 a deux
registres (8 formule+graphique et 1 tableautgraphique) et 1 a trois registres.

Il'y a 21 situations & un théme, 2 extrema & un registre (formule), 12 partages dont 1 a un registre
(graphique), 10 & deux registres (formule+graphique) et 1 a trois registres et 7 variations dont, 2 a
un registre (formuie), 4 & deux registres (formule+graphique) et 1 a trois registres.

H y a 3 situations a deux thémes, 2 extrema+variations & un registre (formule) &t

1 partage-+variations a 2 registres (formule+graphique).

La proportion des situations sans théme d'étude est de 43%. On peut rapprocher ce résultat du faible
nombre d’exercices proposant un retour sur le phénoméne de départ. Parmi les situations sans théme,
14 sont sans retour soit 78%. Parmi les situations a un théme, s'il s'agit de la recherche d'un
extremum il y a retour mais le faible nombre de ce type de situations, 2, fragilise cette constatation ;
s'll s’agit de I'obtention d'un partage, il y a retour dans 10 cas sur 12, soit 83% et s'il s’agit de I'étude
des variations d’une fonction, alors il N’y a retour sur ia situation initiale gue dans 4 cas sur 7, soit
57%. Enfin, lorsque I'étude de la situation porte sur deux thémes, un retour sur le phénomeéne de
départ est toujours proposé. Nous pouvons aussi remarquer I'absence d'implication entre une origine
non mathématique et un retour potentiel, 9 cas sur 21 soit 43%.

L'utilisation des registres sémiotiques de représentation d'une fonction est distribuée ainsi : 14
situations a un registre (10 formules et 4 graphiques) soit 33%, 25 situations a8 deux registres

(24 formuletgraphique et 1 tableau+graphique) soit 60% et 3 situations a trois registres soit 7%. Le
tableau de valeurs d'une fonction est trés peu exploité, on y a recours dans environ 10% des
exercices. D'autre part, les situations ayant pour theme d'étude le partage, comportent toujours ia
construction de la représentation graphigue d'une fonction.

En conclusion, sous la rubrique exercices, nous trouvons un nombre important de situations
fonctionneiles dont {'objectif est la manipuiation des deux registres de représentation gui sont, une
formule algébrique et une représentation graphique. Pour ces taches, le systéme de départ, quelie
que soit son origine, est un prétexte & l'introduction d'une fonction mais n’est pas 'objet de I'exercice.
Cependant, lorsque I'étude de |a fonction conduit a la recherche d'un extremum ou a I'obtention d'un
partage, I'énoncé propose de confronter les résultats obtenus au phénomeéne initial. il sembie donc
que ce ne soit pas Porigine du phénoméne qui conditionne le retour sur la situation de départ mais !a
nature du theme d’étude ou Fassociation de deux thémes d'étude.
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Probiémes

Sous cette rubrique, nous trouvons la majorité des situations fonctionnelles, 55%. Outre leur grand
nombre, ces problémes se particularisent par :

* |eur origine principalement géométrique, 70%, qui coincide avec la présence d'au moins un
dessin avec le texte de I'énoncé et la nature de Ja variable indépendante
le nombre moyen de variables est assez éleve, proche de celui des travaux pratiques 3,6
la proportion des énonceés portant un titre est plutdt faible, 36% alors que celle des retours sur
le phénoméne de départ est conséguente, 76%

* |a répartition des thémes d’étude fait sensiblement part égale entre recherche d’extremum et
elaboration d'un partage : 32% d’extrema, 36% de partages et 26% d’études de variations.

En analysant plus précisément ces situations, nous pouvons voir que :

H y a 23 situations sans théme dont : 3 & un registre (2 formules et 1 graphique), 16 & deux
registres (13 formuie+graphique, 2 tableau+graphique ef 1 formule+tableau) et 4 a trois registres.
il y a 52 situations & un théme, 14 extrema dont 2 a un registre (formule), 11 a deux registres

(9 formule+graphique et 2 formule+tabileau) et 1 a trois registres ; 27 partages dont 8 a un registre
(4 formules et 2 graphiques}, 20 a deux registres (19 formule+graphigue et 1 tableau+graphique) et
1 & trois registres ; 11 variations dont 2 & un registre (formule) et 9 a deux registres
(formule+graphigue).

Ul y a 17 situations 4 deux thémes, 4 extrema+partage dont 2 a deux registres (formule+graphique)
et 2 a trois registres ; 11 extrema+variations dont 3 a un registre (formuie), 7 a deux registres
(formule+graphique) et 1 a trois registres ; 2 partage+variations & un registre (1 formule et

1 graphique).

La proportion des situations sans théme d’étude est de 25%. La recherche des relations entre la
présence d'un ou de deux thémes d'étude et le retour sur la situation initiale nous méne aux résultats
suivants. Parmi les tiches sans théme d'étude, it y a retour dans 14 cas sur 23 soit 61%. Parmi les
probiémes ne comportant gu’un théme d'étude, si ceiui-ci est |a recherche d’'un extremum, il y a retour
dans 13 cas sur 14 soit 93% ; s'il s'agit d’'une tiche de partage, il y a retour dans 23 cas sur 27 soit
85% ; s'il porte sur I'exploration des variations d’une fonction, il y a retour dans 4 cas sur 11 soit 36%.
Parmi les énoncés comportant deux thémes d’étude, 16 sur 17 propasent un retour sur le phénomeéne
de dépanrt soit 94%. Les liens entre origine du probléme et retour sur la situation initiale sont
contrastés puisque : si cette origine n'est pas mathématique, il y a retour dans 25 cas sur 28 soit 89%,
mais si la situation prend sa source dans ['univers mathématique, alors il 'y a de retour que dans 42
cas sur 64 soit 66%.

L’exploitation des registres sémiotiques de représemtation d'une fonction s’effectue ainsi ; 18 situations
ont recours & un unique registre (14 formules et 4 graphiques) soit 19,5% ; 65 problémes combinent
deux registres (39 formule+graphique, 3 formule+tableau et 3 tableau+graphique) soit 70,5% ; 9
énoncés proposent l'utilisation des trois registres soit 10%. Remarquons I'usage plus réguiier, dans
cette section, du tableau de valeurs d'une fonction. Associé a I'un des autres registres ou aux deux, il
figure dans 15 énoncés sur 92 soit 16%.

Le lien entre probléme de partage et construction de la représentation graphique d'une fonction
demeure for, il existe dans 28 cas sur 33 soit 85%.

En conclusion, deux facteurs s'élévent en obstacle a la proposition d'un retour sur la situation initiale
par I'énoncé d'un probléme : I'absence de théme d'étude ef la présence isolée de {"étude des
variations d'une fonction. On remarque aussi la combinaison fréquente de plusieurs registres de
représentation pour I'étude des propriétés de la fonction. Rapprochant cette observation du fait que le
nombre moyen de variables par probléme et 12 proportion des situations possédant un théme d'étude
sont élevés, nous pouvons affirmer, qu’en général, les situations fonctionnelles figurant sous la
rubrique problémes sont particuliérement riches.
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Conclusion

Nous retrouvons dans les manuels étudiés la répartition des problémes et des études de
situations suggérées par les programmes. La distribution des situations fonctionnelles sous les différentes
rubriques des chapitres répond aux fonctions dévolues a la résolution des problémes : mise en place de
contenus nouveaux pour les activités, familiarisation pour les exercices, complexification pour les
problémes. Cependant, I'un des objectifs est de développer la maitrise de la notion de variable.
L’absence ou [a rareté des situations fonctionnelles laissant le choix des variables & I'éléve peut
compromettre cet objectif. En effet, avant de maitriser la notion de variable, il peut étre bénéfique de
découvrir ces variables et d’en développer 'organisation en termes de dépendance.

Nous avons aussi constaté la multitude de formes que peut prendre une situation fonctionnelle et
les nombreux usages qui peuvent lui étre dévolus. Ces variations dépendent de différents paramétres et
nous en avons isolé trois : le manuel, le chapitre, ia place dans le chapitre.

Le premier joue sur la quantité des situations fonctionnelles proposées, leur origine, leur répartition ou la
présence systématique ou non d’'un retour sur la problématique initiale dans 'énoncé. Il révéle certaines
conceptions des auteurs a propos de la notion de fonction et de i'aspect outil des concepts
mathématigques.

Le second a une influence sur I'existence ou non d'un théme d’étude, la richesse et la nature des
registres sémiotiques de représentation. 1l met en lumiére les différents statuts de la notion de fonction
par ses spécificités par rapport aux autres chapitres.

{.e dernier paramétre permet d’opérer des rapprochements ou des distinctions entre situations
fonctionnelles en fonction de leur position dans un chapitre. On peut ainsi rapprocher les activités,
corrigés et exercices d’'un coté et les travaux pratiques et les problémes de autre, en termes de nombre
moyen de variables par situation. Les distinctions s’effectuent alors avec les autres variables de
l'anailyse, en termes de richesse de I'énoncé par exemple. De méme (a part ou la présence du tableau de
valeurs d'une fonction parmi les registres sémiotiques de représentation utilisés permet de regrouper
activités, travaux pratiques et problémes et d'isoler les exercices.

Une grille de lecture des ouvrages prenant en compte la structure de I'énoncé, le nombre de
questions consacrées a chaque partie de la situation, modélisation / étude de la fonction / nouvelles
cannaissances sur le systéme, et la longueur de ces questions permettrait certainement d'affiner et
d’enrichir 'analyse des ouvrages. Nous pourrions alors peut-étre en déduire des comportements
possibles des éiéves lors de la résolution de ce type de probiémes et proposer des hypothéses sur le
statut de ces problémes parmi les connaissances des éléves.
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EXPERIMENTATIONS

Présentation des expériences

Suite a la lecture des programmes de mathématiques de la classe de seconde et a I'analyse de
six manueis en usage dans cette classe, nous sommes parvenus a déceler un certain nombre de
caractéristiques des situations fonctionnelies présentes dans ces ouvrages et 3 les mettre en rapport
avec les recommandations du programme.

La motivation principale des expérimentations est, & partir d’observations effectuées lors de 1a résolution
de problémes fonctionnels par des éléves, de tenter d'établir des liens entre ces caractéristiques et le
fonctionnement des éléves. Notre objectif est triple : éclairer I'influence de la modélisation par une
fonction d'une situation qui ne reléve pas de ce cadre sur le comportement des éiéves. comprendre leurs
attitudes face 2 la fonction résuitante, analyser le fonctionnement du changement de registre. Au dela,
nous nous intéressons 4 l'entrée dans le mode de pensée fonctionnel et 4 sa cohabitation avec les deux
modes de pensée dominants du collége, les pensées arithmétique et algébrique.

Pour ce faire, nous avons organisé deux séances expérimentales, Fune portant sur une situation
fonctionnelie d'origine mathématique et extraite intégralement d’un ouvrage, I'autre centrée sur la
résolution d’un probléme fonctionnel d’origine non mathématique, extrait d'un manuel mais dont I'énoncé
a été modifié. La premiére tAche proposée aux éléves repose sur des questions enchainées et la
seconde sur une question plus globale.

Nos observations ont eu lieu dans une classe de seconde de 32 éléves assez contrastée. Elle était
composée de 25% de redoublants. Tous les éléves pratiquaient I'allemand en premiére langue vivante et
I'angiais en seconde. Vingt d'entre eux étudiaient le latin ou le grec, cing l'italien en troisiéme langue
vivante et dix sept les sciences économiques et sociales. Lors du conseil de classe du troisiéme
trimestre, 11 éléves se sont orientés vers une premiére S, 3 vers une premiére ES, 3 vers une

premiere L, 3 vers une premiére GC et 2 vers une premiére STT. Nous avons proposé 7 redoublements
et 1 réorientation en BEP.

Ces eleves ont pris I'habitude de travailler en petits groupes, que ce soit en séance de module ou de
travaux dirigés. lls ont réguliérement cherché des problémes « assez ouverts » en classe ou a Ia maison,
comme préparation ou comme devoir & la maison.

L'apprentissage de la notion de fonction a débuté dés le mois de septembre et s'est poursuivi durant
toute I'année. i était, en partie, basé sur Pétude de situations fonctionnelies d'origine mathématique ou
non mathématique. A I'époque ol se situaient les expérimentations, les 07 et 14 mai 96, le cours sur les
fonctions usuelles et leurs variations était terminé mais peu d'exercices avaient &té faits sur I'étude des
variations d’'une fonction.

Nous avons été amené 4 effectuer certains choix méthodologiques.

Le premier était de faire travailler les éléves en petits groupes de quatre. Ses motivations relévent de
contraintes expérimentales et du contrat didactique. Lorsqu'ils travaillent en groupes, les éléves
s'investissent dans le travail proposé, échangent des opinions ou confrontent leurs idées. Cela leur
permet en général, de trouver des pistes de recherche ou d'en éliminer. Ainsi, nous pensons, par ce
biais, obtenir des observations assez riches, reflétant a |a fois, le travail personnel de I'éléve et la
progression collective. De plus, au cours de cette année scolaire, pour chaque tache
d'approfondissement ou de découverte, I'enseignant a organisé des groupes de travail.

Le second était de placer ces expériences en séances de module. La position, dans I'horaire
hebdomadaire de la classe, de cette séance donnait la possibilité de cumuler deux heures de
mathématiques consécutives. Elle a permis d’apporter la souplesse nécessaire a la constitution des
groupes, les éléves ayant Ihabitude d'étre brassés lors des cycles de modules. La répartition de la classe
a été faite en tenant compte de I'orientation probable, des caractéristiques personnelles connues des
éléves, des amitiés et des méthodes de travail. En particulier, on a veiilé 3 distribuer les éléves étiquetés
« S » dans tous les groupes.

Le demnier choix portait sur les moyens d’observation. Nous avons mobilisé quatre collégues, professeurs
de mathématiques, titulaires, en poste provisoire ou en remplacement dans P'établissement. lis ont joue
te rble, nouveau pour eux, d'observateur. Chacun était muni de feuilles d’observation que nous avions
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élaborées et était chargé de noter les événements se déroutant dans le groupe dont il avait la charge.
Chaque assembiage de tables possédait un moyen d'enregistrement audio. Nous avons aussi collecté les
comptes-rendus de chaque groupe ainsi que les brouillons de tous les éléves.

L’ensembie de ces conditions avait, auparavant, été exposé a la classe, de méme que les raisons pour
lesquelles nous les soumettions & celles-ci. Bien entendu nous n'avions exposé ni le but ni Fobjet de
Fexpérience,

Les feuilies d’observation, dont nous fournissons en annexe 3 un exemplaire vierge ainsi que les notes
d'un observateur, se découpent en lignes, la premiére permet de noter le temps de la séance, les quatre
suivantes sont destinées a recevoir les actions de chaque éléve, puis deux autres recueitlent les propos
de 'enseignant s'adressant au groupe ou a la classe. Certains observateurs auraient préféré prendre des
notes en colonnes, une pour le temps et Pautre pour les observations. Le modéle que nous avons
proposé permet de relater les échanges entre éléves tout en les situant dans le temps de la classe et
dans celui de chaque éléve. Cela n'aurait pas été possible avec une grille de type « colonne ».
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Enoncé du probléme carré

, THEMES] : Fonction x — x 2 etfonctions « voisines ».
Calcul$ d'aires. Lectures graphiques.
ABCD est un carré de centre O et de ¢ité 2. M est un point
quelcongue du segment [AC], distinct de Aet de C, et o
est la paraliéle a (BD) passant par M. [PQ} est le segment
de la droite d contenu dans le camé ABCD.
 Lorsque M est un point de [AO}, P est sur [AD] et Q sur [AB].
Lorsque M est un point de [OC], P est sur DC] et Q sur [BC.
Cn pose x = AM et on nota f (x) I"aire du triangle APQ.

o

A. Calcui de f (x).
1. Expliquez pourquoi la fonction f est définie sur linter-
valle ] 0; 2vZ .

2. Montrez quesix e 1 0;v2], alors F(x} =x 2.
3. Montrez que sixe [V2; 2V2 [ alors F{x) =-x2+2v2x.
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B. Etude de la fonction f. .
1. Montrez de deux fagons différentes que la fonction £
est strictement croissante sur10;v2]: _ .
a) en utilisant I'expression de 7 (x) et le sens de variation
de la fonctigh x — x 2 ;

b) géométriquement, en utilisant le fait que £ (x) est I'aire
du triangle APQ.

2. a. Montrez que si x appartient 4 l'intervalie [ vZ : 2v3 [,
alors £ (x) =—(x-v22 + 2. '
b. a et b sont deux réels queicongues de [intervalle
[V2;2V2 [tels quea < b. '
Complétez avec i'un des signes “< "ou > *:
a-v20b-v2; (a-v220O(b-V2R;
~(@a-Vv2R+20~(b-V2R +2. ,_
c. Déduisez de ce qui précéde que f est strictement
décroissante sur{v2; 2vZ [, .

d. Tracez ta courbe 6 représentant £ sur Fintervalle ] 0 ; 2V2 |,

INDICATION : Tracer la portion de  représentant fsur ] 0; V2 [,
puis celle qui représente fsur [ V2 ; 2V2 1,

C. Lectures graphigues.

1. a. £n utilisant le graphique, expliquez pourquoi la fonction
f admet un maximum sur {'intervalle ] 0 ; 2vZ2 I,

b. Pour quelle position du point M Faire f (x) est-elie la
plus grande ?

2 a. Montrez qu'il existe deux positions, M, et M, de M sur
[AC] pour lesquelles I"aire du triangle APQ est égale & 1.

b. Les points M, et M, sont de part et d’autre du point O.
Pourquoei ?

¢. Désignons par M, le point du segment [AO] et par M, e
point du segment [OC]. :
En utilisant le graphique, expliquez pourquoi OM, < OM,.



ANALYSE A PRIOR! DU PROBLEME CARRE

Cette situation fenctionnetle est extraite de Fouvrage « MATH 2% » de la collection TRANSMATH
chez Nathan, elle correspond au probléme n°68 page 142.

Solution de 'exercice

A. Calcul de f{x).

1. La fonction f est définie sur Fintervalle ]0;2«/5[ , car, ABCD étant un camé de cbté 2, ses

diagonales ont pour longueur 2\6 . D'autre part, M est un point du segment JAC] distinct de A et de C
et comme x=AM, on en déduit que x & ]0;2«/5[ i

2. x €l0; \/E] <> M €[AQ] privé de A . ABCD est un camé donc OA=0B et AOB est un

triangle isocéle en O d'ol I'égalité des angles de base. De plus, d est parailéle 4 (BD) donc, par
égalité angulaire, le triangle AMQ est isocéle en M et on en déduit MQ=AM=x.

Par un raisonnement similaire avec les triangles AOD et AMP, on obtient que PM=AM=x, et
finalement PQ=2x.

D’autre part, le triangle ACB est rectangle en O car ABCD est un carré ; le triangle AMQ est donc
{ui aussi rectangle en M par parailélisme de d et (BD). On calcule alors Faire du triangle PAQ, en
prenant pour base PQ et pour hauteur AM et il vient :

2x *
F@ =" e f) =

3. x €[4/2;242] [ M g[OC] privé de C . En raisonnant dans le triangle PCQ comme on I'a

fait dans PAQ mais avec MC= 2\/5 -x d'otl PQ=2( 2\/5 -X ) : on calcule I'aire du triangle AQP en
prenant PQ pour base et AM pour hauteur et il vient que :

J(x) = 2(2\/52—36)":)‘:<:I>f(JC)=(2w/5—x)”‘x<‘.:>f(x):~x2 +24/2x

B. Etude de la fonction f.

1. Montrons que f est strictement croissante sur J0; '\/5 1:

a. sur]O;\/E ] la fonction carré est strictement croissante donc f aussi

b. forsque M se déplace « strictemnent » vers O sur [AO], la hauteur du triangle PAQ
augmente strictement, et donc la base aussi puisqu’elle en est le double et par conséquent l'aire
augmente strictement aussi.

a.
six €[v2;24/2] alors £ (x) = —x + 2[2x
& Fx) = —(x? - 242%)
o flxy=-l(x-~+2)"-12]
& f(x) = —(x—+2)" +2

b. a et b étant deux réels de lintervalle [\E ;2\[1—2‘[ tels que a<b, on a successivement :
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=2 <b-+2 = (a-v2) <(b=+2)* cara-2 50
= —(a-+2) >—(b-2)
= —(@a-v2) +2>-(b-+2)* +2

C. On a établit au dessus que pour a et b dans lintervalie [Ji ;2'\/5 [, si a<b alors f(a)>f(b)
c'est a dire que f est strictement décroissante sur cet intervalle.

d. Courbe représentative de f

C. Lectures graphiques.

1. Ftant donné l'intitulé de cette partie, nous emploierons des formulations faisant référence a la
courbe représentative de la fonction pour respecter le contrat « lectures graphiques ».

a. Quand x croit sur I’intervalle]O;\/E 1. 1a courbe monte et lorsque x croit sur l'intervalle

{\/5;2«/5[, la courbe descend. La fonction f admet donc un maximum sur l'intervalie ]0;2-\/5{ .

b. f atteint son maximum pour x= -\E soit AM= \E et donc M=0O.

a. On trace sur le graphique la droite d’équation y=1 et on constate qu'elle posséde deux
points d'intersection avec la courbe représentative de f. On en déduit qu'il existe deux positions du
point M sur [AC] pour lesquelles I'aire du triangle APQ est égale & 1.

On peut aussi raisonner sur les valeurs de I'aire du triangle, celle-ci croit de 0 non compris a 2
puis décroit de 2 & 0 non compris. Elle prend donc deux fois la valeur 1. La continuité de la
fonction est supposée, mais la question ne se pose pas en classe de seconde.

b. Les points M, et M, sont de part et d'autre du point O car, en considérant les abscisses des

points d'intersection des deux courbes, on constate qu'elles sont de part et d'autre de-\/—f =A0.

En poursuivant le raisonnement de la question précédente, étant donné que la valeur 1 est de
part et d'autre de 2 et que 2 est atteinte lorsque M est en O, on en déduit que les points M. et M,
sont de part et d’autre de O.

C. En considérant les abscisses des points sur le graphique, et en les identifiant
respectivement a A, M;, O et M;, on obtient OM1=\/5 -1 et OM,=1 ; par conséquent, OM,; < OM..

Analyse de 'énoncé

Le texte de I'énoncé place le probléme dans le cadre géomeétrique. L'expression « M est un poirt
queiconque du segment [AC], distinct de A et de C [...] » ne signifie pas, dans ce cadre, que M est un
point variable de ce segment, elle exprime simplement le fait qu'il ne s'agit pas d'un point particulier, et
notamment de O. Ce fait peut étre renforcé par les deux dessins qui accompagnent le texte.

Le théme général du probléme n'est pas écrit. Nous supposons que ce probléme porte sur ['étude des
valeurs de 'aire du triangle APQ en fonction de la position du point M sur le segment [AC].

Lintroduction des notations « x » et « f{x) » compense en partie cette absence, mais seulement en partie
car elle suppose que la notion de fonction est maitrisée par Fensemble des éléves. Il n'est pas exclu que
certains abordent ce probléme dans le mode de pensée algébrique.

Celui-ci peut constituer un obstacle & la résolution de la partie A. En effet, si « x » est considéré
comme une inconnue, on ne connait pas précisément la position de M car c'est un point quelconque,
alors, il n'y a pas de raison de chercher & exprimer les grandeurs pertinentes en fonction de x. Il est tout
de méme possible de répondre & la premiére question de cette partie puisqu'ii suffit, pour cela, de
considérer le carré, d'appliquer le théoréme de Pythagore puis d'exclure deux points particuliers.
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Par contre, en traitant cette partie dans le mode de pensée fonctionnel, la deuxiéme question ne doit pas
présenter de difficultés majeures. il est cependant nécessaire que I'éléve associe la partition de
Iintervalie de définition de la fonction a la dichotomie des dessins de 'énoncé.

La troisiéme question posera plus de problémes. Elie exige, dans le triangle CPQ, un raisonnement du
méme type que celui mené dans le triangle APQ lors de la question précédente, en ne cherchant que
I'élément pertinent, soit la fongueur PQ en fonction de x. Ensuite, le calcul algébrique est court mais peut
se compliquer si I'on ne simplifie pas I'expression avant de développer.

Nous remarquons donc que malgré la courte longueur de son énoncé, cette partie recéle des difficultés
importantes qui peuvent se révéler des obstacles malaisément surmontables lorsqu’on aborde ce
probléme dans le mode de pensée aigébrique.

La partie B porte sur I'étude de la fonction. C’est |a seule qui comporte une indication et elfe
conceme fa derniére question. La premiére question est assez simple mais it est intéressant de noter que,
pour la premiére fois, il est fait référence aux variations de F'aire du triangle. Cet aspect géométrique peut
é&tre difficile & gérer car il y a trois variables dans le triangle APQ : la hauteur, [a base et I'aire du triangie ;
c’est dans l'organisation de ces variables, variable indépendante, variables dépendantes secondaire et
principale, que réside ia solution de la question.

La deuxiéme question est un « classique » de la classe de seconde : mise sous forme canonique de
Pexpression algébrique et détermination du sens de variation de la fonction sur lintervalle considéré.
Signalons toutefois qu'il manque une inégalité « & trou » dans le b}, en effet, la composition des fonctions
n'est pas au programme de mathématique de la classe. Le tracé de la courbe représentative de la
fonction s’ohtient en recollant deux morceaux de paraholes.

La partie C s'intitute lectures graphiques et, effectivement, la premiére question propose
d’expliquer graphiquement Pexistence d’'un maximum pour la fonction puis de déterminer la position du
point M correspondante. Cette question n'est pas compliquée mais elle nous améne & nous interroger sur
la pertinence de la partie précédente. En effet, d’'une part les expressions algébriques de f sont celles de
fonctions usuelles dont on « connait » les variations et, d'autre part, si la démonstration proposée dans {a
partie B rassure Penseignant quant  la rigueur de |a lecture graphique, qu'en est-il de 'éléve 7 On peut
iégitimement se demander ce qu'il serait advenu si cette question d’aire maximum avait été posée au
début de I'exercice et sans suggérer Fintroduction d'une fonction.

On peut d'ailleurs répondre aux deux premiéres sections de la deuxiéme question en suivant un
raisonnement essentiellement géométrique et numérique. Le texte de ces questions ne permet pas de
savoir si c'était la réponse attendue. Par contre, on ne peut démontrer I'inégalité OM,; < OM, en se
cantonnant au cadre géométrique et I'utilisation du graphique est une fagon élégante de le faire. En
répondant & cette question, les éléves doivent achever, si cela n'a pas déja été effectué, la conversion du
registre figuratif de la géomeétrie au registre de |a représentation graphique d'une fonction en identifiant

les positions des points et le segment [AC] privé des points A et C du premier avec la portion ]0;21/5 [de
'axe des abscisses du second.

Conclusion

Des exercices de ce type avaient déja étaient résolus en classe mais sans étude de variations.
Les éléves avaient aussi rencontré des fonctions, affines ou non, définies par intervailes.

La seule considération de la taille des questions posées dans I'énoncé de ce probléme pose un
certain nombre d'interrogations. La premiére concerne ia faible part accordée au travail de modélisation.
En particulier, il n'est jamais question de chercher ce qui varie mais seulement de savoir comment cela
varie. Cette partie du travail est donc a la seule charge de I'éléve. La seconde interrogation porte sur
I'adaptation de F'outil fonction 4 la recherche d'une aire maximum et des triangles d’aire égale 3 l'unité.
On peut démontrer que {'aire est maximale pour M confondu avec O en comparant l'aire du triangle ABQ
a celle du trapéze rectangle OBQM lorsque M appartient au segment [OC]. Cette démonstration n'est pas
simple mais elle prend appui sur le cadre géométrique et, de par sa difficulté, justifie la recherche d’une
expression de la variable aire en fonction de la variable position de M. La détermination et la
comparaison de OM, et OM, sont trés abordables a partir du cadre géométrique. Par contre, 1a question
de savoir si le résultat obtenu reste valable quelle que soit la valeur de P'aire dans l'intervalle 10 ;2] méne
a lintroduction d’une ou plusieurs fonctions qui se révélent plus ou moins bien adaptées & sa résolution. Il
en est de méme de la recherche d'une démonstration géométrique des variations de l'aire sur l'intervaile
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[ﬁ ;Zﬁ [ . Ainsi, la fonction f est un outit adapté au probléme puisqu’elle permet de répondre &

I'ensemble des questions sans chercher une autre modélisation. Mais, pour chague théme considéré
individuellement, la réponse est moins évidente. De plus, cette adaptation est claire pour I'enseignant car
it a conscience de I'ensemble des questions qui se posent a propos de ia situation géomeétrique initiale
mais, I'est-elle aussi pour un éléve découvrant ie phénoméne ?
Ces remarques nous conduisent & notre troisiéme interrogation qui touche au véritable objet de ce
probléme. Le nombre important des questions contenues dans la partie B et [a présence de ia seule
indication de I'énoncé nous font penser qu'il s'agit de I'étude des variations d'une fonction assez
complexe car définie par intervalles. Un autre argument en faveur de cette hypothése est le non
réinvestissement des résultats établis dans cette partie, comme nous Pavons fait remarquer
précédemment. De plus, s'il ne manquait la construction du tableau de variations de la fonction, cette
partie aurait la structure habituelle, dans les classes supérieures, d'une étude de fonction.

En conclusion, nous pouvons affirmer que ce probiéme reléve de Papplication plutdt que de la
modélisation. Son objet, et cela méme s'il y a retour sur |a situation initiale, est 'étude d’une fonction et
I'utilisation des résultats établis pour répondre & des questions & propos d'une situation géométrique.
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PREMIERE EXPERIMENTATION

Le contexte

Cette expérience s'est déroulée le mardi 07 mai 1996. Elle concernait seize éléves de la classe
répartie en quatre groupes de quatre. H y avait cing redoublants et les éléves se sont orientés de la
maniére suivante : 6 en premiére S, 2 en premiére ES, 1 en premiére L, 2 en premiére GC, 1 en
premiére STT ; 3 se sont vus proposé un redoublement et 1 une réorientaticn vers un BEP. Elle a duré
deux heures consécutivement sans pause, les éléves n'en ayant pas réclamé.

L'enregistrement n'a pas été parfait, seul celui d’'un groupe a pu étre exploité.

En annexe 4, nous proposons : des extraits des brouillons d’Anne et Muriel du groupe N°1, le compte-
rendu du groupe N°2 et une partie du brouillon de Mickaél, un extrait du brouillon de Sébastien du groupe
N°3, une partie du compte-rendu du groupe N°4 et du brouillon de Lauriane.

Nous présentons I'analyse de cette séance en deux parties : dans la premiére, nous faisons un
bref récit du travail de chaque groupe, et, dans ia seconde nous abordons des questions transversales au
travers du fonctionnement d’un modéle de représentation des productions des éléves conforme a nos
références théoriques.

{ es extraits des brouiflons, des comptes-rendus et des échanges verbaux permettent, d’abord
d'accompagner le récit en illustrant les faits marquants, puis d’appuyer notre argumentation dans
analyse des démarches des éléves.

Le cheminement de chaque groupe

Groupe N°1

Ces éléves ont passé la plus grande part de la séance a répondre aux questions de la partie A.
Iis ont & peine abordé I'étude des variations de la fonction dans ie premier des deux cas.
{ enregistrement de ce groupe, réalisé a 'aide d'un baladeur, est peu audible en raison d'un bruit de fond
trop important, du en partie au vent qui soufflait ce jour-la.
La production de ce groupe est le résultat d’un travail collectif.

La détermination de l'intervalle et [a justification de Pexclusion des bornes ont été traitées
correctement. Le lien entre les points A, O et C et les valeurs 0, \/5 et 2+/2 est établi.
{Is ont pergu la nature des triangles dans le premier cas.

Anne : « comment calcules-tu Paire d'un triangle rectangle »
Muriel ; « ¢'est un triangle rectangle isocéle »

[-.]
Renaud : « PMA est-il isocéle ? »
Anne : « oui »

lls recherchent ensuite I'aire d’un triangte rectangie ( AP*AQ / 2 } et testent la formule sur des exemples

numériques pour voir si elle coincide avec celle de I'énoncé. Il y a un SUCCeS avet X = «/5 et un échec
avecx = 1.

Muriel : « tu ne peux pas caiculer I'aire, tu n'as pas de valeurs »

..]

Anne : « ah non, ¢a ne va pas avec 1, ¢a ne marche pas »

Et elle note sur son brouillon, a c6té de la formule AP*AQ / 2, « ¢a ne marche que pour les extrémes ».
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Le groupe se lance alors & la recherche d’autres pistes | géométriques avec des vecteurs, le théoréme de
Thales, le théoréme des milieux en placant M au milieu de [AQ] ou algébrique en cherchant

_ [4aP* a0
X = 2 —.

Au bout d'une heure, Anne trouve en changeant de base et de hauteur pour le caicul de l'aire et en
montrant que PQ = 2 AM.
La résolution de |a troisiéme gquestion passe par une analogie entre APQ et CPQ.

Muriel : « CPQ et APQ, ce n'est pas la méme chose ? »
Anne : « tu as un trapéze en plus »

lis éliminent le trapéze...

Renaud : « Ce n'est pas le trapéze PQBD. Ce trapéze ne vous sert 4 rien. Maintenant tu ne peux te
baser sur rien du tout. »

...et poursuivent I'analogie...

AM*PQ x*2x
2 2

Muriel : « quelque chose comme f(x) = »

Anne : « on wa plus PQ = 2x »
Muriel : « ah oui ».

Puis Anne obtient le résultat par PQ =2 CM et CM = AC - x.
La séance se termine par 'étude des variations de la fonction carré en utilisant deux valeurs numériques
pouraeth.

Groupe N°2

Les éléves de ce groupe se sont donnés pour contrat d’avancer dans les questions de 'énoncé
sans forcément détailler leurs réponses. Celui-ci n'a pas empéché la prise d'informations, par un membre
du groupe, auprés des autres éléves. Le fait que I'enseignant récupére les brouillons individuels sur
lesquels devaient figurer le nom de chacun semble avoir joué un réle dans ce comportement.

Durant environ une heure, chaque membre du groupe s'est lancé dans une recherche individuelle sur son
brouillon. A la suite d'interventions de I'enseignant réclamant la rédaction d’'un compte-rendu, le travail
est devenu plus collectif autour de cette rédaction a partir des résultats formulés sur leurs brouitlons.

Pendant le travail individuel, les éléves progressent jusqu'a la fin de la partie B suivant deux
modes de fonctionnement distincts. Dans un premier temps, its utilisent, implicitement, le fait que x = AM
pour déterminer l'intervalle mais fournissent de mauvais arguments a propos de ['exclusion des bornes.
Dans un second temps, ils prennent AP = AQ = x pour déterminer la premiére formule.

La seconde formule est « justifiée » ainsi : ( brouiffon de Sandrine )

« on prend la longueur 2«/5 du triangle que I'on multiplie par x, donc on obtient 2«/5 x. Mais on ne
veut pas de Fintervalte ] 0 ; /2 ] donc on dte x° et on obtient : f(x) = 2+4/2 x - X pour T'intervalie

[V2 ;2421

En abordant la rédaction du compte-rendu, ils s'aper¢oivent qu'ils n'ont pas vraiment résolu la partie A.
lis reprennent AM = x pour déterminer la premiére expression de f(x) et considérent séparément les deux
triangles AMP et AMQ pour obtenir AP et AQ et calculer I'aire du triangle rectangle par la formule
AP*AQY / 2.
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Groupe N°3

L'enregistrement de ce groupe est en partie exploitable, notamment les échanges avec
I'enseignant. Le reste du temps, les éléves chuchotaient, rendant I'écoute difficite voire impossible.

Le début de la séance, environ % d’heure, a vu s’élaborer un travail 4 quatre qui s’est ensuite
réduit a deux éléments, un troisiéme se chargeant de ia rédaction du compte-rendu.

L'obtention de la longueur de la diagonale du carré s'est faite facilement mais la justification de
I'exclusion des bornes est mauvaise. Il y a, en particutier, confusion entre les variables x longueur de
[AM] et f(x) aire du triangle APQ, et aussi des erreurs de calcul.

La prem:ere formule est justifiée par les propriétés démontrées des triangles AMP, AMQ et APQ
et leur conséquence : PQ = 2 AM. Cependant, cette relation n'est pas écrite explicitement mais
simplement utilisée comme pas d’un algorithme de calcul de I"aire du triangle APQ. La formuie expioitée
pour ce calcul est AM*PQ / 2. La justification de ta formule fournie par 'énoncé s’appuie sur ia
coincidence des deux sur un exemple numérique générique. Ainsi Sébastien écrit sur son brouillon :

1*0,5
2

«exemple six=05alorsbase=1; A= =025 ;x=05=025».

La stratégie générale, pour le deuxiéme cas, est identique mais ils nutilisent pas de propriétés
géométriques pour le triangle APQ. lis recherchent la coincidence des deux formules pour les bornes de

lintervalle : pour x =+/2 | en calculant AB*AD / 2 ; pour x = 2\/5 ils rencontrent un probléme du a des
erreurs de calcul puis & la valeur 0.

Arnaud : ¢a fait (2 \/5 )2 (il a substitué dans la deuxiéme expression de F'énonce )
Sébastien : tu barres ga et ¢a

[...]

Sébastien : 2*2 ¢a fait 4 [..] ( i parle de AB et AD )

Amnaud : on fait pareil pour 2 s/f

Sébastien : ¢'est plus compliqué

Arnaud : non c'est pas plus compliqué

[--]

Sébastien : j'ai trouvé 0 ¢'est pas logique [...] ca c'est x| [...]
Amaud : et en calculant I'aire, tu trouves combien ?
Séhastien : je sais pas ce qui faut mettre en tant gue base
Armaud : c’est ce que j'étais en train de faire

Séhastien : et gu’est-ce que tu mets comme base ?

Suite a une intervention de I'enseignant, ils corrigent leur stratégie puis obtiennent les deux expressions
de Pénoncé. La séance s'achéve sur ces résultats.

Groupe N°4

L'enregistrement de ce groupe est totalement inaudible, pour cause de matériel, magnétophone
et micro, manquant de puissance.

Les éléves ont fourni un travail coliectif durant toute la séance. iis ont traité la seule partie A.
La longueur de la diagonale du carré est obtenue facilement mais les justifications de I'exclusion des
bornes de l'intervaile sont incomplétes. Par exemple, sur le brouilion d'Olivier :

« la droite (d) est contenue dans la carré ABCD. Par conséquent, elle ne peut dépasser la longueur
2\/_2_ de la diagonale »

ou sur celui de Nanou
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« (d) est contenue dans ABCD. La diagonale de ABCD = 2\/5 . La fonction évolue sur un intervalie de
0 (A) a2+/2 (AC) ».

lls répondent & la deuxiéme question en comparant les résultats fournis dans le cas x = JE , d'un coté
par l'expression de 'énoncé, de 'autre en calculant l'aire du triangle ABD par la formule AB*AD / 2. lIs
concluent en constatant 'égalité et ecrivent sur le compte-rendu :

«donc si x €]0;+/2]alors f(x) = (v2 = 2 ».

Pour la question suivante, ils recherchent d'abord des expiications & la présence de 2J2A x etde - X% lis
montrent que PQC est isocéle et obtiennent alors une explication géométrique au - x*: cest le triangie
PQC que I'on retire en faisant une analogie avec le cas précédent. Finalement, ifs parviennent 3

I'expression de I'énoncé en calculant PM*x avec PM = MC = 24/2 - x. Le groupe est d’accord sur ce
calcul, il est recopié sur le compte-rendu, mais Lauriane, qui a obtenu ce résultat, a aussi écrit sur son
brouiilon :

«PQ=2MC:PQ=2(2+2-x):AM=xX».

Le groupe termine la séance par ta recherche, dans le cours, de la définition du sens de variation
d’une fonction.

Questions transversales

Dans cetie partie, nous proposons un modeéle théorique permettant d'interpréter le
fonctionnement des éléves au cours de la recherche de ia solution du probléme. Puis nous P'exploitons
avec {'objectif de regrouper les différentes démarches dans des catégories intégrantes et explicatives.
Ce modéle, inspiré des références théoriques exposées dans lintroduction, repose sur le découpage du
champ mathématique en cadres, et sur ie repérage de registres sémiotiques de représentation. 1l intégre
a la fois des changements de cadres et des conversions entre registres. D'autre part, il fonctionne sous
Iinfluence d'un mode de pensée dominant qui oriente les conversions entre regisires ainsi que ies
changemenis de cadres. Nous présentons d’abord notre modéle puis nous analysons les productions des
éléves dans l'optique des modes de pensée.

Présentation du modéle

Nous nous limitons au travail des éléves sur les expressions algébriques de la fonction.

Nous n'avons représenté dans ce modéle ( figure 1) que les cadres mathématiques et les registres
sémiotiques de représentation qui jouent un réle dans la résolution de I'exercice par les éléves. La
distinction entre changement de cadre « explicatif » et changement de cadre « constructif » permet
d'identifier un sens privilégié entre cadres géométrique et aigébrique lors du passage de I'un a 'autre.
Ainsi, un changement de cadre « explicatif » s'effectuera essentiellement du cadre aigébrique vers le
cadre géométrique A la recherche d’'explications pour comprendre les expressions algébrigues de
I'énoncé ; le travail dans les cadres algébrique et géométrique est alors accompli dans ce but.
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Figure 1: Les fleaches en trait plein symbolisent les conversions entre registres sémiotiques de
représentation. Les fléches en trait discontinu représentent les changements de cadres.
Nous distinguons par les numérotations 1 et 2, un changement de cadre « explicatif » qui
part de I'expression algébrique de I"énoncé et un changement de cadre « constructif » qui a
pour objectif d’établir cette relation. Les traits non continus entre un cadre et des registres
relient un cadre mathématique a certains registres utilisés pour représenter les objets de ce
cadre.
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Figure 2 : Nous avons représenté en caractéres gras les actions, formules et propriétés mises en
ceuvre par les éléves dans le mode de pensée arithmétique. La partie gauche du schéma se
subdivise en deux sous-parties correspondant a deux fonctionnements dans le cadre

géomeétrique

Nous avons identifié comme relevant d’'un mode de pensée arithmétique, la stratégie consistant
a démontrer la coincidence entre la formuie classique du calcul de Paire d’un triangle et les expressions
algébriques de I'aire de APQ fournies par I'énoncé a I'aide d’un ou plusieurs exemples numériques.

Cette stratégie apparait sous trois comportements différents : soit les éléves établissent I'égalité sur un
exemple numérique, soit ils construisent un algorithme de calcul, soit ils recherchent la coincidence des
formules pour les valeurs extrémes de I'ntervalle de définition. Nous considérerons que le premier
comportement traduit un fonctionnement « explicatif » et que les deux autres relévent d'un
fonctionnement « constructif ». En effet, lorsque les éléves concluent & partir d’'un seul exemple
numérique, il s’agit d'un cas trés particulier, M est confondu avec O, et il 'y a pas de lien clair entre ce
cas et le cas général, notamment dans l'identification des variables. Pour les autres cas, le premier est
nettement constructif, et le second, qui, par l'utilisation de deux valeurs numériques, marque un souci de
généralité peut étre vu comme intermédiaire, résultant d'un compromis.

Fonctionnement « explicatif »

Ce mode de fonctionnement est iilustré sur la partie gauche de la figure 2 ; il s’exprime lors de la
recherche de la premiére expression algébrique de fa fonction. Il y a coexistence de deux formules et les
rapports entre les deux ne sont établis que dans le cas particulier ol M est confondu avec O. Ainsi, dans
le compte-rendu du groupe 4, il est écrit :

2 2
MO = AC : 2942 = 24/2 1) =32 : six =42 F=( V2 Y = 2.

On retrouve ce type de démarche sur les brouilions des éléves des groupes 1 et 2.

Fonctionnement « constructif »

Le premier des deux comportements associés 4 ce made de fonctionnement conduit a Ia
production d’un algorithme de calcul. Il se base sur d’autres propriétés géométriques du triangle APQ et
sur une deuxiéme formule de I'aire de ce triangie. De plus, les éléves établissent que les triangles AMP
et AMQ sont isocéles, ils peuvent en déduire I'aigorithme de calcul général. Cette généralité est
clairement établie sur Je brouilion de Sébastien du groupe 3 :

six]0; 21— ) =%
1*0,5

exemple six = 0,5 alorsbase=1; A= =025 ;x=0,5"=0,25.

La détermination des propriétés du triangle AMQ est décisive pour I'obtention de I'algorithme :

Sébastien : if est isocéle [...] 45° [...] on a trouvé le 2.

Le second comportement surgit, pour ce méme groupe d'éléves, lors de la recherche de la
seconde expression algébrique de la fonction. is ont établi la coincidence des deux formules pour

X =+/2 et buttent sur le calcul de Vaire lorsque x = 21/5 . En effet, |la substitution dans I'expression
algébrique de la fonction donne 0 et ils ne savent pas quoi prendre comme base pour le triangle APQ.
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Sébastien : zéro

Prof : pourquoi vous cherchez 0 ?
Amaud : non, c'est ce qu'on a trouvé 0 |
Prof : vous avez trouvé 0 a quoi ?

Arnaud : quand x= xE
Prof : ¢a veut dire quoi ?

Amaud : ¢a veut dire que 2\/5 c'est pas dedans, c'est marqué la

Prof : hé oui, il est oii le point M gquand x=2«/§ ?
Arnaud : il est 1a { Arnaud désigne le point C sur la figure }
Prof : vous étes s(rs ?

Sébastien : oui puisque c'est égal 3 '\/—8_

Prof : et c'est quoi le triangle alors ?

Arnaud : il 'y a pas de triangle

Séhastien : ah oui !

Arnaud : cuais, c'est ce que je disais

Prof : ce que vous étes en train de faire... ; est-ce que vous étes en train de démontrer la formule ?
Arnaud : ben, si on prouve que c'est identique, c'est comme si on a démontré
Prof : tu aura démontré que c'est identique, pour quoi ?

Arnaud : parce que la formule elle marche

Prof ; elle marche pour quoi la formule ?

Amaud : je m’embrouille

Prof : elle marche pour «E

Sébastien : ¢'est pour ¢a qu'on essaie de prendre deux nombres

Prof : et deux nombres, ¢a suffira ?

Arnaud : non, mais si on prend le plus petit...

Sébastien : ...et le plus gros...

Amaud : ben voila

Prof : on peut mettre n"importe quoi entre les deux ; qu'est-ce qui me dit que au milieu, 13, la formuie
elle marche encore ?

Sébastien : on essaye...

Armaud : c'est la logique...c'est [a logique que ¢a marche puisque ¢a, ¢a n'arréte pas de diminuer
progressivement

Prof : ¢a pourrait diminuer autrement... ; ¢a pourrait diminuer avec une autre formule

Arnaud : heu fa...

Cet échange avec I'enseignant permet d’exhiber le fait que I'algorithme de calcul n’est pas explicite pour
ces éléves. En effet, la remarque de Sébastien . « on essaye... », s'appuie sur la certitude de pouvoir
déterminer, pour chaque position de M, la base et |a hauteur du triangle APQ. Mais la nécessité
d'expliciter cet algorithme de calcul dans le registre des expressions algébriques n'apparait pas. La
question qui se pose alors est : qu'en serait-il si I'expression algébrique de la fonction n'était pas

donnée ?

Un mode de pensée algébrique

Dans un mode de pensée algébrique, x est implicitement considéré comme une inconnue : on ne

connait pas la position de M. Comme le dit Muriel du groupe 1 :

« tu ne peux pas calculer Paire, tu n'as pas de valeurs ».
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Figure 3 : Nous avons ajouté en caractéres gras les propriétés géométriques, les formules et les
actions des éléves fonctionnant dans le mode de pensée algébrique. La partie gauche du
schéma est organisée de ia méme maniére que celle de la figure 2.

Les éléves sont alors conduits & rechercher ce qu'ils peuvent connaitre a partir de x. lis effectuent des
substitutions, comme lors de la résolution d'un systéme d’équations a plusieurs inconnues.

De la méme maniére que pour le mode de pensée arithmétique, nous avons identifié deux
fonctionnements, « explicatif » et « constructif », dans les comportements des éleves. Un fonctionnement
« explicatif » s’appuie sur I'expression algébrique de la fonction fournie par I'énonce et I'éleve opére de
facon & l'obtenir, alors qu'un fonctionnement « constructif » se base sur des considérations géométriques
et, par un changement de cadre approprié, permet a 'éléve d’aboutir a I'expression algébrique souhaitee.
Notre modéle théorique se présente, sans le cadre numérique, sous la forme proposée dans Ia figure 3.

Fonctionnement « explicatif »

Le groupe 2 développe un tel comportement lors de la recherche de la premiére expression
algébrique de Ia fonction. Dans un premier temps, les éléves considérent que AP = AQ = x et proposent
sur leurs brouillons, par exemple Mickaél :

« sachant que les 2 coté AQ et AP sont égaux on en déduit que x*x ; (f) = X .

Celui de Sandrine est plus complexe puisqu'elle y note :

« x = AM soit ja hauteur du triangle puisque dans un carré les diagonales sont L et DB/PQ ; f(x) = X
PA*¥ A
—W-—Q— = (JE)2 =x? (elle barre le (-\/5)2) ; ﬁ = AQ donc = les deux cOtés du triangle étant

2
égaux et <2 alors f(x) = X*x = X* ».
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Cela nous permet de mieux comprendre ce mode de fonctionnement. Sandrine recherche une
expression algébrique, x est une quantité inconnue mais elle peut 1a déterminer dans un cas particufier,
lorsque M est confondu avec O. Elle étend ensuite les propriétés de la figure géométrique, spécifiques de
ce cas particulier, au cas genéral avec I'objectif d’obtenir la formule proposée par I'énoncé.

Dans leur compte-rendu, les éléves exploitent le méme genre de généralisation et appliquent ie
théoréme de Pythagore dans le friangle AMP rectangle en M, pour déterminer AP. En effet, ils n'utilisent
qu'une seule expression de la formule de l'aire du triangte APQ. s n'aboutissent pas pour cause
d’erreurs dans le calcul littéral, erreurs provenant peut-étre de « 'obsession » du x°.

Cette attitude est plus générale, prenant des formes différentes, lorsque les éléves recherchent la
deuxiéme expression algébrique de la fonction. Considérons par exemple le groupe 4, ils ont déja
fonctionné de cette maniere lors de la détermination de la premiére formule, et pour fa seconde,
développent un mode de fonctionnement « explicatif » encore plus explicite.

Dans un premier temps, ils constatent gue le triangle PQC joue, dans la seconde configuration, le méme
rile que le triangle APQ dans la premiére. Armaud écrit sur son brouilion :

«CM =242 -x: f0=PCQ=%»,

puis explique aux autres I'origine du - x° : c'est le triangle PCQ que 'on retire. Cette explication est
finalement rejetée par le groupe. lIs remarquent gue le triangle PCQ est isocéle, déterminent MC,
écrivent que PQ = 2 MC mais obtiennent la formule de I'énoncé par le calcul de MP*x.

Ainsi, la détermination des inconnues ne suffit pas a I'élaboration d'une démarche correcte lorsque les
éléves fonctionnent de maniére « explicative ».

On trouve le méme type de comportement sur les brouilions des éléves du groupe 2, par exemple sur
celui de Mélanie :

«sixe[v2 ;242 [ x<[AC] ; [AC = 24/2 ; donc AC*x = 24/2 * x = 24/2 x ; x m'appartient pas 3
lintervalle 10 ; \/5 [ donc on soustrait : 2\/5)( -x* ; donc si xe[ﬁ ; 21/5]
f(x) = ¢+ 24/2 x ».
Il 'y a pas d'argumenis d'origine géométrique, le raisonnement porte uniguement sur des écritures
algébrigues et a pour objet ia justification d'une formule.

Ce fonctionnement n'est pas étranger aux éléves des deux groupes qui sont parvenus correctement a fa
solution. On trouve sur le brouillon de Muriel du groupe 1 :

PO*AM  2x*(J2+x) 242x+2x’
= = »
2 2 2 !

«

calculs qu'elle barre en entourant le signe + de la dermiére expressian. De méme, et pour achever ce
paragraphe, nous citerons cette remarque d’Amaud du groupe 3, & propos de la méme expression
algébrique :

« le moins, il peut venir que l'aire se réduit ; ah non, c'est vrai, faut pas raisonner par rappart a cela ».

Fonctionnement « constructif »

On le trouve dans les productions des groupes 1 et 3, groupes qui ont abouti dans ia résolution
de la partie A. Dans le groupe 1, c'est Anne qui résout les questions deux et trois en une quinzaine de
minutes aprés que le groupe ait épuisé un certain nombre de pistes. L’enregistrement de ce groupe étant
inaudible, on ne peut analyser que la seule production écrite de cette éléve et elle a noté sur son
brouillon le méme contenu que sur le compte-rendu. Il semble qu’elle ait cherché a déterminer PQ dans
chacun des deux cas aprés avoir exclu la formule de calcul d’aire AP*AQ / 2. Nous faisons I'hypothése
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que ce groupe a travaillé avec un mode de pensée algébrique dominant car, lorsqu’il aborde I'dtude des
variations de la fonction, il le fait par Pintermédiaire de valeurs numériques et ne trouve pas la
démonstration géomeétrigue.

Dans le cas du groupe 3, il fonctionne d'abord dans un mode de pensee arithmétigue et c’est
lorsque cette pratique échoue sur la deuxiéme expression algébrique de la fonction qu'it passe a un mode
de pensée algébrique. Pour I'obtention de ta premiére expression, les événements se déroulent assez
rapidement :

Prof : ¢a pourrait diminuer autrement... ; ¢a pourrait diminuer avec une autre formute
Arnaud : heu 1a...
Prof : ce que P'on veut que vous démontriez, ¢'est que...vous trouviez la formule. C'est-a-dire : voila,
on prend M 13, ¢a nous fait x, et a ce moment 1 I'aire du triangle est égale & cette formule 1a.
On ne vous demande pas de remplacer x dans la formule et de vérifier que ¢a marche.
f...]
Amaud : en fait, il faut passer de I'un a l'autre... ; depuis tout a 'heure on se cassait {a téte a
remplacer avec des nombres
i
Arnaud : ...ca on remplace par I'égalité qu'on a trouvé 13, la base, puisqu'on a trouvé la base.. (i
raisonne sur le premier triangle )
Prof : aprés, vous vous arrangez ; déja vous arrétez de vérifier avec deux nombres
Amaud : oh oui...
[-]
Sébastien : attends, qu’est-ce que tu fais 1a ? Tu remplaces par quoibeth ?
Arnaud : ben, h tu le remplaces par x
Sébastien : oui, et pourquoi tu mets 2x 7
Amaud : eh ben, puisqu'on a dit que...
Sébastien : oh oui !

La transition entre les deux modes de pensée, pour cette expression algébrique, est facilitée par
I'existence d'un algorithme de calcul élaboré auparavant. lis substituent a la valeur numérique générique
la lettre x dans les pas de I'algorithme. La seconde formule est obtenue peu de temps aprés, environ

15 minutes plus tard :

Prof : est-ce que vous savez exactement ce que vous cherchez ?

Sébastien : non, chercher le rapport entre ¢ca etca ?

Amaud : oui, mais...

Prof : tu connais un des deux...

Sébastien : aucun des deux

Prof : est-ce que vous avez décidez d'une méthode pour calculer I'aire du triangle APQ ?
Arnaud : Quand il est plus grand...

Prof : oui, guand il est au dela de O

[...]

Prof - Décidez d’une méthode, puis cherchez les éiéments pour calculer avec cette méthode
Amaud : L3, PQ faut...

Sébastien : ¢a, on peut le savoir...( if désigne le segment [CM} )

Arnaud : C'est \/g- X

[.]

Amaud : ¢a c'est 2*(J8_- x ), ah oui...¢a on doit dire que APQ = x*(\/g- x)/2
Sébastien : non

Arnaud : si c'est ¢ga

Sébastien : X faut le diviser par 2 aprés

[..1
Sébastien : la base c'est...
Arnaud : c'est 2 fois.... ; 1a c'est la hauteur, tu fais comme pour le premier
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Sébastien : |a hauteur c'est. .
Amaud : ben, ¢’est x tout le temps

lIs identifient & nouveau la base et ia hauteur et recherchent leurs expressions en fonction de x. lls
procédent toujours par substitution.

Un mode de pensée fonctionnel ?

Lors de la résolution du probléme avec un fonctionnement de ce type, l'utilisation du cadre
géométrique est soumise a la contrainte de la détermination des variables dépendantes a partir de la
variable indépendante. On recherche alors les propriétés des figures pertinentes par rapport a cet
objectif. Le passage au registre algébrique se traduit par 'écriture des relations de dépendance, on est
alors dans le registre des expressions algébriques du cadre fonctionnel, puis par la détermination de
I'expression algébrique du lien fonctionne! existant entre la variable indépendante et la variable
dépendante principale.

Nous avons isolé, dans les productions des éléves, trois indices pouvant indiquer I'existence
d'une phase de transition vers un mode de pensée fonctionnel.

Le premier réside dans la perception, méme vague, de variations. Celle-ci peut conduire a |la recherche
d'invariants dans les propriétés des figures géométriques. Par exemple, Olivier du groupe 4 écrit sur son
brouillon :

« PM = MC car PCM sera toujours isocéle »

et Sébastien du groupe 3, lors de la recherche de Pexpression algébrique de 1a fonction dans le deuxiéme
cas, se dit :

« moi j'ai ¢a égale ¢a... ; ¢'est pas bon, parce que ¢a change..., ¢a change tout le temps ; [...] faut
trouver un autre truc ».

Qu encore, toujours le groupe 3, alors que ie professeur les questionne sur la nature du triangle APQ :

Prof : comment avez-vous trouvé cela ?

Sébastien : on a démontré gue ga faisait 90°, tout le temps, donc ¢a c'était 45°..., 1a ¢'était forcément
90°, donc la c'était 45° et comme les deux angles a la base, ils sont égaux, ¢’est un
triangle isocéle. Donc ¢a égale ¢a €gale ¢a

Amaud : donc ¢a + ¢a c'est égal a 2 fois ¢a

Sébastien : oui.

L'élément invariant, dans ces dialogues ou ces écrits, est le recours aux expressions « toujours » et
« tout le femps » qui traduit, & notre sens, une perception globale des variations et sa prise en compte
dans P’étaboration des raisonnements.

Le second indice se trouve dans llisolement de la variable independante, méme si elle n'a pas
officiellement ce statut, et [a subordination des autres variables a celie-ci. Nous pensons que c'est ce
comportement qui a conduit Anne, du groupe 1, & échanger la formule, AP*AQ / 2, du calcul de I'aire du
triangle APQ: par PQ*AM / 2 et A rechercher, dans chacun des deux cas, I'expression de PQ en fonction
de x. De méme, la recherche des éléves du groupe 3 est orientée autour de la formule AM*PQ / 2 et
leurs modes de fonctionnement prennent appui sur la position du point M et ia valeur de x associée. Dans
le cas du groupe 4, nous supposons qu'ils ont isolé la variable indépendante, mais pas de maniére
suffisamment explicite pour organiser les autres variables.

Le demier indice, et il fait directement référence a la théorie d’Anna SFARD, repose sur
lintériorisation d'un algorithme de calcul de I'aire du triangle APQ et son exploitation en termes d’entrée-
sortie. Nous nous appuyons sur le brouillon de Sébastien, du groupe 3, déja cité, et sur sa réflexion lors
d’un échange 3 trois avec Amaud et I'enseignant : « on essaye... ». Nous distinguons deux phases dans
ce phénomeéne, la premiére s'appuie sur la certitude de I'existence d’une suite d’'opérations menant au
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résultat final, la seconde consiste en I'explicitation des différents pas de l'algorithme. Au cours de [a
deuxiéme phase, I'éléve est amené & organiser hiérarchiquement les variables, |a variabie indépendante
et a variable dépendante apparaissant en entrée et en sortie. Nous avons observé, dans le travail
d’Amaud et Sébastien, que I'existence de ce processus a permis une transition rapide lors de
I'élaboration de I'expression algebrique de la fonction correspondant au premier cas.

Conclusion

Le modéle de représentation des démarches des groupes que nous avons introduit, a permis une
décomposition du travail des éléves prenant en compte le fonctionnement des registres sémiotiques de
représentation au sein des cadres mathématiques. Par la distinction, dans le modéle, enfre deux types de
fonctionnements, « explicatif » et « constructif », nous avons pu, en regroupant les productions des
éléves dans des catégories intégrant les différents modes de pensée, remarquer que les cadres
mathématiques et les registres sémiotiques en jeux dans {a résolution du probléme sont les mémes ; ce
sont les informations extraites, les propriétés utilisées et les formules produites qui différent.

D'autre part, nous avons constaté, lors de cette expérimentation, I'importance du temps passé
par les éléves sur [a partie A de ce probléme et la variété des stratégies mises en ceuvre pour la
résoudre. Deux heures de travail pour une partie pas terminée par tout le monde, et, surtout, des
méthodes de recherche qui n'ont pas toutes & voir avec les fonctions. Cela nous ramene & la guestion
posée dans 'analyse a priori : la fonction est-elle, pour I'éléve, un outil adapté a la situation ? A notre
avis, cette interrogation est liée a la place que I'on souhaite accorder a ce type de probléme et au rdle
qu'on lui attribue. En effet, comment un tel exercice se déroule-t-il au cours d’'une séance « normale » ?
La modélisation est le plus souvent a la charge de I'enseignant pour permettre 3 ia classe d’avoir du
temps & consacrer a ['étude de la fonction. Etant donné la non organisation des variables en termes de
dépendance et la perception giobale des variations pour la plupart des éléves, on est conduit & se
demander, en particulier, quelle est la légitimité de {"étude des variations de la fonction pour un éléve qui
est dans ces conditions de compréhension.

Dautre part, le passage direct a I'expression algébrique de la fonction ne sembie pas toujours
étre la meilleure voie pour la modélisation de variations. L'élaboration d’'un algorithme de calcul peut en
constituer une étape signifiante.



Le probléme de Pabreuvoir

Un abreuvoir a la forme d'un prisme droit de longueur 4 m dont les extrémités intérieures sont
deux trapézes isocéles isométriques de petite base 6 dm, de grande base 8 dm et de hauteur 4 dm.

Une jauge est placée verticalement contre I'un des trapézes.

On se propose de |a graduer, ¢'est & dire de préciser le niveau de liguide correspondant a
100, 200, 300, ...efc litres ( par exemple ).

QUESTION :

Etablir & 'échelle ¥ la graduation a tracer sur ia jauge de 'abreuvoir.

SCHEMAS :

8 dm

-~
v

4 dm

4m

A
v

6 dm

graduation
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Analyse a priori du probléme de I'abreuvoir

Construction de la situation

Cette situation fonctionnelle provient du manuel « Math 2% » de I'éditeur Belin. Elle y figure, au
numéro 46 de ta page 203, sous la rubrique problémes du chapitre intitulé : « Fonctions carré et cube.
Variations et parité ». Nous en avons modifié la formulation. Les phrases de notre énonceé sont toutes
extraites du texte original et les schémas que nous insérons sont inspirés de ceux du livre de seconde. La
mention « par exemple », qui cldt la graduation de notre énoncé, a été ajoutée par nos soins pour
suggérer la recherche d’'une solution générale au probléme.

Sous la forme que nous proposons, il s'agit d’'une situation fonctionnelle telle que nous Favons
définie lors de Panalyse des principaux manuels en usage dans les classes de seconde des lycées. Elle
comporte des variations, deux variables principales prégnantes et il s'agit d'un probleme, a priori, non
fonctionnel. Elle répond a des conditions favorisant la dialectique outil / objet : 'énoncé a du sens pour
les éléves, il fait référence a une réalité palpable car on peut imaginer une baignoire a la place de
I'abreuvoir ; il n'y a pas de référence a une fonction dans I'énoncé et les éléves peuvent entrer dans le
probléme sans son intermédiaire ; lintroduction d’une fonction est un outit adapté a la résolution du
probléme. Enfin, ’'énoncé est ouvert au sens qui nous intéresse, c'est-a-dire celui de la modélisation
d'une situation par une fonction.

Nos objectifs sont d’observer les comportements des éléves en autonomie face a un probléme
« ouvert » et comportant des variations, puis de les décrire en termes de mode de pensée. Nous pensons
parvenir ainsi 4 mieux les comprendre et 4 isoler des phases de transition avec des changements de
cadres et de registres associés.

Analyse mathématique de la situation

Nous présentons, en premier lieu, une solution du probléme dans le mode de pensée fonctionnei.
C'est dans cette optique que nous proposerons une modélisation du systéme « abreuvoir ». Cette
modélisation, sous une forme un peu différente, convient aussi pour les autres modes de pensée.
Le choix de la variable indépendante et de la variable dépendante principale est assez évident.

On prend la hauteur h comme variable indépendante et le volume V comme variable dépendante
principale et on recherche I'expression algébrique de la fonction f telle que V = f(h). La longueur de
I'abreuvoir étant constante, on va bétir notre modélisation & partir d'une extrémité intérieure. Une variable
secondaire apparait a cette occasion, ia largeur L. Dans une perspective fonctionnelle, nous décidons
d'exprimer ses variations en fonction de celles de la hauteur h.

8dm

4 dm Modélisation d’une extrémité
L intérieure de I'abreuvoir

6 dm



Ce travail s'appuie essentiellement sur le théoréme de Thalés. Nous proposons trois variantes : la
premiére consiste & compléter la figure pour obtenir un triangle, déterminer sa hauteur puis conclure ;
dans la seconde, on découpe la figure pour raisonner sur les deux triangles latéraux ; pour la troisieme,
on remarque qu'il s’agit d’une fonction affine en retournant I'aréte latérale dans un repére orthogonal et

on exprime la proportionnalité des variations.

Premiére méthode :

A \
\ &
h 4

8 dm

16 dm

Deuxiéme méthode :

1idm 6 dm

Pour déterminer la hauteur du triangle, on peut
appliguer le théoréme de Thalés dans le demi

triangle rectangle et on

3
obtient : =2 puis x = 16.

Aprés avoir déterminé la hauteur du triangle,
on appligue le théoréme de Thalés dans le
16

LL  12+h

demi triangle pour obtenir :

1
puis: L{h)= 6+—2-h

En appliquant le théoréme de Thalés dans ie

<

4 dm

6dm

Troisiéme méthode :

8 dm

6dm
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triangle latéral, on obtient :

4.1

/

1
on en déduit que L{h) =6+ Eh

1
doal(h) = Zh et comme [ =6+2/

largeur 6

S A

hauteur 0

La largeur varie de +2 pendant que la hauteur varie
de +4, on en déduit le coefficient de

1
proportionnalité : ¥ puis L(h) =6+ —2—h



Quelle que soit la méthode retenue, on en déduit I'expression algébrique de I'aire du trapéze en fonction
de la hauteur, ce qui constitue de fait une deuxiéme variable secondaire. On a:

1
(6+(6+5hj] *h
N =
ACh) 5
ie volume et la hauteur, c'est a dire :

1
Vih) = (Gh + thj *40 et en développant V (k) = 240k +10A°

|
soit finalement A(h) = 6h + th , puis on conclut par la formule liant

On peut alors résoudre le probléme de deux maniéres. Une résolution directe qui se base sur la fonction
g dont 'expression est de fa forme h=g(V) et se poursuit en dressant un tableau de valeurs pour
construire facilement la graduation demandée. Une autre voie qui consiste & construire la représentation
graphique de la fonction obtenue précédemment dans un repére orthogonal bien choisi, c'est-a-dire te!
que I'échelle de I'axe des abscisses permetie I'élaboration directe de la graduation.

La premiére solution nécessite [a mise sous forme canonique d’un trindme comportant un paramétre,
ainsi ;

4
W +24h——=0
10

%
o h +24h+144'—(1_0+144) 0

p
o (h+12)° —E+144

4
:h(V):—12+,/144+_1m5 car h>0

Il s'agit du modéle fonctionnel juste ; il existe aussi un modéle fonctionnet erroné. Dans celui-ci, on
suppose que la hauteur et le volume sont proportionnels. Le volume total de 'abreuvoir étant 1120 dm’,
on obtient 'expression algébrique des variations du volume en fonction de celles de la hauteur :

V' (h) = 280h . Nous avons & nouveau deux possibilités pour conclure, la construction de la

représentation graphique de la fonction dans un bon repére ou la détermination de I'expression
algébrique de la fonction réciprogue et la constitution d’'un tableau de valeurs.

Dans les résuitats qui suivent, le volume est donné en litres et la hauteur en centimétres, arrondie au
millimétre prés ;

Vv 100 {200 ;300 [400 {500 |[600 ({700 |800 |900 |1000 |1100
hjuste |41 (81 {119 156 |193 }228 |26,3 |29,7 |33 36,2 |394
hfaux {36 (7,1 {107 {143 |179 |214 |25 [286 |321 |35,7 {393
erreur |-0,5 |-1 12 i-13 |-1.4 |14 [-13 |11 |-09 |-05 |-01

il est possible de résoudre ce probléme dans le mode de pensée algébrique. Dans un modéele de
ce type, la formule est considérée comme une équation a deux inconnues, L et h, et a un parametre V
auquel on substituera des valeurs numériques pour résoudre des équations. L'équation de départ est

_(6+L)*h
B 2

effectuer une substitution dans la premiére. On peut le faire a l'aide de la modélisation d'une extrémité
intérieure du trapéze comme dans le cas fonctionnel. Dans le mode de pensée algébrique, I'aire du

* 40 , et il faut rechercher une seconde équation comportant les mémes inconnues pour
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trapéze n'apparait pas comme une inconnue. La solution du probléme se dessine aprés la résolution de
onze équations du second degré a écrire sous forme canonique.

Dans le cas du modéle erroné, la résolution algébrique est, du point de vue des méthodes, peu différente
de la résolution fonctionnelie avec détermination de la fonction réciprogue. C'est le statut des
expressions algébriques qui différe.

Ces deux modes de pensée qui permettent de résoudre le probléme ne sont pas étanches, il
existe des points de passage de I'algébrique vers le fonctionnel. Par exemple, lors de la résolution des
équations du second degré, la répétition des opérations peut amener & la construction d'un algorithme de
calcul, cela pour des raisons d’économie de traitement. La considération de cet algorithime comme un
processus a part entiére constitue un levier pour une transition vers le mode de pensée fonctionnel.

Comportements attendus des éléves

Entrée dans le probléme

L'entrée dans le probléme peut étre facilitée par le rappel des formules de I'aire d’'un trapéze et
celle du volume d'un prisme droit. On peut aussi donner les relations existantes entre les différentes
unités : métre, décimétre et litre. Les éléves chercheront peut-étre alors & déterminer le volume
maximum et le nombre de graduations a placer sur la jauge ou inversement.

On peut aussi proposer de faire un dessin a 'échelle 1/10 éme de |a base trapézoidale de I'abreuvoir
pour contrdler les résultats intermédiaires par mesure de grandeurs.

Si un éléve est totalement bloqué, on pourra lui proposer de rechercher la hauteur correspondant au
demi-volume, sachant qu'on Poriente vers une démarche algébrigue.

Modéle de base

il repose sur une proportionnalité supposée entre le volume de l'abreuvoir et sa hauteur. Ce
modéle est envisageable, car, ce sont les deux grandeurs prégnantes dans I'énonce, et, la
proportionnalité, connaissance disponible des éleves, s'accorde avec une représentation de la réalité par
une loi simple.

It s’exprime dans les modes de pensée aigébrique et fonctionnelle comme nous avons présenté ci-
dessus, mais aussi dans le mode de pensée arithmétique par I'outil produit en croix.

Il pourra étre disqualifié, soit directement, car I'abreuvoir n’a pas la forme d’un paraltélépipéde rectangle,
soit indirectement, en cherchant par une autre méthode, le volume correspondant a 1a hauteur ainsi
trouvée et en comparant ce résultat avec le volume de départ. Cette disqualification indirecte est permise
par la situation, car, si I'erreur commise sur la hauteur n‘est pas trop importante, celle résultante sur le
volume {'est suffisamment pour persister au deta du cumul des arrondis des calculs intermédiaires et des
mesures potentielles.

Les éléves lui substitueront peut-&tre un modéle proportionnel rectifié basé sur les variations
proportionneltes. Il pourra étre disqualifié indirecternent par la méme méthode.

Modéle corrigé

It s’appuie totalement ou partiellement sur la modélisation que nous avons proposée dans
I'analyse mathématique de la situation.

Elaboré dans le mode de pensée arithmétique, il conduit & l'organisation d'une suite d’opérations
numériques permettant de calculer le volume pour une hauteur donnée.

Dans le mode de pensée algébrique, il permet d’obtenir une seconde équation & deux inconnues L et h.
Les éléves peuvent alors exprimer L en fonction de h puis, par substitution dans la formule du volume, V
en fonction de h.

Un éléve opérant dans le mode de pensée arithmétique est appelé & mobiliser le cadre
algébrique pour déterminer la largeur, inconnue, correspondant & la valeur numeérique de la hauteur qu'il
s'est fixée. Cette démarche peut faciliter une transition vers le mode de pensée algébrique. D’autre part,
une réorganisation hiérarchisante de la suite d’opérations en termes d’entrée-sortie la structurant en un
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algorithme, peut, d'un coté appuyer la transition vers le mode de pensée algebrique en formalisant ce qui
ne relevait que du calcul numérique et d'un autre coté favoriser fe passage au mode de pensée
fonctionnel par la reconnaissance d'un processus general.

Pour un éléve fonctionnant dans le mode de pensée algébrique, |a transition vers le mode de pensée
fonctionnel passe par une lecture des équations en termes de variations.

Ces changements de mode de pensée réclament une prise de distance par rapport au travail qui est
accompli et il n’est pas évident qu'ils puissent s’effectuer au cours de cette phase de la recherche.

Solution du probiéme

En restant dans le mode de pensée arithmétique, un éléve se retrouve dans l'alternative
suivante : soit il n'obtient pas la formule liant le volume et a hauteur, soit il I'obtient. Dans les deux cas, il
procéde par approximations successives pour déterminer les graduations. S n'a pas abouti a
I'expression algébrique, la tche parait insurmontabie ; sinon, le recours a la calculatrice permet d'obtenir
des valeurs numérigues satisfaisantes.

Pour construire [e tableau de valeurs suivant, nous avons procédé par encadrements et approximations a
partir des valeurs du volume obtenues pour certaines valeurs de |a hauteur.
La hauteur est exprimée en décimeétre et e volume en décimétre cube.

h {04 0.41 0,8 0,9 0,81 1,1 1,2 1,19

vV 976 100,081 1984 224 1 200,861 | 278,1 3024 299,761
h |18 1,56 1,57 1.9 1,85 1,93 1,92 2,3

V |409,6 398,736 (401,43 4921 506,025 | 500,449 | 497,664 |6049

h 12,29 2,28 26 2.7 262 2,63 2,9 2,86

V {602,041 (599,184 (6916 7209 697,444 {700,369 |780,1 798,018
h 12,87 3.2 33 3,29 36 3,7 3,62 3,63

V {801,009 |870,4 900.9 897,841 | 9936 1024,9 |999,844 |1002,969
h |39 3,93 3.94

V [1088,1 |1097,649 [1100,836

En raisonnant dans le mode de pensée algébrique, un éléve doit : écrire un trindbme sous forme
canonigque, résoudre I’équation puis choisir la bonne solution et cela onze fois de suite. Qutre 1a difficulté
technique de cette tche, sa répétition peut étre dissuasive.

Dans le mode de pensée fonctionnel, la solution attendue des éiéves provient de la construction,
dans un repére bien choisi de la courbe représentative de la fonction qui modélise les variations du
volume en fonction de celles de ja hauteur. Cela exige, de |a part de 'éléve, l'identification du processus
et la conversion du registre des expressions aigébriques dans le registre graphique via, peut-étre, un
tableau de valeurs.

Les points de passage d'un mode de pensée & un autre sont multiples. Un éléve travaillant dans
le mode de pensée arithmétique et n'ayant pas obtenu [a formule peut cependant identifier un processus
dans sa suite d'opérations, reporter ses résultats numériques dans un tableau de valeurs et choisir une
représentation graphique pour obtenir la solution du probléme. Cette démarche peut constituer un levier
vers le mode de pensée fonctionnel. Ii peut aussi déterminer I'expression aigebrique du volume en
fonction de la hauteur et s'orienter vers le mode de pensée algébrique par la mobitisation du cadre
algébrique pour la résolution d'équations du second degré.

Un éléve qui recherche la solution dans le mode de pensée algébrique, peut identifier un processus dans
Palgorithme de résolution de I'équation du second degré. Cette identification peut d'ailleurs 'encourager a
s'engager dans la voie algébrique en repérant le réle particulier du paramétre V. L'intériorisation du
processus constitue un point d’appui pour une transition vers le mode de pensée fonctionnel. lci, il s'agit
de la fonction g teile que h = g(V/).
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Conclusion

Si I'on intégre Ie contrat didactique dans {'analyse, il faut souligner qu'il s’agit d’'un probléme
contractuel. Les éléves ont déja résolu des problémes assez ouverts de maniére autonome et permettant
I'usage de plusieurs registres de représentation ; par exemple des problémes de depassement de
véhicules, de croisement, de rencontre, etc... . Dans le cours de mathématiques, le chapitre « fonctions
affines et linéaires » a fait Pobjet d’un apprentissage intégrant I'aspect exploitation numérique des
variations proportionnelles et I'aspect modélisation par une fonction affine. A I'occasion de ce chapitre,
les éléves ont résolu des exercices et étudié des situations d’origine extra mathématique :
correspondance °C et °F, allongement d'un ressort, variations de la température de I'eau en fonction de
la profondeur, etc... .

Une spécificité forte de ce probléme résulte du théme d’étude qui est celui du partage. On
éprouve la nécessité de chercher a obtenir ia hauteur en fonction du volume or la situation ne permet,
dans un premier temps, que de déterminer le volume en fonction de ta hauteur. De plus, la nature de la
formule liant le volume et la hauteur fait que ia détermination des graduations de {a jauge ne passe pas
forcément par une résolution algébrique. Ainsi, pour un individu raisonnant avec ie mode de pensée
arithmétique le probléme est exirémement difficile, un éléve qui fonctionne dans le mode de pensée
algébrique doit maitriser la mise sous forme canonique d'un trinéme, tache complexe pour un éléve de
seconde. Enfin, en travaillant dans ie mode de pensée fonctionnel, ia détermination de F'expression
algébrique de la fonction réciproque est rendue difficile par la présence d'une expressicn polynomiale du
second degré mais elle assure I'obtention des valeurs exactes des graduations alors que la résolution par
la construction de la représentation graphique de la fonction méne a des valeurs approchées ou 4
I'élaboration de la jauge par des tracés nécessairement approximatifs. Donc, lorsque ce nest pas la
difficulté conceptuelle ou technique qui fait obstacle, c'est le statut de la réponse.

Cette situation répond cependant aux objectifs que nous nous sommes fixés. En effet, I'énoncé
comporte des données numériques, ce qui peut motiver une entrée par le mode de pensee arithmetique ;
il suggére la détermination d'inconnues, ce qui peut orienter vers le mode de pensée algébrique ; la
situation comporte des variations et permet une entrée par le mode de pensée fonctionnel.

Par son intermédiaire, nous pouvons raisonnablement penser observer la mise en ceuvre des différents
modes de pensée, les modélisations qui en résultent, les transitions de T'un a 'autre et les leviers sur
lesquels s’appuient ces transitions. De plus, I'utilisation et I'articulation des différents registres
sémiotiques de représentation d°une fonction peuvent nous fournir des repéres sur 'état de
conceptualisation de la notion de fonction chez des éléves en fin de seconde.



DEUXIEME EXPERIMENTATION

L e contexte

Cette séance s'est déroulée le mardi 14 mai 1996. Quinze éléves étaient présents, répartis en
trois groupes de quatre et un groupe de trois, le groupe n°1. Trois redoublantes faisaient initialement
partie de cette moitié de la classe mais |'une d'elles était absente. L’orientation de ces éléves est la
suivante : I'éléve absente ainsi gu'une autre sont passées en premiére L, 5 éléves en premiére S, 1 en
premiére ES, 1 en premiére STT, 1 en premiére GC et 6 se sont vus proposé un redoublement.
L'expérience a duré deux heures consécutivement, les éléves n'ayant pas demandé de pause.

Les enregistrements sont de meilleure qualité que lors de la premiére session puisque deux d'entre eux
sont de bonne qualité, presque totalement exploitables, un troisiéme permet la récupération des
échanges avec l'enseignant ainsi que queiques échanges entre éléves et le quatriéme est inaudible.

Nous foumnissons dans {’annexe 5 : le compte-rendu du groupe N°1, des extraits des brouillons de Kelly et
Julie du groupe N°2 et le compte-rendu du groupe N°4.

MNous proposons une analyse des productions des &léves en {rois temps : au cours du premier, nous
faisons un bref récit du travail de chaque groupe, en second, nous effectuons une analyse du
fonctionnement de chaqgue groupe et nous terminons par I'examen de questions transversales.

Le cheminement de chague groupe

Dans cette partie, les extraits écrits et oraux permettent d'illustrer nos propos. Pour chague
groupe, e récit est présenté en respectant les hiérarchies proposées dans I'analyse a priori ainsi que la
chronologie du travail des éléves.

Groupe N°1

Ce groupe ne comprenait que trois éléves et I'enregistrement de son travail est de bonne qualité.
Ces éiéves ont mis 30 minutes pour calculer e volume total de I'abreuvoir ; les problémes rencontrés
étant de plusieurs ordres : perception d'un dessin d'un objet de 'espace, confusion entre dénomination
mathématique et dénomination usuelle, choix des formules et dimension des grandeurs intervenant dans
celles-ci.
Elles se sont ensuite engagées dans le modéle erroné par deux entrées, la premiére s’appuyait sur le
nombre total de graduations et la seconde sur une proportionnalité supposée entre hauteur et volume. Le
contrdie, dans le cadre numérique et en supposant ia largeur égale a 8 dm, par la formule du volume
permet de rejeter la premiére hauteur obtenue 1/3.

M : on a...en fait, on va avoir @ mettre une graduation tous les 0,33 dm

Pr : attends, il faut voir ; tu décides par exemple de meitre ta graduation a cette hauteur 13, si tu mets
ta premiére graduation & ¢a, tu penses que tu as 100 1. Tu n'as qu’a vérifier.

M quoi?

Pr: tu n'as qu'a le vérifier

M . mais comment ?

Pr : et bien, calculer le volume qui correspond & cette hauteur 13 ; voir si effectivement il fait
100 |...comme ¢a, tu sauras si c'est bien ¢a

ML : tu calcules quoi 13 ?

M : le volume comme il m’'a dit...0,33...forcément ¢a tombe pas juste alors..attends...34 non ¢a tombe
pas juste, ah, ¢a m'énerve

ML : tu trouve pas 100, donc c'est...

La seconde entrée est plus longue 3 disqualifier, car les éléves suppasent que I'enseignant demande une
vérification numérique. EHes reprennent d’abord leur produit en croix, s'entendent sur I'approximation



incontournable des résultats. Devant l'insistance de I'enseignant elies retournent a leur formule
géométrique de {'abreuvoir, en conservant ia valeur 8 pour la largeur, pour calculer le volume
correspondant & leur hauteur 0,357 dm. Elles constatent ensuite que la largeur change de vateur. Aprés
avoir buté sur un obstacle algébrigue, elles s’engagent dans la réalisation d’'un dessin & I'échelle 1/10 de
la face trapézoidale de Fabreuvoir, mesurent la largeur puis caiculent le volume.

M : non, mais on ne peut pas la trouver ; ¢a sert a rien en fait parce que quand tu as...on va faire &
plus x divisé par 2 muitiplié par 0,357

A : parce que c'est ¢a qui change, e 6 il est toujours pareil

M : on peut pas dire a quoi c'est égal

A : et puis 6 il va toujours rester

ML : oui, tu as raison, si tu marques I'opération tu peux pas dire & quoi c'est égal

M : donc tu peux pas retirer...tu vois ce que je veux dire

[..]

M : 6,2 4 peu prés

ML : combien ?

M : moi je trouve 6,2 ; on essaye avec 6,2

ML : ce sera a peu prés égal

: alors maintenant pour vérifier, ¢a va donner 6,2 plus 8 divisé par 2 multiptié par 0,357

:oh, lala

: ouais ben ¢a nous dit qu'en fait on est vachement ioin

: tu trouves combien ?

1871

: comment tu as fait ?

: 6,2 plus 6 divisé par 2 multiplié par 0,357

: mais gu'est-ce que jai fait moi !

: tu trouves combien toi ?

1871

: ouais a peu prés

:on est a l'ouest

: donc en fait on est loin ; donc ¢g'est faux...c’est faux

ErErXZrZrITr PR

Cette partie leur prend 1 heure. Le groupe consacre le dernier quart d'heure de la séance a identifier ce
qui est faux puis a repérer les variations de la hauteur et de la fargeur. Elles finissent par proposer un
modéie numérique de ces variations.

Groupe N°2

L'enregistrement de ce groupe étant inaudible et les éléves n'ayant pas redigé de compte-rendu,
nous ne disposons que de leurs brouillons et des feuilles de notes de l'observateur.
Les quatre éléves constituant ce groupe ont consacré environ 20 minutes au calcul du volume de

'abreuvoir.
Au cours des 40 minutes suivantes, ils se lancent dans le modéle erroné en déterminant le volume

correspondant aux quatre hauteurs suivantes : 1dm, 2dm, 3dm et 4dm, puis en représentant [es résultats
obtenus sur une graduation. La hauteur d’eau nécessaire pour avoir un volume de 100 | est déduite par
un produit en croix. Le groupe émet un préjugé négatif sur ce résultat, en effet, auparavant Romain avait
déja signalé :

« mais non, c'est pas possible, ¢'est pas régulier »
et Kelly avait renchén :

« ¢ca ne marche pas si c’est proportionnet ».

Drailleurs, lorsquelle communigue son résultat au reste du groupe, c'est sous ia forme :

55



« j'ai trouvé que 280 | corespond a 1 dm mais ¢a ne doit pas marcher ».

L'enseignant les aidera a conforter cette impression et a y apporter une explication mathématique en
désignant la largeur comme cause de l'erreur.

lls obtiennent ensuite 4 valeurs justes en découpant le trapéze en un rectangle et deux triangles et en
appliquant le théoréme de Thalés dans un triangle pour déterminer chaque largeur inconnue. Cependant,
la représentation choisie ne leur permet pas de résoudre le probléme. Ce travail leur prend une demi-
heure. :

Durant le demier quart d’heure, chacun choisit une voie, Kelly recherche une expression aigébrique du
volume en fonction de ia hauteur, Julie entame le calcul les écarts de volume entre chacune des quatre
hauteurs pendant que Romain repose le probléme dans un cadre algébrique.

Groupe N°3

Les dix premiéres minutes de la séance sont consacrées a la lecture de i’énoncé et au calcul du
volume de 'abreuvoir. Les éléves se rendent assez rapidement compte que les variations de la largeur
dépendent de celles de la hauteur :

AC : tu fais quoi 2 ?

F : je suis en train de chercher pour 100 |

L : ie probléme c’est que la grande base elle change de dimension aussi, 4 chaque fois
F : hein ?

AC : la grande base ?

L : ben si, parce que quand la hauteur efle est 14, c'est plus égal 2 8

lIs posent alors le probiéme dans le cadre algébrique en introduisant deux inconnues :

L. : 6 plus x fois...¢a aussi ¢a change...fois y divisé par 2 fois 40 égale 100 ; on peut pas trouver
comme ¢a

puis ils recherchent Pexpression algebrique de la grande base en fonction de [a hauteur :

F 1 il faudrait qu'une seule inconnue...faut frouver ¢a en fonction de ¢a

AC : c'est ce que je crois

L : on va faire un graphique

AC : en fait faut trouver quand la hauteur augmente de tant, la grande base augmente.

Le graphique leur rappelle des problémes antérieurs et c'est sur la base de jeurs souvenirs qu'ils vont
aboutir a 1a solution :

L : mais ¢a on I'a fait...c'était au début de Fannée, au tout début de I'année quand, tu sais, c'est pas
proportionnel mais c'est... ; quand on a fait la proportionnalité des espaces, quand ¢a augmente de
ca, ¢a augmente de ¢a, il y avait des formules.. .tu te souviens pas quand on a fait le ressort avec
un poids, si le poids augmente de tant le ressort s'alionge de tant

F : ah, oui

AC : ¢’était la méme chose que ¢a

ML : je ne m'en rappeile plus

L. : c'est pas ¢a qu'est proportionnel, ¢'est 'augmentation qu’est proportionnelle ; c’est ga ?

AC :donc i3

L : ¢ca augmenterait...aprés tu peux faire une proportionnalité mais en ajoutant toujours 6, 6 dm parce
qu’il y a une base au départ

ML : ah oui, entre les °F et les °C c’était ga

[.]

L : regarde 13, la hauteur elle augmente de 4 et ca ¢a augmente de 2 ; on Pavait sur le graphigue !

AC :quei ?



L : la hauteur de I'eau augmente de 4 et |a targeur augmente de 2

F : ben oui

L : donc on lavait déja ; donc , forcément, si ¢a augmente de 2 ¢a augmente de 1

ML : ca augmente ?

L : si la hauteur augmente de 2 ¢a augmente seulement de 1 cm

ML : ah, j'ai compris autre chose

L : la grande base augmente de 2 donc pour 2...1 et 1...0,5 donc...je me demande & quoi ¢a sert qu'on
ait trouvé cela

F : pour trouver le volume...h plus

AC : 13 tu remplaces y par x

i
Ainsi, 25 minutes plus tard, ils aboutissent a I'équation 124 +5h2 = 5. ils se heurtent alors, dans e

cadre algébrique, a un obstacle technique ; [a mise sous forme canonigue d'un trinéme pour résoudre
une equation du second degré ne faisant pas partie des outils disponibles a ce moment-ia.

Le groupe s'engage alors dans la recherche de la hauteur en fonction du volume dans le cadre
numérique, c'est-a-dire par l'usage du produit en croix. Ce modéle proportionnel sera disqualifié
directement, dés le début, par Franck puis indirectement en substituant & h, dans la formule, la valeur
0,357 par Lauren. Ceci leur prend *: heure.

It V
Au cours des derniéres quarante minutes, ils établissent fa formule générale 124 + }:hz = 5 en

remplagant 100 par V dans leurs calculs précédents. Iis ne parviennent pas a exprimer h en fonction de V
mais rejettent cette fois la forme canonique.

t. : une forme canonique ? c'est comme ¢a qu’on enléve les carrés
F : oui, c’'est comme ¢a

L : non mais c’est pas ¢a

AC : racine de...

F : aprés tu vas trouver avec des racines, ¢a revient au méme

AC : comment on fait pour vérifier ?

L : ben, tu mets au camé

F : tu trouves heu...

L’enseignant les oriente finalement vers la représentation graphique de la fonction mais fes éléves
mangueront de temps pour terminer le tracé sur papier alors qu'ils I'ont obtenu sur machine.

Groupe N°4

Le groupe se scinde en deux bindmes, Mikaél et Ludovic repérent les deux quantités variables
hauteur et largeur et se lancent dans une recherche algébrique tandis que Fanny et Emilie calculent fe
volume total de I'abreuvoir. Au bout d’une demi-heure, les éleves font le point :

E : hé, Mikaél, t'as trouvé le volume ?

[inaudible]

: vous avez frouvé quoi la parce que [inaudible]
s 112dm’

c112dm* 2

: oui

: ¢’'est beaucoup plus grand que ¢a ; fais voir tes calculs
: ¢'est peut-&tre mes calcuis

:non, 14 c’est 4 m c'est pas 4 dm

. il fallait le transformer

: ¢a fait 40

sdm

aFrrmrrmrmrmr

57



mrEgmmmrrmr

mTmemme

: 40 fois 28...1120

; jai fait [inaudible]

. ¢a en fait 40, donc 28 fois 40

- ah oui, j'ai oublié un zéro, je me suis trompée
:oui

: vous avez trouvé guoi 7

: {[inaudible]

: je dirai que pour trouver ie volume d'eau faudrait...fa base, il y a une certaine hauteur d’eau, ce qui

donne une certaine...heu... ; donc it faut calcuier I'aire, pour avoir la surface fois la longueur ¢a fait
le volume. On connait pas la hauteur d’eau et on connait pas le volume. C'est ¢a le probléme.

: mais avec une équation ?
2 si
: en supposant qu’il est plein
: [inaudible] qu’il y a un rapport entre la hauteur et...cette longueur 14
. on ne sait pas s'il est plein ou pas
: oui mais justement, x c’est ia hauteur et puis y heu...la grande base du trapéze

Au cours de [a demi-heure suivante, le groupe se lance dans le caleul algébrique & partir de la complétion
du frapéze en rectangle. Ludovic obtient alors la solution et Pexpose au reste du groupe :

L:
F:
i:

—mm

on a calcuié le volume total

oui

bon, jai fait le volume d’eau plus le volume de vide qui donne le volume total. Le volume d’eau,
j'ai fait l'aire de ¢a donc ¢a faisait x fois h le rectangle ; et aprés j'ai retiré les petits morceaux la
qu'il y avait la et ces petits morceaux ¢a faisait ensemble x moins 6 donc ¢a faisait x moins 6 si on
fes ajoute. Ca fait un truc comme ¢a ; ¢a ¢a fait x - 6 et ¢a ¢a fait h. Donc les petits morceaux ¢a
faisait x - 6 fois h sur 2. Donc je prenais le grand rectangle xh moins les petits morceaux ¢a donne
h fois, en développant, et ¢a donne h fois x sur 2 plus 3 donc ¢a donne l'aire de ¢a. Puis je
multiplie par 40 parce que j'ai tout fait en dm pour avoir le volume d'eau. Aprés je fais pareil avec
ca et je calcule le grand rectangie et je retire les petits bouts et pareil par 40 pour avoir le volume.
Donc ¢a donne le volume d'eau...avec deux inconnues, le volume d'eau et le volume de vide
et...donc le volume d’'eau plus le volume de vide ¢a fait obligatoirement le volume total. Donc ¢a
me faisait une formule. Ca faisait le volume d'eau plus le volume de vide ¢a faisait 1120 dm® donc,
en transposant ¢a me donnait x égal 6 plus ¥ de h et je reprends le volume d’eau et je remplace x
par la valeur en...un certain nombre de h et je termine sur volume d'eau égal 240h plus 10 h
carrés.

: ¢’est dur [inaudible]
: oh, la vache
: non, simplement j'ai calculé le volume d’'eau avec x et h, le volume de vide avec X et h et donc ¢a

faisait, cette hauteur 13 ¢a faisait 4 - h ; ensuite je fais ie volume de vide plus |le volume d’eau égat
le volume total donc, en transposant, je trouve x égal un certain nombre de h et ensuite je
remplace x par un certain nombre de h pour avoir que des h ; donc pour pas avoir deux inconnues,
j'ai plus qu‘une seule inconnue ce qui fait que je peux tracer I'échelle.

La recherche des graduations s’effectue par Ia résolution d'éguations du second degré. Emilie et Fanny
échouent, 'enseignant leur propose de rechercher une autre méthode mais elles n’y parviendront pas.
Ludovic passe par la forme canonique et aboutit en résoivant la premiére équation puis en généralisant a
partir de la seconde. Ce travail prend trente minutes.

Au cours des dix derniéres minutes, aprés que I'enseignant lui ait suggéré de trouver une seconde
solution et qu’il ait entendu parié de graphique a la table d'a cété, Ludovic déterminera I'expression
algébrique de la largeur en fonction de la hauteur a partir de Ia reproduction de P'aréte oblique de
{'abreuvoir dans un repére orthogonal.



Analyse des travaux des éléves

Ajouts a l'analyse a priori

Dans cette analyse, nous avions décomposé les comportements attendus des éléves en trois
phases : le modéle erroné, le modéle corrigé et la recherche de la solution. Le travail du 3*™ groupe
nous améne a compléter cette description. En effet, 'obtention d’'un partage, lorsque F'on ne posséde pas
la représentation graphique de la fonction, peut passer par la détermination de la fonction réciprogue si
elle existe. Cette tache est particuliérement difficile pour un éléve de classe de seconde. Cela a conduit
les éléves de ce groupe & proposer un modéle erroné de [a fonction réciproque :

L : quand ia hauteur augmente de 4 dm le volume augmente de 1120 donc si le volurne est égal a
100 ; si h augmente de 4 V augmente de 1120 donc ¢a ca augmente de 100, 4 fois 100 divisé par
1120, 0,357....dm

F : c’est quoi ga ?

L : et bien je crois que quand ¢a ga augmente de 100 { la hauteur augmente de ¢a...a mon avis

[--]

L : pour 100 | ¢a augmenterait de 0,357, j'ai trouvé le contraire, j'ai trouvé le volume.

D’autre part, les attitudes et les productions des éléves nous permetient de préciser nos
hypothéses sur les modes de pensée.
Nous considérerons comme relevant du mode de pensée arithmétique, les fonctionnements qui
conduisent 4 Ia construction d'un étalonnage discret de la variable indépendante et a I'utilisation d'un
produit en croix. Nous avons aussi remarqué que ce mode de pensée s’appuie sur la présence de deux
variables prégnantes impliquant une modélisation partielle du systéme abreuvoir. Les registres associés
sont ceux des écritures numériques, celui des échelles graduées, celui des formules géométriques.
Le mode de pensée algébrique se manifeste par : 'introduction d'inconnues et [a recherche d’équations,
la substitution d’une inconnue par une expression algébrique dépendant d'une autre et par un découpage
du continu. Il peut s’appuyer sur la prise en compte de trois variables et conduire 4 la modélisation quasi
compléte du systéme. Les registres privilégiés sont ceux des formules géométriques et des expressions
algébriques.
Le mode de pensée fonctionnel se traduit par un comportement assimilant les variations, intégrant la
continuité de la variable indépendante ef présentant des variables organisées. il peut permettre la
considération des quatre variables du probléme et mener a la modélisation compléte du sysiéme. Le
registre graphique et celui des expressions algébriques sont des supports évidents mais on admettra
aussi fes représentations de variations et de processus en termes d'entrée-sortie.
Les variables retenues pour décrire les évolutions des groupes sont : les modes de pensée dominants,
les modeles proposés et les cadres mathématiques choisis ainsi que les jeux de cadres exprimés.

Retour sur les groupes

Dans cette partie, nous avons décomposé le travail de chaque groupes en épisodes significatifs.
Nous avons représenté chacun d’eux par un modéle dans lequel figurent les registres sémiotiques de
représentations exploités par les éléves au sein des cadres mathématiques. En conformité avec nos
références théoriques, nous avons placé le systéme au méme niveau que les cadres mathématiques. De
plus, lorsque cela était possible, nous avons restitug la chronologie du travail du groupe en utilisant
différents types de traits dans la représentation, sinon, nous avons employé le méme trait pour
Iensemble du schéma. Les extraits des écrits des éléves et des échanges verbaux ont pour objet
d’appuyer ces représentations et nos propositions,

Groupe N°1

Ce groupe est emré dans le probléme dans le mode de pensée arithmétique. L'expression des
résultats dans le seul cadre numeérigue ainsi que I'usage du produit en croix appuient cette hypothése.
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Le premier modéle des éléves, représenté par la figure 4, est construit lors du caleul du volume de
I'abreuvair,

Controle des résuitats

conversions
Systéme »( Cadre numérique

Calcul des
Identification grandeurs

des objets
' Cadre géométrique

Registre figuratif »{ Registre discursif

Identification
des grandeurs

Nature des faces

Choix des
formules

Figure 4 : Nous avons noté en caractéres gras les différentes actions des éléves. Nous n'avons
pas introduit la chronologie dans ce schéma.

Dans un premier temps, toutes fes conversions entre registres ne sont pas opérationnelles et le passage
du cadre géométrique au cadre numérique en est affecté. Le point de départ est la formule du volume
d’un prisme mais le choix ne résuite pas de la considération de la figure. Le changement de cadre
s'effectue a partir de cette conversion partielle et conduit & la production de plusieurs résultats faux.

A : [a base..., donc on a dit que ¢'était un rectangle, c'est ga qu’on a dit
M : non, C’est pas un rectangle ca

A:cestun...

M : c’est un parallélogramme...vas-y, explique, c’est quoi ?

[ coupure |

M : si tu regarde ie dessin, ¢’est pas un rectangle

ML : on s'en fout a [a limite

M : 1a, la base c'est 4 ( Jongueur de I'abreuvoir )

A : ¢a la base...et Ia hauteur c’est quoi ?

M : et bien ¢a doit étre 4 ia hauteur { hauteur du trapeze )

{ coupure ]

ML : il y a quelque chose qui me parait bizarre { efles frouvent 1,6 m’ )
A:quoi?

[ coupure ]

A : c'est le 4 quon aurait du convertir en dm

M :340 fois 4, vous étes d’accord...donc la base ce sera 40 multiplié par 4...on trouve 160 ; on I'a en
dm

ML : t'es siire ?

M : ben oui

ML : on a des dm par des dm

[ coupure ]
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A : 180 litres, c'est déja plus...
M : pius quoi ?
A je sais pas, plus...plausible

La rectification de ia démarche, représentée par la figure 5, qui s'appuie sur le registre discursif et sur la
réorientation du prisme dans le registre figuratif, passe par I'établissement d'une conversion complete
entre le registre figuratif et celui des formules. Ce travail permet aussi de preciser le sens du mot base en
géométrie.

La production et le rejet du modéle erroné s'établissent en plusieurs épisodes et conduisent a un
enrichissement en termes de cadres mathématiques et de liens entre registres de représentation du
cadre géométrique.

Rejef du 17" modéle
. Produit en croix
Cadre numérique Substitution
Modélisation par
proportionnalité : k\
A

v 2*™ vérification

) : \ dy 2 modéle i
Rejetdu 2 . \ Cadre algébrique
modéle : \\ K

\ i
\ - Equation

\
\ _.-" Abandon de

établie Trapéze et prisme

Figure 5 : Dans cette représentation, nous avons symbolisé par les fléches en trait plein la
consfruction du modeéle erroné, par la fiéche en trait discontinu ta deuxiéme vérification de
sa seconde version et par les fléches en pointillés ie rejet définitif du modéte proportionnel.

Le modéle erroné provient d’une représentation partiefle du systéme dans le registre figuratif puis de la
mobilisation du seul cadre numérique. En effet, le repérage de la hauteur s'effectue sur le dessin de
I'abreuvir :

M : mais non, ¢a on a dit que c’était la base et que c'était ¢a la hauteur

A : oui, mais dans un prisme ;...mais quand on a...en fait dans le prisme c'est ¢a, ¢a va étre la en fait ;
de toutes fagons c'est sur cette hauteur 14 qu'il faut les mettre donc on part sur cette hauteur [a

M : je sais pas

ML : je pense que si moi, ¢’est sur cette hauteur

Dans sa premiére version, les éléves proposent une proportionnalité basée sur e nombre de

graduations ; elle ne sera rejetée que par des considérations numeériques sans remise en cause du
modeéle. L.a seconde version repose sur la proportionnalité du volume et de la hauteur, elle conduit & trois
types de vérifications. La premiére, dans le cadre numérique, consiste a reprendre le produit en croix
pour contrbler les approximations des calculs. La seconde, & l'initiative de I'enseignant, amene les éléves
a reprendre la formule du volume du prisme et donc & mobiliser, du moins partiellement, le cadre
géométrique.
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Pr : donc tu dis, voila a cette hauteur 12 je calcule le volume qui correspond 4 la hauteur que j'ai
trouvée ; et je vérifie si ce volume c'est bien 100 1.

A : oh oui

Pr : d’accord, mais sans faire un produit en croix sinon je tourne en rond et je ne vérifie rien

M : oui, c'est ce que je faisais

A : ¢'est combien donc ta valeur exacte ?

M : donc ga va étre 28, une fois qu’on a ¢a...attends, j'ai pas compris ce qu'il a dit en fait...il a dit qu'il
fallait prendre...

A : pour 100, en fait tu calcules le volume de ga pour savoir si tu tombes sur ¢a

ML : oui, je ¢crois que c'est ¢a

[.--]

M : en fait ¢a fait 2,499 quand tu calcules ¢a, donc en fait tu arrondis & 2,5 et tu multiplies par 40 ¢a
va te donner 100 pile ; mais si tu calcules vraiment ¢a fait ¢a mais bon...Donc c’est bien 0,357 dm

tous les 100 |

C’est & nouveau sur une remarque de I'enseignant concernant la largeur, que le groupe remet en cause
sa veérification. Cette derniére voie, 'aménera a rétablir les conversions entre registre figuratif et registre
des formules et par 14 4 construire une modelisation idoine du systéme dans le cadre géométrique. Le
cadre algébrique sera envisagé, la largeur est une grandeur inconnue, puis abandonné, car, les éléves ne
parviendront pas & obtenir une équation. Finalement, le rejet du second modele proportionnel sera issu
du passage du cadre géométrique, dans lequel les éléves auront construit un dessin du trapéze a
Iéchelle 1/10, au cadre numérique dans lequel s'effectueront les calculs et le contrdle du résultat.

La demiére partie du travail de ce groupe, représentée par la figure 6, s'effectue dans le mode de pensée
fonctionnel. Notre hypothése se base sur Pidentification des variables hauteur et grande base par les
éléves ainsi que sur leur organisation. De plus, |a représentation utilisée est a la fois numérique et
algébrique et traduit F'idée d'un processus entre les deux variables.

Calculs

Cadre numérigue Représentation
v._ des varations
. , Fanctionnement . Tta
Niveau d’eau des variables T
‘ : _(_Cadre algébrique

!denbﬁcaﬁori des variables . Al Inconnues, leftres

Représentation

Modélisation des variables

Cadre géométrique

Registre figuratif Registre des formules
Conversion

éltablie

Figure 6 : La modélisation du systéme par une fonction résuite d’un double mouvement, les jeux
de cadres entre systéme, cadre géométrigue et cadre algébrique qui permettent d’identifier et
de représenter les variables du systéme et les jeux de cadres entre cadres géométrique,
algébrique et numérique qui permettent une représentation des variations.

Tout d’abord, ies éléves repérent Porigine de teur erreur et dans le méme temps identifient les quantités
variables :

A : on trouve 87,1 on est vachement loin
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ML : ouais, encore...

A non, non on est trop loin 13, donc c'est notre volume qui cloche, non, c’est notre hauteur

M : mais non, mais oui c'est notre hauteur parce que notre volume

ML : sur notre dessin on trouve combien a peu prés de hauteur ?

M : sur le dessin, attends...

ML : il reste plus beaucoup de temps maintenant ; on devrait faire le dessin sur le compte-rendu pour
dire qu'on a trouvé

A : la base est pas bonne parce qu'on n'a pas la bonne hauteur

M : ben si, la base est forcément bonne, c’est la hauteur qu'est pas bonne ; mais si, la base est bonne

A : mais non, si la hauteur est pas bonne, la base va pas rester '

M : non, mais tu as raison

ML : oui, oui

: tu as raison parce que la base elie va augmenter en fonction de la hauteur

: obligatoirement ¢a va pas étre proportionnel, si ¢'était un paraifélogramme, un rectangle

: guais. Parce que nous, le 1120 on I'a obtenu avec une base...

: en fait, il faudrait calculer une base qui se trouve comme ¢a

: moi, je suis partie sur des produits en croix ; donc en fait ca x va étre sur la ..., c'est ¢a en fait
entre 6 et 8 mais...

{ coupure ]

M : faut trouver I'aire tu crois ?

A : I'aire de ¢a, non ¢a m’étonnerait

ML : ¢a augmente au fur et & mesure qu‘on monte

Z>Z> T

Les quatre variables sont isolées et hiérarchisées, d’abord en reconsidérant le systéme puis en
changeant de point de vue sur |a représentation géométrique, deux d’entre elies, a hauteur et [a grande
base, sont représentées par des lettres et ia recherche des variations est lancée. Les éléves poursuivent
ainsi, évoluant dans les cadres géométrique, algébrique et numérique. La représentation des variations
conjointes de ces deux variables se fait dans le cadre numérique :

A : en fait ¢ca monte de 2

M : entre 0 et 4 ! [a hauteur elle monte de 0 & 4, en fait ce sera plus grand que 0 et plus petit que 4, la
hauteur elle sera forcément comme ¢a

A oui

M : et la base, elle va varierentre 6 et 8

A : en fait sur 4 ¢ca va augmenter de 2, 12 en fait par rapport a ¢a tu rajoutes 2...

Enfin, le groupe s'engage dans la recherche d'une représentation des variations de ia grande base en
fonction de celles de la hauteur en s’appuyant sur les trois cadres déja mentionnés. Les éléves identifient

alors, numériguement, le processus en jeu ;

M : alors, comment ¢a va varier ? $'il avait dit de déterminer la hauteur par exemple...par exempie
pour x=1 y va étre égai 4 6,5 ; pour x=1 y=6,5 ; x=2 y=7 ; ah oui, regarde

: ah, ¢a augmente de 0,5 tous les cm

: ¢a augmente de 0,5 tous les 1 cm

: 0uais, parce que sur 4 ¢at'en prend 2

: pour x=2 tu auras y=7 ; pour x=3 tu auras y=7.,5 ; pour x=4 tu auras y=8 ; tu comprends, donc a
chaque fois que x augmente de 1 cm y il prendra 0,5

: ¢a j'ai compris

: pour x=2, tu auras y=6+1; 0,5 fois 2 ; donc en fait il y a8 une proportion.

2> Z=ra>

Les cadres en jeu dans les deux derniéres phases du travail du groupe, rejet de la seconde
version du modéie erroné et recherche des variations de la grande base en fonction de celles de Ia
hauteur sont les mémes ; c’est leur fonctionnement qui est différent. Mais nous formons I'hypothése que
la mise en place de ces jeux de cadres, lors du premier épisode, a permis la production, dans le mode de
pensée fonctionnel, d'une nouvelle modélisation du systéme prenant appui sur ces cadres.
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Groupe N°2

La plus grande part du travait de ce groupe, s'est déroulée dans le mode de pensée arithmétique.
L'utilisation des écritures numériques sous la forme d’une échelle pour représenter les résultats obtenus
ainsi que P'usage d’'un échantillonnage discret de la hauteur pour déterminer les volumes correspondants
nous ont conduit a faire cette hypothése.

Dans un premier temps, les éléves produisent le modéle erroné ( figure 7 ). Cette phase débute
par une modélisation correcte de la situation abreuvoir plein dans le cadre géométrique, i'exploitation de
celle-ci méne au calcul juste du volume total de I'abreuvoir. Les éléves recherchent les volumes associés
aux hauteurs 1, 2 et 3 dm en se basant sur [a méme modélisation, c'est a dire en conservant la grande
base. s aboutissent & une représentation fausse des variations du volume et de [a hauteur. Cette
proportionnalité supposée les conduit 2 une graduation fausse.

Produit ert croix Calculs numériques
ériqu
Modélisation par v Cadre numerique
Jauge proportionnalté  --" 2
o |
' | Calculs de
| volumes de

| abreuvoir
1

|
v
Cadre géométrique

Registre figurati »( Registre des formules
Conversion

&tablie

Abteuvoir

Modéiisation

Trapéze et prisme

Figure 7 : Nous avons représenté : par les fléches en traits pleins la modélisation de I’abreuvoir
plein, par celles en traits discontinus I'extension de cette modélisation aux aufres valeurs
entiéres de la hauteur et par celles en pointillés I'élaboration du modéle proportionnel dans
[e cadre numérique { cf. le brouition de Kelly en annexe §)

lIs corrigent ce premier modéle en découpant le trapéze en un rectangle ceniral et deux triangles
rectangles latéraux ( figure 8 ). lls construisent toujours leur échelle mais en déterminant ia grande base
du trapéze, considérée comme une inconnue, par lapplication du théoréme de Thalés dans I'un des
triangies.

Leur modéle corrigé aboutit & I'établissement juste d'un échantillon de valeurs du volume de I'abreuvoir
pour quatre hauteurs d'eau entiéres. La représentation des résultats par une échelle leur permet de
controler le fait que les variations du volume ne sont pas proportionnelles & celles de ia hauteur mais elle
ne les aide pas a imaginer leur nature. Cette situation déstabilise le groupe.

Au cours de ce travail, les éiéves n'ont considéré que deux variables, le volume de 'abreuvoir et la
hauteur de I'eau. La grande base du trapéze n’a pas ce statut, elle est une inconnue & déterminer pour
pouvoir calculer le volume. Ce statut s'élévera en obstacle lorsque Kelly recherchera une expression
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algébrique des variations du volume en fonction de celles de la hauteur ou lersque Romain tentera de
reposer le probléme dans le cadre algébrique.

Conversion
établie . .
Ecritures numeriques
Modélisation

Cadre numérique
Jauge /
Calculs de
vofumes

Transformation du
résuitat numérique

" Cadre algébrique

Abreuvoir I
Equation, inconnue
Modéiisation Cadre géométrique Traduction du résultat
de I'appfication du
théoréme de Thalés
T T T T T T T T T T T T T  Trapeze et prisme
i i i - istre des formules
Découpage Reqistre figuratif ' Registre d
Conversions

établies /
Registre discursif Théoréme de Thalés

Figure 8 : Nous avons introduit le registre discursif du cadre géométrique et le cadre algébrique
pour représenter 'application du théoréme de Thalés. Hl n'y a pas de chronologie car le
schéma est appliqué trois fois mais il est clair que la modélisation produite dans le cadre
numérique est la résultante de ce fravail.

Groupe N°3

Nous supposons que ces éléves ont fonctionné dans le mode de pensée fonctionnel. Nous nous
appuyons, pour cela, sur le fait gu'ils ont repéré les quantites variables du probléme et qu'ils ont cherché
4 modéliser les variations. De plus, et méme s'ils ont engagé ia résolution d'une équation dans le cas ol
te volume est de 100 |, ils ont, le plus souvent, utilisé le langage des fonctions pour décrire le
phénoméne. D'autre part, ie recours au cadre graphique et son exploitation en termes de variations, pour
découvrir la nature du lien entre hauteur et grande base, renforcent notre hypothése.

Ce mode de pensée fonctionnel et le rappel de situations antérieures analogues leur ont permis de
construire un modéle correct du systéme abreuvoir { figure 9 ).
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Figure 9 : Nous n’avons pas explicitement inclus les registres dans ce schéma pour ne pas le
surcharger mais nous y sommes revenu dans les questions fransversales. Nous
représentons par les fleches en trait plein fa modélisation géométrique qui conduit au calcul
exact du volume total, par les fléches en fraits discontinus le repérage des variables et 1a
représentation des variations dans le cadre graphique et par les fléches en pointillés la
détermination de ces variations.

La représentation correcte du systéme dans le cadre géométrique entraine le calcul exact du volume
total de I'abreuvoir dans e cadre numérigue. La traduction de la probiématique dans le cadre algébrique,
par une équation, et sa mise en rapport avec la modélisation géométrique du systéme favorisent
l'identification des variables et notamment celle de ia grande base du trapéze. Les éiéves se retrouvent
bloqués devant une équation a deux inconnues et choisissent de représenter graphiquement I'aréte
oblique de la base trapézoidale de I'abreuvoir dans un repére orthonormal.

1. : pour O c'est égal a 6 et pour 4 c'est égal a 8, c’est joli

[-]

AC : tu vas faire quoi, un graphique ?

L : [inaudible] quelque chose a faire

AC : avec deux points ¢a va étre pratique

L : pour x=0 y=6

F:gas'amméte a8

L : ah oui, ¢a s'arréte a 8, n'importe quoi ; entre les deux ¢a passe par |13 ; quand c’est égal 4 2 c’est
égal 4 7, c’est fantastique ; mais on n’a pas le droit de ie metire parce qu'on voit pas du tout
comment il faut faire et puis ¢a on peut pas le mettre, c’est une mesure graphigue et c'est...

lIs travaillent dans les trois cadres géomeétrique, algébrique et graphique. Le groupe détermine ensuite la
nature des variations en passant du cadre graphique au cadre numérique et les exprime en retournant
dans le cadre aigébrique. A l'issue de cette phase, la modélisation de la situation se présente, pour ce qui
est de I'écrit, sous la forme d'une équation du second degré a une inconnue, la hauteur de 'eau.

En fait, les éiéves semblent étre conscients d’avoir traité un cas général, et, ils cherchent une méthode
générale pour obtenir la hauteur d’eau connaissant le volume contenu dans I'abreuvoir. La réduction du
nombre de variables de trois a deux associée au fait de n'envisager les variations que dans le cadre
numérique, les méne a un modéle erroné de la fonction réciproque ( figure 10 ).
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Figure 10 : Nous avons représenté par la fleche en trait plein le modéle proportionnef de la
fonction réciproque, par les fleches en pointillés sa disqualification directe et par les fléches
en traits discontinus son rejet par ['utilisation du modéie algébrique.

Franck propose une disqualification directe de ce modeéle en s’appuyant sur ia représentation
géométrique du systéme alors que Lauren obtient une disqualification indirecte en substituant, dans
Péquation obtenue auparavant, a h ia valeur supposée exacte.

Pr : alors, comment vous avez fait ?

L : on a remplacé les h par ¢a en espérant que ¢a nous donne 5 ; 5 ¢a doit étre I'équivalent pour 100
Pr : d'accord, et alors est-ce que ¢a donne 5 ?

L : 4 virgule quelque chose ; 4,42 non 4,31 quand ['ai fait

Pr: oui, et ¢a signifie guoi ators ?

F : c'est pas bon

Pr : quoi, c'est pas bon ?

F : il y a un chiffre qu'est pas bon

L : non, c'est ga qu'est pas bon.

lIs finissent par la recherche d'une solution graphique au probléme, dans un premier temps en utilisant
une machine graphique puis en tragant, a la main, la courbe représentative de {a fonction dans un repére
orthogonal ( figure 11 ).
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Figure 11 : Nous avons représenté par une fléche en frait plein la modélisation fonctionnelle et
par des fleches en pointillés I'élaboration de la courbe représentative de [a fonction.

Le systéme est modélisé par une expression algébrique, la substitution de valeurs numériques a h
permet de calculer fe volume correspondant puis de construire Ia courbe représentative de fa fonction en
plagant suffisamment de points dans le repére orthogonal. Un travail dans le registre graphique du cadre
fonctionnel devait permetire de conclure.

Groupe N°4

Les éléves constituant ce groupe ont résolu le probléme dans le mode de pensée algébrique.
Cette affirmation repose sur le récit de la modélisation par Ludovic, récit au cours duquel il interpréte la
situation en termes d'inconnues, de nombre d'inconnues a réduire et d’équation & résoudre. D'autre part,
son découpage de la figure géométrique sembie traduire une vision statique du phénomeéne, Ia hauteur et
la largeur représeniées ayant valeur de cas général.

L'ensemble du travail est schématisé par la figure 12.

Dans la premiére partie, les éléves établissent une représentation du systéme dans le cadre géométrigue
pour calculer le volume total de I'abreuvoir dans le cadre numérique. Dans un deuxiéme temps, cette
représentation et Fassimilation du phénoméne remplissage de Fabreuvoir conduisent les éléves a
lidentification de trois inconnues : fa hauteur, ia largeur ef [e volume,

Pr : alars, vous avez trouvé ?

M : le volume

Pr : qu'est-ce qu’on en fait du volume ?

L : et bien, moi j'avais proposé quelque chose mais il y a deux inconnues
Pr : ah, bien, il y a deux inconnues

L : et méme trois avec le volume

Pr: oui

L : faut que je trouve un rapport...avec cette longueur 13 et cette hauteur 13
F : et on peut faire un rectangle

Pr : peut-étre oui qu'on peut faire avec un rectangle
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~
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Figure 12 : Par les fléches en trait plein, nous avons représenté la modélisation géométrique du
systéme et le calcul du volume total, par celles en pointillés, la modélisation algébrique et
par celles en frait discontinu I'élaboration de la solution.

Le découpage du dessin représentant une coupe de I'abreuvoir associé a une astucieuse décomposition
du volume total, 'ensemble s'exprimant dans le cadre aigébrique, permet au groupe d’aboutir 3 une
modélisation algébrigue du systeme.

Au cours de la demiére phase, les éléves recherchent, dans le cadre algébrique, la solution au probléme
en résolvant une premiére équation du second degré. lis s’engagent dans cette démarche en en ayant
percu la généralité :

: quand tu fais le volume égal a 100 c'est heu...tu peux le faire égal 3 200 ¢a fera ia méme chose
: non ¢a fait quelque chose d'un peu plus grand

: oui, si tu parles du résuitat mais faut...¢a revient au méme

: oui, ¢a [inaudible].

rmrm

Sur son brouilton, Ludovic détaifle la résolution de 'équation dans ie cas ol V=100 puis pose 'équation,
sous forme canonique, dans le cas ot V=200 et écrit directement les résultats exacts dans les autres cas.
Le travail s'achéve par la détermination des valeurs numériques approchées et par leur représentation en
une graduation a Péchelle %%.

Questions transversales

Dans cette derniére partie, nous revenons, a partir de I'analyse des travaux des différents
groupes, sur la notion de modélisation et sur les phases de transition entre modes de pensée. Nous
fournissons en annexe 6, un montage des brouillons des éléves que nous avons exploités dans la
seconde partie de ce paragraphe.

A propos de la notion de modélisation

La premiére phase de la modélisation consiste en le repérage des aspects pertinents du systéme.
il sembile, dans cette expérimentation, que celui-ci dépende du mode de pensée dans lequel s'effectue
I'analyse de la situation. Ainsi, on a vu les éléves abordant le probleme dans le mode de pensée
arithmétigue, produire une modélisation géométrique du systéme abreuvoir ne prenant en compte que
deux grandeurs variables, 1a hauteur et le volume. Cette modélisation méne ensuite a Félaboration d'un
modéle numérique erroné. La détermination des autres aspects pertinents du systéme proviendra de la
correction de ce modéle proportionnel et conduira & une modélisation, arithmétique, algébrique ou
fonctionnelle, juste.

La situation de I'abreuvoir nous permet de revenir sur la propriété de récurrence du concept de
modeélisation. En effet, le systéme abreuvoir est, dans un premier temps, modélisé dans le cadre
géométrique. Ce premier modéle, dans le réle d’'un nouveau systéme, est & son tour medélisé et ce, dans
cette expérience, de trois maniéres différenies. {l peut s'agir d’'une fonction représentée dans différents
registres sémiotiques, d’'une modélisation algébrique par une équation du second degré comportant un
parameétre ou d’'un modéle arithmétique articulant algorithme de calcul et représentation des résultats
numeériques.

La réversibilité est la seconde propriété importante de ia notion de modélisation. Dans notre cas,
elie peut s'illustrer soit entre le second modele et le systéme abreuvoir, soit entre le second modéle et le
premier modéle géométrique jouant alors le réle de systéme ( ce que nous noterons alors systéme
géométrique ) soit encore, entre le modéle géométrique et le systéme initial.

La premiére constatation que nous pouvons faire conceme les trois groupes d'éléves N™ 2, 3 et 4, qui ont
achevé la seconde modélisation. Nous remarquons, dans ces irois cas, que le demier modeéle est
directement mis en rapport avec le systéme abreuvoir. Dans le groupe N°2, ia modélisation arithmétique,
rapportée au systéme abreuvoir, ne peut étre expioitée pour preduire 1a graduation de la jauge ; dans le
groupe N°3, le modéte fonctionnel est utilisé directement pour résoudre le probléme et le lien avec le
systéme géométrique s'évanouit ; dans le groupe N°4, une fois la modélisation algébrique obtenue, le
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systéme géométrique est oublié au profit du systéme abreuvoir et de 'obtention de la graduation de la
jauge.
Par contre, lorsque le second modéle est remis en cause, it y a, dans un premier temps, repli sur le
systéme géométrique dont il est issu.
Nous I'avons observé, lors de la réfutation de la premiére version du modéle erroné et lors des trois
vérifications portant sur sa seconde version, dans le travail du groupe N°1 ; elles reprennent soit ieurs
calculs numérigues, contrélant ainsi leur travail dans le modéle erroné, soit I'application de leur formule
du volume, retournant alors sur leur seconde modélisation, soit finalement leur systéme géomeétrique ce
qui les conduira & rectifier leur premiére modélisation du systéme abreuvoir. De méme, le rejet du
modéle erroné de la fonction réciproque, dans le cas du groupe N°3, s’'effectue par substitution dans la
formule, seconde modélisation du systéme abreuvoir, liant le volume de l'abreuvoir et |a hauteur d’eau.
La mise en échec du modéle proportionnel par e groupe N°2 méne ces éléves a une reprise de leur
modélisation du systéme géométrique ; it en est de méme pour Kelly, lorsqu’elle abandonne son modéle
arithmétique, c'est le systéme géométrique qu’elle cherche & modéliser autrement.

Nous reviendrons sur ce jeu complexe entre modéle et systéme dans la conclusion.

A propos des phases de transition entre modes de pensée

Au cours de cette séance, nous avons observé deux transitions du mode de pensée arithmétique
au mode de pensée fonctionnel et une transition du mode de pensée algébrique au mode de pensée
fonctionnel. Les deux premiéres ont eut lieu dans le fonctionnement des éleves du groupe N°1 et sur la
fin du travail de Kelly du groupe N°2. La troisiéme s'est déroulée au cours de ia phase de détermination
de la solution par Ludovic du groupe N°4, puis dans un travail complémentaire.

Nous supposons que les leviers sur lesquels elies prennent appui sonf de trois types : une
modélisation géométrique du systéme abreuvoir qui intégre les variations de la grande base et celles de fa
hauteur, la coordination de plusieurs cadres mathématiques pour les représenter et identifier leur
fonctionnement et le repérage d’'un processus dans la répétition d’'une suite d'opérations. lls jouent sur un
changement de statut des grandeurs géométriques ou algébriques qui s'observe dans le choix des letires,
le langage employé et les formes d’écriture et de représentations utilisées.

Dans les exemples de fransitions entre mode de pensée arithmétique et mode de pensée
fonctionnel, celui du groupe N°1 semble constituer un succés alors que Kelly échoue dans sa tentative.

Dans le premier cas, les éléves s'appuient sur une modélisation géométrique dynamique du systéme
abreuvoir dans laquelle les quatre variables, hauteur, grande base, aire du trapeze et volume sont
identifiées et hiérarchisées. Le choix des lettres pour représenter la hauteur et |la grande base procéde
d'un double langage :

Pr:ilyauny,ilyaunx, cestquoilex? ( aréte oblique du trapéze )
M : x ¢’est la hauteur, ce qu'on cherche en fait

[.]

Pr: voila donc c'est ¢a X

M : et gaca va varierentre 6 et 8

Pr: it faut voir comment

M : ben, en fonction de x

[...]

ML : tu as appelé y...

M : y c’est la base qu'on recherche quand x c'est la hauteur, c'est ce qu'on veut.

Ainsi, 1a lettre x symbolise & la fois une inconnue, le but final du probiéme n'est pas oublié, et une
variable. De méme, Ia lettre y posséde cette double personnalité, elle symbolise une variable dépendante
de 1a variable x mais aussi une inconnue a déterminer lorsque {'on connatt a hauteur. Les éléves
effectuent donc plutét un passage du cadre géométrique dans le cadre algébrique.



Elles traduisent les termes « varier entre » par les inégalités « 0 < x <4 » et « 6 < y < § ». Ces écritures
sembient d'une part renforcer le statut de variable des deux grandeurs et d'autre part intégrer ia
continuité des variabies. It est clair pour nous que cette continuité s’'entend au sens praopre du terme et
traduit la continuité physique du phénoméne de remplissage.

La détermination des variations passe par une présentation de données numeériques issues du cadre
géométrique sous une forme qui évoque a la fois un tableau de valeurs et un processus permettant
d’obtenir la valeur de y a partir de celle de x. La premiére écriture de ce genre se trouve sur le brouilion

de Magali, elie écrit ;
« x=4 qd y=8 ; pour x=1 y=6,5 ; x=2 - y=7 ; x=3 - y=7,5 ».

Elle marque une évolution, par le choix des termes et des symboles ; le « quand » utilisé au début
inverse la dépendance des variables puis elle est rétablie par 'empioi de « pour » pour le second couple
de valeurs et des fléches qui, pour les deux demiers couples de valeurs remplacent les mots,

matérialisant ainsi le processus en jeu.
Le choix d’'un échantilionnage discret de ia hauteur, outre son efficacité pour extraire des valeurs
numeériques du dessin du trapéze, rappelie le fonctionnement initial des éléves dans le mode de pensée

arithmétique.

Pour identifier la nature du processus, elles reprennent les écritures précédentes qu'elles transforment
dans le cadre numérique pour isoler, dans ies variations de la grande base, la valeur constante 6 de la
partie variable. Toujours sur le brouillon de Magali, il est écrit :

« pour x=1 cm y=6+0,5 ; pour x=2 y=6+1 »

et dans le méme temps, elle explique 4 ses camarades :
M : pour x=2, tu auras y=6+1 ; 0,5 fois 2 ; donc en fait il y a une proportion.

La séance s'achevant sur ce résultat, elles écrivent sur leur compte-rendu une solution hybride :
« pour x=1 y=8.5 ; pour x=2 y=6,5+0,5=7 ; pour x=3 y=7+0,5=7,5 ».

La seconde transition du mode de pensée arithmétique au mode de pensée fonctionnel est moins
explicite et elle est le fait d’'une seule éléve du groupe N°2.

Seules, les deux variables hauteur d’eau et volume de 'abreuvoir ont été identifiées, la grande base du
trapéze étant assimilée a une inconnue qu’ii fallait déterminer pour pouvoir calculer le volume. Le registre
de représentation des valeurs numériques des volumes correspondant aux valeurs discrétes de la
hauteur est constitué d'une échelle graduée sur laquelle Kelly calcule Fampleur des variations associées
au paraliélépipéde rectangle central et aux prismes & base triangulaire latéraux de son modéle
géométrique. Elle constate alors la proportionnalité dans le cas du parallélépipéde rectangle central

« je fais la méme chose qu'avant mais j'ai coupé le trapéze en trois. Ca va toujours étre proportionnel
au rectangle ».

Puis elle fait |a distinction entre proportionnel et non proportionnel et recherche I'expression algébrique
du volume en fonction de la hauteur en mobilisant le registre graphique.

Kelly symbolise par la lettre x la hauteur de I'eau mais elfle I'écrit en légende d'un trait joignant les deux
bases de la face trapézoidale de I'abreuvoir. Cette disposition nous fait penser qu'elle représente alors la
hauteur en tant qu'inconnue. Il nous semble aussi qu'elle envisage une hauteur variable, car, la letire x
apparait comme en représentant une lorsque Kelly imagine la représentation graphique de Ia fonction.
Ainsi, comme pour le groupe N°1, cette lettre aurait un double statut.

Le volume est symbolisé soit par {a lettre y soit par la lettre V, les deux symboles semblant coexister,
Kelly s'adresse ainsi aux autres membres du groupe et a 'enseignant :
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« j'ai frouvé y=24x, c’est pour tracer la droite mais il y a plus quelque chose que j'arrive pas a
trouver ».

Elle désigne, en disant cela, une expression algébrique incompléte du volume en fonction de la hauteur
( +6)x
2

symbolisation du volume lorsque Kelly évoque la représentation graphique de Ia fonction et la lettre V
joue ce rble dans ’élaboration de l'expression algébrigue.

qui s'écrit sous la forme suivante : « ¥ = *40 ». La lettre y parait &tre attribuée 3 la

Dans les traces d’écritures exécutées au crayon mine puis effacées, on décéle une expression algébrique
de la fonction linéaire du modéle erroné ; elle est écrite sous la forme V=, mais le V est précédé d'un y
raturé. Cela renforce notre hypothése sur les réles respectifs de ces deux letires.

On trouve aussi la lettre y gommée, 3 la place du trou, dans I'expression algébrique incompléte du
volume en fonction de la hauteur. Nous supposons que Kelly I'avait introduite pour symboliser ce « plus
quelque chose » qu’elle ne parvenait pas a découvrir.

Ces deux échecs, celui-ci et cefui du modéle arithmétigue ont des origines 2 |a fois communes &t
différentes. Leur point commun réside dans le fait de n'envisager que deux grandeurs variables dans le
systéme abreuvoir. Mais, dans le modéle arithmétique, cette situation aurait pu évoluer favorablement en
choisissant de représenter graphiquement [es résultats obtenus. Ce registre aurait peut-étre orienté les
membres de ce groupe vers la construction comptéte de la représentation et donc le calcul d'autres
valeurs. La répétition de [a suite d’opérations associée a la représentation graphique d'une courbe aurait
pu alors faciliter la transition vers le mode de pensée fonctionnel. Alors que la seconde voie semble étre
sans issue car elle impose la remise en cause du modéle géométrique du systéme abreuvoir pour
introduire Ja variable manquante.

L'exemple de transition du mode de pensée algébrique vers le mode de pensée fonctionnel est
celui du travail de Ludovic du groupe N°4 dans deux situations : dans la premiére, il résout les onze
équations du second degré permettant d’obtenir l2 solution au probléme en intériorisant le processus de
résolution, dans la seconde il cherche une autre solution au probléme.

Dans le premier cas, Ludovic travaille sur son modéle algébrique du systéme abreuvoir qui est
représenté par une équation du second degré a une inconnue, la hauteur d’eau, et un paramétre, le
volume d’eau contenu dans I'abreuvoir. Dans un premier temps, it obtient ia solution du cas V=100 en
transposant, en factorisant par 10 et en écrivant le trindme en facteur sous la forme canonique. La
résolution de I'équation occupe alors douze lignes de calculs algébrigues.

Puis il reprend cette résolution du début, en conservant la valeur du volume du cdté droit de I'égalité, en
divisant par 10 puis en écrivant sous la forme canonique le trindbme situé a gauche du signe égal.
L’écriture de la solution ne prend plus que guatre lignes de caiculs algébriques.

It répéte ces quatre lignes dans le cas V=200 ; cela lui permet de repérer définitivernent ce qui varie dans
le processus de résolution et comment cela varie. Pour déterminer les autres valeurs de |a hauteur,
Ludovic applique ces variations.

Nous formons 'hypothése gu’un tel travail suppose une transition vers le mode de pensée fonctionnel,
car, la réduction du nombre de pas de calcul et la détermination de l'influence du changement de la
valeur du paramétre sur la résoiution de ’équation relévent de |a recherche, de la structuration et de
l'identification d'un processus général comportant une entrée et une sortie clairement distinguées. La
présentation des valeurs numériques des résultats sous la forme d'un tableau renforce cette hypothése.

Dans le second cas, Ludovic, aprés avoir entendu que la table voisine recherchait une solution
graphique, choisit de représenter I'aréte oblique de 1a base trapézoidale de I'abreuvoir dans un repére
orthonormal.

L : sur le graphique tu mets x en abscisse [inaudible] ¢a te fait cette forme 13

M : [inaudible]
L : dans Pautre sens ce serait peut-8tre mieux ; oui dans I'autre sens ce sera plus pratique
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Depuis le début de la séance, il désigne par la lettre h la hauteur de {'eau, par la lettre V le volume d'eau
contenu dans F'abreuvoir et par 1a lettre x la grande base du trapéze. Le choix des lefires traduit
Identification et la représentation dans le cadre algébrique des deux inconnues principales qui sont la
hauteur et le volume et d'une inconnue secondaire dont il faut s'affranchir par substitution.

Ce choix de la letire x pour symboliser la grande base du trapéze peut I'avoir conduit, par association
avec la dénomination des abscisses, a représenter 'aréte « a I'envers » dans le repére orthonormal.
Ludovic corrige alors sa représentation graphigue et en déduit I'expression algébrique des variations de
ia grande base en fonction de celles de la hauteur. Pour ce faire, il change de lettres pour désigner les
variables. il désigne par x la hauteur, figurant en abscisse sur la représentation graphique et par y la
grande base du trapéze, figurant elfe en ordonnée. 1 écrit donc d’abord I'équation réduite de la droite.
Dans un second temps, Ludovic reprend ses iettres d'origine pour désigner la hauteur et la longueur de la
grande hase.

L : monsieur, on trouvait en cing minutes avec ¢a

Pr: pardon ?

L : on trouvait en cing minutes avec ¢a, cette longueur 1& en fonction {inaudible] du graphigue on
trouvait directement x égal & ...

Pr: oui

I a alors recours a I'expression « en fonction de » pour désigner la relation obtenue.

Nous pensons que le jeu des lettres lors du passage du registre graphique, dans lequel est tracée la
courbe représentative de la fonction qui modélise les variations de la grande base du trapéze en fonction
de celles de la hauteur, au registre des expressions algébriques manque effectivement une conversion
entre ces deux registres sémiotiques de représentation d'une fonction. Cette conversion et Femploi de
I'expression « en fonction de » pour décrire le résultat obtenu, alors que jusqu'a présent Ludovic pariait
de « rapport entre ¢a et ¢a », nous améne a former 'hypothése qu'il a explicitement identifié la fonction
en question.

Cependant, 'usage du cadre graphique résultant d’une « fuite », nous ne pouvons pas étre assuré du réle
de P'élaboration d'un processus lors de la résolution des équations sur ce passage au mode de pensée
fonctionnel.

Nous avons observé un phénoméne similaire dans la premiére partie du travail du groupe N°3.
Sur le brouillon de Lauren, I'écriture des formules géométriques montre l'usage des lettres b, B et h pour
symboliser les petite base, grande base et hauteur du trapéze. La longueur de Pabreuvoir figure sous 1a
forme numérique, 40 dm, pour marquer la conversion :

L : je pense que c’est ¢a, donc c'est petite base plus grande base fois hauteur divisé par deux
multiplié par 40 parce que c¢'est des dm, c'est pas ¢a ?

Le probléme est ensuite modélisé par une équation 4 deux inconnues, dénommées X et v, les lettres sont
iniroduites dans I'ordre ol les grandeurs se présentent dans {"écriture de I"équation :

6+x
5_22}.1 *40 = 100, et I'expression algébrique est décrite dans le méme ordre sous la forme verbale :

L : 6 plus x fois...ca aussi ¢a change...fois y divisé par 2 fois 40 égale 100 ; on peut pas trouver
comme ¢a.

La lettre x représente alors la grande base inconnue du trapéze et ia lettre y ia hauteur, elle aussi
inconnue. Cette démarche est rapidement abandonnée au profit d’'une voie fonctionnelle s’appuyant sur
le repérage des variations de la grande base :

L : de toutes fagons ¢a peut pas étre plus peiit que 6

AC : pourquoi ?
L : ben, plus petit que 6
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F : la base est comprise entre 6 et §.
Les deux variables sont désignées dans leur rapport de dépendance :
« Soit x Ia hauteur soit y la fongueur de la base »

et [es couples de valeurs extrémes de |a fonction écrits sous une forme qui traduit ce rapport :
« §i x=0 > y=8 ; st x4 -» y=8 ».

Cette présentation des données couplée a l'introduction de la représentation graphique de Faréte oblique
de la base trapézoidale de I'abreuvoir dans un repére orthonormal pour identifier 1a nature des variations,
détermine, a notre avis, la recherche d’un processus.

Elie aboutit grace a une conversion établie entre le registre graphique et celui des écritures numériques.
Les variations sont analysées & partir de la représentation graphique :

L : regarde [a, la hauteur elle augmente de 4 et ¢ca ¢a augmente de 2 ; on l'avait sur le graphique !
puis énoncées verbalement et écrites sous forme numérique :
«—>pour2—>1;pourt—->05»

L : la grande base augmente de 2 donc pour 2...1 et 1...0,5 donc...je me demande a quoi ¢a sert qu'on
ait trouvé cela.

La canversion s'achéve par le dessin d'une fléche symbolisant cette variation et partant du point

« ordonnée a l'origine » sur ia représentation graphique. La fonction affine est entiérement déterminée et
son expression algébrique n’est pas écrite sur le brouitlon, il y a directement substitution dans I'équation
avec un changement de lettres pour désigner |a variable indépendante parun h :

L : attends, moi jaime bien avec les x y mais 12 on va prendre h la hauteur donc 6 plus 6 plus %2 de h
fois h divisé par 2 fois 40 égal 100.

L'expression algébrique obtenue aprés développement et réduction est, pour Lauren, celle d’une
fonction et la suite du probléme repose sur la recherche de [a fonction réciproque :

L : [a tu cherches juste comment exprimer a hauteur en fonction du volume en fait

Elle conservera ce point de vue lorsque le groupe obtiendra la formule générale sous la forme :

1.
2B+ —h =~
2 T 0

Au dessus de cette expression, alors précédée de « ou » et sur son brouillon, Franck a noté :

10h* +240h =V . Il s'agit donc de la premiére forme qu'il ait déterminée. C’est peut-étre cette double
écriture qui lui permet d’affirmer que la formule donne le volume en fonction de la hauteur :

Pr : qu'est-ce qu'elle nous dit la formule par rapport au probleme ?
L : elle nous dit que...
F : elle nous dit que ie volume , il varie en fonction de la hauteur.

Ainsi, |a lecture de cette expression s’effectuerait de la maniére suivante : a gauche du signe égal, j'ai
une expression contenant du h, je calcule et j'obtient & droite un volume. Elle exprimerait le mode de

fonctionnement arithmeétique. Alors que si nous reprenons le raisonnement de Lauren sur la premiére

expression :
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L : logiqguement on doit pouvoir remplacer le V 14 par 100 et que ¢a nous donne la hauteur

nous pouvons interpréter la position de ia letire V 2 droite du signe égal comme {'expression du rble de
parameétre du volume. Le positionnement & gauche du signe égal de I'expression en h signifierait alors
que ceite formule a le statut d'équation.

Conclusion

Les outils d'analyse développés a Yoccasion de cette recherche, en particulier la représentation
des épisodes du travail des groupes par un schéma intégrant le systéme, les cadres mathématiques et
les registres sémiotiques de représentation au sein de ceux-ci, nous ont notamment permis : de repérer
le réle du travail de conversion entre les registres figuratif, discursif et celui des formuies dans le cadre
géométrigue lors de la détermination du volume total de Fabreuvoir ou de [a modélisation géométrique du
systéme abreuvoir, de distinguer la conversion du registre graphique au registre des expressions
algébriques du changement de cadre comrespondant et aussi d’observer le jeu systéme-modéle au travers
des cadres mobilisés.

Nous avons ainsi noté que la résolution du probléme suppose plusieurs modélisations consécutives et
que l'identification des systémes et modéles successifs n'est pas évidente pour les éléves,
particuliérement au cours de la phase de validation du modéle.

Nous avons aussi remarqué que le cadre graphique a été pius facilement utilisé, dans cette expérience,
pour représenter {a situation et en déduire 'expression algébrique de la fonction alors que le recours a la
représentation graphigue de la fonction pour obtenir les graduations de la jauge n'a pas sembié
convaincant aux éléves.
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CONCLUSION DU MEMOIRE

Notre théme d'étude portait sur Fenseignement de la notion de fonction en classe de seconde et,
plus précisément, sur un enseignement intégrant I"aspect outil de cette notion. Nous nous sommes donc
intéressé a ce que nous avons appelé des situations fonctionnelles, d’un point de vue théorique en
recherchant leurs caractéristiques dans les ouvrages de mathématiques de seconde et d'un point de vue
expérimental en observant deux groupes d’éléves lors de la résolution de deux probiémes fonctionnels.

L'étude des manuels, basée sur le repérage et le codage de certaines caractéristiques des
situations fonctionnelles, a mis en valeur piusieurs faits. Tout d’abord, la fermeture des énonces, puisque
le choix des variables indépendante et dépendante principale est déja effectué dans 97% des cas. Le
retour sur {a situation initiale dépend de la présence d’un ou plusieurs thémes d'étude et de la nature de
ceux-ci plutdt que de l'origine extra ou intra mathématique du probléme. La prédominance de
Pexpression algébrique et de la représentation graphique, isolées ou associées, comme registres
sémiotiques de représentation de la fonction. Les thémes d’étude portent majoritairement sur le partage,
et alors la situation comporte une représentation graphique, et établissent ainsi le lien avec I'algébre du
collége par la résolution d’équations et d'inéquations. Les autres thémes d’étude retenus dans notre
recherche, détermination d’'un extremum et étude des variations de la fonclion, un peu en retrait dans les
manuels de seconde, deviendront certainement l'objet essentiel des situations fonctionnelles en classe
de premiére.

Ainsi, nous pouvons en conclure que le mode de pensée fonctionnel est imposé et demeure lié a la
résolution d’équations.

Dans la partie expérimentale, notre analyse s'appuyait sur différents cadres théoriques : la
dialectique outil / objet et les jeux de cadres, le concept de modélisation, le réle des registres sémiotiques
de représentation et la distinction entre fes statuts « procédural » et « structural » de la notion de fonction.
Ceux-ci nous ont conduit & développer des outils d’analyse intégrant des moyens existants, changements
de cadre et conversions entre registres, dans des graphes synthétisant des épisodes du travail des
groupes d'éléves. Ces schémas soulignent ainsi les rdles différents des cadres mathématiques et des
registres sémiotiques de représentation dans {'activité des éléves et permettent d'exhiber les
modélisations successivement produites. Notons d'ailleurs que les différents modéles sont produits dans
différents cadres, liés au mode de pensée dominant, et ne sont pas toujours directement de nature
fonctionnelle. De plus, ces graphes nous fournissent des moyens d’'analyse de la construction de modéles
erronés par les éléves dans deux situations assez différentes. Nous pensons donc qu’ils pourront étre
réexploités lors de Panalyse d'autres expérimentations.

Dans a mise en rapport des deux expériences, apparait comme résuitat 1a similarité des modes de
pensée arithmétique, algébrique et fonctionnel en ceuvre dans la résolution des deux problémes, maigré
la suggestion du mode de pensée fonctionnel dans le premier. C'est pourtant durant le travail sur la
seconde situation que des phases de fransition vers fe mode de pensée fonctionnel s’expriment le plus
nettement. L'autonomie des éléves dans le choix de I'outillage mathématique a peut-étre favorisé
Pémergence de ce type de comportement. |l y a aussi un changement de conirat entre les deux situations
fonctionnelles : dans la premiére, les éléves se donnent pour contrat de « faire de F'aigébre » alors que
dans la seconde, méme en rendant le probléme difficile, la question globale a permis Finstauration d’un
jeu complexe entre systéme et modéle. Dans le premier cas, le mode de pensée fonctionme! émerge peu
et pas facilement ; la question directe de la recherche de I'expression aigébrique de la fonction sans
envisager les variations de ia figure géométrique, a peut-étre favorisé ce fonctionnement dans le mode
de pensée algébrique. Dans le second cas, le mode de pensée fonctionnel semble s'imposer,
directement ou au cours de 1a recherche, pour une partie des éléves ; la transition résulte du travail de
modélisation de la situation. Le probléme de ia validation ou de ia réfutation du modéle demeure
cependant a la charge de I'enseignant. Il parait alors nécessaire, pour accroitre 'autonomie et Pefficacité
des éléves dans la résolution de problémes, de trouver un langage qui permette de prendre en compte le
lien systéme-modéle résultant de P'activité de modélisation. On a pu aussi constater le réle important du
vécu dans le mécanisme de transition, il permet le raccrochage de la situation & du connu facilitant ainsi
la mobilisation de connaissances antérieures.
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Dans les deux expériences, les transitions prennent du temps, 'évolution est lente. Elies
s'effectuent par des jeux sur les lettres et sur les différentes représentations des objets en rapport avec
les cadres mathématiques sur lesquels s'appuie ['activité de modélisation ; les symboles utilisés par les
éléves lors des phases de transition vers le mode de pensée fonctionnel soutiennent cette activité. En
paraphrasant Y CHEVALLARD, ( CHEVALLARD, 1989 ), nous disons qu'it y a un développement de
I'épaisseur sémiotigue, la production du modéle fonctionnel conduisant ensuite au resserrement de cette
épaisseur autour de {'expression algébrique de la fonction.
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[1] Exprimer, en fonction de x = OM , I'aire
A(x) et le périmétre p(x) du triangle OM/J.

T~

T

!
|
|
1

o mdo

3 achu;}?ﬁ; @m,m»m"’f;’; o (mwp V“_rf/‘(\ug\?/\ z

3} Quimperte le flacon...

Un flacon a la forme d’un pavé droit
(hauteur : 12 cm; section carrée de 9 cm
de ¢6té) surmonté d'un goulot (hauteur :
12 cm ; section carrée de 3 cm de cHté).

H_ Lorsqu’on remplit le
0= e M flacon jusqu’a la hau-
teur x, on note f{x) le
volume obtenu (en cL).
Une boite : a) Exprimer f(x) en
sans couvercle, ' 7 fonction de x.
: 7
de contenance 3 f IF Distinguer :
fitre, a la forme [ 0=<x=12
du pavé droit ci- et 12=x=24.
contre (x et A . : :
sont exprimés en 2 b) Représenter graphi-

centimetre).

Exprimer en

quement /-

Jorction de x 1a hauteur A et Paire extéricure
A(x) {fond plus parois latérales).

Exercice
résolu

thku\?ﬁ\
owen [T .

peafiog

Déterminer la position des points M, et M, sur le
pourtour du rectangle ABCD de maniére 4 oblenir trois
domaines de méme aire (le point O est donné).

Methode suggerée

Etant donné un point M sur le pourtour du rectangie
ABCD, on désigne par :

— x la longueur du trajet d’origine 4 et d’extrémite
M (en vert sur la figure ci-contre) ;

— f(x) aire du domaine correspondant.

Expliciter f (x} en fonction de x et utiliser la représen-
tation graphique de f pour résoudre le probleme posé.

1. Explicitons 1 (x)

D M- I
_O_ —
_ ]
A B
Fig. 13
- i
s i
£
A 1
I S '/(f_.,.,f, e ,,i
/0' |

TA
(Unité de longueur : le co6té
d’'un carreau du guadrii-
lage.)

Fig. 14

Les schémas ci-aprés font comprendre gue quatre cas sont a I'étude et comment est
conduit le calcul de I'aire dans chacun d’eux (les nombres 3, 11 et 20 sont les aires

des parties sablées} :

| 15
N 20
3 .
M sur [A B} M sur |B (] M sur 1C D] M sur 1D Al
oul=x=<6 oub<xy=10 onll<y=16 oul6 < y=<20
Alre : Aire Alre : Alre
$H X 3elxaxc-g | nedxaxa-10 ] 20+ Ix2xo-t6r

Fig. 15
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En résumé, et aprés avoir réduit et simplifié, la fonction £ est définie sur [0, 20] par :

\

% pour (= x-=6
iy = ix -9 pour 6. x =10

—x~4 pour 10-<x=16

r+4 pour 16<x=20.

= v I . -
La fonction f est une fonction affine par morceaux dont la représentation graphique
(¢f. figure 16) nous fait voir, sans nous surprendre, une fonction croissante et « bien
raccordée ».

2. Venons-en au probléme initial

L’aire du rectangle étant égale a 24, les points M, et M,, qui partagent ce rectangle en
trois domaines de méme aire, sont donc les points associés aux reels x; et x, tels que
f(x,)=8 (un tiers de l'aire) et f(x,) =16 (deux-tiers, bien sir).

La résolution graphique (¢ T.P. A) -~ — - - — = o o e
révele les solutions, donne des valeurs P /! SR RPN N
approchées si I'on veut, mais surtout les e P
«bonnes» équations d résoudre. "0 :
B e kel Sl
s Le graphique localise sans équivoque B A
x, entre 6 et 10, ce qui monire que x, est : : ,1
solution de P'équation 2x - 9 =8. 16 FER
Dou x, =85". e
e La méme démarche livre x, comme ‘ :
solution de !'équation - 7%° 4=16. I
. 40 . j L
Soit x, = 5y (13.33 environ). ; : :
Placer les points correspondants sur le ; a—
rectangle est enfantin : nous le laissons a ' S
faire. 6 20 -
- R - Fig. 16

(1) On a bien 6 <2 8,5 <2 10 . Cette vérification, a priori inutile, permet de rectifier les erreurs que I'on aurait commises lors
de la représentation graphique.

L’unité de longueur étant le cOté d'un
carreau du quadrillage, pour 0 <<x <9, o0n .
désigne par f (x) l'aire du domaine coloré :

17 Caleunler f(0), £(3), f£(7) et f(9).

2° Donner Pexpression de f{x} sur chacun
des intervalles [0, 3], 13,7] et }7,9].

3° Représenter graphiquement la fonction £
4° Résoudre graphiquement les équations : .
a)f(x)=10; B Sfix)=20. e

Contrdler & 'aide du calcul. o T

we alatin PRPA A f°'w:‘3& e (““wp “Dt'mum‘a"\ 2e

\fow @ Lo
-+

s&,ck&"“"‘"

:3_7J L’aire la plus grande A
ABC est un triangle isocele dans lequel AB = AC= 10 em.
Comment varie I”aire de ce triangle quand on modifie la longueur de
la base [BC] 7 Cette aire passe-t-elle par un maximum ?
Consignes : Effectuer un travail de recherche personnel., utiliser 10 10
tous les outils disponibles (calculatrice, graphiques. théoréme de
géométrie...) et donner une soiution {a pius compléte. la pius
rigoureuse. et la plus précise possible.

B cC
Source : PLOT r° 38
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138! Probiémes de robinets
Les six récipients ci-dessous ont la méme hanteur : 80 cm.et la méme capacité : 100 litres.
On les remplit successivement. en utilisant un robinet & débit constant de 1/3 litre par seconde.
Les graphiques représentent. pour chacun des récipients, la hauteur de la colonne d’eau dans le récipient en
fonction du temps éconié depuis le début du remplissage.

Retrouver la courbe comrespondant a chaque récipient.

,80 —
201
< 0 [ 2 3 4 5
4
183 /

:

[T

Source : PLOT . 1981

Do bl e plie Jgee e

_ ke
ii7_ On considére un triangle ABC et H le pied de 1a hau- ‘3{&4 4
teur issue de A. M est un point du segment [BC). iﬂ4 Un cone drolt de sommet
On donne AH = 4. a pour hauteur 15 cm et pour
BC=7etBM=x. se un disque de rayon 6 cm A
de centre Q. Scit M un point

A
AN o segment [AQ] tel que :
7 \ M = x. Le plan paraligle 3 la
/ . se du cone contenant M

pe le cone suivant un cercle
4 ge centre M et de rayon r.
\ 3. Calculer laire S du disque de
\\ base.
X ., Exprimer le rayon f, puis ['ai-
B M H C 1e f(x) du disque de centre M et
7 de rayon 1, en fonction de x.

te. Représenter graphiguement

ta fonction fpour x variant sur Fintervalle 0 ; 15],

19 On note . ¢ (x) I'aire du triangle ABM.
Exprimer . + (x) en fonction de x et représenter

graphiquement la fonction . . ‘Déterminer  graphiquement u:we valeur approchée du
27 On note . 77 (x) I'aire du triangle ACM. Exprimer nombre réel x verifiant : f(x} = 5 .
-#7Tx) en fonction de x et représenter Ja fonction. 4 Calcuter sa vateur exacte.

sur le méme graphique gue A.

3% Résoudre | équation. 7 (x)=.20x).
a Graphiguement.

b) Par le calcul.

c) Géométriguement.
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46, a. Un abreuvoir a la forme d'un prisme droit de lon-
gueur 4 m dont les extrémités intérieures sont deux tra-
pezes isoceles isométriques de petite base 6 dm, de gran-
de base 8 dm et de hauteur 4 dm.

On désigne par x la hauteur de I'eau dans l'abreuvoir.

X varie de 0 a 4 ; 4 dm étant la hauteur de I'abreuvoir.

8 dm

6 dm

«. En utilisant la propriété de Thalés, calculer en fonction
de x l'aire hachurée.

B. Si x est la hauteur, exptimée en deécimétres, de l'eau
dans l'abreuvoir, calculer le volume d'eau exprimé en litres,
noté wx). Verifier gue I'on obtient v{x) = 240x + 102

b. Une jauge est placée verticalement contre 'un des tra-
pozes. tndication
On se propose de la graduer, du niveau
c'est-a-dire, de préciser les —  de iquide
niveaux de liquide correspon-
dant & 100, 200, 300, ... litres. \ ]

Pour graduer ia jauge de I'abreu-
voir, on veut tracer la représenta-
tion graphique de la fonction v
définie sur [0 ; 4] par v{x) = 240 x + 10x>.

a. Programmer la calculatrice et compléter le tabteau de
valeurs suivant :

x 0 0,5 1 1.5 2 25 3 3.5 4
vig| 0 1120

Repreésenter les points de coordonnées (x ; v{x)) dans un
repére orthogonal convenablement choisi.

Relier les points obtenus par une courbe réguliare {on affi-
nera éventuellement le tracé en calcutant des valeurs
intermédiaires).

On a ainsi représenté ta fonction v sur l'intervalle [0 ; 4].

B. Utiliser la courbe pour lire des valeurs approchées du
nombre x correspondant aux vateurs suivantes de vx) :
100, 200, 300, 400, 500, 600, 700, 800, 800, 1 000, 1 100,
Etablir & léchelle 1/2, la graduaticn a tracer sur la jauge
de {'abreuvoir.

c. Un utilisateur, peu: mathématicien, a constitué ia jauge
de la maniére suivante :

v P

[ L. )
4 dm 1120

-

puis il a gradueé réguliérement le segment [VP].

e. Quel est le nombre w(x) margué a la distance x {en
demy) du point V ?

Représenter, sur le graphique de la question b. de |'activi-
te, fa fonction x — w{x}.

Prouver que l'erreur e(x) = w(x) — vix) commise pour
chaque valeur de xest e(x) = 10x (4 — x).

indigquer comment il est possible de la lire graphiguement.
B. Représenter graphiguement la fonction x+— e(x) surle
méme graphique que celui utilisé pour les fonctions v et
w. Lire graphiquement ia valeur de x pour laguelfe l'erreur
est maximale. Justifier ensuite par te calcul ie résultat
obtenu graphiquement.

FAPLI{L-;"( (J OMTM cggom{}”qm ;
VIRAG -+ Pmbﬂx

) ‘Tﬁ%m.ﬁ\ ’l'

@ THEMES : Plans paralléles. Prismes droits. Volumes®
Etude de fonctions. Lectures graphig

ABCDEFGH est un cube de cote 1 et M est un pgj
guelcongue du segment {EG], distingt de E et de G.
Cn désigne par P ie plan paralléle au plan (BDHF) et
passe par M. On pose EM = x.

Lorsgue M est un point du segment [EQ], Je plan P coupe
[ADlen, [AB] en J,[EH}en L, et [EF] en K,
Lorsque M est un paint du segment [OG}, le plan P coupg
[DClen T, [BClen J, HGien L, et [FGlen K.

On note ¥ {x} le volume du prisme droit ALJELK Iorquené
est un point de [EQ], du prisme droit ADE’J’BEHL’K'ﬁ
lorsque M est un point de [OG]. N

F e K___G
K -0 {
E /V f
L H
B e
g Nyl
A I D

A. Calcul de ¥V {x) 73
1. On suppose que x est un nombre de 'intervalie ]0 ;7]

a. Montrez que ia droite (FH) est paralidle & la droite (KL
b. Déduisez-en que le triangle ELK est isocele.

¢. Montrez que ¥ [x} = X2 3

2. On suppose gue x est un nombre de lintervalle l Y 2[
Montrez que ¥ {x) = 1 — (x - V2)2.

B. Etude de la fonction ¥’
¥ {x} a des exprassions différentes sur

?
0
On étudie donc ¥ sur chacun de ces mtervalief :
1. Tracez, dans un repére orthonormal (O 57,/ 1a cou

O.@]
R

§ _ 3
2. a. a et b sont des nombres de {% ;JZ{ tels que a <

et

le

représentative de la fonction ¥ sur

Compiétez par I'un des signes "< ou “>":
a-v2oh-vZ; @-v2r o (b~ V2R,
-@- \F)z -b- ﬂ? 1-fa- VBRI 1-(b- ﬂ

V2
ast strictement croissante sur 5 W2l

c. Tracez la courbe représentative de la fonction ¥
. -
—;v'ZI[. dans le repére {O;1,]).

3. D'aprés le graphique, existe-t-if M tel que ¥ {x) =
Expliquez géométriguement ce résultat.
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