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Résumé — Cette étude s’intéresse a 1’utilisation de modeles réduits dans des problématiques d’optimi-
sation de valeurs d’intérét dépendant linéairement de la solution d’une équation aux dérivées partielles
obtenue par éléments finis. Il est proposé une méthode permettant de coupler un calcul approché en base
réduite de la solution avec un algorithme d’optimisation a base de métamodele enrichi de maniere adap-
tative, afin de limiter le nombre d’appels au code de calcul. Par la suite, cette méthode est appliquée a un
probléme de conception avion avant-projet.

Mots clés — réduction de modeles, optimisation.

1 Introduction

Lors de la phase de conception avant-projet, le dimensionnement d’une aile d’avion requiert un calcul
d’optimisation sur un espace de conception étendu conduisant a des appels répétés a la fonction objectif
(calculée via un code de calcul éléments finis). Or, la complexité croissante des modeles numériques
conduit a des calculs dont le cofit peut rendre 1’optimisation prohibitive. Afin de pallier cette difficulté,
il est proposé d’utiliser des méthodes de réduction de modeles par projection. Ceci permet de limiter le
nombre d’appels au code de calcul en construisant une approximation de la fonction objectif. L’ objectif
de I’étude est de proposer un modele réduit adaptatif afin que ce modele soit de plus en plus précis dans
les zones de conception optimales. Comme 1’objectif n’est pas de substituer le modele complet par le
modele réduit, celui-ci doit s’ adapter aux solutions trouvées par 1’algorithme d’optimisation afin d’étre le
plus précis possible dans les zones d’intérét pour 1’optimisation. Prenons comme exemple 1’optimisation
d’une structure : via un modele de structure M, en tout point de 1’espace de conception &, on obtient
le champ des déplacements u(§) = M (£), permettant le calcul de la fonction de performance s(&). Un
algorithme d’optimisation classique fait appel au code de calcul en plusieurs points de conception et
adapte sa recherche en fonction de la performance obtenue au point demandé. Cet algorithme est présenté
dans la Figure 1a. Une alternative a cet algorithme a €t€ proposée par [1] dans le but de mettre a profit la
possibilité de calculs de modeles réduits. Ainsi on initialise un modele réduit M permettant d’approcher
la solution du modele u(&) par la solution d’un modele réduit i(&) = M (§). Si le modele est suffisamment
précis, la fonction de performance s(&) est approchée par §(§). Dans le cas contraire, la solution exacte
du modele structure est calculée, permettant d’obtenir la fonction de performance, et le modele réduit
est mis a jour, incluant I’information obtenue par le modele complet. Cet algorithme est présenté dans la
Figure 1b.

Le but de ces travaux est de proposer un nouvel algorithme d’optimisation utilisant la réduction
de modeles par projection, dans la continuité des approches proposées dans [1]. L’originalité de ces
travaux réside dans le développement d’un estimateur de la précision de 1’approximation en base réduite,
estimateur qui sera ensuite intégré directement dans 1’algorithme d’optimisation afin guider le choix entre
utilisation du modele réduite ou pas.
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FIGURE 1 — Algorithme d’optimisation

2 Réduction de modéeles

2.1 Introduction

Le cadre de I’étude se limite a un probleme de mécanique linéaire permettant d’obtenir le déplace-
ment d’une structure en fonction de la matrice de rigidité et du chargement appliqué sur la structure.
Le probleéme est paramétré par les variables de conception liée a la structure § € E C R”. La quantité
d’intérét s(§) € R du systeme suivant

{ene = v 0

est obtenue 2 partir de la matrice de rigidité A(§) € RV, du chargement 5(§) € RV et de 1’opérateur
linéaire, reliant les déplacements a une valeur de performance, noté L(&). Comme A(E) est la matrice
de rigidité d’un probleme de mécanique linéaire, elle est symétrique définie positive. Pour obtenir la
quantité d’intérét s(§), il faut inverser le systeme linéaire A(&)u(§) = b(§) d’inconnue u(§) € RV,

2.2 Projection de Galerkin

Parmi les différentes méthodes de réduction de modeles, le choix se porte sur une méthode de projec-
tion : la décomposition orthogonale en modes propres (ou encore POD pour Proper Orthogonal Decom-
position [9]). La solution approchée de I’équation (1) sur I’espace de solutions V, C RY, notée i#(§) €V, ,
est définie par

(AG)a(§) —b(§),v) =0, WweV,. 2

En pratique, la solution réduite s’obtient par 1’inversion d’un systeme réduit de dimension inférieure. En
notant @y la matrice de projection de RY sur V, , la solution de 1’équation (2) s’obtient en résolvant le
systéme suivant de dimension dim(V,) < N :

(PVAE) Py )ur = opb(E) 3)

i = Qvu,

Afin d’obtenir I’espace V, , il est nécessaire de calculer la solution du modele en plusieurs parametres
initiaux (u(§;),...,u(&,)). L'espace V, est alors engendré par ’ensemble de ces "snapshots". Il est aussi
possible d’effectuer une décomposition en valeurs singulieres afin de réduire la dimension de 1’espace,
en favorisant les directions dont la variance des coordonnées est la plus importante.



2.3 Correction Duale

Une premiére estimation de la quantité d’intérét est : §(§) = L(§)i(§). Cependant, lorsque cette quan-
tité d’intérét dépend linéairement de la quantité u(&), il est possible d’apporter une correction définie dans
le cas scalaire [10] ou vectoriel [2]. On introduit Q(&) la solution du systeéme suivant nommé probléme

dual :
A(8)o(§) = (L))"

Comme pour u(&), il est possible de construire une approximation Q(&) de Q(&) en utilisant la projection
de Galerkin sur un nouvel espace de solutions noté V,,. Une correction sur la valeur d’intérét [2] est alors

obtenue :
§(8) = L(&)a(&) + 0" (§)(b(§) —A(§)a(8))

A partir de cette approximation de la quantité d’intérét, il est possible d’obtenir une majoration de I’erreur
effectuée par le modele réduit. En effet, en observant que :

s(8) = 35(8) = (LT —A(§)0(E))" (u(E) —a(&)) )

On en déduit I’'inégalité
Is(€) = 5@l < IIL” ~ A€)0(©)[l22/lu(E) — (&) Q)

ot || - | est la norme euclidienne usuelle et || - ||, 2 est la norme spectrale. Le premier terme est peu coliteux
a estimer car une fois la solution approchée du probleme dual obtenue, le principal coiit de calcul est le
produit matrice-vecteur. Par contre, le second terme dépend de la solution exacte (&) du systtme, que
I’on ne souhaite pas calculer. Pour pallier ce probleme, on propose d’utiliser un préconditionneur afin
d’approcher ce terme.

2.4 Préconditionneur

Dans cette partie, 1I’objectif est d’approcher le second terme de la majoration de 1’erreur. L’ informa-
tion peu coiiteuse disponible est le résidu sur la solution du systeme (3) : A(§)ii(§) — b(E). Afin d’obtenir
une approximation de |u(§) — @(&)||, dans [3], il est proposé d’estimer I’inverse de A(&) par interpo-
lation d’opérateurs. A partir des inverses A~!(E;),...,A"(&,,) obtenus en m paramétres, on définit le
préconditionneur de la matrice A(§) par :

Py, (E.’) = arg min

AER™ 1

- (ﬁml@-)) AG)

F

ol || - || désigne la norme de Frobenius. Comme ce probléme est trop coiiteux en grande dimension, il
est proposé d’utiliser une approximation de P,,(§) définie par :

(1— (imxl(&») A(é)) v

ot V € RV*K est une matrice aléatoire et K > 0 est un paramétre permettant d’ajuster la précision du
calcul du préconditionneur. On peut alors approcher ||u(§) — i(§)|| par ||Px (&) (A(E)i(E) —b(E))|| dans
I’inégalité (5) conduisant a une borne approchée de I’erreur :

ANE) =IL" —AE©)QE)IIIPn(E) (AE)a(E) — b(E)) |

P, (E) = i
n(E) = arg min

(6)

F

2.5 Borne corrigée

Grace au préconditionnement, il est possible d’obtenir une approximation de la majoration de I’erreur
obtenue grace a I’inégalité (5). Afin d’augmenter la précision des résultats, on remarque que 1’équation
(4) s’écrit dans le cas scalaire :

(&) = 5(&) = LT (€) —A€) Q&) [|u(E) — (&)|[|cos o(&)]



ot ¢(&) est I’angle entre les deux vecteurs L7 (&) —A(E)Q(E) et u(E) — i(§). Plutét que de majorer
|cos®(&)| par le pire cas, on va chercher a en estimer un quantile en considérant & comme une variable
aléatoire. On note F la fonction de répartition de |cos¢(&)| dans [0, 1]. L’ objectif est alors de déterminer
un quantile de niveau o de la variable |cos®(&)| : inf{r € R: F(r) > 1 —a}. Lorsque la matrice A()
est symétrique définie positive, ii(§) est la projection orthogonale de u(&) sur V, par rapport au produit
scalaire défini par A(§). Le terme u(§) —ii(§) est donc a valeur dans V-, De méme, le terme Q(&) — O (&)
est a valeurs dans V-, donc LT (&) — A()Q(&) est a valeur dans W = {Ax;x € V;"} qui est un espace
vectoriel de dimension N —dim(V,). Comme ces deux quantités sont issues de calculs différents (le
premier étant le résidu du probleme dual et le second étant I’erreur faite sur le probléme direct), on peut
supposer qu’elles sont indépendantes. Comme on n’a aucune autre information a priori sur la distribution
du vecteur u(&) — ii(€) on supposera que sa direction est tirée uniformément sur la sphére unité. On peut
alors montrer que ceci revient a estimer le quantile de la distribution de | cos y|, ol y est I’angle entre une
direction fixe ug et un vecteur uniformément distribué sur la sphere unité de dimension k = dim(V,* N
W) > N —dimV, —dimV,. Pour estimer ce quantile, on utilise les coordonnées hypersphériques. Soit
(x1,...,X_1,up) une base orthogonale de R¥ et p,01,...,08;_1 € R* x [0;7]*~2 x [0 : 27t] les coordonnées
hypersphériques associées. Par construction, on a 8; = y. On cherche alors a obtenir la distribution des
01,...,0;_1, permettant d’obtenir une distribution uniforme sur la sphere, afin d’obtenir la distribution
de y. Soit f(01,...,0;_1) la densité de probabilité du tirage uniforme sur la sphére unité. Soit Sy un
élément de surface infinitésimal de la sphere unité, sa surface dSj (obtenue en calculant la jacobienne de
la transformation entre la base cartésienne et la base hypershérique) est donnée par :

k—1
dSi = 1"""[]sin*"'~"6; d6;
i=1

=

Soit S la surface de la sphere unité, on a :

ds, K Lsin*~1-7g; de;
P(X S Sk) Zf(e1,...,9k_1) do, ...dek_l = Tk = I_L_l

S
k—1
Ainsi, il vient : f(01,...,6;_1) = []/fi(6:) . avec
i=1
s ok—1—i
9.
£i(8) = —e————— pour 1<i<k—2 %
/ sin* 1~ x dx
0
et
fir(81) = o
k—1\Yk—1 _27t

On en déduit que les variables (6;);<;<x—; sont indépendantes et I’équation (7) permet d’obtenir les lois
de probabilité f; de chacune des coordonnées 6;. On peut alors numériquement estimer la distribution
de y = 0; permettant de calculer les quantiles. On remarque que, avec nos hypotheses, les résultats ne
dépendent que de la dimension de W NV,*. Les résultats numériques obtenus pour les quantiles d’ordre
1 — a, notés g (o), sont donnés sur la Figure 2 et permettent d’observer une décroissance en ﬁ

Enfin, compte-tenu des hypothéses faites, on en déduit 1’estimation suivante :

[5(8) = 5©)| = IL" —AE€)Q()|||u(&) — a(E) [|cosd(&)]
~ LT —AE)QE)||Pn(E) (A€)a(E) —b(E)) [[[cosd(E)]
< gr()A' (&) = A*(E) avec une probabilité 1 — o
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3 Optimisation
3.1 Introduction

Dans cette partie, on cherche a résoudre le probleme d’optimisation suivant :

argmins(x)
xeD
) >0 )
d(x)=0

Une solution proposée par Jones [4] repose sur I’utilisation d’un modele de substitution de la fonction
objectif et sur son exploitation afin de trouver un point intéressant pour 1’optimisation. Le krigeage
proposé par D. G. Krige [5] puis formalisé par G. Matheron [6] est utilis¢ comme modele de substitution,
dans 1’algorithme Efficient Global Optimization (EGO) proposé par [4]. L’algorithme SEGO [12] (pour
Super Efficient Global Optimization) est une évolution de EGO permettant de prendre en compte les
contraintes c(x) > 0 etd(x) =0.

3.2 Krigeage

Le krigeage, ou interpolation par processus gaussien, est une méthode d’approximation qui suppose
que la fonction a approcher est la réalisation d’un processus gaussien. On cherche donc a estimer une
fonction s : R” — R a partir d’un ensemble de parametres (ﬁ(l), e ,{;(”)) ot () € RP pour tout #, associés
a leurs images respectives par la fonction s (y(l)7 ey y(”)). L’approximation par krigeage est alors para-
métrée par le choix de la fonction moyenne u(x) et le choix de la fonction de corrélation Cov(é(1> E2):0).
Un choix possible, qui sera utilisé dans la suite, est le noyau gaussien :

(1) £(m) S () (m) 2
Cov(E", &™) =exp | — ) 0,8, - &
j=1

de parametre ® = (0;...0,)" € RP. La détermination du parametre @ est effectuée par estimation du
maximum de vraisemblance. A partir de ces parametres définissant la corrélation entre deux points de
notre ensemble de données, la matrice de covariance de notre jeu de données est calculée. Ceci permet
de calculer en tout point & de I’ensemble de départ une approximation de notre fonction ainsi qu’une
incertitude de prédiction associée. Le résultat du krigeage est qu’en tout point de notre espace de départ,
(&) suit une loi normale A($(§),c5(E)). La fonction § est 1’estimation moyenne de la fonction s et la
fonction ¢ est la variance de la loi gaussienne modélisant I’incertitude sur I’estimation et la valeur de la
fonction.



3.3 Super Efficient Global Optimization (SEGO)

Cet algorithme d’optimisation repose sur I’utilisation des métamodeles de krigeage afin de diminuer
le temps de calcul lors de I’optimisation. On définit I’amélioration espérée en un point donné &, comme
I’amélioration que I’on espere obtenir en &. Ceci revient a calculer 1’espérance de la quantité sup(/(§),0)
en posant I(&) = y,in — $() ol yin est le minimum de la fonction objectif obtenu jusqu’a présent. Ainsi,
en notant §(§) et 6(&) la moyenne et la variance du krigeage obtenu en &, on obtient [11] :

E[I(8)] = {(ymm —$(8)) [% +yerf (yg"("g)i(%;)} +0(8) = exp {4—@%(—575&,)) } Lf? Zg z 3

On cherche donc a maximiser I’espérance espérée ce qui revient a chercher le point ol I’on pense que
I’amélioration va étre la meilleure. Ce point est par la suite ajouté a notre base de données (enrichisse-
ment) et un krigeage est calculé en prenant en compte ce nouveau point. Comme les contraintes sont
coliteuses a évaluer, elles seront elles aussi estimées a 1’aide d’un krigeage. L’incertitude sur le modele
des contraintes n’est pas pris en compte. Ceci se traduit par 1’ Algorithme 1.

Algorithm 1 SEGO

1: procedure SEGO(s,c,d,D,ng) > Find argmin, ., s(x) s.z. ¢(x) >0,d(x) =0
2: Initialization :

3 doe_x < ng set of vector on D sampled with Latin Hypercube.

4 doe_y < s(doe_x), doe_c <— c(doe_x), doe_d <— d(doe_x)

5: y_min < min; doe_yl[i] s.t. doe_c[i]>0, doe_d[i]=0
6
7
8
9

Riter < 0
while n;.. < niye do
§,6 + Gaussian Process (doe_x, doe_y)

¢,_ < Gaussian Process (doe_x, doe_c)

10: d ,_ < Gaussian Process (doe_x, doe_d)

11: Xpy,, 4 argmin, g, EI(x) s.t. é(x) >0,d(x) =0

12: Add x,,, to doe_x

13: Add s(xp,,,) to doe_y

14: Add c(xy,,,) to doe_c

15: Add d(x,,,) to doe_d

16: y_min < min doe_y

17: end while

18: return doe_x[argmin; doe_y[i] s.z. doe_c[i]>0, doe_d[i]=0]

19: end procedure

3.4 Utilisation de SEGO avec une réduction de modéeles

Dans cette partie, il est proposé une combinaison de 1’algorithme SEGO et de la réduction de mo-
deles. Grace a la valeur du modele réduit et a la borne de I’erreur présentée dans les sections 2.4 et 2.5, on
peut obtenir un encadrement de la valeur exacte de s(§) permettant potentiellement de statuer sur son op-
timalité. Ceci permet d’écarter par le modele réduit des points non intéressants trouvés par 1’algorithme
SEGO. A I’aide de la réduction de modeles présentée dans la section 2, on peut obtenir en tout point &
une approximation §(&) et une borne probabiliste de I’erreur A=!2(€). Soit £* le paramétre donné par
SEGO, deux cas sont alors possibles :

— §(&*) — A/(E*) < ymin : dans ce cas, le modele réduit ne permet pas de conclure au niveau de

confiance fixé sur I’optimalité de s(£*). Le modele complet est évalué, permettant d’obtenir s(&*),
u(&*) et Q(&*). On rajoute alors vect(u(€*)) (resp. vect(Q(E*))) a I'espace V, (resp. V,). De
plus, s’il s’avere que $(£*) < Ypin, I'opérateur A(E*)~! remplace I’opérateur correspondant au
parametre le moins optimal dans le calcul du préconditionnement.

— §(E) — A/() > yuin : dans ce cas, il est fortement probable que le point & ne soit pas optimal

(risque géré par le quantile de niveau o et la précision du préconditionneur). Il est alors inutile de
calculer la vraie valeur de s(&).



En ajoutant cette fonctionnalité a I’algorithme SEGO, il est possible d’éviter le calcul du modele complet
en un certain nombre de points. De plus, le modele réduit est modifié a chaque fois que le modele complet
est pris en compte afin d’améliorer sa précision, permettant de réduire au fur et a mesure des itérations
le nombre d’appels au modele exact.

4 Premiers résultats

Il est proposé de tester ces résultats sur un cas de dimensionnement d’aile d’avion. La structure de
I’aile est modélisée par un modele éléments finis avec 15000 éléments plaques (DKT [7]) repartis sur
trois sections d’aile. Chaque section d’aile est composée de nervures (vert), d’un longeron avant (gris),
d’un longeron arriere (rouge) et d’une peau (bleu) comme I’illustre la Figure 3. Chacun de ces éléments
est caractérisé par des propriétés physiques communes (module d’Young E = 72.4GPa, coefficient de
Poisson v = 0.3) mais par des épaisseurs différentes. Les douze épaisseurs forment alors les paramétres
de notre modele. L’ objectif est d’obtenir un déplacement vertical minimal en bout d’aile sous contrainte

FIGURE 3 — Maillage de I’aile avec ou sans peau mettant en évidence les 3 sections et les différents
composants : nervures (vert), longeron avant (gris), longeron arriere (rouge) et peau (bleu).

sur la masse maximale admissible. Le chargement est constant et calculé comme étant le résultat d’un
calcul d’aéroélasticité ou 1I’aérodynamique de I’aile est obtenue par une méthode Vortice Lattice Method
(VLM [8]) dans le cadre d’une certification (coefficient de charge a 2.5). Le chargement ne sera pas
recalculé pour chaque nouveau parametre mais sera considéré comme représentatif du calcul aéroélas-
tique puisque la géométrie de I’aile est inchangée. En posant A(§) la matrice de rigidité de ’aile et F le
chargement (supposé constant), le déplacement des noeuds de 1’aile est obtenu en résolvant le systeme

AQ)u(§) =F ©)

Apres avoir inversé le systeme (9), la fonction objectif de notre probléme est obtenue en extrayant une
valeur particuliere du déplacement u(&). Ainsi, L(§) = L ne dépend pas de £ et est composé de zéros sauf
en un point. La masse de ’aile est indépendante du résultat de ce calcul, elle dépend uniquement de la
géométrie initiale de 1’aile et des épaisseurs &.

Ce probleme d’optimisation a été résolu a I’aide de trois algorithmes : 1’algorithme SEGO sans
réduction de modeles, I’algorithme SEGO avec réduction de modeles et approximation de la borne de
erreur Al (§) et, enfin, 1’algorithme SEGO avec réduction de modeles et borne de 1’erreur probabiliste
A?(E) = g (oe = 0.01)A!(€). Le nombre d’appels maximal au code complet éléments finis ou au modele
réduit est fixé a 300, en comptant un échantillon initial de dimension 40 (permettant d’initialiser le
modele réduit et le krigeage par SEGO). Avec une dimension minimale égale a 15276 — 2nby,,=14676,
le coefficient gi (ot = 0.05) est égal a 1.6572. Le préconditionneur est évalué selon 1’équation (6) par
interpolation de m = 10 opérateurs, la valeur K permettant d’approcher les coordonnées des opérateurs
est fixée a 400. Tous les déplacements et les solutions du probleme dual sont utilisés pour la construction
des espaces de solution.

Ces premiers résultats montrent que 1’ajout de cette borne corrigée permet de diminuer de maniere
tres importante le nombre d’appels au modele complet sans dégrader la précision de I’ optimisation.

5 Conclusion et perspectives

La réduction de modeles par projection et la correction duale ont permis de construire une approxi-
mation fidele de la solution d’un code de calcul pour un colit numérique bien inférieur. A travers ce



Optimisation Nombre d’appels | Nombre d’appels | Minimum
au code complet | au modele réduit trouvé

sans réduction de modeles 300 0 2.13849
avec réduction de modeles et AT () 288 12 2.13976
avec réduction de modeles et A%(E) 162 138 2.13888

TABLE 1 — Résultats obtenus sur le cas test structure en fonction des modeles utilisés.

nouvel algorithme, il a été possible d’utiliser la réduction de modeles afin d’accélérer le processus d’op-
timisation en limitant le nombre d’appels a la fonction objectif. La correction de la norme proposée
permet de sensiblement améliorer la précision de la borne de 1’erreur et permet de réduire fortement le
nombre d’appels au code de calcul. Par la suite la robustesse du processus sera investiguée par une étude
plus poussée.
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