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ABSTRACT

Dans cet article nous utilisons une approche géométrique de I'équation de Liénard pour
prouver que pour F(x) = x [T~,(x? — i?) il y a au moins une solution périodique coupant
[-i—1;-i] et [i;i+1], pourtout 1< i < n et une coupant ]—co; —n], et [n; OO[OX’ pour
prouver que pour tous les polynémes de degré impair les solutions périodiques sont dans un
espace borné autour de l'origine et que pour tous les polynémes de degré pair les solutions
périodiques coupent un intervalle borné de 0,,, pour détecter les solutions périodiques en
etudiant une transformation linéaire de 0,,, pour prouver que les nombres de solutions
périodiques pour F(x) et pour AF (x) sont différents, pour donner cinq nouveaux algorithmes
permettant de localiser les solutions périodiques, pour donner des exemples de fonctions
pour lesquelles il y a au moins une solution périodique coupant [—i —1; —i]Oxet [i;i+ 1]0x
pour tout ieN*, pour donner des conditions sur les coefficients de polynémes pour qu'il y ait
des solutions périodiques et pour déterminer une borne inférieure a la probabilité qu’il n’y ait
pas de solutions périodiques
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PRINCIPAUX RESULTATS

Les méthodes utilisées pour détecter localiser et dénombrer les solutions périodiques de

I'équation de Lienard {y _

= o F@) avec F(x) une fonction continue telle que F(0) = 0 sont

traditionnellement celles de 'analyse S’agissant d’'un probléme de nature géométrique c’est
selon ce point de vue que nous avons abordé la question

Les principaux résultats obtenus sont les suivants :

1)

3)

4)

9)

6)

7)

Pour F(x) = x[[~,(x? — i?) il y a au moins n solutions périodiques a savoir au moins
une solution périodique coupant [—i — ,—i]Oxet [i;i+ 1]0x pour tout 1< i < n et au

moins une coupant ]—co; —n], et [n; °°[o
X

—%n“x'“]Isin(nx)Ik si X € U impar|i51+ 1]
Pour F(x) =<0 six=0 aveci € Zetk,n €
%n“x'“]lsin(nx)lk six € Ujpair[i;i+1]
R* et n > 2 pour laquelle il y a une infinité de solutions périodiques dont au moins
une qui coupe [~i —1;—i] et[i;i+ 1], pourtoutie Z’
Nous donnons d’autres exemples
Pour F(x) = sin(rx) il y a au moins 10° solutions périodiques avec au moins une qui
coupe [—i —1; —i]Oxet [i;i+ 1]0 pour tout 1 < i < 10° En réalité il y a trés
probablement une infinité de solutions périodiques
Nous donnons d’autres exemples

Lorsque F(x) est un polyndme de degré impair, les éventuelles solutions périodiques
sont contenues dans un espace borné autour de I'origine et nous donnons deux
méthodes générales pour déterminer cet espace

Par exemple, si F(x) = nx3 — mx avec m etn > 0 alors les éventuelles solutions
périodiques sont situées dans I'espace

[—e‘l @ +m) 2™ 24m _14(2+ m) 2+m] (2+ m) 2+m] ot
Oy

ne coupent ni [—\/E \/E] ni [min{_z_m\/i;_\/ﬁ};max{Z_m\/E;\/ﬂ}]
n n Ox 3 3n n 3 3n n o

Lorsque F(x) est un polyndme de degré pair, les éventuelles solutions périodiques
coupent un intervalle borné de Oy_ et nous donnons une méthode générale pour
déterminer cet espace

Par exemple si F(x) = mx?™" alors les éventuelles solutions périodiques

1
1\ ( 1 \zn-1,
coupent ]— (2 - Z) (%) ; OL
y
Le nombre de solutions périodiques pour F(x) n’est pas égal au nombre de solutions
périodiques pour AF (x) avec 1 € R/{1}
Nous présentons une «Nasse» une «Zone de péche» une «Ligne de péche» un
«Filet de péche» et un «Peigne» qui sont des algorithmes polynomiaux qui détectent

2+m 2

~2+m) B2
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la présence de solutions périodiques et le cas échéant en donnent une localisation
précise
Ces méthodes permettent de botaniser toutes sortes de nouvelles configurations de
solutions périodiques par exemple avec des F(x) non symétriques

8) L’étude des solutions périodiques pour les polynémes factorisables sur R se raméne
a I'étude des solutions périodiques pour les polyndmes de la forme F(x) =
Ax[lie (x —c;) telsqued =0 etc; €[-1;1] pourtout1 <i<n

9) Si F(x) est un polyndme de degré n alors la probabilité qu’il n’y ait pas de solution

n—2
(l)T sin = 2 et pair
périodique est supérieure ou égale a e
L(%)T sin = 3 et impair
En particulier si F(x) = a,x? + a;x avec a; # 0 et a, # 0 il 'y a aucune solution

périodique
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INTRODUCTION

Notre axe d’attaque pour localiser et dénombrer les solutions périodiques de I'équation de
Lienard {y Y= o F@) ou F(x) est une fonction continue et telle que F(0) = 0 consiste a

encadrer F(x) par des fonctions particuliéres

Notations
. . o s . e s . X = F(x)
Trajp)(x; y) est la trajectoire issue de (x;y) pour I'équation différentielle y =

PROPOSITION 1

Soit F(x) une fonction continue telle que F(0) =0

L(x) = F(x) pour x <0
L(x) < F(x)pour x =0
inclue dans Traj,x) (x; yo) pour tout x, et y,

H(x) < F(x) pour x <0
H(x) = F(x) pour x = 0

Si L(x) est une fonction continue telle que { alors Trajp(x)(xo; ¥o) €St

Si H(x) est une fonction continue telle que { alors Trajp(x)(xo; o)

inclut Trajyx (xo; yo) pour tout x, et y,

Preuve

ona ()AL 47) = (b o) =IO EMICE) s (5704 E)

y- F(x)) (y L(x)

Ainsi le signe de sin ((
0 0

)) est le méme que celui de x(F(x) — L(x)) qui est

y—L(x)

—X
pointe vers I'extérieur et donc que Trajp(y (xo; yo) st inclue dans Trajy ) (xo; ¥o) pour tout
xo et yo
On montre de la méme maniére que Trajp(y)(Xo; Yo) inclut Trajy ) (xo; yo) pour tout x, et y,
#

positif ce qui signifie que pour tout point sur Trajg x)(xe; yo) le champ de {y _
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CHAPITRE 1 — Utiliser les symétries de F(x)

PROPOSITION 2
Soit F(x) une fonction continue telle que F(0) = 0 Si F(x) = F(—x) alors il y a une infinité de
solutions périodiques

Preuve

F(x) (0, F(x0))

Xo

(~x(=8,y(-)) > (x(0),y(®))

(0;¥(M)

Soit (x(t); y(t)) une solution pour F(x) alors (—x(—t); y(—t)) est aussi une solution pour
F(x) En effet posons %(t) = —x(—t) et §(t) = y(—t) et alors ¥(—t) = x(—t) = y(—t) —
F(x(=1)) = () = F(=%(®)) = 5(t) = F(%(®)) et y(=¢t) = —y(=t) = x(=t) = —%(t)

Si F(x) est non nulle alors il existe § > 0 et x, > 0 tels que F(x) # 0 et F(x) strictement
croissante (respectivement décroissante) pour tout xe[x, — §; xy + 6]

Supposons que F (x,) > 0 et F(x) strictement croissante alors Trajz()(0; F(x,)) va couper
F(x) puis Oy_ de méme que toutes les trajectoires Trajr(,)(0;y) pour lesquelles 0 <y <
F(xo)

Soit (X(t); Y(t)) la solution pour F (x) issue de (0, F(x,)) et soit le plus petit T > 0 tel que
X(T) = 0 alors (X(t),Y(t)) passe par (0;Y(T)) Alors la solution (=X (—t), Y (—t)) passe par
(=X(0);Y(0)) = (0; F(x0)) et (=X (=(=T)); Y (=(=T))) = (=X(T); Y () = (0; Y(T))

Ainsi (X(©); Y (D)) et (—X(—(—t)); Y(—(—t))) sont identiques et (X(t); Y (t)) est périodique
de période 2T

Si F(xy) < 0 ou F(x) strictement décroissante la démonstration se fait de maniére analogue
que précédemment en considérant —F (x) ou F(—x)

Si F(x) = 0 pour tous les x alors toutes les solutions sont des cercles centrés a I'origine
#

APPLICATION
Soit F(x) = x? alors toutes les solutions issues de 0y, sont périodiques et celles issues 0y_
avec y < —1 ne sont pas périodiques.
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PROPOSITION 3
Soit F(x) une fonction continue telle que F(0) = 0 Si F(x) est telle que F(—x) > F(x) pour

tout x > 0 (respectivement F(—x) < F(x) pour tous x > 0) alors il n’y a aucune solution
périodique

Preuve

F(x)

H(x) = F(—x)

I
I
I
’
’

Trajy)(0;y)

Trajry)(0;y)

Posons H(x) = F(—x) alors H(x) > F(x) pour tout x > 0 et donc Trajy)(0;y) est
enveloppée strictement par Trajp(,)(0; y) et dés lors si Trajr(,(0;y) coupe Oy_ ce sera
strictement en dessous de Trajy ) (0; y) Ainsidonc Trajg ) (0;y) n'est pas une solution
périodique

Et si Trajp)(0;y) ne coupe pas Oy_ alors Trajp(y(0; y) n'est pas une solution périodique
#

THEOREME A

Soit F(x) une fonction continue telle que F(0) = 0 Si F(x) = S(x) + A(x) tel que S(x) est
paire et A(—x) < A(x) pour tous x # 0 (respectivement A(—x) > A(x) pour tous x # 0) alors
il n’y a aucune solution périodique

Preuve
OnaF(—x)=S(—x) + A(—x) = S(x) + A(—x) < S(x) + A(x) = F(x) et on applique la
proposition 3

#
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COROLLAIRE A1 _
Soit F(x) = ?:.1 a;x' Si Ylimpairs=1 @ X' > 0 pour tous x # 0 (respectivement
Fimpairs=1 % X' < 0 pour tous x # 0) alors il n’y a aucune solution périodique

Preuve . .
On définit S(x) = Xi'pairs i X' €t A(X) = X impairs @ X OnaF(x) = S(X) + A(x)
#

COROLLAIREA2

Soit F(x) = Y}, a; x* Sitous les a; quand i est impair sont positifs et pas tous nuls
(respectivement négatifs et pas tous nuls) alors il n’y a pas de solutions périodiques
#

COROLLAIRE A3

Soit F(x) = ayx? + a,x tel que a, # 0

Sia; = 0 alors il y a une infinité de solutions périodiques
Si a; # 0 alors il n’y a aucune solution périodique

Preuve

Sia, = 0 alors F(x) = a,x? est paire et il y a une infinité de solutions périodiques

Si a; # 0 alors la condition a;x > 0 (respectivement < 0) pour tout x est toujours vraie
#

Ll F(x) = x* F(x)=x*—x 2*

COROLLAIRE A4.a

Soit F(x) = azx® + ayx? + a,x tel que a; # 0

Si a; = 0 alors il n’y a aucune solution périodique

Sia; # 0etsia; > 0eta, >0 (respectivement a; < 0 et a; < 0) alors il n’y a aucune
solution périodique

Preuve

On aazx3 + a;x = x(azx? + a,) 1l N’y a aucune solution périodique si la condition a;x? +
a; > 0 (respectivement < 0) pour tout x est satisfaite

Si a; = 0 ceci équivauta a; # 0

Si a; # 0 ceci équivauta a; > 0 et a; > 0 (respectivement a; < 0 et a; < 0)

#
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COROLLAIRE A4.b

Soit F(x) = azx® + a,x? + a,x tel que a; # 0 alors il n’y a au moins une solution périodique
que si a;az <0

#

COROLLAIRE A.5.a

Soit F(x) = asx* + azx3 + ay,x? + a;x tel que a, # 0

Sia; = 0 et sia; = 0 alors y a une infinité de solutions périodiques

Sia; =0 etsiaz + 0 alors il n’'y a aucune solution périodique

Sia; # 0 etsiaz = 0 alors il n’'y a aucune solution périodique

Sia; >0 eta; > 0 (respectivement a; < 0 et a; < 0) alors il n’y a aucune solution périodique

Preuve

Sia, = a; = 0 alors F(x) = a,x*+a,x? est paire et donc il y a une infinité de solutions
périodiques.

Supposons que a; # 0 ou as # 0 On aazx3 + a;x = x(azx? + a,) Il N’y a aucune solution
périodique si la condition a;x? + a; > 0 (respectivement < 0) pour tout x est satisfaite Ceci
est vrai si a; = 0 et si az # 0 Ceci est aussi vrai si a; # 0 et si a; = 0 Et finalement ceci est
vrai si az > 0 et a; > 0 (respectivement a; < 0 et a; < 0)

#

COROLLAIRE A.5.b

Soit F(x) = azx* + asx® + a,x? + a,x tel que a, # 0 alors il n’y a au moins une solution
périodique que sia; = a; =0 ou a;a; <0

#

COROLLAIRE A.6.a

Soit F(x) = asx® + a,x* + azx® + a,x? + a,x tel que ag # 0

Sia; =0etaz =0 etas > 0 (respectivementa; < 0 et as < 0) alors il n’'y a aucune solution
périodique

Sia; # 0 et az? — 4asa, < 0 alors il n’y aucune solution périodique

Preuve

On aasx® + azx3 + a;x = x(agx* + azx? + a,) 1l N’y a aucune solution périodique si la
condition asx* + asx? + a; = 0 (respectivement < 0) pour tout x est satisfaite.

Si a; = 0 alors la condition est asx* + a;x? > 0 (respectivement < 0) Et elle est vraie si
asz = 0 etag > 0 (respectivement a; < 0 et ag < 0)

Si a; # 0 alors la condition est vraie si a;? — 4asa; < 0

#

COROLLAIRE A.6.b

Soit F(x) = asx® + a,x* + azx3 + a,x? + a,x tel que ag # 0 alors il n’y a au moins une
solution périodique que sia, = 0 etazas <0ousia, # 0 et az?> —4asa; =0

#
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COROLLAIRE A.7.a

Soit F(x) = agx® + agx® + azx* + azx3 + a,x? + ayx tel que ag # 0

Sia; = a3 = ag = 0 alors il y a une infinité de solutions périodiques

Sia; =a; =0etas # 0 alors il n’'y a aucune solution périodique

Sia; = as =0etasz # 0 alors il n’y a aucune solution périodique

Sia; # 0 etaz = as = 0 alors il n’y a aucune solution périodique

Sia; =0eta; > 0 etas > 0 (respectivement a; < 0et as < 0) alors il n'y a aucune solution
périodique

Sia; =0eta; >0 etas > 0 (respectivement a; < 0 et as < 0) alors il n'y a aucune solution
périodique

Sias; =0eta; >0 etaz > 0 (respectivement a; < 0 et az < 0) alors il n’'y a aucune solution
périodique

Sia; > 0 etaz >0 etas > 0 (respectivement a; < 0etaz <0etas <0)alors il n’y a aucune
solution périodique

Siajazas # 0 et az? — 4asa; < 0 alors il n’y a aucune solution périodique

Preuve

Sia, = a; = ag = 0 alors F(x) = agx® + a,x* + a,x? est paire et il y a une infinité de
solutions périodiques

On aasx® + azx® + a;x = x(asx* + azx? + a,) 1l N’y a aucune solution périodique si la
condition asx* + azx? + a; > 0 (respectivement < 0) pour tout x est satisfaite.

Sia; = a; = 0 et as # 0 alors la condition est asx* > 0 (respectivement < 0) Et elle est vraie
si as > 0 (respectivement as < 0)

Sia; = as = 0 et a; # 0 alors la condition est a;x? > 0 (respectivement < 0) Et elle est
vraie si az > 0 (respectivement a; < 0)

Sia; # 0 etaz; = a; = 0 alors la condition est a; = 0 (respectivement < 0) Et elle est
toujours vraie

Sia, = 0etag # 0 etay # 0 alors la condition est asx* + a;x? > 0 (respectivement < 0) Et
elle est vraie si a; > 0 et a; > 0 (respectivement a; < 0et a; < 0)

Sia, # 0 eta; = 0 etag # 0 alors la condition est asx* + a; > 0 (respectivement < 0) Et
elle est vraie si a; > 0 et ag > 0 (respectivement a; < 0et a; <0)

Sia; # 0 eta; #+ 0 etag = 0 alors la condition est a;x? + a; > 0 (respectivement < 0) Et
elle est vraie si a; > 0 et a; > 0 (respectivement a; < 0et a; <0)

Sia; > 0etaz >0 etas > 0 (respectivement a; < 0etaz <0etas <0) alors la condition
asx* + azx? + a; = 0 (respectivement < 0) Et elle est toujours vraie

Sia, # 0 eta; # 0 etag # 0 alors la condition est asx* + azx% + a; > 0 (respectivement <
0) Et elle est vraie si az? — 4agsa; <0

#

COROLLAIRE A.7.b

Soit F(x) = agx® + asx® + asx* + azx3 + a,x? + a;x tel que ag # 0 alors il n’y a au moins
une solution périodique que sia; = 0 etazas; <0 ousi az =0etajas <0 ousias =0 et
a,az < 0 ou si a;azas # 0 et az? — 4asa; =0

#

Nous allons traduire ces conditions analytiques sur les coefficients de polynédmes en
conditions géométriques sur les positions des solutions de polynbmes
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COROLLAIRE A.8
Si F(x) est un polynéme de degré 3 tel que F(0) = 0 alors il y a des solutions périodiques
que s’il a 2 solutions réelles non nulles de signe opposé.

Preuve

Si F(x) a 3 solutions nulles alors F(x) = Ax3 et il n’y a pas de solution périodique

Si F(x) a 2 solutions nulles alors F(x) = Ax?(x —s;) = 2 x3 — As;x? avec s; # 0 Alorsiln’y a

pas de solution périodique

Si F(x) a 1 solution nulle alors F(x) = Ax(x — s;)(x — s5) = Ax3 — A(s; + s3)x? + As;5,x avec

s; € C*pouri =1,2

a) Sis; € R puisque s; + s, € Ralors s, € R et alors pour qu’il y ait des solutions
périodiques il est nécessaire que s;s, < 0 et des lors que les solutions non nulles soient
de signe opposé

b) Sis; € C puisque s; + s, € Ralors s, EC Notons s; =a+ibalors s, =a—ib et F(x) =
x3 — 2ax? + (a? + b?)x pour laquelle il N’y a pas de solution périodique

#

COROLLAIRE A9
Si F(x) est un polynéme de degré 4 tel que F(0) = 0 et qui est factorisable dans R alors il y
a des solutions périodiques que S'il y a:

e 4 solutions nulles

e 2 solutions nulles et 2 solutions non nulles opposées

e 1 solution nulle et 1 solution non nulle négative et 2 solutions non nulles positives

e 1 solution nulle et 2 solutions non nulles négatives et 1 solution non nulle positive

Preuve

Si F(x) a 4 solutions nulles alors F(x) = Ax* est paire et il y a une infinité de solutions
périodiques.

Si F(x) a 3 solutions nulles alors F(x) = 1 3(x —s;) = Ax* — As;x3 avecs; # 0 Alors iln’y a
pas de solutions périodiques.

Si F(x) a 2 solutions nulles alors F(x) = Ax?(x — s;)(x — s,) = Ax* — A(s; + 55)x3 + As;5,x?
avec s; € R* pouri=1,2

1) Si s; +s, =0 alors il y a une infinité de solutions périodiques

2) Si s; + s, # 0 alors il n’y a aucune solution périodique

Si F(x) a 1 solution nulle alors F(x) = Ax(x —s;)(x — s3)(x — s3) = A x* — A(s; + 5, +

S3)x3 + A(51S; + 153 + 5253)x% + As15,53x avec s; € R*pour i = 1,2,3

1) Sis; +s,+s3=0alorsiln’y apas de solutions périodiques

« Une approche géométrique de I'équation de Liénard pour prouver que pour F(x) = x [T, (x? — i?) il y a au moins n solutions périodiques, que
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2) Sis;+s,+s3>0ets;s,s3 <0 alors il n’y apas de solutions périodiques

3) Sis;+s,+5s3<0ets;s,s3 >0 alors il n’y a pas de solutions périodiques

Ainsi il ne peut y avoir des solutions périodiques que

o Sis;+s,+ 53 <0ets;s,s3 > 0ce quiimplique 1 solution positive et deux solutions
négatives

o Sis;+s,+5s3>0ets;s,;s3 <0 ce quiimpliqgue 1 solution négative et deux solutions
positives

F(x) = x* —x3 —2x2

COROLLAIRE A.10

Si F(x) est un polynéme de degré 4 tel que F(0) = 0 qui n’est pas factorisable dans R et soit
s la solution dans R* et r la partie réelle de ses deux solutions dans C alors il y a des
solutions périodiques que si —2r <s <0ou0<s < —2r

Preuve

OnaF(x)=2 (x—s)(x?+ax +b) avecs,a €R etb € R*tels que a® < 4b
Ainsi F(x) = Ax* + A2(a — s)x® + A(b — sa)x? — Asbx et si

1) a>sets<0alorsiln’y apas de solutions périodiques

2) s>aets>0alorsiln’y apas de solutions périodiques

Ainsi il n’y a des solutions périodiques quesia <s<0ou0<s<a

Et les solutions de F(x) dans C sont —= + i_“‘“’z‘“z

#

Et finalement nous pouvons borner inférieurement la probabilité d’absence de solution
périodique en fonction du degré du polynédme

THEOREME B

Si F(x) est un polynéme de degré n tel que F(0) = 0 alors la probabilité qu’il n’y ait pas de
n—2

(1) ? sinestpair

solution périodique est supérieure ou égale a

n-1

1N\ 7 . o
(5) ? sinestimpair

« Une approche géométrique de I'équation de Liénard pour prouver que pour F(x) = x [T, (x? — i?) il y a au moins n solutions périodiques, que
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Preuve
Soit F(x) = apx™ + -+ a;x et n = 1 Selon le Corolaire 4.1 si pour les k impairs on a a;, >
0 alors il n’y a pas de solution périodique. De méme si pour les k impairs on a a; < 0 alors il

n-2
n’y a pas de solution périodique. Ainsi, il n’y a pas de solution périodique dans plus de (%) 2
n—1
des cas de figure si n est pair et G) ? des cas de figure si n est impair

#

PROPOSITION 4-a
Soit F(x) = Ax [1}=,(a;x — b;) tel que 1 # 0 et a; # Opourtous les1<i<n SiT(x;y) est

une solution pour F(x) alors T (x(l M-, a]) s y(A T ) ) est une solution pour F(x) =
x 1=, (x - ;i (’1 H;‘l=1 aj)z)
Preuve
1 1
Posons X = (A[T}-, a;)"x etY = (A[[}-, a;)" y alors on a
1 1 1 1
X =AMz a)% = (A= a)"(y = F(0) = (ATj=1 a)"y — (AITj=y @)"F () = ¥ —
1
1 1 1 _z _l
(A1 @) F (AT 0) 7X) = ¥ = (ATTey @) AR s @) "X Ty (@ (AT, ) "X =
_1 . 1

b) =¥ - AXTIE, <a (AM=ra) ™ (X2 (T aj)")> -

_ . 1 . 1
Y — AX(H?=1 aj)(’1 H7=1 aj) ' | L (X - Z_: (H}L=1 aj)n) =Y - X[Ii-, <X - Z_Z(H;'l:l aj)n) =Y -
FX)

1 1

Onaaussi Y = y(A[T}-, a;)" = —x(A[1}-, a))" = —

#

PROPOSITION 4-b
Soit F(x) = Ax[[7~,(a;x — b;) tel que 1 # 0 et a; # 0 pour tousles1 <i <n SiT(x;y) est

une solution pour F(x) alors T (3 ;%) est une solution pour F(x) = A6"x [T, (ax — )

Preuve

PosonsX-% Y:—alorson aX_f_y i(x)_ Y——F(ix) :Y——AX]'[ ' (a;0X — by) =
i\ — 7 Yy _=x _

Y — AX T ( ) Y — AAmX [T (aiX—K)—Y—F(X)etY—K_T_—X

COROLLAIRE 4.1

L’étude des solutions périodiques pour les polynémes factorisables sur R se raméne a
I'étude des solutions périodiques pour les polynémes de la forme F(x) = Ax [I=,(x — ¢;) tels
queA #=0etc; €e[-1;1] pourtout1 <i<n

« Une approche géométrique de I'équation de Liénard pour prouver que pour F(x) = x [T, (x? — i?) il y a au moins n solutions périodiques, que
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Preuve
Soit F(x) = Ax[[}-,(a;x — b;) telque 1 # 0 eta; # Opourtousles1 <i<n
Selon la proposition 4.a il y a une bijection entre les solutions pour F(x) = Ax [[j~,(a;x — b;)

1
et les solutions pour F(x) = x [T, (x ~ 2 G, a]-)”)
Selon la proposition 4.b il y a une bijection entre les solutions pour F(x) = x [T%, (x —
1 1
Z—E(A -, aj)a) et les solutions pour F(x) = A™x[[%, (x - Ab—;i (2117, aj)z)
#

1 1
On pose A= max {Z—: 1<i< n} (ATTL )" etalorsona |¢;| = ‘Ab—; (ATT )"

| by 1 by by
aj n nl — aj — aj
b; i ()L Hj:l ai) - max{ﬁ|1<i<n} B max{|5 |1<i<n} =1
max{a—?|1sisn}(?\]'[]-"=1 aj)" aj T ag|' T
1

#
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CHAPITRE 2 — Délimiter les zones ou passent les solutions périodiques

Nous allons maintenant encadrer F(x) par des droites

LEMME 1

Soit A = 2 alors les droites y = ('&Zﬂ) x — h sont des solutions de I'équation
{J'c =y—Ax+h

y=-x

Preuve

Dey = ()&Zﬂ)x—hontirey=

A+VAZ-4 A+VAZ-4 A+VAZ-2
()= (55

2 2
AtVAZ-4 A+VAZ—-4 A+VAZ—4 A+VAZ—4 A+VA%—4 2
E (S A Rl G A e Ll G R

x Puisque x = y — Ax + h on obtient y =
A+VAZ—4
2

(Aiv/lz —4)
2

h Etfinalement puisque y = ( )x —hon

obtient y = ( > > > > >

2 2 2 2 2

) (5 ) () - (22 (22

#

Traj;,(0;y0)

Trajs.(0;yo)

Trajzx(xo; Xo) Trajs.(xo; Xo)

Et on en déduit que plus 1 est grand et plus les Trajj,_,(0,y) resteront plus proches de

y = Ax — h une fois qu’elles I'auront coupée Les droites y = Ax — et y = (%’12_4) x—h

forment une « nasse »

LEMME 2
xz.)]_zx-l_hsont { x(t) = (x, + (yg — x, — h)t)e™t

Les solutions de I'équation { _
7 = —x V(O = (o —h + (yo — %o — D)t + h

« Une approche géométrique de I'équation de Liénard pour prouver que pour F(x) = x [T, (x? — i?) il y a au moins n solutions périodiques, que
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Preuve

Onax(t) = (o —xo —h)e™ — (x5 + (o — x, —)t)e™" = ((¥o — 2%, — h) — (Yo — %, —
h)t)e™t

D’autre part y(t) — 2x(t) +h = (yo—h+ (yo —x, —h)t)e ™t —h — 2(x, + (yo — x, —
mt)e™ +h = (Yo — 2%, —h) = (¥o — %, — W)t)e™*

Et donc x(t) = y(t) — 2x(t) + h

Onaaussi y(t) = ((yo = %o —h) = (¥o — ) — (Vo — X = Wt)e ¢ = (=x, — (Vo — X, —
ht)e t = —x(t)

#

Notations
Soit [a; b]o, l'intervalle [a; b] de Oy, respectivement [a; b]oyl'intervalle [a; b] de O,

THEOREME C

Soit F(x) une fonction continue telle que F(0) = 0 et telle qu’il existe D = 0 tel que F(x) =
2x + F(D) — 2D pour tous les x = 0 et qu’il existe d < 0 tel que F(x) < 2x + F(d) — 2d pour
tous les x < 0 et notons x = min{x = 0|F(x) = F(d) — 2d} et

x = max {x < 0|F(x) = F(D) — 2D} alors les solutions périodiques sont dans situées dans
l'espace [(F(D)—2D — F(d) + 2d)e™; (F(d) — 2d — F(D) + 2D)e ']o N [g,f]o )X [F(D) —

2D; F(d) — 2d]

Oyx

Preuve
Pour tout y > 0 on a que Trajz(0; y) estinclue dans Traj,y,pp)-2p(0;y). D'autre part,

comme conséquence du lemme 1, on a que Traj,x4rp)-20(0;y) avecy = 0 coupe ]F(D) —
2D;0[o,,_

De la méme maniére on a que Tra ;x4 pq)-24(0; y) avec y < 0 coupe ]0; F(d) — 2d[0y+
Alors pour tout y = F(d) — 2d on a que Trajz(0; y) coupe ]0; F(d) — Zd[oer et donc que
Trajp(0,y) n’est pas une solution périodique

De la méme maniére, pour tout y < F(D) — 2D on a que Trajr(0;y) n’est pas une solution
périodique

En synthése toutes les solutions périodiques coupent [F(D) — 2D; F(d) — 2d]0y.

1°" approche
F(d)-2d F(D)-ZD-)‘?X
F(d)-2d+x
(F(d)-2d-F(D)+
+2D)e! .-
(F(D)-2D- -
F(d)+2d) e~
F(D)-2D+x
F(d)-2d+2x F(D)-2D
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Trajp)(0; F(d) — 2d) est enveloppée par Traj x.rpy-20(0; F(d) — 2d) Et puisque
Trajyx+r(p)-20(0, F (d) — 2d) atteint son maximum en x lorsqu’elle coupe la droite y = 2x +
F(D) — 2D Par le lemme 2 ce point d’intersection est donné par le systeme d’équations

x(t) = (F(d) — 2d — F(D) + 2D)te™*

y(t) = (F(d)—2d — F(D)+2D)(1 + t)e~t + F(D) — 2D

y(t) = 2x(t) + F(D) — 2D
Ainsi x = (F(d) — 2d — F(D) + 2D)e™! est la borne a droite de I'espace ol se trouvent toutes
les solutions périodiques
De la méme maniére on détermine que (F(D) — 2D — F(d) + 2d)e~! est la borne & gauche
de I'espace ou se trouvent toutes les solutions périodiques
En synthése toutes les solutions périodiques coupent [(F(D) — 2D — F(d) + 2d)e™; (F(d) —
2d — F(D) + 2D)e™ '],

2°™ approche

F(d)-2d F(D)-2D+2.

1=

F(D)-2D+x .
F(d)-2d+x o

F(d)-2d+2x F(D)-2D

Trajr)(0; F(d) — 2d) est enveloppée par les droites y = F(d) —2d + xetx =x olux =
min{x = 0|F(x) = F(d) — 2d} De la méme maniére Trajr(0; F(D) — 2D) est enveloppée par
les droites y = F(D) — 2D + x et x = x o x = max{x < 0|F(x) = F(D) — 2D}

#

COROLLAIRE C.1
Soit F(x) une fonction continue telle F(0) = 0 et telle qu’il existe D > 0 tel que F(x) = 2x +
F(D) — 2D pour tous les x = 0 et qu'il existe d < 0 tel que F(x) < 2x + F(d) — 2d pour tous
lesx <0
< F(x)six < (F(D)—2D — F(d) + 2d)e™?
Soit G(x) =3 F(x) six € [(F(D) — 2D — F(d) + 2d)e™%,(F(d) — 2d — F(D) + 2D)e™1] alors
>F(x)six > (F(d)—2d — F(D) + 2D)e™?
les nombres de solutions périodiques pour F(x) et G(x) sont identiques

Preuve

L’ensemble des solutions périodiques pour G(x) coupent

[(F(D) = 2D = F(d) + 2d)e™",(F(d) — 2d — F(D) + 2D)e" '], Et dans cet intervalle
G(x) = F(x)

#
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COROLLAIRE C.2
Si F(x) est un polynéme de degré 2n + 1 tel que F(0) = 0 et n = 1 alors les solutions
périodiques sont situées dans un espace borné

Preuve

On suppose a,,+1 > 0 Soit G(x) = F(x) — 2x = Ay 22" + - +a,x? + (a — 2)x
On a G(0) =0 etlim,_, G(x) = o et soit alors H = min{G (x)|xe[0; oo[}
SiH=0alorsonaD =0etsi H<0onaD =max{xe[0;o[|H = F(x) — 2x}

On détermine d de maniére analogue

#

La seconde approche du théoréme C donne un intervalle d’autant plus petit que le degré du
polyndme est éleve.

De ce qui précede on tire un algorithme pour déterminer les intervalles de O, et 0, que
coupent obligatoirement les solutions périodiques

ALGORITHME A dit de la « Nasse »
1. Pour tout A = 2 on détermine le plus grand h(1) < 0 tel que F(x) = Ax + h(1) pour tout

x =0 La droite y(A) = (““f“*) x + h(2) coupe O, en x(A) = 113};(3—_)4

2. On détermine le A > 2 qui minimise h(2) et alors les éventuelles solutions périodiques
coupent [h(2) ;0; | o
.
3. On détermine le 2 > 2 qui minimise x(1) et alors les éventuelles solutions périodiques
coupent [0;x(2)],
x+

4. On procéde de maniére semblable sur O,._

En lieu et place de déterminer 1 et 2 on peut avoir une approximation & moindre effort en
prenant les valeurs A’ et 2’ qui minimisent ~(1) et x(1) sur un échantillon aléatoire de 2

APPLICATION
2n+1
Soit F(x) = x?™*1 — x alors la solution périodique coupe [—Zn (2n3+1) m o —1] c
0
[ 2n+1 Y ]
(22n2+\/4n4’+20 3+21n2+8n+1 1) 2n
2n+1 (an+1) '

[-3;-1], et|L;4n(2n+ 1) 2
y

2

2
2n2+Vant+20n3+21n2+8n+1 22n2+\/4-n4'+20n3+21n2+8n+1 4
(4n+1) ' (4n+1)

Ox
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Preuve

1
OnaF' <(2’1:1)2”> = 1 et puisque F"(x) = 2n(2n + 1)x = 0 pour tout x > 0 alors F(x) =

x-2(+1) ==

2n+1 2n+1

On entire h(1) = —2n(2n + 1) an (A4 1) 2n et Q) =-2n2n+1)"2n (A + 1)2n et

x(D) = 4n2n + 1) "o (;szi etx’'(1) = 4n(2n + 1) 3 (A + 1)m(A + VAZ = 1) (5= -
(A+1))
VAZ2—4

2n+1

Onah'(d) < 0etdonc 1 =2 etfinalement h(2) = —2n (2n3+1)7 etlim,, h(2) = =3
' _ 2n+1 (A+1) 2 _ 2 2 _ 2
Onax'(\)=0e ™ W@(2n+1) A*—4)—4n“A+1)* =0 (4n +471+
D22 —4) —4n?(A2+20+1) =0 (4n+ 112 —-8n?1—-20n* —16n—-4=0 1=

2n?+Van*+20n3+21n2+8n+1

2 et finalement
(4n+1)

2n+1
22n2+\/4n4+20n3+21n2+8n+1 1 2n
(4n+1) '

— 2n+1
x(A)=4n@2n+1)"

2
22n2+\/4n4+20n +21n2+8n+1 22n2+\/4n4+20n3+21n2+8n+1 4
(a4n+1) (4n+1)

Et puisque xF(x) > 0 sur [-1;1],, alors il 'y a pas de solution périodique qui coupe
coupent [0;1],, et [—1; O]Oy
#

Dés lors pour F(x) = x3 — x la solution périodique coupe [1,0000; 1.1513],, et
[~2.0000; ~1.0000],

F(x)

Notations
Soit mp(x[a; b] le minimum de F(x) sur [a; b,
Soit Mg (y)[a; b] le maximum de F(x) sur [a; by,
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COROLLAIRE C.3
Soit F(x) un polynéme de degré impair et soit D = 0 tel que F(x) = 2x + F(D) — 2D pour
fouslesx = 0etd < 0 tel que F(x) < 2x + F(d) — 2d pour tous les x < 0 alors les solutions

périodiques coupent [mp(x) [0,D] — \/DZ + (mF(X) [0,D] —F(D) + D)Z; Mp»[d, 0] +

J d2 + (Mp(pld, 0] — F(d) + d)zj
Oy

Preuve
Les solutions périodiques sont enveloppés a gauche pary = F(d) — 2d + x et
Trajp)(d; F(d) — d) et donc par Trajump ey (a,0] (d;F(d) —d) Et TrajMF(x)[dyo](d; F(d)—d)

coupe Oy, en Mg(y)[d, 0] + J d? + (Mpx)[d, 0] = F(d) + d)2

De la méme maniére les solutions périodiques sont enveloppés a droite par y = F(D) — 2D +
x et Traij(x)[o‘D](D; F(D) — D) et donc par Traij(x)[o‘D](D; F(D) — D) Et

. 2
TT & mp10,01(D; F(D) — D) coupe Oy_ en mp(y) [0,D] — \/DZ + (mpx[0,D] — F(D) + D)
#

PROPOSITION 5
Soit F(x) continue et telle que F(0) = 0 et s; ses solutions numérotées de telle fagon que
S_j < <s_;<0<s; < <5, 0SiF(x) est strictement décroissante en 0 alors il n’y a

pas de solutions périodique qui coupe [—mi {si; —s_1}; min{s;; —s_4}]o, OU par
[min{min{mp[0;51]; —s1}; s_1 }; max{max{Mp o [s_1; 0; =s_1}; 51 }] o,

Preuve

F(x)

(s-1;0)

Trajpp)(si;y)

On définit s = min ,; —5_1}

Supposons que s; < —s_; Puisque F(x) est strictement décroissante en 0 alors % (x? +

y?) = =2xF(x) > 0 sur [—s;; 1], et alors Trajp, (s; 0) enveloppe le cercle centré en (0; 0)
de rayon s. Ainsi donc Trajg()(s; 0) passe successivement en dessous de (0; —s) a gauche
de (—s; 0) en dessus de (0; s) et a droite de (s; 0) et il n’y a pas de solutions périodiques qui

coupent [—min 1 ;—s_l}; min{sl ; _s‘l}]ox et [—min 1; —5_1}; min{51 ; _S‘l}]oy
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D’autre part Trajr(,)(0; s) passe en dessous de (my; mp(,)[0; s;]) ol m, est le plus grand
réel tel que F(m,) = mp(,)[0; ;] et donc passe en dessous de (0; mp(y)[0; s1]). Ainsi en
combinant les deux résultats Trajg)(0,s;) passe en dessous de (0; min{mF(x) [0;s4]; —s})
Par simplicité d'écriture posons h = min{mp([0; s,]; —s}

Si h < s_; alors Trajr(x(0;h) coupe O,_ & gauche de (s_; ;0) et enveloppe
Trajrq)(s-1;0) qui elle va couper 0, en dessus de (0;—s_;)

Sih > s_; alors Trajr)(0; h) coupe O,_ a gauche de (—s;;0) et enveloppe Trajr () (—s1,0)
qui elle va couper 0,,, en dessus de (0; s;) Ainsi en combinant les deux résultats
Trajp(x)(0,h) coupe O, en dessus de (0;s,)

En synthése il n'y a pas de solution périodique qui coupe

[h;sl]oy = [min{mp(x) [0;51] ; —sl};sl]oy

Dansle cass; > —s_; on montre de la méme maniére qu’il n’y a pas de solution périodique

qui coupe [s_y; max{Mp(y)[s_y; 0]; 1}] Etdonc quiln’y a pas de solution périodique qui
COUpe [mln{mln{mp(x)[o Sl Sl} S_ 1} max{max{MF(x) S_ 1, , 1} Sl}]

#

APPLICATION

Si F(x) = nx3 —mx avec m et n > 0 alors les solutions périodiques sont situées dans
l'espace

[—e‘l 2+m) 2+m _14(2+ m) 2+m] [——(2+ m) 2+m 2(2+ m) 2+m] ot ne
Oy
coupent ni [—\/%;\/%]ox ni [min{—%m\/g;—\/%};max{%m\/g;\/%}]o

THEOREME D

Soit F(x) une fonction continue telle que F(0) = 0 et qu'il existe D > 0 tel que F(x) = 2x +
F(D) — 2D pour tous les x = D et qu'il existe d < 0 tel que F(x) = —2x + F(d) + 2d pour
tous les x < d alors les solutions périodiques coupent [min{F (D) — 2D; F(d) + 2d}, O[Oy_ et

par[2d + F(d); 2D — F(D)]ox

Preuve
F(d)+2d-2x - F(D)-2D+2x
Fx)
. 'va(p)-zu+x
2d+F(d) .
2D-F(D)
F(d) P
F(d)+2dx Fo)-2p
F(d)+2d

« Une approche géométrique de I'équation de Liénard pour prouver que pour F(x) = x [T, (x? — i?) il y a au moins n solutions périodiques, que
pour tous les polyndmes de degré impair les solutions périodiques sont dans un espace borné autour de 'origine, pour donner des nouveaux
algorithmes permettant de localiser les solutions périodiques, etc.»

Par Serge Reymond, Mont-Pélerin, Switzerland, 31 mai 2019

Page 20 sur 104



Pour tout y > 0 on a Trajr)(0; y) est enveloppée par Traj,x4rpy-2p(0;¥) qui coupe
[F(D) — 2D, 0[o,_

Par symétrie on a que Traj,x4r(a)+24(0; y) avec y < 0 coupe [F(d) + 2d; O[Oy_

Alors pour tout y < min{F (D) — 2D; F(d) + 2d} on a que Traj-(0; y) ne coupe pas Oy, et
donc que Trajr(0; y) n’est pas une solution périodique

En synthése toutes les solutions périodiques coupent [min{F(D) — 2D; F(d) + 2d}; O[Oy_
Drautre part pout tout y > 0 on a Trajg(,(0;y) est limitée par x + F(D) — 2D etx + F(d) +
2d et donc coupe[2d + F(d); 2D — F(D)]o,

#

COROLLAIRE D1
Si F (x) est un polynéme de degré 2n avec n > 1 et tel que F(0) = 0 alors les solutions
périodiques coupent un intervalle borné de O,,_

Preuve

On peut supposer que a,, > 0, dés lors il existe D = 0 tel queF (x) = 2x — 2D pour tout
x =D etil existe d < 0 tel que F(x) = —2x — 2d pourtousles x < d.

#

APPLICATION

1
Si F(x) = mx?™ alors les éventuels solutions périodiques coupent ]— (2 - %) (#)2"‘1 ; O]
o

COROLLAIRE D.2
Soit F(x) une fonction continue telle que F(0) = 0 Si F(x) = 2x pour tout x = 0 ou F(x) = 2x
pour tout x < 0, alors il n’y a pas de solution périodique

Preuve

Onad=0ouD =0etF(d) =0o0uF(dD) = 0 et donc et les solutions périodiques coupent
[OIO]Oy_

#

COROLLAIRE D.3

Soit F(x) est une fonction continue telle que F(0) = 0 et telle qu'il existe D > 0 tel
que F(x) = 2x + F(D) — 2D pour tous les x = D Si F(D) — 2D = mpy)[—o0, 0] alors les
solutions périodiques sont dans un espace borné
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-+ F(D)-2D+2x

=" F(D)-2D+x

F(d) i}u)-zp

Preuve

Toutes les trajectoires issues de Oy, coupent [F(D) — 2D; O[Oy_ Soit ¥ le plus grand x <
0 tel que F(X) = F(D) — 2D alors Trajp(y)(0; F(D) — 2D) coupe [X;0[y,_ puis Oy, puis a
nouveau [F(D) — 2D; O[Oy_

#

Autant 'approche par la droite de pente A > 2 permet de limiter la zone contenant des
solutions périodiques a longue distance, autant I'approche par la droite de pente 0 permet de
resserrer la zone lorsque I'on est proche de I'origine

De ce qui précede on tire un algorithme pour déterminer les intervalles de O, et 0, que
coupent les solutions périodiques

ALGORITHME B dit de la « Zone de péche »
1. On détermine s_, la plus grande solution strictement négative de F (x)

2. On détermine s, la plus petite solution strictement positive de F(x)
3. Les éventuelles solutions périodiques ne coupent ni [-min{s, ; —s_}; min{s; ; —s_1}]o,
ni [min{min{me[0; 5,]; —s1}; 51 }; max{max{Mp)[s_1; 0]; =s_1}; 51}] o,
4. 1ercas: lim,_ o F(x) = o etlim,_,_, F(x) = —c0
a. On détermine le plus petit D = 0 tel queF (x) = 2x + F(D) — 2D pourtouslesx = 0
On détermine le plus grand d < 0 tel que F(x) < 2x + F(d) — 2d pourtousles x <0
On détermine le plus petit x = 0 tel que F(x) = F(d) — 2d
On détermine mp,)[0,D] et, Mp(,[d, 0]
On détermine le plus grand x < 0 tel que F(x) = F(D) — 2D

o aov

« Une approche géométrique de I'équation de Liénard pour prouver que pour F(x) = x [T, (x? — i?) il y a au moins n solutions périodiques, que
pour tous les polyndmes de degré impair les solutions périodiques sont dans un espace borné autour de 'origine, pour donner des nouveaux
algorithmes permettant de localiser les solutions périodiques, etc.»

Par Serge Reymond, Mont-Pélerin, Switzerland, 31 mai 2019

Page 22 sur 104



f. Les éventuelles solutions périodiques coupent [(F(D) — 2D — F(d) + 2d)e™%; (F(d) —

2d — F(D) +2D)e "o, N[x: T] ) X | [F(D) —2D; F(d) — 2d]o,N [mp(x)[O;D] -

JDZ + (Mpep[0; D] — F(D) + D)*; Mgy [d; 0] + sz + (Mpexld; 0] — F(d) + d)ZJ
Oy

2éme cas: lim,_,,, F(x) = w et lim,_,_,, F(x) = o

a. On détermine le plus petit D = 0 tel queF (x) = 2x + F(D) — 2D pourtousles x = 0

b. On détermine le plus grand d < 0 tel que F(x) = —2x + F(d) + 2d pour tous les x < 0
c. Les éventuelles solutions périodiques coupent [ma x{F(D) — 2D,F(d) + 2d}, O[Oy_ et

[-2d — F(d),2D — F(D)]o,

Cet algorithme est polynomial et fournit des estimations trés précises. En performance il
surpasse de loin les autres méthodes proposées jusqu’a présent dans la littérature Avec un
tableur le temps de calcul est d’une fraction de seconde

Graphiquement la « Zone de péche" est délimitée par un rectangle et une croix centrale.

APPLICATION
Voici ce que I'obtient pour les quelques trés rares équations étudiées dans la littérature.

F(x) = x3 — x (Balthasar van de Pol)
Les solutions périodiques sont dans [-1.4715;1.4715], X [—2 ; 2]0 et ne coupent ni
y

[~1;1]p, ni [-151]

F(x) = -x5 — 2x3 +x (Sébastien Neukirch)

Les solutions périodiques sont dans [—2.2002; 2.2002], X [—3.1262 ; 3.1262]0 et ne coupent
y

ni [-0.8525;0.8525],,_ni [-0.8525; 0.8525]0y
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F(x) = x7 — 15.56x> + 69.28x3 — 92.16x (Sébastien Neukirch)
Les solutions périodiques sont dans [—3.1026; 3.1026],_X [—75.6677 ; 75.6677]0 et ne

y
coupent ni [~1.6000; 1.6000] 5, ni [~43.4565; 43.4565],,

_32,7_ 56 ,5,98 3 18
F(x) =575 X T 1sX +75x 55 X (Lawrence Perko)

Les solutions périodiques sont dans [—3.0803;3.0803],, X [—6.4612 ;6.4612]0 et ne coupent
y
ni [—0.8470;0.8470],, ni [-0.8470; 0.8470]0y

F(x) = —x +x|x| (Boulfoul Amel)

Les solutions périodiques sont dans [—-3.3109;3.3109],, X [—3.6623 ;3.6623]0 et ne coupent
y

ni [-2.0000;2.0000],, ni [-2.0000; 2.0000]oy

F(x) = x(x? — 2)(x% — 1) (xz - %) =x7 - 14—3x5 + %x3 - %x (Armengol Gasull et Hector
Giacomini)

Les solutions périodiques sont dans [-1.5932;1.5932],_X [—2.2533; 2.2533]0yet ne coupent
ni [~0.5000; 0.5000] 5, ni [~0.5000;0.5000],,

F(x) = 7 (1.3544 2% — 6.0952 x7 + 9.3333 x° — 5.5555 x* + x) (Simon Wang et
Giovanni Tosi)

Les solutions périodiques sont dans [—1.7552;1.7552],_X [—2.0221; 2.0221]0yet ne coupent
ni [~0.5600; 0.5600], ni [~0.5600; 0.5600],,

Quittons tous ces exemples classiques pour en aborder de nouveaux

FxX)=(x-2)(x—Dx(x+1) =x*—2x% —x% + 2x
Les solutions périodiques sont dans [-2.4091; 4.4091],_X [—2.4091; O.OOOO]Oyet ne coupent
ni [~1.0000; 1.0000] 5, ni [~1.0000; 1.0000] 5,

F(x) = %(x —2)(x - Dx(x+ D(x +2) = %(xS — 523 + 4x)
Les solutions périodiques sont dans [-2.3671;2.3671],,_ X [—3.3553; 3.3553]0yet ne coupent
ni [~1.000; 1.000],, ni [~1.000;1.000],,

F(x)=0.95(x —1)(x — 0.95)x(x+ 0.7)(x + 1.5)

Cette fonction n’a ni symeétrie axiale ni symétrie centrale

Les solutions périodiques sont dans [~1.6897;1.5527] ) X [-1.5174;2.6289]  etne
x y

coupent ni [~0.7000;0.7000] . ni [~0.9500;0.9500]
x y

Notation
Soit y > 0, on note C, (y) la premiére intersection de Trajr(,(0;y) avec Oy_ et on

note C_(y) la premiére intersection de Traj;(lx)(o; y) avec Oy_
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PROPOSITION 6
Soit F(x) une fonction continue telle que F(0) = 0 et telle qu'il existe D = 0 tel que F(x) =
2x + F(D) — 2D pourtousles x = D et quil existe d < 0 tel que F(x) = —2x + F(d) + 2d

pour tous les x < d alors C, = limy,_,,, C4(y) 6t C_ = lim,_,,, C_(y) existent

Preuve
Selon le théoreme D on a que C,.(y) = F(D) + 2D et C_(y) = F(d) + 2d D’autre part si

Y1 >y, >0alorsonaC,(y;) <Cy(yy) et C_(y;) < C_(y,) Ainsi C,(y) et C_(y) sont
strictement décroissantes et bornées et donc elles convergent

#

APPLICATION NUMERIQUE
Si F(x) = x% alors C, = C_ = 0.4996

PROPOSITION 7
Soit F(x) une fonction continue et strictement croissante en x = 0 telle que F(0) = 0 Si

C_ > C, alors il y a au moins une solution périodique

Preuve

F(x)
Yo

Puisque C_ > C, alors Traj;¢y)(0; C_) coupe Oy, en (0;y,) De la méme

maniéreTraj;(lx)(O; ¥o) coupe Oy, en (0;y,) avec y; <y, Ainsi Traj;(lx)(o; Vo) — Vo <0
Puisque F(x) > 0 est strictement croissante en x = 0 alors il existe § > 0 tel que xF(x) >

0 sur [—6;0[p U]0; 5], etalors poury; <éona Traj;(lx)(o; y3) coupe O,, en (0;y,) avec
V3 < Y4 Ainsi TrajF_(lx)(O; y3) —y3 >0

Et puisque Traj;(lx)est continue alors il existe au moins un y tel que Traj;(lx)(o;jz) —y=0et
donc la solution qui passe par (0; %) est périodique

#
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PROPOSITION 8
Soit F(x) une fonction continue telle que F(0) = 0 et telle qu’il existe d < 0 tel que F(x) =

—2x + F(d) + 2d pour tous les x < d et telle que F(x) > 0 sur [0; R] Si Mp(x)[0; R] — F(d) —
2d <Ralors C_>C,

Preuve

F(x)

N

F(d)+2d

Ona Traj;(lx)(o; F(d) + 2d) est enveloppée par Trajlg;(x)[o‘.R](O; F(d) + 2d) dont on en tire
que Traj;(lx)(o; F(d) + 2d) coupe y = Mp(,)[0; R] en x = Mp,,[0; R] — F(d) — 2d et donc
Traj;(lx)(o; F(d) + 2d) va couper F(x) et par suite Oy, ce qui équivauta F(d) + 2d > C, Et

comme C_ > F(d)+ 2d onabien C_>C,
#

COROLLAIRE 8.1
Soit F(x) une fonction continue telle que F(0) = 0 et telle qu'il existe d < 0 tel que F(x) =

—2x + F(d) + 2d pour tous les x < d et telle que F(x) = 0 sur [0;R] et F(x) < 0 sur
|-6;0[ avec § > 0 Si Mp(,[0; R] — F(d) — 2d < R alors il y a au moins une solution
périodique

Preuve

Selon la proposition 8 ona C_ > E+ et alors selon la proposition 7 il y a au moins une
solution périodique
#

PROPOSITION 9
Soit F(x) une fonction continue telle que F(0) = 0 et qui est strictement croissante en 0 et
telle qu'il existe D = 0 tel queF (x) = 2x + F(D) — 2D pour tous les x = D et telle que F(x) est

et telle qu’il existe x < 0 tel que F(x) = C, Notons X = max{  0|F(x) = C,} Si—xF(x)
0 sur[x;0[U]0;—x] alorsil n'y a aucune solution périodique
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Preuve

F(x)

Y

Trajr(0; C, ) va couper [X; 0[o, puis ]0; —x]o, Comme —x (x) < 0 dans [x; 0[y, U

10; -], ona que Trajr)(0;C, ) va tendre vers (0;0) Pour tout y > 0 on a Trajr(0;y)
est enveloppée par Trajr(,(0; C, ) et donc elle va tendre vers (0; 0)

#

THEOREME E
Il existe au moins un aeR* — {1} et une fonction F (x) continue telle que F(0) = 0 pour
lesquels F(x) et aF (x) il n’y a pas le méme nombre de solutions périodiques

Preuve
C’est le cas pour F(x) = 1—10x (x + %) (x - %) (x—4)eta =100

. 1 1 39
Soit F(x) =Ex(x+5)(x—ﬁ)(x—4)
Danscecasonad = 0.6873et F(d) = 0.2768 et D = 4.3788etR=39etd = 0.5 et
Mg »)[0; R] = 1.9163 Et finalement Mg, [0; R] — F(d) — 2d = 0.2649 < 3.9 = R. Alors selon
le corollaire 8.1 il y a au moins une solution périodique

’ 1 1 39
F(x) = Ex<x+5)<x _ﬁ> (x—4)

Soit G(x) = 10x (x + %) (x - %) (x — 4) = 100F (x)

Dans ce casona D = 3.9563 et C, < G(D) — 2D = —8.3464 et
X =max{x <0|G(x) =G(D)—2D}=—-0.1380 alors —0.1380 =% <X
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Comme ona G(x) < 0sur [—%; 0[0 etG(x) >0 sur]O;%]o alors —xG (x) < 0 sur
[—0.1380;0[ U ]0;0.1380] et donc également sur [x; 0[o U ]0; —x],,_ Alors selon la
proposition 9 il N’y a pas de solution périodique

G(x) = 10x(x+%)(x—%>(x—4)

PROPOSITION 10

Soit F(x) une fonction continue telle que F(0) = 0 et telle qu'il existe D = 0 tel que F(x) =
2x + F(D) — 2D pour tous les x = D S'il existe A> 0 tel que Mg)[—A+ F(D) —2D; 0] < A
alors les solutions périodiques sont dans un espace borné

Preuve

On a Trajp)(0; F(D) — 2D ) est enveloppée par Traj,(0; F(D) — 2D ) et Traj,(0; F(D) —
2D ) coupey =Aenx =—A+F(D)— 2D Ainsi Trajp)(0; F(D) — 2D ) va couper F(x) et
donc tourner autour de (0; 0) Pour tout y > 0 on a que Trajg(,(0;y ) est enveloppée par
Trajp (0; F(D) — 2D )

#

COROLLAIRE 10.1
Soit F(x) une fonction continue telle que F(0) = 0 et telle qu’il existe D > 0 tel que F(x) =
2x + F(D) — 2D pour tous les x = D et s'il existe A> 0 tel que Mg y)[—; 0] < A alors les

solutions périodiques sont dans un espace borné
#
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En voici une illustration

0six<0
F(I):{x3 —xsix>0

LEMME 3

Les solutions de I'équation {x}.)::y —h sont tous les cercles centrés en (0; h)

Preuve

Soit x(t) = rcos(t) et y(t) = rsin(t) + h Alors x(t) = rsin(t) = y(t) —h ety = —rcos(t) =
—x(t)

#

PROPOSITION 11.a

Soit F(x) une fonction continue telle que F(0) = 0 et telle qu'il existe D = 0 tel que F(x) =
2x + F(D) — 2D pourtous les x = 0 et qu’il existe d < 0 tel que F(x) < 2x + F(d) — 2d pour
tous les x < 0 S’il y a au moins une solution périodique alors la solution périodique qui
englobe toutes les autres solutions périodiques est semi-stable de I'extérieur

Preuve

Soit I la solution périodique qui englobe tous les autres cycles notons g telque I' N 0,,, =
(0;9) Ona 0 < g < F(d) —2d Pour tout y, = F(d) — 2d la Trajp(,(0;y,) coupe 0,

en (0;y;) avec g < y; < F(d) — 2d < y, Ainsi Trajr(,)(0; yo) s’enroule et se rapproche
systématiquement de I

Par l'unicité des solutions pour tout g <Y, < F(d) — 2d la Trajr(,)(0; Y,) s’enroule et se
rapproche systématiquement de I

PROPOSITION 11.b
Soit F(x) une fonction continue telle que F(0) = 0 et strictement croissante en 0 S'’il y a au

moins une solution périodique alors la solution qui est englobée par toutes les autres
solutions périodiques est semi-stable de l'intérieur

Preuve

Soit I' le cycle qui est englobé par tous les autres cycles notons g tel que I' N 0., = (g;0)
Par continuité de F(x) il existe § > 0 tel que xF(x) > 0 pour tout x € [—&; 0[U]0; 6] ainsi pour
tout 0 < xy < & la Trajp(y) (xg; 0) coupe Oy, en (x;;0) avec xy < 6 < x; < g Ainsi
Trajrx)(0,x,) s’enroule et se rapproche systématiquement de I'
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Par I'unicité des solutions pour tout § < X, < g la Trajp(y)(Xo; 0) s'enroule et se rapproche

systématiquement de I
#

COROLLAIRE 111

Soit F(x) une fonction continue telle que F(0) = 0 et strictement croissante en 0 et telle qu’il
existe D > 0 tel que F(x) = 2x + F(D) — 2D pour tous les x = 0 et qu'il existe d < 0 tel que
F(x) < 2x + F(d) — 2d pour tous les x < 0 S’il y a un nombre impair de solutions
peériodiques, alors il y a au moins un cycle

Preuve
S’il y a une solution périodique alors par les propositions 11.a et 11.b alors elle est stable

extérieurement et intérieurement et c’est donc un cycle

Supposons qu’il y a 3 solutions périodiques et notons I la solution périodique qui englobe
les 2 autres et I3 la solution périodique qui est englobée par les 2 autres et I, la derniere

Le fait que F(x) est strictement croissante en x = 0 implique que I3 est stable intérieurement
Le fait que F(x) est telle qu’il existe D > 0 tel que F(x) = 2x + F(D) — 2D pour tousles x > 0
et qu'il existe d < 0 tel que F(x) < 2x + F(d) — 2d pour tous les x < 0 implique que I3 est
stable extérieurement Si I est stable intérieurement alors I; est stable Et si I est instable
intérieurement alors I, est stable extérieurement Et dans ce cas si I, est stable
intérieurement alors I, est stable Et si I, est instable intérieurement et alors I3 est stable
extérieurement et ainsi I est stable

Par itération on démontre le corollaire pour tout nombre impair de cycles

#

PROPOSITION 12

Soit F(x) une fonction continue telle que F(0) = 0 et qui a un nombre dénombrable de
solutions périodiques dont au moins deux I et I, telles que Iy & I, SiI;est stable
intérieurement (respectivement stable extérieurement) et I, est stable extérieurement
(respectivement stable intérieurement) alors il y a au moins un cycle stable (respectivement
instable)

Preuve
Soit Tyet I, les deux solutions périodiques et soit (0;c;) = I N0y, et (0; c;) =[N0y, alors
onac; <c,

Etudions le cas ou I';est stable intérieurement et I, est stable extérieurement

1° cas

Supposons qu’il n’y a pas de solutions périodiques comprises entre I et I, alors pour tout

¢1 < Yo < ¢, laTrajg)(0;y0) va recouper Oy, en (0;y,) tel que y; #yg etc; <y; <c,

Siy; >y, alors par unicité des solutions Trajg(y)(0;y,) va systématiquement s’approcher de
I, et s’éloigner de T et puisque T, est stable extérieurement alors I, est un cycle stable
Siy; <y, alors par unicité des solutions Trajg(x)(0;y,) va systématiquement s’approcher de
[ et s’éloigner de T, et puisque T; est stable extérieurement alors T; est un cycle stable
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2°™ cas

Supposons qu'il y a une solution peériodique X comprise entre I et I, et soit (0;s) = ZN0y,
alorson ac; <s < c, Alors pour tous les y, etz, telsquec; <y, <s<z,<cyla

Trajg(x) (0;yo) va recouper Oy, en (0;y;) tel que y; # yy et ¢; <y; <set Trajp(0;2y) va
recouper Oy.en (0;z,) tel que z; # z5 ets <z; <c,

Siy; <y, alors par unicité des solutions Trajg()(0;y,) va systématiquement s’approcher de
I et ainsi I est stable extérieurement Et puisque I est stable intérieurement alors I; est un
cycle stable

Si zy < z; alors par unicité des solutions Trajg(y) (0;z,) va systématiquement s’approcher de
I, et ainsi I, est stable intérieurement Et puisque T, est stable extérieurement alors I, est un
cycle stable

Siyy <y, etz <z, alors par unicité des solutions Trajg)(0;y,) va systématiquement
s'approcher de X et ainsi X est stable intérieurement et Trajgy)(0;zy) va systématiquement
s'approcher de X et ainsi X est stable extérieurement alors X est un cycle stable

3°M cas

Supposons qu’il y a un nombre dénombrable strictement supérieur ou égal a 2 de solutions
périodique comprises entre I';et I, que I'on note Z;pouri € Nde telle sorteque I} &%, &
T, € CT,

Si 2, est stable intérieurement et alors par récurrence parmiles {Z,,2,,...,I;} il y a un cycle
stable

Si I, est stable extérieurement alors I'; est stable intérieurement et extérieurement et donc
c’est un cycle stable

Le cas ou I est stable extérieurement et T, est stable intérieurement se démontre de
maniére analogue
#
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CHAPITRE 3 - Trajp(, utilisée comme application de 0, sur lui-méme

Lorsqu’elles coupent 0, les Trajr(y) issues d'un ensemble fini de points définissent une
partition de 0,, L'idée que 'on va creuser est de relier les caracteéristiques d’applications de
sous-espaces de 0, sur lui-méme et I'existence et la position de solutions périodiques

Soit m points(x;; y;) différents qui sont tels x; < 0 Notons y, > 0 tel que (0;?1.) estla
premiére intersection de Trajr () (x;;y;) avec 0, et yi <0 telque (0; Xi) est la premiére
intersection de Trajz(y, (x; y;) avec Oy_

Si Trajp(x)(x;; y;) ne coupe pas Oy, alors on pose y; = o De la méme maniére sila
Traj;(lx) (x;; ¥i) ne coupe pas 0,,_alors on pose yi=—

Les y; # o partagent 0,,en p_ < m + 1 intervalles que I'on note L; avec Vi <Vt

De la méme maniére les y; # —co partagent 0,_en q_ < m + 1 intervalles que I'on note L;
avec y; > Yit1

De la méme maniére, soit n points(X;; Y;) différents qui sont tels X; > 0 Notons Y; > 0 tel
que (0;Y;) est la premiére intersection de Trajz(y, (X;; ¥;) avec 0, etY; < 0 tel que (0;Y;)
est la premiére intersection de Trajr () (X;; Y;) avec 0,

Si Traj;(lx)(Xi; Y;) ne coupe pas 0,,, alors on pose Y, =0

De la méme maniere si Trajp(x)(X;; Y;) ne coupe pas 0,_ alors on pose Y; = —oo

Les Y; # o partagent 0, en p, <n + 1 intervalles que I'on note R; avec Y; <Y,

De la méme maniére les Y; # —oo partagent 0,_ en q, < n + 1 intervalles que I'on note R;
avecY; > VY4

é rimarquer que L,_, R,,,Lq_et R, sontdes intervalles semi-fermeés et que tous les autres
L;, R;, L; et R; sont des intervalles fermés.

Pour tout i < p_ il existe un entier € k; < p, et un entier minimum 1; < p, tels que L; S
Rk, U..URy, ettels que L; N Ry, # @ pour tous les k; <'s; <

Pour tout j < q, il existe un entier maximum m; < q_ et un entier minimum n; < q_ tels que
R, € Lin; U..ULy, ettelsque R; NLs, # @ pourtouslesm; <s; <n;

Soit r_ = minimum(p_; p.), puisque F(x) est continue alors pour tout x € L, on a que
Trajg ) (x) coupe Ly pourtout 1 <k <7

De la méme maniére, soit r, = minimum(q_; q..) alors pour tout y € R, on a Trajr)(0;y)
coupe R pourtout1 <k <r,

Ainsi la trajectoire issue de y € L, coupe L; si et seulement s'il existe ttel que L, N R, # @
etR,NL;#0
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On définit les matrices Mg,y = (m;;) = {0 SiLi ORJ' =9 pourl<i<p,etl<j<gq,,
sinon
0 sii#]j . . _ _ (0 siRjNL; =9
Dpxy = (b);; = {1 sinon pourl<i<gq, etl<j<q_, Npw = M) _{ 1_lSiHOI]1
0 sii#]j

pour 1< i< q_et1<j<p_etUpy = (hy) = pour1<i<p_etl<j<p,

1 sinon
On note CF(x) = (Cij) = MF(x)DF(x)NF(x)UF(x)’ alors on a Cij = Zx’y’z mi, bxynyzhzj =
0,siL; NR, = =QouR,NL; =0 pourtout x

Yx Mix bxx"x] Jj — = Y Mix Naj = > 0, sinon

On ac;; > 0 si et seulement si il existe t tel que Zj NR, #QetR,NL; # @

PROPOSITION 13
Soit F(x) une fonction continue et telle que F(0) = 0 et des points (xy;y,) avec1 < k < n et

y € L; alors Trajr)(0;y) coupe L si et seulement si et seulement C;; > 0

Preuve
Par construction telle que présentée ci-dessus
#

PROPOSITION 14

Soit F(x) une fonction continue et telle que F(0) = 0 et des points (x;; y,) avec1 <k <n Si
Cii;=1letC;=1etCiyq; =16t C;—q =C;;41 = 0 alors il y a au moins une solution
périodique stable intérieurement et une solution périodique stable extérieurement qui

coupent L;

Preuve

La condition C;; = 1 implique qu'’il existe au moins y € L; tel que Trajp)(0;y) coupe L;ce
qui est équivalent & Trajp(L;)NL; =0 et L; # @

La condition C;;_, = C;;+; = 0 est équivalente a ce que pour touty € L; alors

Trajpx)(0;y) ne coupe ni L;_q ni Liy,ce qui est équivalent & Trajpgy(L;) € L; Soity_ =

L;_1 N L; alors puisque C;_ 1,; = lalors Trajg)(0; y-) € L; — {y_} Et de la méme maniére
soity, = L; N Li;, alors puisque C;,,; = 1 alors Trajpu(0; y4) € Li — {v4}

Notons b = min{(O; y) € Zi|TrajF(x) (0; y) passe par (O;y)} et

h = max{(O;y) € Zi|TrajF(x)(0;y) passe par (O;y)} alors Trajg(y) (0; b) est une solution
périodique stable intérieurement et Trajr(,)(0; h) est une solution périodique stable

extérieurement
#

PROPOSITION 15

Soit F(x) une fonction continue et telle que F(0) = 0 et des points (x,c ;yk) avecl<k<nSi
Cii-1=1etC;=1etC;q =16t Ci_q; = Ciyq; = 0 alors il y a au moins une solution
périodique instable intérieurement et une solution périodique instable extérieurement qui
coupent L;
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Preuve

La condition C;; = 1implique qu'il existe au moins y € L; tel que Trajr)(0;y) coupe L;ce
qui est équivalent & Trajp(L;)NL; #0 et L; # @

La condition C;_; ; = C;4,; = 0 est équivalente a que pour tout y € L;_, alors

Trajr)(0;y) ne coupe pas L; ce qui est équivalent & Trajp((Li—1) N L; = @ ; de la méme
maniére on a Trajp(y( Lisq) N L = @ etainsi L; S Trajpey(L;) etdonc Trajiy(L;) € L;
Soity_ = L;_4 N L; alors puisque C;;_, = 1 alors Trajp)(0; y.) € L, —{y_} Etdela
méme maniére soity, = L; N L;,, alors puisque C;;q alors Trajr)(0; ¥4) € Liyq — {4}
Notons b = min{(O; y) € Zi|TrajF(x) (0; y) passe par (O;y)} et

h = max{(O; y) € Zi|TrajF(x)(0;y) passe par (0; y)} alors Trajr(,)(0; b) est une solution
périodique instable intérieurement et Trajr(,)(0; h) est une solution périodique instable

extérieurement
#

Notation
#(F) le nombre de solutions périodiques pour F(x)

THEOREME F

Soit F(x) et H(x) et L(x) toutes continues et telles que F(0) = H(0) = L(0) =0 Si L(x) <
F(x) < H(x) pourtout x = 0 etH(x) < F(x) < L(x) pour toutx < 0 alors #(F) =
min{#(H); #(L)} Et les solutions périodiques pour F(x) sont toutes comprises entre une
solution périodique pour H(x) et une solution périodique pour L(x)

Preuve

Soit (0; y,) l'intersection de I une solution périodique de L(x) avec Oy, et soit

(0, yy) l'intersection de I;une solution périodique de H(x) avec Oy,

Deux cas sont a envisager:

1% cas : y, = yy Soit y tel que y,; <y <y, alors Trajr)(0;y) est enveloppée

par Traj;x)(0; ¥) qui elle-méme est enveloppée par Traj,,(0;y,) Et d'autre

part Trajpy)(0;y) enveloppe Trajy ) (0;y) qui elle-méme enveloppe Trajyx)(0; yy)

Ainsi Trajr(y)(0; y) recoupe [yH;yL]oy+ c [yH;yL]0y+ Et alors par le théoreme du point fixe il
y @ au moins une solution périodique pour Trajr(y)(0;y) qui coupe [yH;yL]0y+.
2°™ cas ou y, < yy Soity tel que y; =y =y, alors Trajr)(0;y) est enveloppé par
TrajLx)(0;y) qui elle-méme est enveloppée par Traj,(,)(0;yy). Et d'autre part
Trajr)(0;y) enveloppe Trajy,(0;y) qui elle-méme enveloppe Trajyy)(0; yy)

Ainsi Trajr ) (0; ) recoupe [Ju; Vilo,, 2 [vui yilo,, Etalors Trajp o [Fus 71] © [yu;yilo,, et
alors par le théoréme du point fixe il y a au moins une solution périodique pour F(x) qui
coupe [J’HiJ’L]oy+

#
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LEMME 4

Soit F(x) une fonction continue telle que F(0) = 0 Si F(—x) = F(x) pour tout x alors a toute
solution périodique pour F (x) il correspond une solution périodique pour F(—x) et
réciproquement et ces solutions sont symetriques par rapport a 0,,

Preuve
Soit T = (x(t), y(t)) une trajectoire pour F(x) cela équivaut a ce x(t) = y(t) — F(x(t)) et
y() = —x(t)

Soit G(x) = F(—x) et a(t) = —x(—t) et b(t) = y(—t) alors a(t) = x(—t) = y(—t) —

F(x(=t)) = b(t) — F(—a®) = b(t) — G(a®)) etb(t) = —y(=t) = x(=t) = —a(t) Ainsi

T~ = (a(t),b(t)) = (—x(—t),y(—t)) est une trajectoire pour G(x) et donc pour F(—x)

Si T est une solution périodique cela veut dire qu'il existe 7 tel que x(t) = x(t + 1) et

y(t) =y(t+1)etdonconaa(t)=—x(t) =—x(t+71)=—a(t+71)etbh(t) =—-yt) =

—y(t+ 1) = —b(t + 1) et donc T~ est aussi une solution périodique Et la réciproque est aussi

vraie
#

LEMME 5

Soit F(x) une fonction continue telle que F(0) = 0 et telle que F(—x) = F(x) pour tout x Si
I' = (xr(t),yr(t)) est une solution périodique stable (respectivement instable) pour F (x)
alors I'™ = (—xp(—t),yr(—t)) est une solution périodique instable (respectivement stable)
pour F(—x)

Preuve
Soit (0 ;yo) I'intersection de I" avec 0,,, et puisque I' est stable ceci implique qu'il existe

e > 0 tel que pour tout 0 < & < e 1a Trajp(x)(0; ¥ + 8) coupe [yo;yo + [, Supposons
v+

que (0 ;Yo + 6) = (x(0),yr(0)) et soit T > 0 la valeur minimale tel que x-(t) = 0 alors on a
a a . .

0> § = (xf(0) + YD) dt = [ = (xE(®) + y2(®)) dt = 2 [ (e ()57 () + yr(O)yr () dt =

=2 [ xp(O)F (xp(1))dt

Comme les deux solutions périodiques sont symétrique alors (0; y,) est l'intersection de I'~

avec 0,, Supposons que (0;y, + §) = (—x(0), y-(0)) alors et gﬁ% (x%— ) + y3- (t)) dt =
T 0 2 2 T 0 2 2 T 0

Iy 2 ((=xr (=) + (r(=0)") dt = = [§ = ((—xr ()" + (yr®)") dt = — J7 = (x?(®) +

yE (t)) =2 fOT xp(O)F (xr(t))dt > 0 dont on tire y.-(t) > y, + § et donc que I'~ est instable

par I'extérieur

De la méme maniére on prouve que I'~ est instable par l'intérieur

#

« Une approche géométrique de I'équation de Liénard pour prouver que pour F(x) = x [T, (x? — i?) il y a au moins n solutions périodiques, que
pour tous les polyndmes de degré impair les solutions périodiques sont dans un espace borné autour de I'origine, pour donner des nouveaux
algorithmes permettant de localiser les solutions périodiques, etc.»

Par Serge Reymond, Mont-Pélerin, Switzerland, 31 mai 2019

Page 35 sur 104



ALGORITHME C dit de la «Ligne de péche»

1.

® N kb

9.

ler cas: lim, o F(x) = o etlim,,_, F(x) = —

a. on détermine le plus petit D > 0 tel queF(x) = 2x + F(D) — 2D pour tous les x = 0
b. on détermine le plus grand d < 0 tel que F(x) < 2x + F(d) — 2d pourtousles x <0
c. ondéfinitm = (F(D) — 2D — F(d) + 2d)e et M = (F(d) — 2d — F(D) + 2D)e™!
2éme cas: lim,_,,, F(x) = et lim,_,_, F(x) =

a. on détermine le plus petit D > 0 tel queF(x) = 2x + F(D) — 2D pour tous les x = 0
b. on détermine le plus grand d < 0 tel que F(x) = —2x + F(d) + 2d pour tous les x < 0
c. ondéfinitm =—-2d —F(d) etM =2D — F(D

on détermine les solutions s; de F(x)

on détermine la premiére intersection de Trajr(y)(s;, 0) avec 0, pour tous les i

on determine la premiére intersection de Trajg()(m,0) avec 0,

on détermine la premiére intersection de Trajp(,)(M,0) avec 0,

on détermine la premiére intersection de Trajp(x)‘l(si, 0) avec 0,, pour tous les i

on détermine la premiére intersection de Traj F(x)_l(m, 0) avec 0,,

on détermine la premiére intersection de Trajp(x)‘l(M, 0) avec 0,,

on détermine les L; et R; et L; et R;

10. on détermine la matrice C
11. on détermine les k tels que Cy_q =1 et Cpp = 1€t Cyyqp =16t Cppg = Crpe1 =0
12. on détermine les [ telsque C;;_; > 1et ;> 1etC 4y =16t €y =Cp41; =0

Cet algorithme est déterministe. Le temps de calcul nécessaire dépend de la précision prise
dans la détermination des trajectoires Avec un tableur le temps de calcul nécessaire ne
dépasse pas au pire quelques fractions de secondes

APPLICATION

4.3

Soit F(x) = %xs —3x +§ (Sébastien Neukirch)

F(x)

Ona—-s_,=s,=18547et —s_; =s; = 0.8525 et —-m = M = 2.9855
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Par calcul on tire L; = [0.000;0.7460] et L, = [0.7460; 2.3650] et L, = [2.3650; 2.3848] et
L, = [2.3848; 0] et L, = [0;—-0.9866] et L, = [-0.9866;—1.5630] et Ly = [—1.5630; —oo[
R, = [0;0.9866] et R, = [0.9866;1.5630] et R; = [1.5630; o[ et R; = [0.000; —0.7460] et
R, = [—0.7460;—2.3650] et Ry = [—2.3650; —2.3848] et R, = [—2.3848; —oo[

1

00 1000
Alors Mp(y)y = Ny = é (1) 1 et Dpeyy = Upy) = 8 (1) (1) 8 et finalement on
0 0 1
1 0 0 O
. 2 |1l 2 0
obtient Cp(yy = 0 0
0 o 1 O

Ainsi il y a au moins 2 solutions périodiques dont une qui coupe L,

IR

[0.7460; 2.3650],, et
R, = [-0.7460; —2.3650]0yet une qui coupe Lj = [2.3650;2.3848]0y et
Rs = [-2.3650; -2.3848],,

En procédant de méme on obtient qu’il y a pour F(—x) au moins 2 solutions périodiques
dont une qui coupe R, = [0.9866; 1.5630]0yet L, = [-1.5630; —0.9866]0y et une qui coupe

R; = [1.5630; 0] et Ly = [~2.3848; -2.3650],,

Comme par le lemme 5 les solutions périodiques F(x) et F(—x) coupe 0, en des points
identiques alors il y a pour F(x) au moins 2 solutions périodiques dont une qui coupe
L,NR; = [0.9866;1.5630] etR,NL, = [~1.5630; —0.9866],, et une qui coupe L3NR; =
[2.3650;2.3848], et R3NL; = [~2.3848; —2.3650],

F(x)

35 30 25 -2 a\ Se Ql0 R, 15 fl20o 25 30 35
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CHAPITRE 4 - Le filet a solutions périodiques

Soit F(x) une fonction continue telle que F(0) = 0 ete > 0etm > 0 et i € Z, on définit
X; =1 puis A; = mpy[x;—q; x;[ respectivement ; = Mgy [x;—1; x;[

Soit alors
A; pourx € [(i —1m+e¢im—e[lorsquei =1
A+ (4 — Ai41) (e~ pourx € [im—¢im+¢e[lorsquei =1
N _(x) = 1 6_,+(6_ 1—/11)( = pourxe[ g e[lorsquei=0
6; pourx € ]Lm + € (i +1)m — €] lorsquei < —1
0;_1 + (6;_1 9)(x‘ - pouer[lm—slm+£[lorsquel< -1
et
( 0; pourxe[(i—l)m+eim—s[lorsquei>1
0; +(6; —0;41) (x‘ — pourx € [im —¢&im+ ¢ [lorsquei =1

Ne 1 (x) = 1 A+ (A — 91)
A; pour x E](L—l)m+e im — g] lorsquei <0

pourx € [—¢;¢[lorsquei =0

A+ — l+1)M pour x € [im —¢g;im + ¢ [ lorsque i < 0

Soit M > 0 et M < 0 alors si F(x) est continue alors il existe un ¢ suffisamment petit pour que
N,_(x) < F(x) lorsque x > M et N, _(x) = F(x) lorsque x < M de méme que N, . (x) = F(x)
lorsque x > M et N, . (x) < F(x) lorsque x < M

De maniére imagée on dit que N, _(x) et N, . (x) et m et e forment un filet pour F(x) dans la
zone de péche [M; M |

F(x)

Ne.(®)

[ |~

N (®)

A
0;
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ALGORITHME D dit du «Filet de péche»
1. On fixe € = 0 et on choisit un m > 0 C’est la maille du filet.

2. On choisit la [M M ] Oxsur lequel on procede aux calculs. C’est la zone de péche.
3. On détermine la présence et la position des solutions périodiques pour Ny . (x)
a. on détermine la premiére intersection de Traj No+ (%) (x; —&4;) avec 0,
on détermine la premiére intersection de Traj N0'+(x)'1(xi — &) avec 0,
on détermine les L; et R; et L; et R;
on détermine la matrice C
on determine les k tels que Cy_y = 1et Cyp=1etCpy1p =16t Cppoq = Crp41 =0

© QO T

Les solutions périodiques coupent R, et Ry,
f. on détermine les l telsque C;;_y > 1etC,;=>1etC; ;1 =1et C_q;=Cry1;, =0
Les solutions périodiques coupent R, et R,
g. on note n,le nombre de solutions périodiques détectées
4. On determine la présence et la position des solutions périodiques pour N, _(x) comme
au point précédent et on note n_ le nombre de solutions périodiques détectées
5. Alors il y a au moins min{n;n_} solutions périodiques pour F(x) qui coupent [M ‘M ] Oxet
ces solutions périodiques passent entre les solutions periodiques détectées pour Ny _(x)
et Ny 4 (x)

Si F(x) est un polynéme alors on sait selon les théorémes C et D déterminer [M;M ]0 par

lequel passent les solutions périodiques Dans ce cas il suffit de lancer le filet sur cet
intervalle

Cet algorithme est polynomial mais heuristique. Pour une maille égale a 1/20 de la zone de
péche, le temps de calcul avec un tableur est d’'une fraction d’'une seconde.

APPLICATIONS NUMERIQUES

Voici les résultats obtenus avec € = 0 sur un choix de F(x) qui sont traditionnellement
traitées dans la littérature

Si F(x) = x3 — x (Balthasar van der Pol)
On sait que les solutions périodiques coupent [—1.4715;1.4715]

On lance un filet de maille 0.0750 sur [-1.500; 1.500],,_ et on obtient 1 solution périodique

La solution périodique coupe [1.2161;1.2201] , U[1.3029;1.3072]
y+ y+
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()

8
=25
On sait que les solutions périodiques coupent [—2.2002; 2.2002]
On lance un filet de maille 0.1250 sur [—2.500; 2.500],,_ et on obtient 2 solutions périodiques
La 1°" solution périodique coupe [0.8200; 1.0778],,,U[0.9352;1.1929],,,

La 2°™ solution périodique coupe [2.2701; 2.2737]o,,U[2.4784; 2.4813]

SiF(x) = —x%— §x3 + %x (Hector Giacomini et Sébastien Neukirch)

Oy+

Flx)

F(x) = x(x* —1.6%)(x? — 4)(x* —9) = x” — 15.56x> + 69.28 > —9 .16x (Hector
Giacomini et Sebastien Neukirch)

On sait que les solutions périodiques coupent [—3.1026;3.1026],,

On lance un filet de maille 0.1875 sur [—3.7500; 3.7500], et on obtient 1 solution périodique

La solution périodique coupe [66.5414; 66.5414]0y+U[127.2254; 172.0625]0y+
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180 F(x)

F(x) = %ﬂ - %x5 + %x3 - gx (Lawrence Perko)

On sait que les solutions périodiques coupent [—3.0803;3.0803],,

On lance un filet de maille 0.0750 sur [—3.750; 3.750] et on obtient 3 solutions périodiques
La 1% solution périodique coupe [0.8723; 0.9543]o,, U[1.1594;1.2228],,

La 2°™ solution périodique coupe [1.8357;2.5314],,, U[1.9696;2.6931],, ,

La 3°™ solution périodique coupe [4.4983; 4.4983]0y+U[6.0822; 6.3922]0er

(x)

F(x) = —x +5x|x| (Boulfoul Amel)

On sait que les solutions périodiques coupent [—3.3109;3.3109],,
On lance un filet de maille 0.1750 sur [—3.500; 3.500],_et on obtient 1 solution périodique
La solution périodique coupe [2.3402; 2.3995]0y+U[2.5307; 2.5910]

Oy+
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F(x) = x(x* —2)(x* — 1) (x2 — i) (Armengol Gasull et Hector Giacomini)

On sait que les solutions périodiques coupent [-1.5932;1.5932],,

On lance un filet de maille 0.0900 sur [-1.8000; 1.8000],_ et on obtient 3 solutions
périodiques

La 1°" solution périodique coupe [1.5243; 1.5866],,, U[1.6894;1.7377],,,

La 2°™ solution périodique coupe [0.9537;1.1190],,, U[1.0235;1.1949],,,

La 3°™ solution périodique coupe [0.5535; 0.6047]0y+U[0.6494; 0.7013]0er

Flx)

F(x) = %(1. 3544 x° — 6.0952 x” + 9.3333 x° — 5.5555 x* + x) (Simon Wang et
Giovanni Tosi)

On sait que les solutions périodiques coupent [-1.7552; 1.7552]

On lance un filet de maille 0.0xxx sur [-1.9000; 1.9000],_ et on obtient 4 solutions
périodiques

La 1% solution périodique coupe [1.3306; 1.4161], , U[1.4327;1.5147]
La 2°™ solution périodique coupe [1.2317; 1.3306],,, U[1.1399; 1.238
La 3°™ solution périodique coupe [0.8559;0.9492], , U[1.0468; 1.139
La 4°™ solution périodique coupe [0.7594; 0.8559],,, U[0.5655; 0.6655

Oys
0lo,,
9o,,
lo,,
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FxX)=(x-2)(x—Dx(x+1) =x*—2x3 —x? + 2x

On sait que les solutions périodiques coupent [—2.4091; 4.4091],_

On lance un filet de maille 0.2250 sur [—4.5000; 4.5000],, et on obtient 1 solution périodique
La solution périodique coupe [0.3665; 1.6948]0y+U[0.5002; 1.9280]0er

Flx)

F(x) = %(x —2)(x—Dx(x+ D(x+2) = i(xS — 5x3 + 4%)

On sait que les solutions périodiques coupent [—2.3671;2.3671],_

On lance un filet de maille 0.1250 sur [—2.500; 2.500], et I'on obtient 2 solutions périodiques
La 1°* solution périodique coupe [1.0018; 1.3475]p,,U[1.1381;1.4833],,,

La 2°™ solution périodique coupe [2.4023; 2.4014]o,, U[2.6590; 2.6583],,,

Flx)

F(x) =0.95(x — 1)(x — 0.95)x(x + 0.7)(x + 1.5) qui n’est pas symétrique

On sait que les solutions périodiques coupent [—1.6897;1.5527],_

On lance un filet de maille 0.0850 sur [—1.700; 1.700],,_ et on obtient 2 solutions périodiques
La 1°® solution périodique coupe [0.9672; 1.1840]o,,, U[1.0434;1.2596],,,

La 2°™ solution périodique coupe [1.9089; 1.9210],,, U[2.0599; 2.0700],,,
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(@)

F(x) = sin(mx)
On lance un filet de maille 1.0000 sur [—7.0000; 7.000],, et on obtient 1 solution périodique
qui coupe [i;i+1]  avec1<i<7

y+

7

Ce cas est repris et approfondi au chapitre 9
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CHAPITRE 5 - Le peigne a solutions périodiques

Soit F(x) continue telle que F(0) = 0 et strictement croissante respectivement décroissante
en toutes ses solutions Pour la suite on suppose que F(x) est strictement croissante a
l'origine et si ce n'est pas le cas on considérera F(—x)

Soient s; avec i,j € N les solutions différentes de F(x) On numérote les s; de telle sorte que
S < <sj<<s1<0=5,<s5 < <5< <5y

Soient x; I'un des extrema de F (x) entre [s;_y,s;] lorsque i > 0 respectivement entre [s;.s;,]
lorsque i < 0

Alorsona s < <s_j<x_j<S_j;1 S <s1<x1S0=5p<x;<s5;<<5.4=
xiSsiS---<sr

‘F Mg x)[si-1;si] si (i > 0 et impair) ou (i < 0 et pair)
et F(x) = Mp(x)[Si—1; 5i] si (i > 0 et pair) ou (i < 0 et impair)
On définit

( .
(x = s2:) F(szm)pourx € [s2i552: + €l
F(x3i41) pourx € [sy; + & Szi41 — €[
F(x2i+1)
—(x = S2i41) % pour x € [sz41 — & Sait1l
0 pour x € [si41; X2i42 — € [ U [X2i42 + & S2it2l
F(X3i12)
(X — Xa142 + &) =2 pour x € [Xpi42 — & Xa142 [
F(X5i42)
—(x — X442 — 3)%13011”5 € [X2i125 X242 €[
F(x) pour x € [s,; oo
P£,+(x) =13

F(x_aj_
—(x = 5_3)) %pourx € [s2j — & 52

F(x_zj_l) pour x € [5_2]-_1 t+e&s o — s[

F(x_2j-1)
(x —5_3j_1) T] pourx € [s_pj_1;S_zj-1 + €|

0 pour x € ]x—zj—z + & S—zj—1] V) [S—zj—z,-x—zj—z - e[

_(.x - x_zj_z - g)F(x_TZJ_Z) pour x € [.x_zj_z; x_zj_z + 8[

(x - x_zj_z + 5)@ pourx E [x_zj_z - 5; x_zj_z[

F(x) pour x € |—o0;s_;[

ol 0<i<2et0o<j<Z2
2 2
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et
0 pour x € [sp;; Xzi41 — € [ U [Xp141 + & Szi41[

F(x2i+1)
€

(x — x3141 + &) pour x € [Xp;41 — €; X141

F(X2i+1)
) €

—(x — X341 — € pourx € [xi11; %2141 + €[

F(X2i4+2)
(x— 52i+1)%pourx € [S2i415 Szir1 T &l

F(x3i42) pourx € [syi41 + & Sgi42 — €[
—(x— 52i+2)%p0u”€ € [S2i42 — & S2is2l
F(x) pour x € [s,; oo
P (x) = 0 pour x € ]5_2]-_1; X_pj_1— s] U ]x_zj_l + g s_zj]

_(x - .x_zj_l - S)@pourx € ]x_zj_l;x_zj_l + S]

(.x - x_zj_l + S) @pour X € ].x_zj_l — &, x_zj_l]

—(x — S_Zj_l)@pourx € ]5—2j—1 —& 5—2j—1]

F(x_zj_z) pour x € ]S—zj—z +&5 351 — s]

F(x_2j-3)
(x - s_zj_z)# pourx € |s_yj_5;S_zj_5 + €]
\ F(x) pour x € |—o0; s_]
ouo<isletosj<?

Puisque F(x) est continue et strictement croissante respectivement décroissante en ses
solutions alors il existe ¢ suffisamment petit tel que P._(x) < F(x) lorsque x = 0 et P._(x) =
F(x) lorsque x < 0 de méme que P, (x) = F(x) lorsque x > 0 et P.,(x) < F(x) lorsque
x<0

De maniére imagée on dit que P._(x) et P., (x) forment un peigne pour F(x)

PROPOSITION 16
Soit F(x) une fonction continue telle que F(0) = 0 Si P._(x) et P, (x) forment un peigne pour
F(x) alors #(F (x)) = min{#(P._ (x)); #(Pe+ (x))}

Preuve
C’est un corollaire du théoréme F
#

COROLLAIRE 16.1

Soit F(x) et G(x) des fonctions continues telles F(0) = G(0) = 0 et telles que P._(x) et
P, (x) forment un peigne pour F(x) et G(x) Si P._(x) et P..(x) ont chacun une infinité de
solutions périodiques alors F(x) et G(x) ont chacun une infinité de solutions périodiques
#
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ALGORITHME E dit du « Peigne »

1. On détermine les solutions et les extrema de F(x)

2. On détermine P, _(x) et Py 4 (x)

3. On applique I'algorithme C dit de la « Ligne de péche » a P, _(x) et Py ,(x) Dans le cas
de ¢ = 0 les trajectoires sont des arcs de cercles ce qui allege trés fortement les calculs

Cet algorithme est polynomial est déterministe. Le temps de calcul avec un tableur est d’'une
fraction d’'une seconde.

Dans les 2 derniers chapitres on a pu constater que la géométrie de F(x) données par ses
solutions et ses extrema est déterminante pour I'existence et la position de solutions
périodiques
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Chapitre 6 - Condition d’existence et de localisation de solutions périodiques

Dans ce chapitre on s’intéresse aux conditions d’existence et de localisation de solution
périodique pour F(x) une fonction continue telle que F(0) = 0 et les solutions sont les entiers
{£1;..; £n} et strictement croissante en 0 et strictement croissante respectivement
décroissante en toutes ses solutions et telle que F(—x) = —F(x) et lim,_,,, F(x) = o

LEMME 6.a
Soit keR*et F (x) une fonction continue telle queF(—x) = —F(x) et F(0) =0et 0 < a, < b; <

by < ay Si [~ay;—azlo, G Trajre([k; k + 1]0,)N0, et Trajpiy ™ ([k sk +1] ) no, ¢
[by; bz]oy+ alors il y a au moins une solution périodique qui coupe [k — 1; —k]o et [k; k +
1o,

Preuve

Ona [bl;bz]oy ; [az;al;]o

, etalors [-b,; _bl]oy ¢ [~a ;—az]oy et
TrajF(x)_1 ([—bz ; —bl]oy) no, ¢ TrajF(x)_1 ([—a1 ; —az]oy) no, ¢

Trajpe (Trajpeo([k k + 11o,)N0y)N0x & [k k + 1] Puisque Trajpe)™" ([k ik +

1], ) N0, € by bylo,, alors Trajpey™ ([_b2 ; —bl]oy) N0 & [by; bylo,,
Par symétrie de F(x) on a Trajpc " ([bl; b2]0y+) no, & [-b,; —b1]0
y

Ainsi Trajp(x ' (—bz; =b1 )NOy & [=by ;—by],, de méme que Trajp(y) ([k sk +
y+

1]0x ) no, ¢ [k sk + 1]OxPuisque que TrajF(x)'1 est continue alors par le théoreme du point

fixe il y a au moins une solution périodique qui coupe [k; k + 1],

Finalement par symétrie de F(x) il y au moins une solution périodique qui coupe [—k —
1,—klo, et[k;k+1]

Ox+

#

LEMME 6.b
Soit keR*et F(x) une fonction continue telle queF(—x) = —F(x) et F(0) =0et 0 < b, <a, <

ay < by Si Trajpey ([k; k + 110,)N0y, & [—az; —a1lo, et [bi;bylo,, G Trajpe™" ([k k+
1]0 ) N0, alors il y a au moins une solution périodique qui coupe [~k — 1;—k]o, et [k; k +
1o,
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Preuve
On a [ay;a1;]o, & [b1; balo, et alors Traje(y) ([azF a1]oy) N0y & Trajr(x) ([b1i bz]oy) N0y &
Trajpe (Trajeey ™ ([ksk+1], ) N0,) N0, = [k;k + 1] Puisque Trajp [k k +

l]ox)HOy G [—ay; —az]oy alors Trajr(x) ([az; a1]oy) No, & [—ay; —az]oy
Par symétrie de F(x) on a Trajr(y) ([—al; —az]oy) NO, & [ay; ay; ]oy

Ainsi Trajp(y) ([az; a1;]0y+ ) NO, < [ay;ay; ]0y+ de méme que Trajp(y) ([k ik + 1]0 ) no, ¢
[k sk + 1]0 Puisque que Trajr(y) est continue alors par le théoréeme du point fixe il y a au

moins une solution périodique qui coupe [k; k + 1],

Finalement par symétrie de F(x) il y au moins une solution périodique qui coupe [—k —
1,—klo, et[k;k+1]

Ox+

#

LEMME 7
Soit F (x) une fonction continue telle que F(0) = 0 et strictement croissante en 0 et 2 et
strictement décroissante en 1 et telle que F(—x) = —F(x) et F(1) = F(2) = 0 et qui vérifie
les conditions :

#1 Mppl0;1] <3

2

#2 J1 + <mm)[1 ;2] + \/mp(x)[l ;2]2 + 3) < Mp[0;1]

#3 2Mp([0;1] + \/1 + (V3= Mp[0;1])" < J1 + (Mpeo[0;1] = mpen[1;2])°

#4 J1 + Mpo[051]" < 2Mpee[0;1] +1
#5 1< Mp»[0;1]

2 2
#6 Mpo[0;1] < (mpn[1:2] -V3)
Alors il y a au moins une solution périodique qui coupe [—2; —1]y, €t [1; 2] ox

Preuve
Par simplification on pose @ = Mp()[0;1] = —mpy[—1;0] et B =mpy[1;2] =

—Mp[—2;—1] et o le plus grand maxima sur [1; 2]ox et p le plus grand minima sur [1; 2]ox
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P..(xv)

Soit0 <e< %alors on définit
F(x) pour x € |—o0; —2[
Opourx € [-2;—p—¢[U[-p+¢&—1[
—(x+p+e)§ pourx € [—p — &; —p|
(x+p—£)§ pourx € [—p; —p + €[
-1+ x)% pourx € [—-1; -1+ ¢]
—apourx € [-1+ ¢ —¢]
a
~Xpourx € [—&;0[

De,+(x) =4 «
~Xpourx € [0; [
apourx € [g;1—¢[
(1-x) % pourx € [1—¢;1[
Opourx e [L;p—€c[U[p+¢2]
(c—p+e)E pourxelp—eipl
—(x—p—s)épourxe lp;p+el
\ F(x) pour x € [2; oo

Comme F(x) est une fonction continue telle queF(—x) = —F(x) et F(0) = F(1) = F(2) =0 et
strictement croissante en 0 et 2 et strictement décroissante en 1 alors il existe 0 < & tel que
pourtout0 <e <donaPkP,, (x)=F(x)pourtoutx >0et P, .(x) < F(x) pourtoutx <0

Etudions les trajectoires passant par les points (1;0) et (2;0)

1°" trajectoire
Trajp, ,x)(2;0) passe en dessous de (p; ) et donc en dessous de (1; )
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Sur[0;1], la Trajp, ) Passe en dessous de Traj, et Traj,(1;8) coupe Oy_en (0 Ja—
JT+(@=p)?)
Ainsi Trajp, , (x)(2; 0) coupe Oy_ en dessous de (0 ;a— 1+ (a— 3)2)

2°™ trajectoire

Sur[1-¢;1], la Traj,,, () passe en dessus de Traj, et Traj,(1;0) passe en (1 —
g —V2¢e —€?)

Sur[e;1—¢], laTraj,,, ) estégale aTraj, et Trajo(1— e —v2e —&2) passe en
(s;a—\/az +1—¢2 —20(\/25—52)

Sur [0;¢]  la Trajp, ,x) Passe en dessus de Traj, et

Trajo (5; a—Va?+1—-¢?—2a\2e — 52) coupe Oy_ en

<0; —\/82 + (a —\/az +1—g2— Zam)2>

Ainsi Trajp, , x)(1;0) coupe Oy_ en dessus de

<0; —\/82 + (a —\/az +1—¢e2-2aV2e —82)2>

2
Soit g(x) = —sz + (a ~Vaz+1-x2—2a\2x —xz) alors g(0) =a—va? +1

Ainsi pour tout 0 < &' < e il existe 0 < § tel que pourtout 0 < x <fonaa—Vva?+1—-¢' <
g(x)
Ainsi Traj,,_ , x)(1;0) coupe Oy_ en dessus de (0;a —VaZ +1—¢')

1er intervalle
Ainsi Trajp,, 0 ([1:2], N0y € |a =T+ @-p?ia-VaZ +1-¢]

0y_

el

3°™ trajectoire

Sur [1; 2]0 la Traj ! ., Passe en dessous de Traj~*, et Traj~* (2;0) passe en (1;v3)
x 4 (x

Deg

Sur [1-¢;1], et[0;e], laTraj™",  passe en dessous de Traj~", etsur [51—¢]  Ia

De,

Traj‘lpmm est égale a Traj~* et puisque V3 > a (Condition #1) alors la Traj~1,(1;+3)

coupe Oy, en <0; x + /1 +(V3- a)2>
Ainsi Traj‘lpH(X) (2;0) coupe 0y, en dessous de <0; « + /1 + (V3 - a)2>
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pour tous les polyndmes de degré impair les solutions périodiques sont dans un espace borné autour de I'origine, pour donner des nouveaux
algorithmes permettant de localiser les solutions périodiques, etc.»

Par Serge Reymond, Mont-Pélerin, Switzerland, 31 mai 2019

Page 51 sur 104



4°™ trajectoire

Traj_1p£+(x)(1; 0) passe en dessus de (1 — & a)
Sur[e;1— s]ox la Trajy, ,x) est égale & Traj, et Traj, '(1— & a) passe en (g a +

V1 —2¢)
Sur [0; s]o la Traj~", .(x) Passe en dessus de Traj, et Traj~*,(&; a + V1 — 2¢) coupe Oy,
X &,

on (o;ng +(a +M)2>

Soit g(x) = \/xz +(a+V1- 2x)2 alorsg(0) =a+1
Ainsi pour tout 0 < ¢’ < el existe 0 < § tel que pourtout 0 < x <donaa+1—¢' < g(x)
Ainsi Traj_1p£+(x)(1; 0) coupe Oy_ endessus de (0;a + 1 —¢')

2éme intervalle

Ainsi [a +1—-¢;0c+ ,1 + (\/§ - a)z] G Trajpe,k&(x)_l([l ;2])00y

Oy+
Synthése

Soienta; = —a+ 1+ (a@—pB)et a= —a+Va?+1+c'et by=a+1—-¢" et b, =x
+/1+(\/§—a)2

La Condition #3 équivaut a « + /1 +(V3-a)’ <—a+ 1+ (a—p)? ce qui équivaut & et

donc b, < ay
La Condition #4 équivaut a —a + V1 + o? < a+ 1 et si on choisit 0 < &' < %(Za +1-

\/1+a2)alorsb1=a+1—s’>a+1—%(2a’+1—\/1+a2)=%+%\/1+a2et a, =—a+
VaZ+1+¢ <—a+VaZ+1+5(2a+1-Vi+a?)=-+-VI+a’donca, <b,

Ainsi par le lemme 6.a il y au moins une solution périodique qui coupe [-2; —1]o, _ et
[1;2]o,,
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F(x)

o—¢ o+e 1+e 2-¢

Soit0 <e< %alors on définit
F(x) pour x € |—o0; =2
—(x+ 2)§ pourx € [—-2; -2+ ¢[
—Bpourx € [-2+¢&—-1—¢f
(x+1)§p0urx€ [-1—¢g-1]
(x+o+ s)%apourx €[—-0—¢—0]
(x+a—e)%pourx€ [—o;—0 +¢]
Opourx € [-1;—0 —e[U[—0 + & 0]
Opourx € [0;0—¢c[U[o+ 1]
(x—a+s)§pourx€[a—£;a[

De,— (x) =3

—(x—a—s)% pourx € [o;0 + €[
(x — 1)§pourx eL;1+¢]
Bpourx €[1+¢2—¢[
—(x—2)§pourx E[2—¢g2]
\ F(x) pour x € [2; oo

Comme F(x) est une fonction continue telle que F(—x) = —F(x) et F(0) = F(1) = F(2) =0
et strictement croissante en 0 et 2 et strictement décroissante en 1 alors il existe 0 < § tel
que pourtout 0 < e <donaP,_(x) < F(x)pourtoutx >0et P,_(x) = F(x) pour toutx <0

Etudions les trajectoires passant par les points (1;0) et (2;0)

1°" trajectoire
Traj,, ,(x(2;0) passe en dessous de (2 — &; )
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Sur[l+¢;2— g]ox la Trajp, , ) est égale & Trajz et Trajg(2 — & B) passe en (1+¢&;5 —

%)

Sur|lo+¢e;1+¢| laTraj ) passe en dessous de Traj, et Trajo (1 +¢;8 —
0 Pe+(x)
» ,

V31 - 25) passe en<a + s;—\/(l +e)2—(c+e)?+ ([3 —/3(1 - 25)2>

Sur[o—¢€;0+ ¢] 0, 18 Trj p, , (x) Passe en dessous de Traj, et

Traja<a+s;—\/(1+g)2 —(c+¢e)2+ (/3 -3 - 28))2> passeen|o—¢;a—

2
\/4—0‘8 + <a + \/(1 +e)2—(c+e)2+ (,8 -3 - 28))2>

Sur[0;0—¢], laTraj,,, ) estégale aTraj, et
. .

2

Trajgl o—¢;a —\/405 + <a +J(1 +e)2—-(c+¢e)?2+ (ﬁ -3 - 25))2> coupe Oy_ en

2

2
0;— (a—s)2+ a—\/4a£+<a+\/(1+£)2—(J+s)2+(,8—,/3(1—25))2>

Ainsi Traj . , (x)(2; 0) coupe Oy_ en dessous de

2

2
0;— (a—s)2+ a—\/4a£+<a+\/(1+£)2—(J+s)2+(,8—,/3(1—25))2>

Soit

2

2
glx)=— (J—x)z +<a—\/4ax+<a+\/(1+x)2—(0+x)2+(,8—,/3(1—2x))2>

alors g(0) = — 1+ (B — \/§)2

Ainsi pour tout 0 < &' < ¢ il existe 0 < & tel que pour tout 0 < x < § on a

9@ < -1+ (B-V3) +¢
. . 2
Ainsi Traj ,,_, (x)(2;0) coupe Oy_ en dessous de <0; - /1 +(B—V3) + e’)

el

2°™ trajectoire
Sur [0 + ¢ 1]p, la Traj pe-(x) €St €gale a Traj, et Traj,(1;0) passe en

(0+&—yT= G+ 27)
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Sur[o—¢0+¢e]g, laTraj pe.-(x) Passe en dessous de Traj, et

Traj, (0 +&—-y1—(c+ 5)2) passe en <0 —-&5a-— \/405 + (a — my)

Sur [0;0 — €], laTraj,,_(x) est égale a Traj, et

2
Traj0<a —ga —\/405 + (a —J1—=(o +s)2) ) coupe 0,_en

2

0;—\/(0—5)2 +<a—\/4a£+(a—w/1—(0+s)2)2>

Ainsi Traj ;. _(x)(1;0) coupe O,,_ en dessus de

0;—\/(0—5)2 +<a—\/4a£+(a—\/1—(0+s)2)2>

2

2

Soit g(x) = —\](0 —x)%+ <a - \/4ax + (a —J1—-(o+ x)2)2> puisque 1 < a (Condition #5)

alors g(0) = -1
Ainsi pour tout 0 < &' < g il existe 0 < & tel que pourtout 0 < x <dona—-1—-¢' < g(x)
Ainsi Traj p, _(x)(1;0) coupe O;,_ en dessus de (0;—1—¢")

1°"intervalle
. . . 2
Ainsi Trajp,, (x) ([1 ; 2]ox ) no, ¢ [_ ’1 +(B-V3) +e ;-1 g,]
Oy_
3°™ trajectoire

Sur[2—¢; Z]OX la Trajt pe . (x) PASSE en dessous de Traj~*, et Traj~* (2;0) passe en
(2 —-&; \/m)

. ._1 z hY ._1 ._1 .
Sur[1+&2—¢lo laTraj™", . estégaleaTraj~"y et Traj B(Z — &;V4e — £2) passe

en <1+£;[3+\/(—B+\/4s—52)2+3(1—2£)>

Sur[o+¢&1+¢]p, laTraj™! pe. (x) PASSE en dessous de Traj~', etsur [0;0 —¢€]o, la

2
Traj~1 pes () St égale a Traj~' et Traj~*, <1 +e;B8+ \/(—ﬁ +V4e—¢2) +3(1— 25))

2
coupe 0, ,en 0;\/(/? + \/(—B + V4e — 52)2 +3(1— 25)) +(1+ 5)2
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Ainsi Traj~?! pe. (o) (2:0) coupe 0,,.en dessous de

2
0;J<ﬁ+\/(—ﬁ+\/4s—52)2+3(1—25)> +(1+£)2

2
Soit g(x) = \/(,B + \/(—,B + Vix — x2)2 +3(1 - 2x)> + (1 + x)z alors

g(0) = Jl +(8+B7+ 3)2

Ainsi pour tout 0 < &' < ¢ il existe 0 < § tel que pourtout 0 < x < §ona
2
g(x) <\/1+ (B+VB7+3) +¢'

2
Ainsi Traj~?! p£+(x)(2; 0) coupe 0,,_ en dessous de <0; \/1 + (ﬁ +B%+ 3) + e’)

2
Et puisque \/1 + ([3 +./B% + 3) < a (Condition #2) alors Traj‘1p£+(x)(2; 0) coupe 0,_en

dessous de (0;a +¢')

el

4°™ trajectoire

Traj =t 2D&_(x)(l ;0) va passer en dessus de (o; @)

Sur [0 — ¢ 0o, laTraj”
(0 —gvVa?+ 20e — 52)

Sur [0 io— e]o la Traj~1

1 pe_(x) Passe en dessus de Traj~' , et Traj~'  (o; ) passe en

pe_ () est égale & Traj ! o et Traj~! 0(0 —g;Va? + 20 — 52) va
couper Oy, en (0;VaZ + 62) qui est en dessus de (0; a)

Ainsi Traj ™! (1;0) coupe Oy, en dessus de (0;a)

pe,—(x)

2°™ intervalle

Ainsi [a; a + &' 1o, S Trajp,, 0 ([1 2], ) no,

Synthése

Soienta; = /1+(ﬁ—\/§)2—s’eta2=1+£’etb1=aetb2=a+s’

La Condition #5 est 1 < a etsionchoisit0 <& <a—1lalorsa, =1+’ <14+a—-1=a =
b

La Condition #6 est a? < (ﬁ—x/?)z et si on choisit 0 < ¢’ <%((ﬁ—\/§)2 —az) alors b, =
a+e =0(+1—£’>a+1—%(20(+1—v1+0(2)=%+%\/1+a2=—oc+\/0(2+1+
%(2a+1—v1+a2)>—a+Va2+1+s’=a2
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Ainsi par le lemme 6.a il y au moins une solution périodique qui coupe [-2; —1]y _ et
[1; 2]o,,

#

LEMME 8
Soit F(x) une fonction continue telle que F(0) = 0 et strictement croissante en 0 et en 2 et
strictement décroissante en 1 et telle que F(—x) = —F(x) et F(1) = F(2) = 0 et qui vérifie
les conditions :

#1 V3 < Mp,)[0;1]

2

#2 J1 + <mm)[1 ;2] + \/mp(x)[l ;2]2 + 3) < Mp[0;1]

#3 2Mp[0;1] + 1 < \/1 + (Mpeo[031] = mee[152])°

#4 J1 + Me[051]° < 2Mpey[031] + 1

2 2
#5 Mpn[031] < (mpeo[1:2] - V3)
Alors il y a au moins une solution périodique qui coupe [—2; —1] o, et [1;2]px

Preuve
Par simplification on pose @ = Mp()[0;1] = —mpy[—1;0] et B =mpy[1;2] =
—Mp@[—2;—1] et o le plus grand maxima sur [0 ; 1]0 et p le plus grand minima sur [1; 2]0

Soit0 < e < % et p. +(x) tel que définit au lemme 7

1°" trajectoire
De maniere identique au lemme 7 on obtient que Trajy,, , (x)(2; 0) coupe Oy_ en dessous de

(0;a—,/1+(a—,8)2)

2°™ trajectoire
De maniére identique au lemme 7 on obtient que Trajy, ,x)(1;0) coupe Oy_ en dessus de

(O;a—\/a2+1—£’)

1°"intervalle

Ainsi Trajp, o ([kik+1], )N0y € [a~ T+ (@ p)2;a—VaZ+1-¢]

0y
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3°™ trajectoire

Sur [1 ; Z]Oxla Traj~! ) PESSE N dessous de Traj~! et Traj~",(2;0) passe en (1 ;V3)

D,
qui est en dessous de (1 ; a) (Condition #1)

Sur [0; s]oxet [1-¢; s]ox laTraj~", passe endessousde Traj~", etsur[e;1—¢], la

X

De,

L ) est égale a Traj~* et Traj~! (1;a) coupe Oy, en (0;a + 1)

Pe+(x
Ainsi Traj~?!

Traj~

Deria) (2;0) coupe Oy, en dessous de (0;a + 1)

4°™ trajectoire
De maniére identique au lemme 7 on obtient que Traj‘lpﬁ(x)(l; 0) coupe Oy, en dessus

de (0;a+1-—¢")

2°™ intervalle

Ainsi[a+1 - &5 a+1 1o, S Trajp,, " ([ksk+1], ) N0,

Synthése
Soienta; = —a+ 1+ (a@a—pB)?—c'etay,=—a+va?+1+c'ethy=a+letbh,=a+1+

S’

La Condition #3est1+a <a++/1+ (a —pB)? etsionchoisit 0 <& <2a+1—-vVa?+1
alorsa, =—a+val+1l+e' <—a+va?+1+2a+1—-Va?l+l=a+1=b

La Condition #4 est V1 + a2 <2a+1lalorsb, =a+1+¢' > —-a+Vi+a?+& =q
Ainsi par le lemme 6.a il y au moins une solution périodique qui coupe [-2; —1]o. et

[1; 2]o,,

Soitd < e < % et p. _(x) tel que définit au lemme 7

1°" trajectoire
De maniére identique au lemme 7 on obtient que Traj,, _(x)(2;0) coupe Oy en dessous de

<0;—/1+(/3—\/§)2+e’>

2°™ trajectoire
De maniére identique au lemme 7 on obtient que Traj,, _(x)(1;0) coupe Oy_ en dessus de

0;-1-¢"
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1°"intervalle

A|nS| Trajpsyk’_(x) ([1 5 Z]Ox ) nOy ; [_Jl + (B _ \/§)2 + 8’; _1 _ gl

0y

el

3°™ trajectoire
De maniére identique au lemme 7 on obtient que Traj~!

de (0;a +¢')

105_(x)(2 ; 0) coupe Oy, en dessous

el

4°™ trajectoire
De maniére identique au lemme 7 on obtient que Traj~! pE_(x)(l ; 0) va couper Oy, en

dessus de (0; a)

2°™ intervalle

Ainsi[a+1—¢5a+1],, STrajp, o ([1 ; Z]Ox) Noy

Synthése

Soient a; = /1+(ﬁ—\/§)2—s’eta2=1+£’etb1=a+s’etb2=a

La Condition#1 estvV3 < aalorsbh; =a+&' >V3+&' >1+¢ =a,

La Condition #5 est a? < (8 — v3)” et si on choisit 0 < & < |1+ (8 —V3)” — a alors

a=1+(B—V3) =& > [1+(B—3) = 14 (B V3 +a=a=b,

Ainsi par le lemme 6.a il y au moins une solution périodique qui coupe [—2 ; —1]0 et
[1;2]
#

Ox+

LEMME 9.a

Soit keN tel que k > 2 et soit F(x) une fonction continue telle que F(0) = F(k —1) = F(k) =
F(k+1) =0 et F(—x) = —F(x) et strictement croissante en 0 et k et strictement
décroissanteenk —1 etk +1etF(x) <O0surlk—1;k[ et F(x) > 0surlk; k+ 1]

Soit x le plus grand extrema de F(x) sur |k — 1; k[ alors on définit
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F(x+¢) sixe]—oo;—k—1—¢[
(x+k::—1+€) Mpeol—k —1;—k] sixe[-k—1-¢&—k—1[
Mpey[—k — 1, k] sixe[-k —1; k[
k_ .
B (x+£ 8) ME(x) [k —1;—k] sixe[—k;—k+ €

(x+E+£
£

)MF(x)[_ki —k+1] sixe[-x—¢g —x[

- (x+f_s) Mpool=k; —k + 1] sixe[-x;—x + &
0 sixe[—k+&-—x—e[U[-x+&—k+1-¢
1+ x+:_1)mp(x) [~k +1;0] sixe[-k+1—g—k+1]
Mpeoy[—k +1;0] sixe[—k +1;—¢[

Pe 4 (x) = § Bl G) Mr [~k +1;0] sixe[—e 0]
- (E) Mp[0;k — 1] sixe[0; e[
Mp[0;k — 1] sixe[e;k —1[

(1- "‘:“)Mp(x)[o; k—1] sixelk—Lk—1+¢[

0 sixe[k—1+gx—¢e[U[x+¢&k—¢l
(x—E+s
&

)mp(x) [k —1;k] sixe[x—gx[

- (x_z_s) Mpelk — 1, k] sixe[x;x + g[

-k .
(x :S) Mpolk; k+ 1] sixelk — & k[

Mpolk; k+ 1] sixe[k; k+ 1]
- (x_k_l_s) Mpolks k+1] sixe[lk+1Lk+1+¢&[

&
\ F(x—¢) sixelk+1+ ¢ 00]
Si les conditions suivantes sont satisfaites:

#1.1  mpeo|k—1;k] < —2vk
#1.2 MF(x)[O;k—l]<MF(x)[k;k+1]

#1.3 2k —1 < Mp[0;k —1]

#1.4 2Mp[0;k—1]+k—-1< J(MF(x)[o;k 1] = mpey [k = 1;k])° + (k - 1)?

#1.5 —mp(x)[k—l;k]<Mp(x)[k;k+1]+\/2k+1

Alors pour tous les ¢ suffisamment petit P, j, . (x) a au moins une solution périodique qui
coupe [k —1;—k]o _ et[k;k +1]

Ox+

Preuve
Par simplification on note @ = Mp(,)[0;k — 1] = —mpy[—k + 1;0] et B = mpp[k — 1;k] =
—Mpyl—k; —k + 1] ety = Mg |k; k + 1] = —mp[—k — 1;—k]
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Ps,k,+ (I)

k+1
kt€ k+1-¢

Comme F(x) une fonction continue telle que F(—x) = —F(x) et F(0) = F(k—1) = F(k) =
F(k + 1) = 0 et strictement croissante en 0 et k et strictement décroissanteen k — 1 etk + 1
alors il existe 0 < § tel que pour tout 0 < e < dona P, (x) = F(x) pour tout x > 0 et

Py +(x) < F(x) pourtoutx <0

Etudions les trajectoires passant par les points (k; 0) et (k + 1;0)

1°™ trajectoire
Sur [x + &5k + 1] laTrajp,, , ) Passe en dessus de Traj, et Trajo(k + 1;0) passe en

(x+& U+ 12— G +2)?)

Soit g(x) = (k+1)? — (x + x)? alors g'(x) = —2(x + x) < 0 pour tout x > 0 et g(0) =
(k+1)2—%"> (k+1)?— (k- 1) = 4k et donc g(x) < 4k pour tout x > 0

Puisque B < —2vk (Condition #1.1) alors (E +g —J(k+1)2—(x+ 5)2) est en dessus de
x+¢& B

Ainsi Trajp,, . x)(k + 1;0) passe en dessus de (k; )

D'autre part Trajp, , , x)(k + 1;0) passe en dessous de (k — 1; B)

« Une approche géométrique de I'équation de Liénard pour prouver que pour F(x) = x [T, (x? — i?) il y a au moins n solutions périodiques, que
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a) Trajectoire issue de (k; B)

Sur [0; k]o la Trajp,, . (x) Passe en dessus de Traj et Trajg(k; B) coupe O,_ en
. K,

(0; —\m)
Ainsila Trajp,, , () (k; B) coupe 0,_ en dessus de (0; —J/B%*+ k2)

b) Trajectoire issue de (k —1; B)

Sur[0;k—1 ]0 la Trajp, , , () Passe en dessous de Traj, et Traj,(k —1; B) coupe O,_

en(o; a—\/(a—ﬁ)2+(k—1)2)

Ainsi Trajp_, , )(k; B) coupe 0,_ en dessous de (0; a—+J(@a—p)2+ (k- 1)2)

En synthese Trajp, , , x)(k; 0) coupe [—,/,82 +k2;a—J(a—B)2+ (k- 1)2]0
-

el

2°™ trajectoire

Sur [x + ¢; k]o la Trajp, , , ) Passe en dessus de Trajy et Trajy(k; 0) passe en (E +
g —Jk2 —(x + 5)2) puisque —/k2 — (X + £)2 > —/(k + 1)2 — (x + £)? et alors par la
Condition #1.1 (% + & —/kZ — (& + 5)2) est en dessus de (% + &; f)

Ainsi Trajp,, , x)(k; 0) passe en dessus de (k; f)

D'autre part Trajp, , , () (k; 0) passe en dessous de (k — 1; )

Et de la méme maniére que pour la 1 trajectoire Trajpak*(x)(k; 0) coupe [—,/,82 +k%;a—
J@=p7 + (- 17

y—

1°"intervalle

Ainsi Trajip, o (lk; k + 1o, JN0y € |[—VBZ+ k250 = /(@ = )2 + (k — 1)2]0
-

3°™ trajectoire

Sur[k+1—¢&k+1]o, laTrajp,, o (k+1;0) passe en dessus (k +1—¢;y)

« Une approche géométrique de I'équation de Liénard pour prouver que pour F(x) = x []i~,(x? — i?) il y a au moins n solutions périodiques, que
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Sur [k +e;k+1-— e]o la Trajps’k&(x)_1 est égale a Traj},_1 et Trajy_l(k +1 —¢; y) passe
en (k+e;y+ 2k + 1D(1-2¢))

Sur [X + & k + €lo, laTrajp,, () ' passe en dessus de Traj, ' et Traj, ™' (k+&;y +

J(2k + 1)(1 - 2¢)) passe en <§ + g;J(y +JQk+ 1)1 - 25))2 +k+e)2—(x+ g)z)

Sur[x—¢&;x+¢|, laTrajp,,, ) ' passe endessus de Trajs " et Trajg ™" <§ +
. K,

s;\/(y + \/(Zk +1)(1 - 26))2 +(k+e)2-(x+ s)2> passe en

2

X—¢ ;/3+\/<—/3 +\/(y+\/(2k+1)(1—2£))2+(k+e)2—(E+s)2> + 4xe

Sur [0;X —¢], et puisque a <y (Condition #1.2) Trajp,, )" Passe en dessus de Traj, "

2

et Traj,~* E—s;[3+\/(—,8+J(y+\/(2k+1)(1—28))2+(k+e)2—(f+£)2> + 4xe

coupe 0, en dessus de

2
2

2
ko; /3+\/(—ﬁ+\/(y+\/(2k+1)(1—25)) +(k+e)2—(E+s)2> + 4xe +(E—s)2)

Ainsi Trajp,, .~ (k+1+¢;0) coupe 0, en dessus de

2

2

2
0; /3+\/(—ﬁ+\/(y+\/(2k+1)(1—25)) +(k+e)2—(E+s)2> +4%e | + (x — )2

2

Soit g(x) = (ﬁ + j(—ﬁ + J(y +.J/QRk+ 1A - Zx))2 + (k+x)2—(x+ x)z) + 4Ex> + (x — x)?

alors g(0) = \/(y +V2k + 1)2 + k? et ainsi pourtout 0 < &' < ¢ il existe 0 < & tel que pour

tout0<x<60naJ(y+\/2k+1)2+k2—s’Sg(x)
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Et finalement la Trajpg,k&(x)'l(k + 1;0) coupe 0, en dessus de

<0; J(y +VZEFI) + k2 - s'>

el

4°™ trajectoire

Sur [k—1;k], laTrajp,, " passe endessous de Traj,” ' et Traj,”'(k;0) passe par

(k —1;+v2k — 1) qui est en dessous de (k — 1; ) (Condition #1.3)

Sur [0:k —1 ]0 la Trajp,, v ' passe en dessous de Traj, " et Traj, '(k — 1;a) coupe
. ,

0y, endessousde (0;a+k—1)

Ainsi Tra p_, vy (k;0) coupe 0, en dessous de (0;a +k —1)

2°™ intervalle

Ainsi [a +k—1; J(y +VZEFI1) +k2—e| ¢ Trajp,, .o ([k;k+1])N0,

Oy

Synthése

Soienta; = /B2 +kZeta, = —a+/(a —B)2+(k—1)2et by =a+k—1et b, =
Jo+vaRFD) +ie e

La Condition #1.4 équivaut a b; < a,

La Condition #1.5 donne /B2 + k% < \/(y +V2k + 1)2 + k2 et si on choisit 0 < ¢ <

\/(y+\/2k+ 1) +K - [P+ alors\/(y+\/2k+ 1)" + k2 — & > /B + k2 et donc a, < b,

Ainsi par le lemme 6.b il y a au moins une solution périodique qui coupe [~k — 1; —k],, _ et
[k; k + 1]

Ox+

#

LEMME 9.b

Soit keN tel que k > 2 et soit F(x) une fonction continue telle queF (—x) = —F(x) et F(0) =
F(k—1) =F(k) = F(k + 1) = 0 et strictement croissante en 0 et k et strictement
décroissanteenk —1 etk +1etF(x) <O0surlk—1;k[ et F(x) > 0surlk; k+ 1]
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Soity est le plus grand extrema de F(x) sur lk — 1; k[ alors on définit
P & k,— (x) =
F(x) sixe]—oo;—k —1[

(FZ) mecolk = 1:-k] si xe[~y — & =1

&

_ (x+y—£
&

0 sixe[-k—1;-y—e[U[-y +¢& —k[
(x+l£c+e) Mpool=k; =k + 1] sixe[—k;—k + ¢[

Mpool—k; —k +1] sixe[—k +& -k +1[
)MF(x)[—k +1;0] - (@) Mpool—k; —k +1] sixe[-k+1;,-k+1—¢[
Mpooyl—k +1;0] sixe[-k+1—¢&—¢[
B (g) Mp@ol=k +1;0]  sixe[~¢; 0]

(g) Mp[0;k — 1] sixe[0; e[
Me [0k — 1] sixe[e;k—1+¢[
(1= =55 mecol0sde = 11+ (7 ) meolle = 15k sixelk =1+ &5k = 1]
Mpeolk — 1;k] sixelk — 1,k — €[
(x_’”‘g) Moo lk — 1, k] sixelk — & k[
0si xe[k;y—e[U[y+ek+1[
(x—y+£) Mreolk;sk+ 1] sixe[y — & y[

&

_ (x—Z—S) Mpoolk; k + 1] sixely;y + e[

\ F(x) sixelk+1;00]
Si les conditions suivantes sont satisfaites:

)mF(x)[—k —1;—k] sixe[-y;—y+g]

x+k—-1+¢
£

(1+

#2.1 mplk—1;k] <—V2k+1

#2.2 Mp(x) [k —-1; k] < Mg [0 ik — 1]

#2.3 mF(x)[O sk — 1] + \/mF(x)[O;k - 1]2 +k2< —mp(x)[k -1; k] + k

424 —mpgpl0ik — 1]+ J(meco[0: k= 1] mecolk = 1K])" + 2 < mpco[k = 134] +

2
ol =13k = My [k + 1) + 12

Alors pour tous les ¢ suffisamment petit P, _(x) a au moins une solution périodique qui
coupe [k —1;—k]o, _ et [k;k +1]

Ox+

Preuve
Par simplification on note § = mp[0;k — 1] = =Mpy[-k +1;0] et B = mpy[k — 1;k] =
~Mpo|~k;—k + 1] ety = Mpe[k; k + 1] = —=mpe [~k = 1; k]
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F(x)
3 k-\ k-1+¢ k-¢

8(\ \ k/?\

Pe,k,— (I)

k+1

Comme F(x) une fonction continue telle que F(—x) = —F(x) et F(0) = F(k— 1) = F(k) =
F(k + 1) = 0 et strictement croissante en 0 et k et strictement décroissanteen k — 1 etk + 1
alors il existe 0 < & tel que pour tout 0 < e < § on a P,y _(x) < F(x) pour tout x > 0 et

Pg - (x) = F(x) pour tout x < 0

Etudions les trajectoires passant par les points (k; 0) et (k + 1;0)

1°" trajectoire

Sur [k;k + 1] laTrajp,, (k+1;0) passe en dessus de Trajo(k + 1;0) et Trajo(k +
1;0) passe par (k; —V2k + 1) Puisque 2k + 1 < g% (Condition #2.1) alors (k ; —vV2k + 1) est
en dessus de (k; B) Ainsi Trajp,, () (k +1;0) passe en dessus de (k; 8) et en dessous de
(k—¢;B)

a) Trajectoire issue de (k; )

Sur [0;k ]0 puisque B < & (Condition #2.2) Trajp_, _(x) passe en dessus de Trajy et
Trajg(k ; B)_coupe O,_ en (0; B — k) et donc Trajp_, x)(k +1;0) coupe 0,_ en dessus de
0;8—k)

b) Trajectoire issue de (k — ¢ ;)

Sur [e;k—e ]0 puisque B < & la Trajp,, (x) Passe en dessous de Trajs et Trajs(k — &; B)

passe en (s; 8§ —Jkz—2ek + (5 — B)Z)
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Sur [0;¢ ]0 la Trajp,, _(x) Passe en dessous de Traj, et

Trajo (&6 —\/kZ = 2k + (6 — )Z) coupe 0, en <o; —\/sz +(6 - JkZ =2k + (3 — B)2)2>

Ainsi Trajp_, _x)(k —&;B) coupe 0,_ en dessous de

<0; —\/ez + (5 —Jk2=2ek + (8 —/3)2)2)

Ona—\j52+(6—\/k2—Zek+(6—,8)2)2<—\/(6—\/k2—23k+(6—/3)2)2=6—

2
Vk?% —2¢ek + (5 — B)? et donc <0; —\/52 + (6 —Jkz—2ek + (5 —ﬁ)z) ) est en dessous de

(0; 5 —Jk? —2ek + (6 — 3)2)

Ainsi Trajp_, (k= €;B) coupe 0,_ en dessous de (0; 8§ — k2 —2ek + (6 — /3)2)

En synthese Trajp,, _(x) (k +1;0) coupe [/3 —k; 6 — k2 —2ek + (8 — '8)2]0
.

el

2°™ trajectoire

Sur [k — & k|, 1aTrajp,,_(k;0) passe en dessus de (k ;) et en dessous de (k —&; )

Et de la méme maniére que pour la 1°° trajectoire Trajp,, ) (k;0)

coupe | — k; & — k% — 2ek + (5 - /3)2]0

1" intervalle

Ainsi Trajp,,_co(lkik + 110, )N0y & [p = k; 6 = JkZ = 2¢k + (8 - B)7

y—

el

3°™ trajectoire

Sur [k;k +1]p, la Trajpe,k'_(x)'l(k +1; O) passe en dessus de (y; y) et par suite en dessus
de (k ; y)

Sur [0; ko, puisque B < & la Trajp,_, ()~ passe en dessus de Trajz " et Trajs ™' (k;y)
coupe 0, en (0 BB —y)%+ k2)
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Ainsi Trajp&k’_(x)‘l(k +1;0) coupe 0y, en dessus de (0 B+ (B -7+ kz)

4°™ trajectoire

Sur [0:k]o, puisque B < & laTrajp,, ()~ passe en dessous de Trajs ™" et Trajs~*(k;0)
coupe Oy, en (0;68 + V62 + k?)

Ainsi Trajp,, o~ (k;0) coupe 0, en dessous de (0;6 + V562 + k?2)

2°™ intervalle

Ainsi [6 + V67 +1Z; f+/(B = )2 + k2 ]0 C Trajp,, " ([k:k+1], )No,

0.
v+ *

Synthése

Soita; = —8 + k2 —2ek + (6§ —B)2eta, = —f +k eth, =5 +V62 +kZeth, = +
JB -1 +k?

#22 B<6

#2.3 6+V82+k2<—B+k

#24 —5+J0-BP+k2<B+JB-1’+k?

La Condition #2.3 équivauta b; =5 + V62 +k? < —B+k=a,

La Condition #2.4 donne a a; = =6 +/k2 —2ek + (6 — )2 < -8+ k2 + (6 —B)2 < B +

JE=7E T2 = b,

Ainsi par le lemme 6.b il y a au moins une solution périodique qui coupe [~k — 1; k], _ et
[k, k + 1]0x+

#

LEMME 10

Soit keN tel que k = 2 et soit F(x) une fonction continue telle que F(0) = F(k —1) = F(k) =
F(k+1) =0 et F(—x) = —F(x) et strictement croissante en 0 et k et strictement
décroissanteenk —1 etk + 1et F(x) <O0surlk—1;k[ et F(x) > 0surlk;k + 1[ Siles
conditions suivantes sont satisfaites:
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# 1. mpelk—1;k] < —2Vk

# 2 MF(x)[O;k—l]<MF(x)[k;k+1]

# 3. V2k—1<Mpy|0;k—1]

# 4. mF(x)[k—l;k]<mF(x)[0;k—1]

# 5. ZMF(x)[O;k—1]+k—1<\/(MF(x)[O;k—l]—mF(x)[k—l;k])z+(k—1)2
# 6. mplk—1;k]" < Mpeo[le; k + 1] +V2k + 1)2

# 7 mF(x)[O;k—l]+\/mF(x)[0;k—1]2+k2S—mp(x)[k—l;k]+k

B8 —mpgpl0ik — 1]+ [(meco[k = 13k] = mpco[03k = 1])° +12 < mpco [k = 134] +

2
o lic = 150] = Mpgo e e+ 1))+
alors il y a pour F(x) au moins une solution périodique qui coupe [—k; —k — 1], et [k; k +
1o,

Preuve
Les conditions des lemmes 9.a et 9.b sont vérifiées

Lorsque k > %on a —/2k + 1 > -2k ainsi si la condition #1.1 du lemme 9.a est respectée

alors ce sera aussi le cas de la condition #2.1du lemme 9.b

Ainsi 'ensemble des conditions des lemmes 9.a et 9.b sont équivalentes aux conditions #1.1
a #1.5 du lemme 9.a plus aux conditions #2.2 a #2.4 du lemme 9.b

Dés lors en appliquant les lemmes 9.a et 9.b et le théoreme F on achéve la démonstration

#

PROPOSITION 17
Soit F(x) une fonction continue telle que F(0) = 0 et telle qu'il existe D = 0 tel que F(x) =
2x + F(D) — 2D pour tous les x = 0 et qu’il existe d < 0 tel que F(x) < 2x + F(d) — 2d pour
tous les x < 0 et soit z < 0 le minimum tel que F(z) = 0 et Z > 0 le maximum tel que

F(Z) =0 Simpu[0;Z] < mpy)[z; 0] et mp[0; Z] — mp(y)[2; 0] < z €t Mp(y[2; 0] >
Mpx)[0; Z] et Mp(x[2; 0] — Mp(y)[0; Z] > Z alors il y a au moins une solution périodique qui
coupe [2d — F(d); z]o,_et]Z;2D — F(D)[

Ox+
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F(d)-2d

1/
1
g
! Fx)
:
2d-F@) 5 % z p
yd " 2p-Fm)
Mgy [2; 0] g
f
i () [0; Z]
i
L,
i F(D)-2D

Preuve

Trajp(0; F(D) — 2D) coupe ]2d — F(d); 0]o, _

Soit x le maximum tel que mg(,)[0; Z] = F(x) alors Trajp(x)(Z; 0) passe au dessous de

(X; mp(x) [0; Z]) et par suite coupe O,_ en dessous de (0; mp(y)[0; Z]) Ensuite

Trajr(x)(0; mpy)[0; Z]) passe en dessous de TT @y 1201 (0 M () [0; Z]) et cette trajectoire
passe par (—mp)[0; Z] + Mg x)[2; 0]; mp( [2; 0]) et donc coupe F(x) dans ]—oo; z[,, _ et
finalement coupe |—o0; z[o__

Comme Z < 2D — F(D) alors Trajr)([Z; 2D — F(D)]o,,) € 12d — F(d); z[o,_

De la méme maniére on prouve que TrajF(x)([Zd — F(d); Z]Ox—) c1Z;2D = F(D)l[o,,

AiNnsi Trajp ([Z; 2D — F(D)]o,,) € 1Z; 2D — F(D)[o,, et Trajr)([2d — F(d); 2], ) &

[2d — F(d); z]o,_donc il y a au moins une solution périodique qui coupe ]Z; 2D — F(D)[o,, &t
[2d — F(d); z]o,.

#

Ox4

PROPOSITION 18
Soit F(x) = x[I-,(x? — i?) alors les solutions périodiques coupent [— %n; %n]o

Preuve

Soit x € [n — 1;n] tel que F(X) = mp(y)[n —1,n] alors F"'(x) > 0 sur [x; o] et F(x) =
(F(n) —nF'(n)) + 2x sur [x; o] Selon le lemme 16 on a que mg»[n — 1,n] < Mpyli — 1, ]
pour tout 0 < i <n — 1 alors F(x) = (F(n) —nF'(n)) + 2x pour tout x > 0 De la méme
maniére on a F(x) < —(F(n) - nF’(n)) + 2x pour tout x < 0 Et puisque F(n) = 0 alors les
solutions périodiques coupent [—nF'(n); nF’(n)]Oy

Ona F'(x) = [T, (x? — i) + 2x* X7 [Tq er i (x* — i%) et donc

F'(n) = 2n* Y7, [T (n? — i?)

En vue d’appliquer le théoréme C on cherche € > 0 telque F(n + ¢) = nF'(n) &

4+ [Ty ((n+ )2 — i2) 2 203 [ (2 — i2) & (n+e)((n+ &) — ) [FZH(n + )? —
i?) = 2n3 [} (n? — i?) Une condition suffisante est que(n + £)e(2n + &) = 2n® © 3 +
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3ne? 4+ 2n%e — 2n3 > 0 Soit g(e) = €3 + 3ne? + 2n2%e — 2n3 alors g'(¢) = 3€? + 6ne + 2n? >

Oetg (%n) = %ﬁ Et donc il suffit que & > %n
#
APPLICATION

F(x) = x° — 5x3 + 4x = x(x? — 1)(x* — 4)

Selon la proposition 17onaz =—-2etZ =2 et d = —-1.6912et D = 1.6912 et mp(,,[0;2] =
—3.6314 < —1.4187 = My (y)[—2; 0] €t mp(x[0; 2] — Mp(xy[—2; 0] = —3.6314 + 1.4187 =
—2.2127 < =2 =z €t Mpx)[—2;0] = 3.6314 > 1.4187 = M([0; 2] et My [—2; 0] —
Mp»)[0;2] = 3.6314 — 1.4187 = 2.2127 > 2 = Z Ainsi il y a une solution périodique qui coupe
[—6.9683; —2],,_ et [2;6.9683],,

Selon la proposition 18 les solutions périodiques coupent [—-3.2000; 3.2000]

Ainsi il y une solution périodique qui coupe [—3.2000; —2],,_ et [2;3.200],,
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CHAPITRE 7 - Le nombre de solutions périodiques pour F(x) = x []/-,(x* —i?) est au
moins égal an

Voici le graphe de F(x) pourn=2et3 et4

()

5 4 3 2| -

n=3 n=4

Commencons par étudier les caractéristiques de F(x) = x [T/, (x? — i?)

LEMME 11

. _ n 2 _ 2 F(x+1) _ x+n+1 i+24+n F(x+1) i+1+n
Soit F(x) = x [[{=,(x* — i*) avec n > 2 alors oo = nex s 2 T 2 pour tout
xeli;ji+1[et0<i<n-2
Preuve
Flx+1) _  (x+1) M, ((c+1)2-i2) _ (x+D) M (Ge+1-D(x+1+0)) D) MM e 1D [T (e +14D)
-F(x) x [T, (x2-i2) - x [T (=) (x+i) - x [T, Ge—0) [T (e +) -
_ DG =DM, (4140 (+Dx(x+14n) _ x+14n
- x [T, Ge=0) TS (e +1+0) - x(x-n)(x+1)  n-x

d (x+14n 2n+1 i+2+n x+1+4n i+1+n .o

Ona E( — ) = oz > 0 etdonc que ——2>——2> pour tout xe]i; i + 1[
#
LEMME 12.a

i = n 2 _ ;2 L i+24n _ Mpeyli+1;i+2]
Soit F(x) = x [[[L,(x* — i?) avec n = 2 tel que mp(y[i; i+ 1] < 0 alors — 2 ] 2
i+1+n

Tpourtoutxe]i;i+1[et0 <is<n-2
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Preuve
Soitx € |i;i + 1[tel que F(X) = mp(y|i;i+ 1] alors Mpyli+ 1;i+2] > F(x+1) >0 et
i+1+n _ F(x+1) _ —F(x+1) < —Mp[i+1;i+2]  Mpglit1;i+2]
n—i — —F®@)  F®X) ~  mpliitl]  —mpgliitl]
Soit X € |i;i+ 1[tel que F(X + 1) = Mp([i + 1;i + 2] alors 0 > F(X) = mp([i;i + 1] et

i+2+n _ F(X+1 M i+1;i42
selon le lemme 6 on a 2 > FOH o Mrogli+tiie]
n—-i-1 — -F(X) —mpplii+1]

#

selon le lemme 11 on a

LEMME 12.b
Soit F(x) = x [[}-,(x* — i?) avec n = 2 tel que My |i;i + 1] > 0 alors

i+24n _ —m i+1;i+2 i+1+n .. .
> el I> — pour tout xeli;i +1[et0 < i<n-2

n—i-1 = Mpyli;i+1] =
Preuve
Soitx € |i;i+ 1[tel que F(X) = Mpy|i;i+ 1] alors 0> F(x 4+ 1) = mpy|i +1;i + 2] et
i+1+n _ F(x+1) _ —F(x+1) _ —Mmpgoli+1;i+2]
selon le lemme 11 ona——-< @ T F® S Mpoo[iir]
Soit X € |i;i+ 1[tel que F(X + 1) = mp(yy[i + 1;i + 2] alors M[i;i + 1] > F(X) > 0 et selon
le lemme 6 on a i+2'+n > F(Y+_1) _ —-F(X+1) > —mF(x).[i.+1:i+2]
n-i-1 = —F(X) F(X) M[i;i+1]
#
LEMME 13

F(x+2) _ (x+n+1)(x+n+2) (i+n+2)(i+n+3) >
F(x)  (n-x)(n-x-1) (n—-i-1)(n—-i-2) —

Soit F(x) = x [[{-,(x% — i?) avec n = 3 alors

F(x+2) > (i+n+1)(i+n+2)

ro0 2 mhmoion) Pour tout xeli;i+1[et0<i<n-3

Preuve

F(x+2) _ (F(x+2)\ (F(x+1)\ _ _x+n+2) [ x4n+l) (x+n+1)(x+n+2)
F(x) (F(x+1))( F(x) ) - ( n—x—l)( n—x ) T (n-x)(n-x-1)
On a i((x+n+1)(x+n+2)) _ 2(2n+1)(n(n+1)—(x+1)?) - 2(2n+1)(n(n+1)-(n-1)?) _ 2(2n+1)(3n-1)

on\ (n—-x)(n-x-1) - (n—x)(n—x+1) - (n-x)(n—-x+1) - (n-x)(n-x+1)
(i+n+2)(i+n+3) > (x+n+1)(x+n+2) (i+n+1)(i+n+2)
(n-i-1)(n-i-2) — @m-x)(n-x-1) — (n-i)(n-i-1)

Selon le lemme 11 on a

> 0et

donc que pour tout xeli; i + 1]

#

LEMME 14
i _ n 2 _ :2 .. (i+n+2)(i+n+3)
Soit F(x) = x [Tz, (x? — i?) avec n = 3tel que my(y[i; i +1] < 0 alors === >
Mp|i+25i+3] _ (i+n+1)(i+n+2)
melizitl] T (-d(n-i-1)

pour tout xeli;i + 1[et0<i<n-3
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Preuve
Soitx € |i;i + 1[tel que F(X) = mpy|i;i+ 1] alors 0 > F(x + 2) = mpe[i +2;i + 3] et
(i+n+2)(i+n+3) > F(x+2) S MEG) [i+2;i+3]
(n—-i-D(m-i-2) — FX) ~— mpeli;i+1]
Soit X € |i;i+ 1[tel que F(X + 2) = mpcy[i + 2; i + 3] alors 0> F(X) = mpyli;i +1]
(i+n+1)(i+n+2) _ F(X+2) < MrE@li+2;i+3]

(m-Dn-i-1) — FX) — mpylii+i]

selon le lemme 13 on a

selon le lemme 13 on a

#

LEMME 15
i _ n 2 _ 2 .. (i+n+2)(i+n+3)
Soit F(x) = x[[}-,(x* —i?) avec n = 3 tel que Mg y[i;i+ 1] > 0 alors oD =
Mp(x|i+2;i+3] S (i+n+D)(i+n+2)
Mpli;i+1] = (n-D(n-i-1)

pour tout xeli;i+ 1[et0<i<n-3

Preuve
Soit X € |i;i+ 1[tel que F(X + 2) = Mp([i +2;i + 3] alors Mpy[isi+1] = F(x) >0 et

(i+n+2)(i+n+3) > F(x+2) > Mpgoli+2;i+3]
(n—i-1)(n—-i-2) = F®@) ~ Mgylisi+1]

Soit X € |i;i+ 1[tel que F(X) = Mpyli;i + 1] alors Mpyli +2;i+1] > F(X +2) >0 et

selon le lemme 13 on a

(i+n+1)(i+n+2) < F(X+2) < Mp () [i+2;i+3]

selon le lemme 13 on a DD = F) S Mpliiel]

#

LEMME 16
Soit F(x) = x [[}=,(x* — i?) avec n = 3 tel que my(y)|i + 2 ;i + 3] < 0 alors mpy[i +2;i+
3] < mF(x)[i;i + 1] eth(x)[O;i + 3] = mF(x)[i +2;i+ 3] pourtout 0 <i<n-—3

Preuve

Mpp|i+2;i+3] S (Hn+D)(i+n+2) _ (n+1)(n+2)
mepplizivl] T m-Dm-i-1) T @@

1] < 0 alors me(y[i + 250 + 3] < mpy[isi+1]

En appliquant ce résultat et puisque mp(y)[i + 1;i + 2] = 0 on obtient mpy[i;i+3] =

min{mp[i;i+ 1;meeo[i + 1504 2impeo[i + 204 3]} = min{mey [i5i + 1]; 0, mpeo[i +

2;i+ 3|} =mpe|i+2;i+3]

Et par récurrence on obtient mp(y[0;i + 3] = mpy[i +2;i + 3]

#

Selon le lemme 14 on a > 1 et puisque mp(y, [i Ji+

LEMME 17
Soit F(x) = x [[}-,(x* — i?) avec n = 3 tel que My [i +2;i+ 3] > 0 alors Mp[i +2;i +
3] > Mpylisi+ 1] et Mpy[0;i + 3] = Mpy[i +2 ;i + 3] pour tout 0 < i <n—3
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Preuve

Mpoli+2;i4+3]  (i4n+1)(i4n+2) | (n+1)(n+2)
Mpplisi+l] = -D@-i-1) — @@
1] > 0 alors Me(y[i + 250+ 3] > Mpy|isi+1]

En appliquant ce résultat et puisque Mg(y)[i + 1;i+ 2] = 0 on obtient My [i;i + 3] =

max{Mpo[i;i+ 1) Mpeo[i + 150+ 2); Mpy[i + 230+ 3]} = max{Mpo[i;i + 1]; 0; Mpey i +

2;i43)} =Mpli+2;i+3]

Et par récurrence on obtient Mg, [0;i + 3] = Mpy[i +2;i+ 3]

#

Selon le lemme 15 on a > 1 et puisque Mgy, [i i+

LEMME 18
Soit F(x) = x [[j=,(x* — i*) avec n > 2 alors |F G)| = (_) (g)"‘l

Preuve
Ona G)Z —i%?= (1— i) (%+ i) etsii > 2 alors ‘G)Z —i?

=) -0(e -

2 (-2 (E+2) =G 6 -
)=

4 &) (.,

Ainsi |F (§)|
#

LEMME 19.a
Soit F(x) = x [T}, (x* — i?) avec n = 3 et mp(x)[0; 1] < 0 alors mp,)[0;1] < —%n

Preuve
3

Par le lemme 18 on a mp(,)[0;1] < F (%) <- (g) (§)n—1

saitg) = () ~Enet g = Q) €)' 1> Qin() () -

2
52202 > 0etg(3) = (5) (%) —= = 0.0234 > 0 et donc g(n) > 0 pour tout n > 3

IR

Et ainsi (g) (%s)n_l =g(n)+ %n > %n

#

LEMME 19.b
Soit F(x) = x [[[L,(x* — i?) avec n = 3 et Mp(»)[0; 1] > 0 alors Mg(,,[0;1] > %n

« Une approche géométrique de I'équation de Liénard pour prouver que pour F(x) = x [T, (x? — i?) il y a au moins n solutions périodiques, que
pour tous les polyndmes de degré impair les solutions périodiques sont dans un espace borné autour de I'origine, pour donner des nouveaux
algorithmes permettant de localiser les solutions périodiques, etc.»

Par Serge Reymond, Mont-Pélerin, Switzerland, 31 mai 2019

Page 75 sur 104



Preuve
De la méme maniere que le lemme 19.a
#

LEMME 20
Soit F(x) = x [T, (x? —lz)avecn>Zet1<k<n—1alors|F(k+ )|2(k+%) (k+

NG

Preuve

Siosl'skalors(k+l)2— > (k —)—k2=k2+k+l—k2=k+l>o
1

Sik+1$i§nalors(k+) 2( E)—(k+1)2—k2+k+ —k2—2k—1=—k—

%etcommekZlanrs (k+) Z< - %S £<0
Alors
i) (w3 (0" =) = o) (a2 ) s

D )2 () (k)
#
LEMME 21

A %nk sik=1

) 1 1 7\
Sinz3et 1=k<n alors(k+5) (k"'Z) (—) > gnk sik=2
10nk sik =3

ona(i+)(k+3) () =A@ - 56
G) (_)n B % Commen =3 alors g'(n) =
(

%) — 22 =0.0422 > 0 d'oti g(n) > 0 pour tout

n
Soit g(n) = 1—5 G) — 271 alors g'(n) = —iln

Eln(%) (%)3 ~2=13134>0etg(3) =2

n = 3 et finalement (k +5)( ) (—) G)n =g(n) +—n > —n = —nk

ons (4G - O W @ - 26
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n n
Soit g(n) = g G) —%n alors g'(n) = %ln G) G) —% Commen =3 etk =3 alors

, 405, (7\ (7\3 18 _ 405 (7\3 54 _ .
gm>12m(3)(5) -F=25973 >0etgB3) =45 ;) —F =02742>0dou g(n) >

0 pour tout n > 3 et finalement (k + %) (k + %)k (%)k G)n >gn) + %n > %n = %nk

Sik>3
ona(k+3) (k+2) () = (k+ ) (k+2) &) ()"
Soit g(n) = (k + %)k G)k G)n —10n alors g'(n) = (k + %)k G)k In G) G)n — 10 Comme

n>3etk>3 alors g'(n) > (%)k (;)k in (%) (%)3 ~10 > (?)3 in (%) (%)3 ~10=92106 > 0

ot = e+ () () =30 () () ()30 = ()" () ~30> () () -
30 = 4.3281 > 0 d’'ou g(n) > 0 pour tout n = 3 et finalement (k + %) (k +1)k (3)k (Z)n >

4) \7) \a
k(g(n) +10n) > 10nk

#

LEMME 22
Soit F(x) = x[[[.,(x* —iH etn=2et0 <k <n—1Simpu|k;k+1] <0 alors
19 .
ook —Enk sik=1
1 1\* (7
mp(x)[k;k+1]s—(k+5) (k+z) (Z) < —gnk sik=2
—10nk sik =3

Preuve
Si mp|k;k + 1] < 0 alors F(x) < 0 pour xe]k; k + 1[ et par suite mp[k; k + 1] <
k —k
F (k + %) < Oetparlelemme20ona F (k + %) < - (k + %) (k + %) G)n et on conclut en
appliquant le lemme 21
#
LEMME 23

Soit F(x) = x [} (x* —i*) etn > 2et1 <k <n—1SiMpy|k;k+1] >0 alors

Enk sik=1
10

ralisb 112 (60 ) (02" G2 (0 9 @ > B e
10nk sik>=3
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Preuve
Si Mpy|k; k +1] > 0 alors F(x) > 0 pour xe]k; k + 1[ et par suite My [k; k + 1] =

F (k + %) >0etparlelemme20onarF (k + %) > (k + %) (k + %)k G)n_ket on conclut en
appliquant le lemme 21

#

THEOREME G

Soit F(x) = x [[[=,(x* — i?) et n = 1 alors il y a au moins une solution périodique qui coupe
[-i—1; —i]o et|i;i+ 1]0 pour tout 1 < i < n et une qui coupe ]—oo; —n],_et [n;OO[O Et
donc il y au moins n solutions périodiques

Preuve
1 casn=1
Dans ce cas F(x) = x3 — x qui est I'équation de Balthasar van der Pol pour laquelle il y a

exactement un cycle qui coupe [—2; —1],, et [-2; —1] o4

2*™ casn =2
Dansce cas F(x) =x°> —5x3+4x OnaF(1)=F(2)=0etF(x) >0sur]0;1[etF(x) <0

sur]1; 2[ Les extrema de F(x) sont o = /15_1{)m €0;1[ et p = /15+1{)m €]1;2[etona
15—/145 (1+/145
Mip[031] = —mpo[~1;0] = [R5 (2085 » 4 4187 ot
15+v145 (1-145
Mmpo[132] = =Mpeo[-25-1] = [Z552 (F572) = -36314

Intervalle [0;1],,
On a F(x) < 0 pour tout x € [-1; 0]y, et F(x) > 0 pour tout x € [0; 1], et donc et xF(x) >
0 pour tout x € [-1; 1], et il n'y a pas de solution périodique

Intervalle [1;2],_

Onan=>3etF(—x)=—-F(x)etF(0) =F(1) =F(2)=0etF(x) >0sur|0;1[etF(x) <0
sur|1;2[ et F'(0) >0etF'(1) <0etF'(2) >0

On va montrer que les conditions du lemme 7 sont vérifiées ;

Condition 1
Ona Mp)[0;1] = 14187 < 1.7321 =+/3
O
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Condition 2

2
Ona \/1 + <mF(x)[1 ;2] + Jmp(x>[1 ; 2]2 + 3> = 1.0741 < 1.4187 = Mp(,»[0;1]

O

Condition 3

Mi[031] = —mpey[~1;0] = B2 (HNI55) ~ 4 4187 e

Mpco[152] = —Mpeo[-2;—1] = [EHIE (205) = —3.6314

On a 2Mp)[0;1] + Jl + (V3 = Mp[0;1])” = 3.8853 < 5.1482 =

\/1 + (Mp(x) [0 ; 1] — Mp(x) [1 ; 2])2

Condition 4

Ona J1 + Mp[0; 1]2 = 1.7357 < 3.8374 = 2Mp()[0;1] + 1

O

Condition 5
Onal< 14187 = Mp,[0;1]
O

Condition 6

On a Mpy[0;1]° = 2.0127 < 287666 = (me(p[1;2] - V3)
O

2

Ainsi donc il y a au moins une solution périodique qui coupe [—2; —1]p, €t [1; 2]«

Intervalle [2; «],_

Soit D = —d = 1.6912 alors x5 — 5x% + 4x > 2x + F(D) — 2D pour tout x > 0 et x5 — 5x3 +
4x < 2x + F(d) + 2d pour tout x < 0

Soit Z = 2 la plus grande solution positive et z = —2 la plus petite solution négative de F(x)
On a mp[0;2] = —3.6314 < —1.4187 = mp(y)[—2; 0] €t mp(x)[0; 2] — Mp(x)[—2; 0] =
—2.2127 < =2 = z et Mp(y)[—2; 0] = 3.6314 > 1.4187 = Mp(,)[0; 2] et Mgy [—2; 0] —
Mp[0;2] = 22127 >2 =7

Alors on applique la proposition 17 et il y a au moins une solution périodique qui coupe
[—6.9683; —2],, et [2;6.9683],,

Ainsi au total il y a au moins 2 solutions périodiques
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3éme

casn=>3

Intervalle [0;1],_

Si n est pair alors F(x) < 0 pour tout xe[—l ; 0[ et F(x) > 0 pour tout x€]0; 1] et donc il n’y a
pas de solution périodique

Si n est impair alors F(x) > 0 pour tout xe[—l ; O[et F(x) < 0 pour tout x€]0; 1] et donc il n’y
a pas de solution périodique

Intervalle [1;2],_

Si n est pair
Onan=>3etF(—x)=—-F(x)etF(0) =F(1) =F(2)=0etF(x) >0sur|0;1[etF(x) <0

sur|1;2[ et F'(0) >0etF'(1) <0etF'(2) >0
On va montrer que les conditions du lemme 8 sont satisfaites

Condition 1
Selon le lemme 19.b on a Mp(;)[0;1] = %n > 5.2500 > 1.7321 = +/3

O

Condition 2

2

j1 + <mF(x)[1;2] + \/mp(x)[1 2]+ 3) < Mpx[0;1]

Soit g(x) = 1+ (x + VxZ + 3)2 et g'(x) = 2(x +Vx2 + 3) (1 + \/x’:?) > 0 pour tout x Puisque

g(0) = 4 cela implique que g(x) < 4 pour tout x < 0 Puisque mp()[1;2] < 0 alors

jl + <mF(x)[1 ;2] + \/mF(x)[l 2]+ 3>2 — Mrp[0;1] = ,/g(mp(x)[l 12]) = Mr[051] <

2 — Mp[0;1]
Et comme selon le lemme 19.b on a MF(x)[O ; 1] > %n > 2 alors l'inégalité est prouvee

O

Condition 3

—mp(x)[l;Z] > n+1
MF(X)[O;l] — n

Mpeo[051] = mpg[132] = Mpey [0; 11222

n

Selon le lemme 12.b on a > d'ol —mp(y[1; 2] = Mgy [0;1] "TH et donc

> 0 et finalement

2 2
J1 + (Mp[0;1] = mepy[152]) — 2Mp[0;1] -1 2 J1 + Mp () [0; 1] (Z"n“) _
2Mpn[0;1] -1
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Selon le lemme 19.b ona Mg(y)[0;1] = Zn

2
Soit g(x) = |1 + x2 (ZnnH) —2x—1alorsona g'(x) =

(2n+1)2
x
—_\n J

(2
0 < x2 (Znn+1)4 - (1 tx (2n+1) ) (2n+1) ((2n+1) ) S 4oy (Znn+1)2 (41:;1) >

1o x2 >4 (Znn+1)2 (4Zj-1) =4n (Znn+1)2 (4 . Et pUiSque fona 4n (anfl-l)z (4nn+1) <

— 2 Déslors g'(x) >

S

\_/

1\2 /1 , v_
4n (E) (Z) = % alors g'(x) > 0 pour tout x > Tn

7 Jn 2 4 . g s . 7 _ 4902n+1)? 7
On N> e Vn > S & n>-cequi est vérifié et puisque g (Zn) =J1t—0——3n
1> 7(22“) — %n —-1= 5 > 0 cela implique que g(x) = 0 pour tout x > %n et ainsi

2n+1

g(x Mpp[0;1]) = \/1+ Mpeol0;1]° (22 ) —2Mp[0;1]-1>0

J1 + Mpo[0;1] (2”“) —2Mppl0;1]-1>0

O

Condition 4

2
J1 + Mp|051] < 2Mpp[0;1] + 1

On a Mp»)[0;1] > 0 Soitg (x) =2x+1—V1+=xZalors g'(x) =2 — \/_>Ocar\/7<1
Comme g (0) =0alors g (x) = 0pourtoutx =0

O

Condition 5

2
M0 1) < (mpeo[152] = V3)
Selon le lemme 12.b on @ 0 < My [0;1] < =g [152] == d'ott Mp(y[0;1]° <

n+1

Me|1;2] ( ) Et donc il suffit de montrer que mg([1;2] (n+1) < (mpw[1;2] - \/§)2
onax?() < (x-v3) e (L) <x?-2/3+3 e (1- () ) - 2v3x +3>

n+1

0o x? ( antl ) —2+/3x 4+ 3 > 0 Et lorsque x < 0 la condition équivaut &

(n+1)2
23— [12-12. 2241 2
x < D 38D 6 qui est toujours vérifié et donc on a /1 + x2 (L) <
2(n+1)2 2n+1 n+1
/1 +(x - ) pour tout x < 0 et en particulier pour mp,y[1;2] <0
O
Alors il y a au moins une solution périodique qui coupe [—2; —1]o, €t [1; 2]ox

« Une approche géométrique de I'équation de Liénard pour prouver que pour F(x) = x []i~,(x? — i?) il y a au moins n solutions périodiques, que
pour tous les polyndmes de degré impair les solutions périodiques sont dans un espace borné autour de I'origine, pour donner des nouveaux
algorithmes permettant de localiser les solutions périodiques, etc.»

Par Serge Reymond, Mont-Pélerin, Switzerland, 31 mai 2019

Page 81 sur 104



Si n est impair

On définit G(x) = F(—x) etalorsetG(1) = G(2)=0et G(x) >0sur]0;1[etG(x) <0
sur]1; 2[ et alors G(x) on montre de la méme maniére que ci-dessus que les conditions du
lemme 8 sont satisfaites

Ainsi il y a pour G(x) au moins une solution périodique qui coupe [—2; —1]o, et [1;2]px Et en
appliquant le lemme 4 on obtient qu’il y a pour F(x) au moins une solution périodique qui
coupe [—2; —1]ox et [1; 2] px

Intervalle [2; 3],

Sin est pair

OnaF(0)=F(1)=FQR2)=F@B3)=0etF'(1)<0etF'(2) >0et F'(3)<0et aF(x) <0sur
11;2[ et F(x) > 0sur]2;3[ et on a mp(y[0;1] = Mp(,[1; 2] = mp(,y[2;3] = 0 eton va
montrer que les 8 conditions du lemme 10 sont remplies et dans ce cas il y a au moins une
solution périodique

Condition 1 mp([1;2] < —2v2
19

Selon le lemme 21 on a myy[1;2] < —Tn < -2 = ~5.7000 < 2.8284 = —2V2

O

Condition 2 MF(x) [0 H 1] < MF(x) [2 ;3]

Meol2:3] o (eD(nt2) _ (22)(22) > 1

Selon le lemme 15 0on a > =
Mp@[0;1] (m)(n-1) n-1 n

O

Condition 3 V5 < My (,)[0;1]

Selon le lemme 19.b ona Mp(,)[0;1] > %n > % =~ 5.2500 > 2.2361 = /5

O

Condition 4 my(,)[1;2] <0
Ce qui est vérifié
O

Condition 5 2Mp([0;1] +1 < J(Mp(x) [0;1] = mpeo[152])° +1

Cette condition est égale a la Condition 3 pour [1; 2], qui a déja été démontrée
O

Condition 6 mp([1; 212 < (Mp(x[2;3] + V5)?
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#ﬁfﬂ] > 2 > 1 dont on tire Mp(x[2;3] > ~mpo[1;2] > 0 et

donc (Mp(x)[2; 3] + V5)? = (—mpy[1; 2] + x/§) = Mpwl1; 2)% — 2v/5mp(p[1;2] + 5 >

ME(x) [1; 2]2
O

Selon le lemme 12.a0n a

Condition 7 Jmp(x)[l ;2] + 4 <mp[1:2]+ \/(mp(x)[1 $2] = Mp[2;3])° + 4

Selon le lemme 12.a on a % > 222 > 1 dont on tire My (23] = —mp[1;2]
ainsi (meeo[152] = Me([233])" = (Mr[2:3] = mpeo[1:2])° 2 (—mF(x)[l 2] = M-
meol152]) = maco[152]" (1+22)" = o [152]° (25)°

Ainsi mpgo[152] + [ (meco[132] — Meco[233])° +4>

Mo [152] 4 | (mrgolL 2] = Meco[233])° = mpo[1:2] = mpc[152] (222) =
“men[1:2] (35)

Dés lors, il suffit de montrer que \/mF(x)[l 2] +4 < —mF(x)[l 2] ("+2)

Posons g(x) = —x (n+2) VxZ+ 4 etg'(x) = — (Z—J_'i) - F Puisque —n—+i =—1-— % <
—1 etque _\/ﬁ < 1pourtout x < 0alors g'(x) = — (Z—j) —m

x < 0 Et puisque g(—n) =n(2—ti)—\/n2 +4 =n(1 +%) —Vn? +4 >n(1 +%) -
Vn2+4=n+3-vn2+4>0car(n+3)2—(n?+4)=6n+5> 0alors g(x) < 0 pour tout
xX<-n

Selon le lemme 22 on a mgp(,)[1;2] < —En < —n et ainsi

9(meo[1:2]) = —meey[1:2] (32) = mpco [L,212 +4 > 0
m}

Condition 8 0 < —mp(y)[1;2]
Ce qui est vérifié
m}

Si n est impair

On définit G(x) = F(—x) et alors puisque F(—x) = —F(x) alors G(x) < 0 sur ]1;2[ et

G(x) > 0sur]2; 3[ et de la méme maniére que ci-dessus on montre que les 8 conditions du
lemme 7 sont vérifiées et qu’il y a pour G (x) au moins une solution périodique qui coupe
[—3;—2]o, et [2;3], et ensuite par le lemme 4 il y a pour F(x) au moins une solution
périodique qui coupe [-3; —2],, et [2;3]o,
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Intervalle [k;k+1]avec3<k<n-1
Sin —k estpair F(x) <O0sur]k—1;k[ et F(x) > 0sur]k;k + 1[ et on montre que les 8
conditions du lemme 10 sont remplies et dans ce cas il y a au moins une solution périodique

Condition 1 mpen[k —1;k] < —2vk

~By si k=3
Selon lemme 22 on a mpy[k — 1;k] < { 5 h
10n(k—1) si k=4

AERPS = 0.9623 ce qui est vérifié

Slk—3alors—?n< -24/3 4:)n>5
Si k > 3 alors on définit g(x) = —10n(x — 1) + 2vx et g’(x) = —10n + T < 0 pour tout
et puisque g(3) = —20n + 2v/3 < 0 alors g(x) < 0 pour tout x > 3 et alors

1
X=—2
900 100n2

Meolk —1;k] < —10n(k — 1) = g(k) — 2vk < —2vVk

O

Condition 2 Mp(x)[0;k — 1] < Mpeylk;k +1]

On pose k =i+ 2 et selon le lemme 12 on @ Mp(y)[k; k + 11 > Mp(y)[k — 2 5k — 1] pour tout
2<k=sn-1

Supposons k = 3 alors on a Mp(y)[2 ;3] = Mp»[0;1] = 0etdonc Mp[0;2] =

(M 031 Mg [132]) = max(0; Myco[152]) = Myo1:2]

Supposons k > 4 alors on pose k —1 =i+ 3 et selon le lemme 17 on @ My, [0;k — 1] =
Mp|k—2;k—1] pourtout 4 <k <n+1

En synthése Mo lki k + 1] > Mpo |k — 23k — 1] = Mgy [0k — 1]

O

Condition 3 V2k — 1 < Mp(,y[0;k — 1]
Supposons k = 3 alors MF(x)[O ;1] = 0 et donc Mp(x)[0; 2] = Mp([1;2] et selon le lemme

\/_

23 0na Mg»[0;2] > —n On aussi —n >V5en> 109 = 1.1769 ce qui est vérifié

Supposons que k > 4 alors selon le lemme 17 on @ Mpy)[0;k — 1] = Mp [k — 25k —
1]pourtout 4<k<n+10nposel=k—2etalors2<1<n-—1etselonlelemme 23 on
a My [k =25k = 1] = My [1;1+1] > 2n(k - 2) et finalement My [0k — 1] > 2n(k — 2)
Soit g(x) = gn(x —2)—V2x—1letg'(x) = gn ——> 0 pour tout x > 0 > _ﬂ >

2x+1 458

%:;25 et puisque g(4) = —n V7 = —(3) V7 = 8.1542 > 0 et donc g(x) > 0 pour tout

x24eta|orsMF(x)[k—2;k—1]>Enk=g(k)+\/2k—1>\/2k—1

Et finalement on @ My [0;k — 1] = Mpp[k —2;k—1] >V2k -1

O
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Condition 4 mp( [k — 1; k] < mpee[0;k — 1]

On pose k = i + 3 selon le lemme 16 alors mp() [k — 1; k] < mpey [k — 3 ; k — 2] pour tout
3<k<n

Supposons k = 3 alors puisque mp(y)[2;3] < 00N @ mp(xy[1;2] = 0 et alors mp,[0;2] =
min{mg(x)[0; 11; Mp ) [1; 21} = min{mp,)[0; 1]; 0} =m0 [0; 1]

Supposons k > 4 alors on pose k = i + 4 selon le lemme 16 alors mpy) [0 ik — 1] =
Me|k — 25k — 1] pour tout 4 < k < n + 1 et puisque mpe [k — 1;k] < 00n ampg [k —
2;k — 1] =0 etdonc mp([0;k — 1] = min{mg»[0; k — 3]; mpey[k — 35k — 2]; mpe [k —
2;k — 1]} = min{mpy[0; k = 3]s mpy[k — 35k — 2];0} = mp [k — 35k — 2]

En synthése mp ([0 ;k — 1] = mpy [k — 35k — 2] > mpg [k — 1; k]

m}

Condition 5 2Mp([0;k — 1] +k -1 < \/(Mp(x) [05k — 1] = mpk —1; k])2 + (k —1)?

Supposons k =3 0n a Mg(,;»[0;1] = 0 alors Mg(,)[0;2] = Mg ,[1;2] et ainsi il faut montrer

2
que 2Mp[1;2]+2 < J(Mm)[1 ;2] —mew[2;3]) +4
~Mpoi+1;i+2] S i+itn

— et donc
MF(x) [l ;l+1]

Selon le lemme 12.b pourtout0 <i<n-—-2ona
~Mp)[2;3] = Mpey[1; Z]n—Jr2 et ainsi

Mi[032] = meco[253] > Mego[152] + Mpg[152] 222 = My [1;2] (2222)

n—-1

+4

2n+1)2
n-1

Dés lors il suffit de montrer que 2Mp(y)[1;2] +2 < \/MF(x)[l; 2]2 (

2n+1

Posons g(x) = |x? (n

x(2n+1)2
) +4-2x—-2etg'(x) =—22L——-2 Alorsg'(x) >0 &

xz(%)zwl-
o2 (2> 42 (22) 4 16 o 2 (222 <(i7“)2 4)> 1602 (22)" ((2+%) -

1
4) >16 o x (2"“) (2n=3) - 16 = x 2(2 il) (12+

) L > 16 D'autre part on a

n—-1 (n-1)2 n-1)/ (n-1)

2 —
(2 +ﬁ) (12 +i) > (4)(12) = 48 et (n — 1)2 > " et alors si x > n — 1 alors x? (2 +

3 \? 9 2 Lo,
ﬁ) (12+(n 1)) 5> -1 —4 (n =16 Ainsi g'(x) > 0 pour tout

x >n—1etpuisque g(n — 1) _J(n—1)2 (2""11) +4-2(—-1)—2=/2n+1)2+4—
2n>,(2n+1)?2%—-2n=2n+1-2n=1alors g(x) > 0 pourtoutx >n—1
Par le lemme 23 on a MF(x)[l;Z] = %n >n—1etdonc

2
9(Mpi[1;2]) = \/MF(x)[l ;2] (B +4 - 2Mpy[1;2] -2 >0
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Supposons k > 4 alors on pose k = i + 4 et selon le lemme 17 ona Mpy[0;k — 1] =
Mgk — 25k — 1] pour tout 4 < k < n + 1 et ainsi il suffit de montrer que 2Mp( [k — 25k —

k=1 |(Mpcolk =23k = 1] ~mpcol = 1;4])° + (k= 17

On pose k =i+ 2 alors selon le lemme 12.b pourtout_2 <k <nona “Mrelk-1ik]

Mpeplk-2:k-1] =

ZH;_; dont on tire —mp(y [k — 1;k] = Mgk — 2k — ]n+k L puis Meplk—25k—1] -
meolk = 13K] 2 Mpeolk = 25k = 1] (142520 = Mpgy [k — 23k — 1] (ZZ25) Et ainsi i
suffit de montrer que
2Mpolk—2;k—1]+k—-1< \/Mp(x) [k—2;k— 1]2 (nz_"k++12)2 + (k — 1)2
i1 \2 x( 2n+1 )2
Soit g(x) = \/xz —) + (k-1 -2x—k+1letg'(x) = nokt? — 2 Alors
(n—k+2) \/XZ(;_n—,:Z)ZHk—l)Z

g'(x) >0 & x2 (nz_":z)2 ((nz_":z)z - 4) > 4(k — 1)? © x2 (ﬁ)2 ((2 + %)2 - 4) >

Y 2 [ 2n+1 \? (4(2k-3) 2k-3 \?2 N2 5 (2n+1)%(2k—3)(4n—2k +5)
4(k 1) X (n—k+2) (n—k+2 +(n—k+2) )>4(k 1) ex (n—k+2)* >

4(n—k+2)*(k-1)?

_ 12 2
4k -1 = x (2n+1)2(2k—-3)(4n—2k+5)
4(n—-k+2)*(k-1)? 4(n-2)*(k-1)? 4(n-2)(n-2)3(k-1)?
Ona (2n+1)2(2k—-3)(4n—2k+5) — (2n+1)2(2k=3)(2n+7) —  (2n+1)3(2k—3) <4 -2)(k -
3.1 1 5\3
(k-1) (n-2\3 _ ( —o+3) (32 _ 1 1 1
D (2k—3) (2n+1) =4(n -2k - D557 (2k 3) \ 2n+1 | 4n—-2)(k—-1) (E + 2(2k—3)) (5 -

5 1 3(n—-2)(k—-1) n(k-1) nk ~ s . .
2(2n+1)) <4(n-2)(k - 1)( 10) (5) <=—— <—,— < Dés lors il suffit que

> Evpuisave g (1) = () (255) + G- 022 [k 1> () (228) -

2 _kn—
Z(n—k)—k+ 1 :nk(2n+1) _ﬂ_k_l_l an(2n+1)_ﬂ_k_l_1 _ 2kn®—kn—-3k+3 > 0 car les
3 3(n—k+2) 3 3 3 3
e 14 [24-2
solutions de g(n) = 2kn? — kn — 3k + 3 sont kivatk—2 _ ” L= et puisque f24 — ? <
1+ /24 2 1+ /24—— 4—— 1- [24-2
/4——<\/ 4 etdonc 0 < —- 1”_ 1\/_ ‘/ J4 2 <

1\/_1+\/_[

0 les solutions sont dans ] —0.9747;1.4747 |

Selon le lemme 23 on a My [k — 25k — 1] > 2n(k — 2) et 2n(k — 2) > \/’;z o 2nk -

x/?

1,648\ (5) _ .
k——>0<:>\/_>< 3+E>(ﬁ)=1.5837ceqU|estver|f|e

2n+1

2
Et ainsi g(Mpo |k — 25k —1]) = \/Mp(x) k=20 = 1] (22 + (k = 1)2 = 2Mpey [k —
2;k—1]-k+1>0
m}

« Une approche géométrique de I'équation de Liénard pour prouver que pour F(x) = x []i~,(x? — i?) il y a au moins n solutions périodiques, que
pour tous les polyndmes de degré impair les solutions périodiques sont dans un espace borné autour de I'origine, pour donner des nouveaux
algorithmes permettant de localiser les solutions périodiques, etc.»

Par Serge Reymond, Mont-Pélerin, Switzerland, 31 mai 2019

Page 86 sur 104



Condition 6 mpey[k — 1;k] < (Mpeo[le; k + 1] + VZk + 1)2
MF(x)[k;k+1]

On pose k =i+ 1alors selon le lemme 12.apourtout1 <k <n-1ona >
—mp(x)[k—l ;k]

k . k
nﬁ;+1 dont on tire My [k; k + 1] 2 —mpey [k — 1 k] (niﬂ) = —Mp |k — 1;k] (1 +
nz—kk_-:l) > —mpolk = 1;k] > 0 Ainsi (Mpeolk; k + 1] +V2k + 1)? > (Mpeo [k k +1])* >

2
(—mpe[k = 1;k])? = mpeo[k = 15 k]
O

Condition 7 mF(x)[O sk — 1] + \/mF(x)[O sk — 1]2 +k2< —mF(x)[k -1; k] +k

i - 2 2 g — ' = __* _ i =
Soit g(x) = Vx? + k? —x — k alors g'(x) N 1 < 0 pour tout x > 0 et puisque g(0)
0 alors g(x) < 0 pour tout x > 0 Et puisque —m,[0;k — 1] > 0 alors g(—mp)[0;k —

1]) = \/mF(x)[o ik — 1]2 + k% + mpy [0k — 1] — k < 0 D’autre part —mp)[k — 1;k] > 0 et

ainsi la condition est vérifiée
O

Condition 8 —rg[0k — 1] + | (meco [k = 13 K] = [0k — 1])° + k2 < gy —

1] + (oo [k = 13K] = Mpgo sk + 1]+

Puisque mpy[k — 2 ;k — 1] = 0 on obtient mp [0 ; k — 1] = mp»[0; k — 2] Et selon le
lemme 17 on @ mp(y)[0; k — 2] = mpg [k — 3; k — 2] et donc finalement mp,»[0;k — 1] =
Mp |k — 35k — 2]

(n+k-1)(n+k) > mp(x)[k—l;k]
(n—k+2)(n—k+1) ~ mp(|[k-3;k-2]

(n+k-1)(n+k) Mp[k—1 k] o (n—k+2)(n—k+1) _ mpu[0;k-1]
(n—k+2)(n—k+1)ZmF(x)[O;k—l] et ensuite (+k-1)(n+k) — mpy[k-1;k]

Selon le lemme 14 eton a pour tout 3 < k < n et donc selon le

et ensuite

point ci-dessus

_(n-k+2)(n-k+1) —Mp( [0;k-1]
(n+k—-1D(+k) = mpy[k—1;k]

| ikt D) o
Lik (n+k—1)(n+k) = mF(x)[O.k 1]

Selon le lemme 17 on a aussi mpy[0;k — 1] > mp [k — 1; k] et ainsi de l'inégalité ci-

et puisque mp(y)[k — 1; k] < 0 on obtient 0 < —mp [k —

dessus on tire 0 > mpeo [k — 1;k] — mp[05k — 1] = mpe [k — 15 k] = mpeo [k —
. (n—-k+2)(n—k+1) _ 1. _ (n—-k+2)(n—k+1)\ _ (4n+2)(k—-1)
1k (n+k—-1)(n+k) MF(x) [k L; k] (1 (n+k-1)(n+k) ) T (n+k-1)(n+k)

2 2 ( (4n+2)(k=1)
1;k] = mpeo[05k = 1])° < mpe [k —1;k] (%

etalors (mpe [k —

2
) Et finalement

2 2 (an+2)(k-1) )2
ool = 150] = mp 03k = 11)° 412 = gl — 15417 (L2200 4

11 (n—k+3)(n—k+2) 1P (nt)(k-1) )2 )
1k (n+k—z)(n+k—1)+\/mF(x)[k 1;k] ((n+k—1)(n+k)) tk s
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s~ 15k S 1 o[l 154 (S
K i Imeolk = Ul (G ) + k= —meen [k = 1k G0
el P ok (R 2
e[k = 1K) (e i) * &

(n+2)(k-1) ) +VK2 = _mF(x)[k —

(n+k-1)(n+k)
] (n—k+3)(n—-k+2)

MF(X)[k;k+1] > n+k
—mpe|k—1;k] — n—k+1

Mol k + 1] 2 —mego[k — 15 k] (2225 et ainsi (mpeo [k — 15k] = Mego [k k +1])° =
2 2
(Mreolks k+ 1] = meco [l = 1:k])" = (=mp [k = 15k] (o) = meo[k = 15K]) =

n+k

2 2
mecolk = 13k] (o + 1) = mpgy[k — 15 k] (

Selon le lemme 12.a0n a

pourtoutl <k <n-—1etdonc

2n+1
n—k+1

) Ainsi mpeo [k — 15 k] +

\/(mF(x) [k 1;k] = Mpg [k ke +1]) k2 >
2 2
Mp(x) [k -1; k] + \/mF(x) [k -1 k] (n2:1k+:1) +k2 >

2 2
M|k — 15 k] + JmF(x) [k—1;k] (nz_n:l) = Mpeo |k — 15 k] + |me [k — 15 k] (nZ_nk++11) =
mpcolk = 15 k] = mpeo [k = 154] (Z5) = mpcy [k = 15k] (1= 225) = —mpe [k -
n+k
1 ; k] (n—k+1)

Alors pour que la Condition 7 soit satisfaite il suffit d’avoir
n343n2k+3nk?+k3+n?-10nk-3k?+12n+4 n+k
~mpeolk —1;k] (n3+3n2 k+3nk2+k3—3n2—6nk—3k2+2n+2k) +k < —mpok =15k (n—k+1)

qui est équivalente a

n+k n3+3n%k+3nk?+k3+n?-10nk—3k*+12n+ N
k< —mpeo[k—1;k] () = ( ) uisak <
<~ k] n—k+1 o432 keank? 416 —3n?—enk—3 2+zn+2k) | P =

m [k 1 -k] (n3(2k—5)+n2(6k2—k—11)+n(6k3—19k2+26k— )+2k4—7k3+5k2+4k—4)
F(x) ’ n*+n3(2k—2)—n2+n(—2k3+6k2—6k+2)—k*+4k3—5k2+2k

Selon le lemme 22 on a - my [k — 1; k| > 10nk alors il suffit de montrer que :
n3(2k—5)+n?(6k?—k—11)+n(6k3-19k?+26k—16)+2k*—7k3+5k% +4k—4

1= 10n( +n(+6k2—6k+2)

n*(20k — 51) + 12n3(5k? — k — 9) + n?(60k3 — 190k? + 260k — 159) + n(20k* — 68k3 +

442 + 46k — 42) + k* — 4k3 + 5k2 — 2k > 0

) ce qui est équivalent a

Cette condition est vérifiée lorsque k > 3 car alors tous les coefficients des puissances de n
sont positifs, en effet on a
1. 20k—5120& k22 =255

2, 5k2—k—9205ik>1+ﬁ~14416

3. Soit h(k) = 60k3 — 190k? + 260k — 159 alors h'(k) = 20(9k? — 19k + 13) et
h'(k) = 0car A= —-107 < 0 et h(2) =81 > 0 et dés lors h(k) > 0 pour tout k > 2
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4. 20k* — 68k3 + 44k? + 46k — 42 = 4k?(5k? — 17k + 11) + 2(23k — 21) Et puisque

5k2—17k+11>Osik217:—Z@52.5307etque 23k—21>03ik>§zl.0952

5. k*—4k3 +5k? — 2k = k(k3 — 4k? + 5k — 2) et soit h(k) = k3 — 4k? + 5k — 2
eth'(k) =3k?>—-8k+5eth’(k) >0sik > g = 1.6667 et h(2) = 0 et dés lors h(k) >
0 pour tout k > 2

Ainsi donc par le lemme 10 il y a au moins une solution périodique qui coupe [—k — 1; k], et
#

Sin —k estimpair

On définit G(x) = F(—x) et alors puisque F(—x) = —F(x) alors G(x) < 0sur ]k — 1; k[, et
G(x) > Osur]k; k + 1] et alors on prouve comme ci-dessus que les 8 conditions du lemme 7
sont remplies et donc qu’il y dans ce cas au moins une solution périodique qui coupe

[k — 1L k]o. et [k k+1]o,

Et ensuite par le lemme 4 on obtient qu’il y a pour F (x) au moins une solution périodique qui
coupe [—k — 1;k]o et [k;k+1]o,

Intervalle [n; o],

On a que F(0) = 0 et -n respectivement n sont la plus petite et la plus grande solutions de
F(x

S(()it)f € [n — 1;n] tel que F(X) = mp([n — 1,n] alors F"(x) > 0 sur [x; o] et F(x) =

(F(n) —nF'(n)) + 2x sur [x; o] Selon le lemme 16 on a que mg(y[n — 1,n] < Mpyli — 1, ]
pour tout 0 < i <n — 1 alors F(x) = (F(n) —nF’(n)) + 2x pour tout x > 0 De la méme
maniére on a F(x) < —(F(n) — nF'(n)) + 2x pour tout x < 0

On pose z = —n et Z = n et on détermine d < 0 tel que 2d — F(d) = nF'(n) et D > 0 tel que
2D — F(D) = —nF'(n) et alors les conditions de la proposition 17 sont remplies

Condition 1 mp(y[0;n] < Mgy [—n; 0]

Puisque mgy)[—n; —n + 1] = 0 et par le lemme 12 alors mp(y)[—n; 0] = mpey[-n+1;-n+
2] Et puisque F(x) = —F(—x) alors mpgn[—n+ 1; —n + 2| = =Mpy[n — 2;n - 1]

Par le lemme 16 on a mp(y)[0;n] = mpy[n —1;n]

Soitx € Jn — 2;n — 1[ tel que F (x) = Mpy[n —2;n — 1] alors F(x + 1) = mpy[n — 1;n] par

F(x+1) 1 vy n —
WZn—E>1(:>F(x+1)<—MF(x)[n—2,n 1] et donc

Mpy[n—Ln] S F(xX+1) < —Mpy[n—2;n—1]
En synthése mp(y)[0;n] = mpy[n —1;n] < —Mpy[n—2;n—1] = Mp|—n+1;-—n+2] =

ME(x) [—n ; 0]
m]

le lemme 11 on a
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Condition 2 mp(,)[0;n] — Mmpy[—n; 0] < —n

Selon le point ci-dessus on a mg(y)[—n; 0] > mp(,y[0; n] et donc mp ) [0;n] — Mpy[—n; 0] <
2Mp(x)[0;n] = 2mp([n — 1;n] Et selon le lemme 22 on @ mp(y[n—1;n] < —10n(n — 1) <
—n

En syntheése mp(y, [0 ;n] — mF(x)[—n; O] <-2n<-n

i

Condition 3 Mg (y)[—n; 0] > Mp()[0; 1]

Puisque F(x) = —F(—x) alors Mp(,)[—n; 0] = —mp(y)[0; 1] €t Mg, [0;n] = —mpy[—n; 0]
En combinant ces résultats avec la condition 1 on @ Mg ,)[—n; 0] = —mp)[0;n] >

—Mp () [—1; 0] = My [-1; 0]

m|

Condition 4 Mg ) [—n; 0] — Mp(y[0;n] > n

Puisque F(x) = —F(—x) alors Mp(y)[—n; 0] = —mp(y)[0;n] €t Mgy [0;n] = —mpy[—n; 0]
En combinant ces résultats avec la condition 2 on a n < —mg,)[0; 1] + Mg [—n; 0] =
Mg [—1;0] = Mp(x»)[0;7n]

m]

Et ainsi il y a au moins une solution périodique qui coupe |-nF'(n); —nlo, et [n;nF'(n)[o,

. . . ;. . . 16 16
donc il y a au moins une solution périodique qui coupe [—En; —n] et [n;ﬁn]

En synthése dans les intervalles

e [0;1]p,il n’y a pas de solution périodique

e [kk+1]pavecl <k <n-—1ilyaaumoins une solution périodique et donc sur
[1;n]o, il y @ au moins n — 1 solutions périodiques

e [n;]p, il'yaaumoins une solution périodique

Et donc au total il y a au moins n solutions périodiques
#

CORROLAIRE G.1
Le nombre maximum de solutions périodiques pour les polynémes de degré n impair est

s . n-1
d’au moins 5

Preuve

Onaquen=2k+1etpour F(x) = x[[,(x? — i?) etk > 1il y a au moins k solutions
périodiques

#
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Alors nous proposons

CONJECTURE 1
Soit F(x) = (x —n)x [ (x% — i?) et n > 1 alors il y a un cycle qui coupe [—i — 1; —i[o, et

[i i+ 1[0x pourtout1 <i <n—1 etun cycle qui coupe |—;n], et [n; [, Etdoncilyan
cycles

(x)

Fx)=(x-3)x-2)(x—1Dx(x+1)(x+2)
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CHAPITRE 8 - Exemples de F(x) pour lesquelles il y a une infinité de solutions
périodiques

THEOREME H

—%n[m“]lsin(nx)lk st X € U impair|i; i+ 1]

Pour F(x) = avec ieZ et n,k € R} et

p;—ln“x'“]Isin(nx)lk six € Uppair[i;i+1]
n = 2 il y a une infinité de solutions périodiques; plus précisément il y a au moins une qui
coupe [—i—1;—i[ _et[i;i+1[, pourtoutie *

Preuve
Voici le graphe de F(x) pourn=2etk =10et 1 et 0.1

Flx) = (\

U 24
32 k=0.10

1% cas: intervalles [-1;0[  et]0;1]o,

Il N’y a aucune solution périodique qui coupe [—1; 0[ ou ]0; 1] de Ox car sur ces intervalles on
axF(x)>0

2°™ cas: intervalles [-2; -1, et]1;2],,
OnaF(—x)=-Fx)et F1)=F2)=0etF'(0)>0etF'(1)<0etF'(2)>0etF(x)>0
sur|0; 1[0 et F(x) < 0 sur]1;2[ et mpg[1;2] = —4 et 2 = Mp()[0; 1] et les conditions du

lemme 7 sont vérifiées

Condition 1
Ona mF(x)[l ; 2] =—-4<—/3

Condition 2
Onav3<2=Mpy[0;1]
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Condition 3

On a2Mp)[0;1]+1=5<+37 = J1 + (Mpo[031] = mpen[152])°

Condition 4

On a\/l + Mpo[051]° = V5 <5 = 2Mpy[0;1] + 1

Condition 5

2

Ona j1 + <mF(x)[1 ;2] + \/mF(x)[l : 2]2 + 3) =36 —8V19 = 1.0625 < 2 = Mp([0;1]

Condition 6
Ona \/1 + Mpo[031]” = V5 < 5.8186 = V20 + 8V3 = \/1 + (mpew[1:2] = V3)

3°™ cas: intervalles [—k —1; —k[ox et]k;k+1]p aveck >3

k pair

OnaF(0)=0etF(—x)=—F(x)etF(k) =0 pourtoutk et F(x) <O0surlk—1;k[ et
F(x) > 0sur]k; k + 1] et les 8 conditions du lemme 10 sont remplies.

Par construction on @ Mg [0;k — 1] =n*"let mpy[0;k —1] = —n*"2 et mpq[k -
1;k] = —n* et Mgy [k; k + 1] = nk*?

Condition 1
Mg (x) [k -1; k] = —nk < —ZX/E

- =_ k (k) = — L ks L 35 L ~
Soit g(k) = —2Vk + n* alors g'(k) = =t In(n) n* > ﬁ+ln(n)n > \/§+ 8In(2) =
4.9678 > 0 Et puisque g(3) = —2v3 +n® > —2v3 + 8 = 4.5359 > 0 alors g(k) > 0
#

Condition 2

V2k +1 < Mp[0;k — 1]

On a Mg [0;k — 1] = n*~* Soit g(k) = n*~* — 2k + 1 alors g'(k) = In(n)n*~* — \/ﬁ >
In(2) 22 —i7 =~ 2.3946 > 0 Et puisque g(3) = n? —\7 > 4 —+/7 = 1.3542 > 0 alors g(k) > 0
#

Condition 3

MF(x)[O sk — 1] < Mp(x)[k;k + 1]

OnaMpy|0;k —1[ =n*"1 < nf*1 = My [k k + 1]
#
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Condition 4

mF(x)[k -1; k] < mp(x)[O ik — 1]

On ampylk —1;k] = —n* < —n*"2 = mp,)[0;k — 1]
#

Condition 5
Ona (Mg |k k + 1]+ VZEF 1% = mpey [k — 1;k] = (01 + VZE +1)° — n2k = n2k+2 4
2nf N2k + 14+ 2k +1 —n?k =n?* % — 1) + 20k 2k + 1+ 2k +1 > n?k(n?2 - 1) >

3n%k >0
#

Condition 6

On a\/(MF(x)[O;k— 1] = e[k —1;k])° + (k= 1)2 = 2Mp( [0k — 1] —k +1 =

J@E 14082 4 (k—1)2 —2nk 1 —k+ 1> yn2k2(1+n)2 —2n*" 1 —k+1=nk"11 +
nN=2n"t—k+1=m-1n*1-k+1
Soitg(k)=(n—1n*¥t—k+1alorsg'(k)=n—1DInm)n*1—-1>1nR)2%2-1=
1.7726 > 0 Et puisque g(3) = (n — 1)n? —3 > 1 > 0 alors g(k) > 0 pour tout k > 3

#

Condition 7

2
O & gl = 15K] + (il = 15K] = Myl + 1])+ + mpcey [03k = 1] -

\/(mp(x) [k—1;k] —mpp[0;k — 1])2 + k2 = —nk 4+ \/(—nk — nk+1)2 4 k2 — nk=2

J(=nk +nk=2)2 4 k2 > —nk 4 nk 4 nk+t — k2 — [(—nk 4 nk-2)2 4 k2 = nk"2(n3 - 1) -
J(=nk + nk=2)2 4 k2

Soit g(k) = (n? — Dn*=3 —k alors g'(k) = (n* — 1) In(n)n*3 -1 >3In(2) —1=1.0794 >0
Et puisque g(3) = (n? —1) =3 >3 —3 = 0 alors g(k) > 0 pour tout k > 3

ce qui équivaut a k < n*~3(n? — 1) pour tout k > 3

Ainsin2k=4(n2 — 1)2 + k2 < \n2*~4(n2 — 1)2 + n2k-6(n2 — 1)2 = (n? — Hn*¥3Vn2 + 1

Et donc n*2(n3 — 1) —yn2k—4(n2 — 1)2 + k2 > n*k 23— 1) = n*3m2 - 1D)VnZ + 1 =
(n—Dn 33 +n2 +n—(n+ DVn? +1)

Soith(n) =n®+n?+n—(m+1)Vn2+1alorsh’'(n) =3n>+2n+1—-VnZ2 +1-—

2 _\/27_ n_o_ 2 —_n -1 —
>3n“+2n+1 n‘+2n+ (n+1)m 3n“+2n+1-n-1

n
n+1) g

_n 3,2 _ n__ 9,2 _ _n o2
(n+1)m—3n +n (n+1)m—2n +nn+1) (n+1)m—2n +
n(n+1)(1—ﬁ)>0Etpuisqueh(2)=14—3\/§z 7.2918 > 0 alors h(n) > 0 pour tout

n =2 Etdonc (n — 1)VnZ + 1n*3(n® + n? + n— (n+ 1)vn? + 1) > 0 pour tout n > 2
#
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Condition 8

2
Ona—mpgy|k —1;k] + k —mp[0;k —1] —\/mp(x)[o;k— 1"+ k2 =nF+k+nk2—
VnZk=% 4 k2 > pk —n2k=% 4 |2 > nk — n2k-t 4 onk=2 4 k2 =k — (nk"2 4+ k) =

n*2m?-1)—k>3n*?2 -k

Soit g(k) = 3n*=2 — k alors g'(k) = 3lIn(n)n*2 —1>6In(2) —1 = > 0 et puisque g(3) =
3n—3=3>0alors g(k) >0

#

Ainsi donc il y a au moins une solution périodique qui coupe [k — 1; —k]o et [k; k + 1]o,

k impair

On définit G(x) = F(—x) alorson a G(0) = 0 et F(—x) = —F(x) et F(k) = 0 pour tout k et
F(x) <O0surlk—1;k[ et F(x) > 0sur]k; k + 1] et comme de la méme maniére que ci-
dessus on montre que les 8 conditions du lemme 10 sont remplies. Ainsi il y a pour G(x) au
moins une solution périodique qui coupe [k — 1; —k],_et [k; k + 1], Et donc par le lemme4
il'y a pour F(x) au moins une solution périodique qui coupe [—k —1;—k]o et [k; k +1]o,

#

Alors nous proposons

CONJECTURE 2
_ x4 ko g 0w
n sin(mx Six € U;; i+ 1
Pour F(x) = x Isin(m0) ”mpalr[ [ avec ieZ et n,k € R} et
li—'n“"'*’”lsin(nx)lk six € U pair|i; i + 1]

n = 2 il y a une infinité de cycles; plus précisément il y a un cycle qui coupe [—i —1;—i[ o €

[i;i+ 1[0x pour tout ieZ*

THEOREME |
(—D2nl*(x — i) sixe [i i +%[ eti>0
(-2l +1—x) sixe [i+%;i+1[ eti>0

Soit F(x) =< avecicZ et n€eR et

(—D2nlll(x —i) sixe [i;i+%[ eti<O0

(—D2nlll +1—x) sixe[i+%;i+1[eti<0
\

n = 2 alors il y a une infinité de solutions périodiques; plus précisément il y a au moins une
solution périodique qui coupe [—i — 1; —i[ ox €t [i;i+1] o, POUr tout i€Z*
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Preuve
Voici le graphe de F(x) pour n = 2

F(x)

=
»

I I I O V A

x| [lxl+1] ) o ko o
——n sin(mwx six € U;; i+ 1
Soit G(x) =9 * Isin(r0) timparr| [ avecicZet nk e R} etn=>2
%n“"“”lsin(nx)lk six € Ujpair[i;i+1]

Les solutions de F(x) et de G(x) sont les mémes Ce sont tous les ie
Les extrema de F(x) et de G(x) sont les mémes Ce sontles i + 1/2 pour tous les i€Z et F(x)
et leur valeurs sont égales car

01
|l+—| . k
— P2l [lil+1] g i = i N I 1Rt
1 L sin{mi )| stx €U impair[£5 1+ 1] Wl gk g impair
. _ _ ; _
o(+D)=1, - -
i+ k U lil+11k i pai
Z o nil+1] | .oom . —n 1% siipair
i+—3n[| +1] |sm (m 5)| six € Uipair[l,l + 1[ i P
2
—nl*1 i impaireti > 0

nl*1 siiimpaireti <0 _ {(—1)in|i|+1 sieti=0_ F(i + 1)
nlt*l  siipaireti >0 (—1)* i+l g et i <0

\nli+t g paireti <0

Ainsi les peignes de G(x) sont également des peignes pour F(x) Selon le théoréme H les
peignes de G(x) ont une infinité de solutions périodiques ainsi par le corolaire 16 pour F(x) il
y a un nombre infini de solution périodiques

#
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CHAPITRE 9 - Exemples de F(x) pour lesquelles il y a trés probablement une infinité
de solutions périodiques

LEMME 24

Soit F(x) une fonction continue telle que F(0) = 0 etn € N*et 1< i < n etF, le premier
point d’intersection de Traj F(x)_l(i, F(i)) avec 0y, et F; le premier point d'intersection de
Trajpe (i, F (1)) avec 0,_SiF_; > F; et F; < F_; pour tout i pair et F_; < F; et F; > F_;pour
tout i impair alors pour F(x) il y a au moins une solution périodique qui coupe
[E—i—1:E—i]0y et [fi;fiﬂ]oy pourtousles2<i<n+1

#

Preuve

Les intervalles Ly = [0;F_1],..., Ly = [F—p+1; F—n], Lus1 = [F—n; o[ sont une partition de Oy,

de méme que Ry = [0;0], Ry = [0;F4],..., Ry = [Fn_1; Fp], Rps1 = [Frs 0|

Les intervalles Ly = [0; F_1],..., L; = [F-pt1; F-n] €t Lyyy = [E_p; —oo[ sont une partition de

Oy_ de méme que les intervalles Ry = [0;0], Ry = [0; Fy],..., Ry = [Fn—1; Fno], Ruy1 =

[En,oi _°°[

La matrice de transformation de Oy, sur de Oy, de dimension (n 4+ 1)(n + 1) est:

MF(x) [l']]
Isi(,j<sn+Det((i=1etj=12)ou(ipairetj=1i)ou(iimpair>1letj=1iit1))
Isi(l<r)et(i=letj>1)

Ilsi(I>r)et(i>retj=r)

0 sinon
La matrice de transformation de Oy, sur Oy_ de dimension (n + 1)(n + 1) est

o (lsii=j _
Drgoli ] = { 0 sinon =
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La matrice de transformation de Oy_ sur Oy_ de dimension (n + 1)(n + 1) est

Npxy i /]
1si(i,j<min{l+1L,r+1}Det((i=1etj=12)ou(ipairetj=1i)ou(iimpair>1letj=1ii+t1))
Ilsi(l<r)et(i=letj>1)
1si(I>r)et(i>retj=1)
0 sinon

La matrice de transformation de Oy_ sur Oy, de dimension (I + 1)({ + 1) est

o (lsii=j _
Ureolij] = { 0 sinon !
Alors Cr(x) = Mr ) Dr@)NreoUr) = Moo Np@)! = MpoNrx)

Sii=1
. . 1sij=1
. , . 1sij=1ou?2 1sij=2 .
Cro[Lj] = Npy[1,j] + Npwy[2,j] = { Ojsinon +{ 0 si']non =12s5ij=2
0 sinon

Siiimpair > 1
1sij=i—-1 (1sij=i—1
Osij=i ) 1lsij=i

Creoli,j1 = Npeoli = 1,j1 + Npolis j1 + Npoli + 1,51 = Osij=i+1 )1sij=it1

0 sinon 0 sinon
Osij=i—-1 S
Osij=i Lstj=t
1sij=i+1 |25 =itd
. 0 sinon
0 sinon
Siipair

1sii=j

Creolij] = Neeolijl = { 0 sinon

En synthése on obtient

1 2 0 0 0 0
0 0o . 0 0
0o 2 [1] 000
: - : sin+ 1 impair
0 0 0 [1] 2 o
ooo oY
L 0o 2 1
Crax) = 9 1 2 o0 00 01
o [1] o 000
0 2 [1] 0 0 0
: : sin + 1pair
0 0 0 [1] o o
0 0 O 2 2
\LO 0 O 0 0 1

En appliquant les propositions 14 et 15 on en déduit qu’il y au moins n — 1 solutions
périodiques qui coupent L; pour 2 < i <n
#

« Une approche géométrique de I'équation de Liénard pour prouver que pour F(x) = x [T, (x? — i?) il y a au moins n solutions périodiques, que
pour tous les polyndmes de degré impair les solutions périodiques sont dans un espace borné autour de I'origine, pour donner des nouveaux
algorithmes permettant de localiser les solutions périodiques, etc.»

Par Serge Reymond, Mont-Pélerin, Switzerland, 31 mai 2019

Page 98 sur 104



LEMME 25

Soit

0 sixe|22i+5—e[Ul2i+] +e2i+1]

1 . 1 . . 1 . 1

;(x—21—5+g) Si xe [21+E_£’21+5]
1 . 1 . . 1 . 1

Se_(x) =4 _E(x_ZI_E_E) Stxe [21+E’21+E+£] avec i€

—Z(x—2i—1) sixe[2i+1;2i+1+¢[

-1 sixel2i+1+¢&2i+2—¢]

S(x—20-2) sixe[2i+2—g2i+2[

et
i(x—Zi) si xe[2i; 2i + €]
1 sixe[2i+¢&2i+1—¢
—é(x—Zi—l) sixe[2i+1—g2i+1[
Se+() =1 sixe[2i+1;2i+§—s[u]2i+§+e;2i+2[ avec (el

—l(x—Zi—§+s) Si xe [2i+§—s;2i+§]
£ 2 2 2

l(x—Zi—E—e) Si xe [2i+§;2i+§+e]
£ 2 2 2
Alors Sg . (x) = =S, _(x — 1)

Preuve

, ca 1 .1 ,
0 sz(x—1)6[21;21+5—s[U]21+5 +£;21+1[
1 .1 . .1 .1
—;((x—l)—21—5+£) sz(x—1)6[21+5—s;21+5]

oo en=d Hemn-2i-tee) si-Defzitdaitiee

&
(-1 -20i-1) si(x—1e[2i+1;2i+1+e]
1 si(x—Del2i+1+¢&2i+2—¢]
—é((x—l)—Zi—Z) si(x—De2i+2—&2i +2[

. . . 3 .3 .
0 szx6[21+1;21+5—£[u]21+5 +s;21+2[
—l(x—Zi—§+e) sixe[2i+§—s;2i+3]
€ 2 2 2
1 . 3 . ., 3 .. 3
) ;(X—Zl—E—E) SlE[Zl+E,21+E+£]
i(x—Zi) si xe[2i;2i + ¢
1 sixe[l2i+¢&2i+1—¢
| —s(—2i—-1) sixe[2i+1-g2i+1]
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0 sixe|2i+1;2i+5—e[U]2i+3 +22i+2
1 .3 . .3 .3
—;(x—21—5+£) szxe[21+5—s,21+5]
1 . 3 . .3 . 3
;(X—ZL—E—E) SlE[Zl-l—E,Zl-I-E-l-S]

S(x—2i-2) sie[2i+2;2i+2+e]
1 sixe[2i+2+¢2i+3—¢f
| —s(x—2i—3) sixe[2i+3—£2i+3[

= £,+(x)

LEMME 26

Soit F(x) et G(x) deux fonctions continues telle que F(0) = G(0) = 0 Pourchaque 1 <i<n
notons F; le premier point d’intersection de Traj F(x)_l(i, 0) avec 0,, et F; le premier point
dintersection de Trajr)(i,0) avec 0, _ et G, le premier point d’intersection de

TrajG(x)‘l(i, 0) avec 0,,et G; le premier point d’intersection de Traj;(x)(i,0) avec 0,_Si
F(x)=—G(x—1) alorsF; = —G;,, et F; = =G4,

Preuve

OnaF; =Trapuy '(,0)N0, = Traj_gu—1~ G0N0, = Traj_gm ™ (i + 1;,00N0, =
Traj_goo '(i+ 10000y = =Trajop (i + 1;,0)N0, = =G4y

Ona

F; = Trap (i, 0)N0y = Traj_g—1)({ 0)N0y = Traj_gy (i + 1,0N0, = —Trajgy (i +
1 0)noy =—Gi41

#

APPLICATION NUMERIQUE

Soit F(x) = S +(x) alors par calcul on trouve que pour tous les i < 10° on a:
F_; > F; et F; < F_; pour tout i impair

{_l Gt S b P our tout 1 < i < 10
F_; < F;etF; > F_; pour tout i pair

Par I'application des lemmes 24 et 25 a G(x) = Sy _(x) on obtient Fi=—Gi1q €t F; = —Giyq
Ainsi
f_i > fl- et F; < F_; pour tout i impair -
f_i < Fl- et F; > F_; pour tout i pair
—G_j41>—Giq et —Eiﬂ < _E—i+1 pour tout { impair
—G_j4q1 < —Gjiqet— Eiﬂ > _E—i+1 pour tout i pair
G_ i1 <Gjiqet Eiﬂ > 5_i+1 pour tout i impair
G_jv1>Gjpq et Ei“ < E—i+1 pour tout i pair
G_;<Gjet Ei > E_i pour tout i pair - {Q_i > G;et Ei < E_i pour tout i impair

G_; > Gjet Ei < E_i pour tout i impair G_; <Gjet Ei > E_i pour tout i pair
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Et en appliquant le lemme 24 a S, , (x) et S, _(x) on en tire qu'il y a pour S, . (x) et pour
So,— (x) au moins une solution périodique qui coupe [E—i—1iE—i]oy et [Fi;fiﬂ]oy pour tous les
2<i<10°

LEMME 27
So,—(x) et Sy +(x) sont des peignes pour F(x) = sin(mx)

Preuve
Pour toutj € Z ona F(j) = sin(nj) =0

. T .. .
sin (5) stjpair { 1sij pair

Pourtoutj € 7 ona F (] +3) = sin(mj +5) = sin(m+2) sijimpair \~1SUjimpair
2

#

LEMME 28
2(x - 20) si x € [26;20 + 5
—2(x—2i— D) six € 20 +2;2i +1]

So,—(x) et Sy +(x) est un peigne pour G(x) = aveci €7

—2(x—2i— 1) six € 20 + 1,20 +3]
2(x — 20— 2) six € [20+3;2i + 2

Preuve
Pourtoutj € Z ona

2 - 20) si j € 2521 +3
z 2(2i — 2i)si j = 2i

. . .. . 1 .
. —2(]—21—1)51]6[21+5;21+1[_ Qi+ 1-2i—1)sij=2i41
—2(j—2i—1)sijE[2i+1;2i+§[ -2Qi+1-2i-1)sij=2i+1
s 2 22i+2—-2i—2)sij=2i+2
20 —2i—-2)sij€[2i+3;2i+2
0sij=2i

0sij=2i+1_,

Osij=2i+1"

Osij=2i+2

Pourtoutj € Z ona
N S o, 1
[ 2(]+E—21)Sl]+56[2”21+5[
_2(]'+%_2i—1)sij+%€[2i+%;2i+1[
.1 . | . o3[
_2(]+E—21—1)sz]+56[21+1;21+5[
2(+5-2i-2)sij+3€[2i+3;20 42
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2 +3—2i) sij € [2i - 3;2i] 2(2i+5—2i)sij=2i

R N 1 P A .
—2(]—21—5)5116[21;21+E[ _ —2(21—21—5)51]=21 _
—2( —2i—3)sij € [2i+35;20+1] ~2(2i+1-2i—7)sij=2i+1
2(—2i—3)sije2i+ 120+ 2(20+1-2i—3)sij=2i+1

{ 1sij=2i _{ 1 sij pair
—1sij=2i+1" |—1sijimpair

#

Sur la base du résultat du calcul présenté ci-dessus et des lemmes précédents nous
obtenons les résultats suivants

APPLICATION NUMERIQUE

2(x — 20) six € [2i;2i + 5

—2(x—2i—1)six € [2i +3;2i +1]

Soit F(x) = alors il y a une solution périodique qui

—2(x - 20— 1) six € |20+ ;20 +3]
2(x —2i = 2) six € [2i +3;2i + 2]
coupe [—i —1; l]Oy+ et[1,1+1]0y+pourtoutlsls10

Soit F(x) = sin(mx) alors il y a une solution périodique qui coupe [—i —1; —i]o et[i;i+
v+
1]0 pour tout 1 < i < 10° Et voici la solution périodique qui passe trés proche de
y+
(0;50,2801) € [50;51]

Oy+

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 55 60
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Alors nous proposons

CONJECTURE 3
2(x - 20) six € [26;2i + 5

—2(x—2i—)six € [20+3;2i +1]

Soit F(x) = alors il y a un cycle qui coupe [—i —

—2(x— 20— 1) six € [2i + 1,20 +3]
2(x — 20— 2) six € |20 +3;2i + 2|
1;—i]0er et [i;i+1]oy+pour touti > 1

CONJECTURE 4

Soit F(x) = sin(mx) alors il y a un cycle qui coupe [—i —1; —i]o et[i;i+ 1]0 pour tout
y+ y+

i=>1
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