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Une approche géométrique de l’équation de Liénard pour prouver que pour (࢞)ࡲ = 
࢞ ∏ ൫࢞૛ − ࢔૛൯࢏

ୀ૚࢏  il y a au moins ࢔ solutions périodiques, pour prouver que pour tous les 
polynômes de degré impair les solutions périodiques sont dans un espace borné 
autour de l’origine, pour donner des nouveaux algorithmes permettant de localiser les 
solutions périodiques, etc.  
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ABSTRACT 
 
 
 
Dans cet article nous utilisons une approche géométrique de l’équation de Liénard pour 
prouver que pour (ݔ)ܨ ݔ = ∏ ଶݔ) − ݅ଶ)௡

௜ୀଵ  il y a au moins une solution périodique coupant 
ൣ−݅ − 1 ; −݅൧

ை௫
et  ൣ݅ ; ݅ + 1൧

ை௫
 pour tout 1≤ ݅ ≤ ݊ et une coupant ]−∞; −݊]ைೣ

et ൣ݊ ; ∞ൣ
ைೣ

, pour 

prouver que pour tous les polynômes de degré impair les solutions périodiques sont dans un 
espace borné autour de l’origine et que pour tous les polynômes de degré pair les solutions 
périodiques coupent un intervalle borné de ௬ܱ, pour détecter les solutions périodiques en 
étudiant une transformation linéaire de ௬ܱ, pour prouver que les nombres de solutions 
périodiques pour (ݔ)ܨ et pour (ݔ)ܨߣ sont différents, pour donner cinq nouveaux algorithmes 
permettant de localiser les solutions périodiques, pour donner des exemples de fonctions 
pour lesquelles il y a au moins une solution périodique coupant ൣ−݅ − 1 ; −݅൧

ை௫
et  ൣ݅ ; ݅ + 1൧

ை௫
 

pour tout ݅߳ℕ∗, pour donner des conditions sur les coefficients de polynômes pour qu’il y ait 
des solutions périodiques et pour déterminer une borne inférieure à la probabilité qu’il n’y ait 
pas de solutions périodiques 
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PRINCIPAUX RESULTATS 
 
 
 
Les méthodes utilisées pour détecter localiser et dénombrer les solutions périodiques de 

l’équation de Lienard  ൜
ሶݔ = ݕ − (ݔ)ܨ
ሶݕ = (0)ܨ une fonction continue telle que (ݔ)ܨ avec            ݔ− = 0 sont 

traditionnellement celles de l’analyse S’agissant d’un problème de nature géométrique c’est 
selon ce point de vue que nous avons abordé la question 
 
Les principaux résultats obtenus sont les suivants : 

1) Pour (ݔ)ܨ ݔ = ∏ ଶݔ) − ݅ଶ)௡
௜ୀଵ  il y a au moins ݊ solutions périodiques à savoir au moins 

une solution périodique coupant ൣ−݅ − 1 ; −݅൧
ை௫

et  ൣ݅ ; ݅ + 1൧
ை௫

 pour tout 1≤ ݅ ≤ ݊ et au 

moins une coupant ]−∞; −݊]ைೣ
et ൣ݊ ; ∞ൣ

ைೣ
 

 

2) Pour (ݔ)ܨ =

ە
۔

ۓ
                       

−
|௫|

௫
݊[|௫|ାଵ]|sin(ݔߨ)|௞      ݔ ݅ݏ ∈ ⋃ ൣ݅ ; ݅ + 1ൣ௜ ௜௠௣௔௜௥

ݔ ݅ݏ                                                    0 = 0                               
|௫|

௫
݊[|௫|ାଵ]|sin(ݔߨ)|௞         ݔ ݅ݏ ∈ ⋃ ൣ݅ ; ݅ + 1ൣ௜ ௣௔௜௥     

  avec ݅ ∈ ℤ et ݇, ݊ ∈

ℝ∗ et ݊ ≥ 2 pour laquelle il y a une infinité de solutions périodiques  dont au moins 
une qui coupe ൣ−݅ − 1 ; −݅൧

ை௫
et ൣ݅ ; ݅ + 1൧

ை௫
 pour tout ݅ ∈ ℤ∗    

Nous donnons d’autres exemples 
3) Pour (ݔ)ܨ = sin(ݔߨ) il y a au moins 10଺ solutions périodiques avec au moins une qui 

coupe ൣ−݅ − 1 ; −݅൧
ை௫

et ൣ݅ ; ݅ + 1൧
ை௫

 pour tout 1 < ݅ ≤ 10଺ En réalité il y a très 

probablement une infinité de solutions périodiques  
Nous donnons d’autres exemples 

4) Lorsque (ݔ)ܨ est un polynôme de degré impair, les éventuelles solutions périodiques 
sont contenues dans un espace borné autour de l’origine et nous donnons deux 
méthodes générales pour déterminer cet espace 
Par exemple, si (ݔ)ܨ = ଷݔ݊ − ݊ avec ݉ et ݔ݉ > 0 alors les éventuelles solutions 
périodiques sont situées dans l’espace  

ቈ−݁ିଵ ସ

ଷ
(2 + ݉)ටଶା௠

ଷ௡
; ݁ିଵ ସ

ଷ
(2 + ݉)ටଶା௠

ଷ௡
቉

ை௫

ܺ ቈ− ଶ

ଷ
(2 + ݉)ටଶା௠

ଷ௡
; ଶ

ଷ
(2 + ݉)ටଶା௠

ଷ௡
቉

ை௬

 et 

ne coupent ni ൤– ට
௠

௡
 ; ට

௠

௡
൨

ை௫
ni ൤݉݅݊ ൜−

ଶ௠

ଷ
ට

௠

ଷ௡
; −ට

௠

௡
ൠ ; ݔܽ݉ ൜

ଶ௠

ଷ
ට

௠

ଷ௡
; ට

௠

௡
ൠ൨

ை೤

 

5) Lorsque (ݔ)ܨ est un polynôme de degré pair, les éventuelles solutions périodiques 
coupent un intervalle borné de ܱିݕ  et nous donnons une méthode générale pour 
déterminer cet espace 
Par exemple si (ݔ)ܨ =   ଶ௡ alors les éventuelles solutions périodiquesݔ݉

coupent ቉− ቀ2 −
ଵ

௡
ቁ ቀ

ଵ

௡௠
ቁ

భ
మ೙షభ ; 0቉

ை௬

 

6) Le nombre de solutions périodiques pour (ݔ)ܨ n’est pas égal au nombre de solutions 
périodiques pour (ݔ)ܨߣ avec ߣ ∈ ℝ/ሼ1ሽ 

7) Nous présentons une «Nasse» une «Zone de pêche» une «Ligne de pêche» un 
«Filet de pêche» et un «Peigne» qui sont des algorithmes polynomiaux qui détectent 
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la présence de solutions périodiques et le cas échéant en donnent une localisation 
précise 
Ces méthodes permettent de botaniser toutes sortes de nouvelles configurations de 
solutions périodiques par exemple avec des (ݔ)ܨ non symétriques 

8) L’étude des solutions périodiques pour les polynômes factorisables sur ℝ se ramène 
à l’étude des solutions périodiques pour les polynômes de la forme (ݔ)ܨ =
ݔߣ ∏ ݔ) − ܿ௜)

௡
௜ୀଵ  tels que ߣ ≠ 0 et ܿ௜ ∈ [−1; 1] pour tout 1 ≤ ݅ ≤ ݊ 

9) Si (ݔ)ܨ est un polynôme de degré ݊ alors la probabilité qu’il n’y ait pas de solution 

périodique est supérieure ou égale à 

ە
۔

ቀۓ
ଵ

ଶ
ቁ

೙షమ
మ si ݊ ≥ 2 et pair     

ቀ
ଵ

ଶ
ቁ

೙షభ
మ si ݊ ≥ 3 et impair

 

En particulier si (ݔ)ܨ =  ܽଶݔଶ + ܽଵݔ avec ܽଵ ≠ 0  et ܽଶ ≠ 0  il n’y a aucune solution 
périodique 
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INTRODUCTION 
 

 
 
Notre axe d’attaque pour localiser et dénombrer les solutions périodiques de l’équation de 

Lienard  ൜
ሶݔ = ݕ − (ݔ)ܨ
ሶݕ =            ݔ−

 où (ݔ)ܨ est une fonction continue et telle que (0)ܨ = 0 consiste à 

encadrer (ݔ)ܨ par des fonctions particulières 
  
 
Notations   

;ݔ)ி(௫)݆ܽݎܶ ;ݔ) est la trajectoire issue de (ݕ pour l’équation différentielle  ൜ (ݕ
ሶݔ = ݕ − (ݔ)ܨ
ሶݕ =            ݔ−

  

 
 
PROPOSITION 1  
Soit (ݔ)ܨ une fonction continue telle que (0)ܨ = 0 

Si (ݔ)ܮ est une fonction continue telle que ൜
(ݔ)ܮ ≥ ݔ  ݎݑ݋݌ (ݔ)ܨ < 0
(ݔ)ܮ ≤ ݔ  ݎݑ݋݌ (ݔ)ܨ ≥ 0

 alors ݆ܶܽݎி(௫)(ݔ଴;  ଴) estݕ

inclue dans ݆ܶܽݎ௅(௫)(ݔ଴;  ଴ݕ ଴ etݔ ଴) pour toutݕ

Si (ݔ)ܪ est une fonction continue telle que  ൜
(ݔ)ܪ ≤ ݔ ݎݑ݋݌ (ݔ)ܨ < 0 
(ݔ)ܪ ≥ ݔ ݎݑ݋݌ (ݔ)ܨ ≥ 0

  alors ݆ܶܽݎி(௫)(ݔ଴;  (଴ݕ

inclut ݆ܶܽݎு(௫)(ݔ଴;  ଴ݕ ଴ etݔ ଴) pour toutݕ
 
Preuve 
 

 
 

On a ൬
௬ିி(௫)

ି௫
଴

൰ ∧ ൬
௬ି௅(௫)

ି௫
଴

൰ = ቆ
଴
଴

௫(ி(௫)ି௅(௫))
ቇ = ฯ൬

௬ିி(௫)
ି௫
଴

൰ฯ ฯ൬
௬ି௅(௫)

ି௫
଴

൰ฯ ݊݅ݏ ൬൬
௬ିி(௫)

ି௫
଴

൰ ; ൬
௬ି௅(௫)

ି௫
଴

൰
෣

൰ ൬଴
଴
ଵ
൰ 

Ainsi le signe de ݊݅ݏ ൬൬௬ିி(௫)
ି௫
଴

൰ ; ൬௬ି௅(௫)
ି௫
଴

൰
෣

൰ est le même que celui de ݔ൫(ݔ)ܨ −  ൯ qui est(ݔ)ܮ

positif ce qui signifie que pour tout point sur ݆ܶܽݎி(௑)(ݔ଴; ଴) le champ de ൜ݕ
ሶݔ = ݕ − (ݔ)ܮ
ሶݕ =            ݔ−

 

pointe vers l’extérieur et donc que ݆ܶܽݎி(௫)(ݔ଴; ;଴ݔ)௅(௫)݆ܽݎܶ ଴) est inclue dansݕ  ଴) pour toutݕ
 ଴ݕ ଴ etݔ
On montre de la même manière que ݆ܶܽݎி(௫)(ݔ଴; ;଴ݔ)ு(௫)݆ܽݎܶ ଴) inclutݕ  ଴ݕ ଴ etݔ ଴) pour toutݕ
# 
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CHAPITRE 1 – Utiliser les symétries de (࢞)ࡲ 
 
 
 
PROPOSITION 2 
Soit (ݔ)ܨ une fonction continue telle que (0)ܨ = 0 Si (ݔ)ܨ =  alors il y a une infinité de (ݔ−)ܨ
solutions périodiques 
 
Preuve 

 
 
Soit ൫(ݐ)ݔ; ;(ݐ−)ݔ−) alors (ݔ)ܨ ൯ une solution pour(ݐ)ݕ  est aussi une solution pour ((ݐ−)ݕ
(ݐ)෤ݔ En effet posons (ݔ)ܨ = (ݐ)෤ݕ et (ݐ−)ݔ− = ෤ሶݔ  et alors (ݐ−)ݕ (ݐ−) = (ݐ−)ሶݔ = (ݐ−)ݕ −
൯(ݐ−)ݔ൫ܨ = (ݐ)෤ݕ − ൯(ݐ)෤ݔ−൫ܨ = (ݐ)෤ݕ − ෤ሶݕ ൯ et(ݐ)෤ݔ൫ܨ (ݐ−) = (ݐ−)ሶݕ− = (ݐ−)ݔ =  (ݐ)෤ݔ−
Si (ݔ)ܨ est non nulle alors il existe ߜ > 0 et ݔ଴ > 0 tels que (ݔ)ܨ ≠ 0 et (ݔ)ܨ strictement 
croissante (respectivement décroissante) pour tout ݔ]߳ݔ଴ − ଴ݔ ;ߜ +  [ߜ
Supposons que ܨ(ݔ଴) > 0 et (ݔ)ܨ strictement croissante alors ݆ܶܽݎி(௫)൫0;  ൯ va couper(଴ݔ)ܨ
ݕିܱ puis (ݔ)ܨ  de même que toutes les trajectoires ݆ܶܽݎி(௫)(0; pour lesquelles 0 (ݕ ≤ ݕ ≤
 (଴ݔ)ܨ
Soit ൫ܺ(ݐ); ,issue de (0 (ݔ)ܨ ൯ la solution pour(ݐ)ܻ ܶ et soit le plus petit ((଴ݔ)ܨ > 0 tel que 
ܺ(ܶ) = 0 alors ൫ܺ(ݐ), ;൯ passe par ൫0(ݐ)ܻ ܻ(ܶ)൯ Alors la solution (−ܺ(−ݐ),  passe par ((ݐ−)ܻ

൫−ܺ(0); ܻ(0)൯ = (0; ;et ቀ−ܺ൫−(−ܶ)൯ ((଴ݔ)ܨ ܻ൫−(−ܶ)൯ቁ = ൫−ܺ(ܶ); ܻ(ܶ)൯ = ൫0; ܻ(ܶ)൯ 

Ainsi ൫ܺ(ݐ); ;൯(ݐ−)−൯ et ቀ−ܺ൫(ݐ)ܻ ܻ൫−(−ݐ)൯ቁ sont identiques et  ൫ܺ(ݐ);  ൯ est périodique(ݐ)ܻ

de période 2ܶ 
Si ܨ(ݔ଴) < 0 ou (ݔ)ܨ strictement décroissante la démonstration se fait de manière analogue 
que précédemment en considérant −(ݔ)ܨ ou (ݔ−)ܨ 
Si (ݔ)ܨ = 0 pour tous les ݔ alors toutes les solutions sont des cercles centrés à l’origine 
# 
 
 
APPLICATION  
Soit (ݔ)ܨ = ݕିܱ ା sont périodiques et celles issuesݕܱ ଶ alors toutes les solutions issues deݔ  
avec ݕ ≤ −1 ne sont pas périodiques. 
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PROPOSITION 3 
Soit (ݔ)ܨ une fonction continue telle que (0)ܨ = 0 Si (ݔ)ܨ est telle que (ݔ−)ܨ >  pour (ݔ)ܨ
tout ݔ > 0  (respectivement (ݔ−)ܨ < ݔ pour tous (ݔ)ܨ > 0) alors il n’y a aucune solution 
périodique 
 
Preuve  

 
Posons (ݔ)ܪ = (ݔ)ܪ alors (ݔ−)ܨ > ݔ pour tout (ݔ)ܨ > 0  et donc ݆ܶܽݎு(௫)(0;  est (ݕ
enveloppée strictement par ݆ܶܽݎி(௫)(0; ;ி(௫)(0݆ܽݎܶ et dès lors si (ݕ ݕିܱ coupe (ݕ  ce sera 
strictement en dessous de ݆ܶܽݎு(௫)(0; ;ி(௫)(0݆ܽݎܶ  Ainsi donc (ݕ  n’est pas une solution (ݕ
périodique  
Et si ݆ܶܽݎி(௫)(0; ݕିܱ ne coupe pas (ݕ  alors ݆ܶܽݎி(௫)(0;  n’est pas une solution périodique (ݕ
# 
 
 
THEOREME A 
Soit (ݔ)ܨ une fonction continue telle que (0)ܨ = 0 Si (ݔ)ܨ = (ݔ)ܵ +  est (ݔ)ܵ tel que (ݔ)ܣ
paire et (ݔ−)ܣ < ݔ pour tous (ݔ)ܣ ≠ 0 (respectivement (ݔ−)ܣ > ݔ pour tous (ݔ)ܣ ≠ 0) alors 
il n’y a aucune solution périodique 
 
Preuve 
On a (ݔ−)ܨ = (ݔ−)ܵ + (ݔ−)ܣ = (ݔ)ܵ + (ݔ−)ܣ < (ݔ)ܵ + (ݔ)ܣ =  et on applique la (ݔ)ܨ
proposition 3 
#  
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COROLLAIRE A.1 
Soit (ݔ)ܨ = ∑ ܽ௜

௡
௜ୀଵ ∑  ௜ Siݔ ܽ௜

௡
௜ ௜௠௣௔௜௥௦ୀଵ ௜ݔ > 0 pour tous ݔ ≠ 0 (respectivement 

∑ ܽ௜
௡
௜ ௜௠௣௔௜௥௦ୀଵ ௜ݔ < 0  pour tous ݔ ≠ 0) alors il n’y a aucune solution périodique 

 
Preuve  
On définit ܵ(ݔ) = ∑ ܽ௜

௡
௜ ௣௔௜௥௦ (ݔ)ܣ  ௜  etݔ = ∑ ܽ௜

௡
௜ ௜௠௣௔௜௥௦ (ݔ)ܨ ௜ On aݔ = ܵ(ܺ) +   (ݔ)ܣ

# 
 
 
COROLLAIRE A.2 
Soit (ݔ)ܨ = ∑ ܽ௜

௡
௜ୀଵ  ௜ Si tous les ܽ௜ quand ݅ est impair sont positifs et pas tous nulsݔ

(respectivement négatifs et pas tous nuls) alors il n’y a pas de solutions périodiques 
# 
 
 
COROLLAIRE A.3 
Soit (ݔ)ܨ = ܽଶݔଶ + ܽଵݔ tel que ܽଶ ≠ 0 
Si ܽଵ = 0 alors il y a une infinité de solutions périodiques  
Si ܽଵ ≠ 0 alors il n’y a aucune solution périodique 
 
Preuve 
Si ܽଵ = 0 alors (ݔ)ܨ = ܽଶݔଶ est paire et il y a une infinité de solutions périodiques 
Si ܽଵ ≠ 0 alors la condition ܽଵݔ > 0 (respectivement < 0) pour tout ݔ est toujours vraie 
# 

 
 
 
COROLLAIRE A.4.a 
Soit (ݔ)ܨ = ܽଷݔଷ + ܽଶݔଶ + ܽଵݔ tel que ܽଷ ≠ 0 
Si ܽଵ = 0 alors il n’y a aucune solution périodique  
Si ܽଵ ≠ 0 et si ܽଷ > 0 et ܽଵ > 0 (respectivement ܽଷ < 0 et ܽଵ < 0) alors il n’y a aucune 
solution périodique 
 
Preuve  
On a ܽଷݔଷ + ܽଵݔ = ଶݔଷܽ)ݔ + ܽଵ) Il n’y a aucune solution périodique si la condition ܽଷݔଶ +
ܽଵ > 0 (respectivement < 0) pour tout ݔ est satisfaite 
Si ܽଵ = 0 ceci équivaut à ܽଷ ≠ 0  
Si ܽଵ ≠ 0 ceci équivaut à ܽଷ > 0 et ܽଵ > 0 (respectivement ܽଷ < 0 et ܽଵ < 0) 
# 
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COROLLAIRE A.4.b 
Soit (ݔ)ܨ = ܽଷݔଷ + ܽଶݔଶ + ܽଵݔ tel que ܽଷ ≠ 0 alors il n’y a au moins une solution périodique 
que si  ܽଵܽଷ < 0  
# 
 
 
COROLLAIRE A.5.a 
Soit (ݔ)ܨ = ܽସݔସ + ܽଷݔଷ + ܽଶݔଶ + ܽଵݔ tel que ܽସ ≠ 0  
Si ܽଵ = 0 et si ܽଷ = 0 alors y a une infinité de solutions périodiques  
Si ܽଵ = 0 et si ܽଷ ≠ 0 alors il n’y a aucune solution périodique 
Si ܽଵ ≠ 0 et si ܽଷ = 0 alors il n’y a aucune solution périodique 
Si ܽଷ > 0 et ܽଵ > 0 (respectivement ܽଷ < 0 et ܽଵ < 0) alors il n’y a aucune solution périodique 
 
Preuve  
Si ܽଵ = ܽଷ = 0 alors (ݔ)ܨ = ܽସݔସ+ܽଶݔଶ est paire et donc il y a une infinité de solutions 
périodiques. 
Supposons que  ܽଵ ≠ 0 ou ܽଷ ≠ 0 On a ܽଷݔଷ + ܽଵݔ = ଶݔଷܽ)ݔ + ܽଵ) Il n’y a aucune solution 
périodique si la condition ܽଷݔଶ + ܽଵ > 0 (respectivement < 0) pour tout ݔ est satisfaite Ceci 
est vrai si ܽଵ = 0 et si ܽଷ ≠ 0 Ceci est aussi vrai si ܽଵ ≠ 0 et si ܽଷ = 0 Et finalement ceci est 
vrai si ܽଷ > 0 et ܽଵ > 0 (respectivement ܽଷ < 0 et ܽଵ < 0) 
# 
 
 
COROLLAIRE A.5.b 
Soit (ݔ)ܨ = ܽସݔସ + ܽଷݔଷ + ܽଶݔଶ + ܽଵݔ tel que ܽସ ≠ 0 alors il n’y a au moins une solution 
périodique que si ܽଵ = ܽଷ = 0  ou  ܽଵܽଷ < 0  
# 
 
 
COROLLAIRE A.6.a 
Soit (ݔ)ܨ = ܽହݔହ + ܽସݔସ + ܽଷݔଷ + ܽଶݔଶ + ܽଵݔ tel que ܽହ ≠ 0  
Si ܽଵ = 0 et ܽଷ ≥ 0 et ܽହ > 0 (respectivement ܽଷ ≤ 0 et ܽହ < 0) alors il n’y a aucune solution 
périodique 
Si ܽଵ ≠ 0 et  ܽଷ

ଶ − 4ܽହܽଵ < 0 alors il n’y aucune solution périodique 
 
Preuve  
On a ܽହݔହ + ܽଷݔଷ + ܽଵݔ = ସݔହܽ)ݔ + ܽଷݔଶ + ܽଵ) Il n’y a aucune solution périodique si la 
condition ܽହݔସ + ܽଷݔଶ + ܽଵ ≥ 0 (respectivement ≤ 0) pour tout ݔ est satisfaite.  
Si ܽଵ = 0 alors la condition est  ܽହݔସ + ܽଷݔଶ ≥ 0 (respectivement ≤ 0) Et elle est vraie si 
ܽଷ ≥ 0 et ܽହ > 0 (respectivement ܽଷ ≤ 0 et ܽହ < 0) 
Si ܽଵ ≠ 0 alors la condition est vraie si ܽଷ

ଶ − 4ܽହܽଵ < 0  
# 
 
 
COROLLAIRE A.6.b 
Soit (ݔ)ܨ = ܽହݔହ + ܽସݔସ + ܽଷݔଷ + ܽଶݔଶ + ܽଵݔ tel que ܽହ ≠ 0 alors il n’y a au moins une 
solution périodique que si ܽଵ = 0 et ܽଷܽହ ≤ 0 ou si ܽଵ ≠ 0 et  ܽଷ

ଶ − 4ܽହܽଵ ≥ 0 
#  
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COROLLAIRE A.7.a 
Soit (ݔ)ܨ = ܽ଺ݔ଺ + ܽହݔହ + ܽସݔସ + ܽଷݔଷ + ܽଶݔଶ + ܽଵݔ  tel que ܽ଺ ≠ 0  
Si ܽଵ = ܽଷ = ܽହ = 0 alors il y a une infinité de solutions périodiques 
Si ܽଵ = ܽଷ = 0 et ܽହ ≠ 0 alors il n’y a aucune solution périodique 
Si ܽଵ = ܽହ = 0 et ܽଷ ≠ 0 alors il n’y a aucune solution périodique  
Si ܽଵ ≠ 0 et ܽଷ = ܽହ = 0 alors il n’y a aucune solution périodique  
Si ܽଵ = 0 et ܽଷ > 0 et ܽହ > 0 (respectivement  ܽଷ < 0 et  ܽହ < 0) alors il n’y a aucune solution 
périodique 
Si ܽଷ = 0 et ܽଵ > 0 et ܽହ > 0 (respectivement  ܽଵ < 0 et  ܽହ < 0) alors il n’y a aucune solution 
périodique 
Si ܽହ = 0 et ܽଵ > 0 et ܽଷ > 0 (respectivement  ܽଵ < 0 et  ܽଷ < 0) alors il n’y a aucune solution 
périodique 
Si ܽଵ > 0 et ܽଷ > 0 et ܽହ > 0 (respectivement  ܽଵ < 0 et ܽଷ < 0 et ܽହ < 0) alors il n’y a aucune 
solution périodique 
Si ܽଵܽଷܽହ ≠ 0 et ܽଷ

ଶ − 4ܽହܽଵ < 0 alors il n’y a aucune solution périodique 
 
Preuve 
Si ܽଵ = ܽଷ = ܽହ = 0 alors (ݔ)ܨ = ܽ଺ݔ଺ + ܽସݔସ + ܽଶݔଶ est paire et il y a une infinité de 
solutions périodiques 
On a ܽହݔହ + ܽଷݔଷ + ܽଵݔ = ସݔହܽ)ݔ + ܽଷݔଶ + ܽଵ) Il n’y a aucune solution périodique si la 
condition ܽହݔସ + ܽଷݔଶ + ܽଵ ≥ 0 (respectivement ≤ 0) pour tout ݔ est satisfaite.  
Si ܽଵ = ܽଷ = 0 et ܽହ ≠ 0 alors la condition est  ܽହݔସ ≥ 0 (respectivement ≤ 0) Et elle est vraie 
si ܽହ > 0 (respectivement  ܽହ < 0) 
Si ܽଵ = ܽହ = 0 et ܽଷ ≠ 0 alors la condition est  ܽଷݔଶ ≥ 0  (respectivement ≤ 0) Et elle est 
vraie si ܽଷ > 0 (respectivement ܽଷ < 0)  
Si ܽଵ ≠ 0 et ܽଷ = ܽହ = 0 alors la condition est  ܽଵ ≥ 0  (respectivement ≤ 0) Et elle est 
toujours vraie 
Si ܽଵ = 0 et ܽହ ≠ 0 et ܽଷ ≠ 0 alors la condition est  ܽହݔସ + ܽଷݔଶ ≥ 0  (respectivement ≤ 0) Et 
elle est vraie si ܽଷ > 0 et ܽହ > 0 (respectivement  ܽଷ < 0 et  ܽହ < 0) 
Si ܽଵ ≠ 0 et ܽଷ = 0 et ܽହ ≠ 0 alors la condition est  ܽହݔସ + ܽଵ ≥ 0  (respectivement ≤ 0) Et 
elle est vraie si ܽଵ > 0 et ܽହ > 0 (respectivement  ܽଵ < 0 et  ܽହ < 0) 
Si ܽଵ ≠ 0 et ܽଷ ≠ 0 et ܽହ = 0 alors la condition est  ܽଷݔଶ + ܽଵ ≥ 0  (respectivement ≤ 0) Et 
elle est vraie si ܽଵ > 0 et ܽଷ > 0 (respectivement  ܽଵ < 0 et  ܽଷ < 0) 
Si ܽଵ > 0 et ܽଷ > 0 et ܽହ > 0 (respectivement  ܽଵ < 0 et ܽଷ < 0 et ܽହ < 0) alors la condition 
ܽହݔସ + ܽଷݔଶ + ܽଵ ≥ 0  (respectivement ≤ 0) Et elle est toujours vraie 
Si ܽଵ ≠ 0 et ܽଷ ≠ 0 et ܽହ ≠ 0 alors la condition est  ܽହݔସ + ܽଷݔଶ + ܽଵ ≥ 0  (respectivement ≤
0) Et elle est vraie si ܽଷ

ଶ − 4ܽହܽଵ < 0  
# 
 
 
COROLLAIRE A.7.b 
Soit (ݔ)ܨ = ܽ଺ݔ଺ + ܽହݔହ + ܽସݔସ + ܽଷݔଷ + ܽଶݔଶ + ܽଵݔ  tel que ܽ଺ ≠ 0 alors il n’y a au moins 
une solution périodique que si ܽଵ = 0 et ܽଷܽହ < 0  ou si  ܽଷ = 0 et ܽଵܽହ < 0  ou si ܽହ = 0 et 
ܽଵܽଷ < 0 ou si ܽଵܽଷܽହ ≠ 0 et  ܽଷ

ଶ − 4ܽହܽଵ ≥ 0 
# 
 
 
Nous allons traduire ces conditions analytiques sur les coefficients de polynômes en 
conditions géométriques sur les positions des solutions de polynômes  
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COROLLAIRE A.8  
Si (ݔ)ܨ est un polynôme de degré 3 tel que (0)ܨ = 0 alors il y a des solutions périodiques 
que s’il a 2 solutions réelles non nulles de signe opposé. 
 
Preuve 
Si (ݔ)ܨ a 3 solutions nulles alors (ݔ)ܨ =  ଷ et il n’y a pas de solution périodiqueݔߣ
Si (ݔ)ܨ a 2 solutions nulles alors (ݔ)ܨ = ݔ)ଶݔߣ − (ଵݏ = ଷݔ ߣ − ଵݏ ଶ avecݔଵݏߣ ≠ 0 Alors il n’y a 
pas de solution périodique 
Si (ݔ)ܨ a 1 solution nulle alors (ݔ)ܨ = ݔ)ݔߣ − ݔ)(ଵݏ − (ଶݏ = ଷݔߣ − ଵݏ)ߣ + ଶݔ(ଶݏ +  avec ݔଶݏଵݏߣ
௜ݏ ∈ ℂ∗pour ݅ = 1,2   
a) Si ݏଵ ∈ ℝ puisque ݏଵ + ଶݏ ∈ ℝ alors ݏଶ ∈ ℝ et alors pour qu’il y ait des solutions 

périodiques il est nécessaire que ݏଵݏଶ < 0 et dès lors que les solutions non nulles soient 
de signe opposé 

b) Si ݏଵ ∈ ℂ puisque ݏଵ + ଶݏ ∈ ℝ alors ݏଶ ∈ℂ Notons ݏଵ = ܽ + ܾ݅ alors ݏଶ = ܽ − ܾ݅ et (ݔ)ܨ =
ଷݔ − ଶݔ2ܽ + (ܽଶ + ܾଶ)ݔ pour laquelle il n’y a pas de solution périodique 

# 
 

 
 
 
COROLLAIRE A.9 
Si (ݔ)ܨ est un polynôme de degré 4 tel que (0)ܨ = 0 et qui est factorisable dans ℝ alors il y 
a des solutions périodiques que s’il y a: 

 4 solutions nulles 
 2 solutions nulles et 2 solutions non nulles opposées 
 1 solution nulle et 1 solution non nulle négative et 2 solutions non nulles positives  
 1 solution nulle et 2 solutions non nulles négatives et 1 solution non nulle positive 

 
Preuve  
Si (ݔ)ܨ a 4 solutions nulles alors (ݔ)ܨ =  ସ est paire et il y a une infinité de solutionsݔߣ
périodiques. 
Si (ݔ)ܨ a 3 solutions nulles alors (ݔ)ܨ = ߣ ଷ(ݔ − (ଵݏ ସݔߣ = − ଵݏ ଷ avecݔଵݏߣ ≠ 0 Alors il n’y a 
pas de solutions périodiques. 
Si (ݔ)ܨ a 2 solutions nulles alors (ݔ)ܨ = ݔ)ଶݔߣ − ݔ)(ଵݏ − (ଶݏ = ସݔߣ − ଵݏ)ߣ + ଷݔ(ଶݏ +  ଶݔଶݏଵݏߣ
avec ݏ௜ ∈ ℝ∗ pour ݅ = 1,2   
1) Si  ݏଵ + ଶݏ = 0 alors il y a une infinité de solutions périodiques 
2) Si  ݏଵ + ଶݏ ≠ 0 alors il n’y a aucune solution périodique 
Si (ݔ)ܨ a 1 solution nulle alors (ݔ)ܨ = ݔ)ݔߣ − ݔ)(ଵݏ − ݔ)(ଶݏ − (ଷݏ = ସݔ ߣ − ଵݏ)ߣ + ଶݏ +
ଷݔ(ଷݏ + ଶݏଵݏ)ߣ + ଷݏଵݏ + ଶݔ(ଷݏଶݏ + ௜ݏ avec  ݔଷݏଶݏଵݏߣ ∈ ℝ∗pour ݅ = 1,2,3  
1) Si ݏଵ + ଶݏ + ଷݏ = 0 alors il n’y a pas de solutions périodiques  
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2) Si ݏଵ + ଶݏ + ଷݏ > 0 et ݏଵݏଶݏଷ < 0 alors il n’y a pas de solutions périodiques 
3) Si ݏଵ + ଶݏ + ଷݏ < 0 et ݏଵݏଶݏଷ > 0 alors il n’y a pas de solutions périodiques 
Ainsi il ne peut y avoir des solutions périodiques que  
 Si ݏଵ + ଶݏ + ଷݏ < 0 et ݏଵݏଶݏଷ > 0 ce qui implique 1 solution positive et deux solutions 

négatives  
 Si ݏଵ + ଶݏ + ଷݏ > 0 et ݏଵݏଶݏଷ < 0 ce qui implique 1 solution négative et deux solutions 

positives 
# 
 
 

 
 
 
COROLLAIRE A.10 
Si (ݔ)ܨ est un polynôme de degré 4 tel que (0)ܨ = 0 qui n’est pas factorisable dans ℝ et soit 
 la partie réelle de ses deux solutions dans ℂ alors il y a des ݎ  la solution dans ℝ∗ et ݏ
solutions périodiques que si −2ݎ ≤ ݏ ≤ 0 ou 0 ≤ ݏ ≤   ݎ2−
 
Preuve  
On a (ݔ)ܨ = ߣ ݔ) − ଶݔ)(ݏ + ݔܽ + ܾ) avec ݏ, ܽ ∈ ℝ  et ܾ ∈  ℝ∗ tels que ܽଶ < 4ܾ  
Ainsi (ݔ)ܨ = ସݔߣ + ܽ)ߣ − ଷݔ(ݏ + ܾ)ߣ − ଶݔ(ܽݏ −   et si ݔܾݏߣ
1) ܽ > ݏ et ݏ < 0 alors il n’y a pas de solutions périodiques  
ݏ (2 > ܽ et ݏ > 0 alors il n’y a pas de solutions périodiques 
Ainsi il n’y a des solutions périodiques que si ܽ ≤ ݏ ≤ 0 ou 0 ≤ ݏ ≤ ܽ  

Et les solutions de (ݔ)ܨ dans ℂ sont − ௔

ଶ
± ݅ √ସ௕ି௔మ

ଶ
  

# 
 
 
Et finalement nous pouvons borner inférieurement la probabilité d’absence de solution 
périodique en fonction du degré du polynôme 
 
 
THEOREME B 
Si (ݔ)ܨ est un polynôme de degré ݊ tel que (0)ܨ = 0 alors la probabilité qu’il n’y ait pas de 

solution périodique est supérieure ou égale à 

ە
۔

ቀۓ
ଵ

ଶ
ቁ

೙షమ
మ      ݎ݅ܽ݌ ݐݏ݁ ݊ ݅ݏ

ቀ
ଵ

ଶ
ቁ

೙షభ
మ ݎ݅ܽ݌݉݅ ݐݏ݁ ݊ ݅ݏ
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Preuve  
Soit (ݔ)ܨ =  ܽ௡ݔ௡ + ⋯ + ܽଵݔ et ݊ ≥ 1 Selon le Corolaire 4.1 si pour les ݇ impairs on a ܽ௞ >
0 alors il n’y a pas de solution périodique. De même si pour les ݇ impairs on a ܽ௞ < 0 alors il 

n’y a pas de solution périodique. Ainsi, il n’y a pas de solution périodique dans plus de ቀ
ଵ

ଶ
ቁ

೙షమ
మ  

des cas de figure si ݊ est pair et ቀ
ଵ

ଶ
ቁ

೙షభ
మ  des cas de figure si ݊ est impair 

# 
 
 
PROPOSITION 4-a 
Soit (ݔ)ܨ = ݔߣ ∏ (ܽ௜ݔ − ܾ௜)௡

௜ୀଵ  tel que ߣ ≠ 0 et ܽ௜ ≠ 0 pour tous les 1 ≤ ݅ ≤ ݊  Si ܶ(ݔ;  est (ݕ

une solution pour (ݔ)ܨ alors ܶ ൬ݔ൫ߣ ∏ ௝ܽ
௡
௝ୀଵ ൯

భ
೙; ߣ൫ݕ ∏ ௝ܽ

௡
௝ୀଵ ൯

భ
೙൰ est une solution pour ܨ෨(ݔ) =

ݔ ∏ ൬ݔ −
௕೔

௔೔
൫ߣ ∏ ௝ܽ

௡
௝ୀଵ ൯

భ
೙൰௡

௜ୀଵ  

 
Preuve  

Posons ܺ = ൫ߣ ∏ ௝ܽ
௡
௝ୀଵ ൯

భ
೙ݔ et ܻ = ൫ߣ ∏ ௝ܽ

௡
௝ୀଵ ൯

భ
೙ ݕ alors on a 

ሶܺ = ൫ߣ ∏ ௝ܽ
௡
௝ୀଵ ൯

భ
೙ݔሶ = ൫ߣ ∏ ௝ܽ

௡
௝ୀଵ ൯

భ
೙൫ݕ − ൯(ݔ)ܨ = ൫ߣ ∏ ௝ܽ

௡
௝ୀଵ ൯

భ
೙ݕ − ൫ߣ ∏ ௝ܽ

௡
௝ୀଵ ൯

భ
೙(ݔ)ܨ = ܻ −

൫ߣ ∏ ௝ܽ
௡
௝ୀଵ ൯

భ
೙ܨ ൬൫ߣ ∏ ௝ܽ

௡
௝ୀଵ ൯

ି
భ
೙ܺ൰ = ܻ − ൫ߣ ∏ ௝ܽ

௡
௝ୀଵ ൯

భ
೙ߣ൫ߣ ∏ ௝ܽ

௡
௝ୀଵ ൯

ି
భ
೙

ܺ ∏ ൬ܽ௜൫ߣ ∏ ௝ܽ
௡
௝ୀଵ ൯

ି
భ
೙ܺ −௡

௜ୀଵ

௜ܾ൰ = ܻ − ܺߣ ∏ ൭ܽ௜൫ߣ ∏ ௝ܽ
௡
௝ୀଵ ൯

ିభ
೙ ൬ܺ −

௕೔

௔೔
൫ߣ ∏ ௝ܽ

௡
௝ୀଵ ൯

భ
೙൰൱௡

௜ୀଵ =

ܻ − ∏൫ܺߣ ௝ܽ
௡
௝ୀଵ ൯൫ߣ ∏ ௝ܽ

௡
௝ୀଵ ൯

ିଵ
∏ ൬ܺ − ௕೔

௔೔
൫∏ ௝ܽ

௡
௝ୀଵ ൯

భ
೙൰௡

௜ୀଵ = ܻ − ܺ ∏ ൬ܺ − ௕೔

௔೔
൫∏ ௝ܽ

௡
௝ୀଵ ൯

భ
೙൰௡

௜ୀଵ = ܻ −

 (ܺ)෨ܨ

On a aussi ሶܻ = ሶݕ ൫ߣ ∏ ௝ܽ
௡
௝ୀଵ ൯

భ
೙ = ߣ൫ݔ− ∏ ௝ܽ

௡
௝ୀଵ ൯

భ
೙ = −ܺ 

# 
 
 
PROPOSITION 4-b 
Soit (ݔ)ܨ = ݔߣ ∏ (ܽ௜ݔ − ܾ௜)௡

௜ୀଵ  tel que ߣ ≠ 0 et ܽ௜ ≠ 0 pour tous les 1 ≤ ݅ ≤ ݊  Si ܶ(ݔ;  est (ݕ

une solution pour (ݔ)ܨ alors ܶ ቀ
௫

∆
;

௬

∆
ቁ est une solution pour ܨ෨(ݔ) = ݔ௡∆ߣ ∏ ቀܽ௜ݔ −

௕೔

∆
ቁ௡

௜ୀଵ  

 
Preuve  

Posons ܺ =
௫

∆
 et ܻ =

௬

∆
 alors on a ሶܺ =

௫ሶ

∆
=

௬ିி(௫)

∆
= ܻ −

ி(∆௑)

∆
= ܻ −

ఒ

∆
∆ܺ ∏ (ܽ௜∆ܺ − ܾ௜)௡

௜ୀଵ =

ܻ − ܺߣ ∏ ൬∆ ቀܽ௜ܺ −
௕೔

∆
ቁ൰௡

௜ୀଵ = ܻ − ௡ܺ∆ߣ ∏ ቀܽ௜ܺ −
௕೔

∆
ቁ௡

௜ୀଵ = ܻ − ෨(ܺ) et ሶܻܨ =
௬ሶ

∆
=

ି௫

∆
= −ܺ 

# 
 
 
COROLLAIRE 4.1 
L’étude des solutions périodiques pour les polynômes factorisables sur ℝ se ramène à 
l’étude des solutions périodiques pour les polynômes de la forme (ݔ)ܨ = ݔߣ ∏ ݔ) − ܿ௜)

௡
௜ୀଵ  tels 

que ߣ ≠ 0 et ܿ௜ ∈ [−1; 1] pour tout 1 ≤ ݅ ≤ ݊ 
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Preuve  
Soit (ݔ)ܨ = ݔߣ ∏ (ܽ௜ݔ − ܾ௜)௡

௜ୀଵ  tel que ߣ ≠ 0 et ܽ௜ ≠ 0 pour tous les 1 ≤ ݅ ≤ ݊  
Selon la proposition 4.a il y a une bijection entre les solutions pour (ݔ)ܨ = ݔߣ ∏ (ܽ௜ݔ − ௜ܾ)௡

௜ୀଵ  

et les solutions pour (ݔ)ܨ = ݔ ∏ ൬ݔ − ௕೔

௔೔
൫ߣ ∏ ௝ܽ

௡
௝ୀଵ ൯

భ
೙൰௡

௜ୀଵ  

Selon la proposition 4.b il y a une bijection entre les solutions pour (ݔ)ܨ = ݔ ∏ ൬ݔ −௡
௜ୀଵ

௕೔

௔೔
൫ߣ ∏ ௝ܽ

௡
௝ୀଵ ൯

భ
೙൰ et les solutions pour  ܨ෨(ݔ) = ∆௡ݔ ∏ ൬ݔ −

௕೔

∆௔೔
൫ߣ ∏ ௝ܽ

௡
௝ୀଵ ൯

భ
೙൰௡

௜ୀଵ  

# 

On pose ∆= max ቄ
ୠ౟

ୟ౟
|1 ≤ i ≤ nቅ ൫λ ∏ a୨

୬
୨ୀଵ ൯

భ
౤  et alors on a |c୧| = ฬ

ୠ౟

∆ୟ౟
൫λ ∏ a୨

୬
୨ୀଵ ൯

భ
౤ฬ =

ቮ
ౘ౟
౗౟

୫ୟ୶൜
ౘ౟
౗౟

|ଵஸ୧ஸ୬ൠቀ஛ ∏ ୟౠ
౤
ౠసభ ቁ

భ
౤

൫λ ∏ a୨
୬
୨ୀଵ ൯

భ
౤ቮ = อ

ౘ౟
౗౟

୫ୟ୶൜
ౘ౟
౗౟

|ଵஸ୧ஸ୬ൠ
อ =

ฬ
ౘ౟
౗౟

ฬ

୫ୟ୶൜ฬ
ౘ౟
౗౟

ฬ|ଵஸ୧ஸ୬ൠ
≤ 1 

# 
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CHAPITRE 2 – Délimiter les zones où passent les solutions périodiques 
 
 
 
Nous allons maintenant encadrer (ݔ)ܨ par des droites    
 
LEMME 1 

Soit ߣ ≥ 2 alors les droites ݕ =  ൬
ఒ±√ఒమିସ

ଶ
൰ ݔ − ℎ  sont des solutions de l’équation 

൜
ሶݔ = ݕ − ݔߣ + ℎ
ሶݕ =                 ݔ−

 
Preuve 

De ݕ =  ൬
ఒ±√ఒమିସ

ଶ
൰ ݔ − ℎ on tire ݕሶ = ൬

ఒ±√ఒమିସ

ଶ
൰ ሶݔ ሶ Puisqueݔ = ݕ − ݔߣ + ℎ on obtient ݕሶ =

൬
ఒ±√ఒమିସ

ଶ
൰ ݕ − ߣ ൬

ఒ±√ఒమିସ

ଶ
൰ ݔ + ൬

ఒ±√ఒమିସ

ଶ
൰ ℎ  Et finalement puisque  ݕ =  ൬

ఒ±√ఒమିସ

ଶ
൰ ݔ − ℎ on 

obtient  ݕሶ = ൬
ఒ±√ఒమିସ

ଶ
൰ ቆ൬

ఒ±√ఒమିସ

ଶ
൰ ݔ − ℎቇ − ߣ ൬

ఒ±√ఒమିସ

ଶ
൰ ݔ + ൬

ఒ±√ఒమିସ

ଶ
൰ ℎ = ൬

ఒ±√ఒమିସ

ଶ
൰

ଶ

ݔ −

ߣ ൬
ఒ±√ఒమିସ

ଶ
൰ ݔ = ቆ൬

ఒ±√ఒమିସ

ଶ
൰ − ቇߣ ൬

ఒ±√ఒమିସ

ଶ
൰ ݔ = ൬

ିఒ±√ఒమିସ

ଶ
൰ ൬

ఒ±√ఒమିସ

ଶ
൰ ݔ =   ݔ−

# 
 

 
 
 
Et on en déduit que plus ߣ est grand et plus les  ݆ܶܽݎఒ௫ି௛(0,  resteront plus proches de (ݕ

ݕ = ݔߣ − ℎ une fois qu’elles l’auront coupée Les droites ݕ = ݔߣ −  et  ݕ =  ൬
ఒି√ఒమିସ

ଶ
൰ ݔ − ℎ  

forment une « nasse » 
 
 
LEMME 2 

Les solutions de l’équation ൜
ሶݔ = ݕ − ݔ2 + ℎ

ሶݕ = ݔ−  sont  ൜
(ݐ)ݔ = ௢ݔ) + ଴ݕ) − ௢ݔ − ℎ)ݐ)݁ି௧

(ݐ)ݕ = ଴ݕ) − ℎ + ଴ݕ) − ௢ݔ − ℎ)ݐ)݁ି௧ + ℎ
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Preuve  
On a ݔሶ(ݐ) = ଴ݕ) − ௢ݔ − ℎ)݁ି௧ − ௢ݔ) + ଴ݕ) − ௢ݔ − ℎ)ݐ)݁ି௧ = ଴ݕ)) − ௢ݔ2 − ℎ) − ଴ݕ) − ௢ݔ −
ℎ)ݐ)݁ି௧  
D’autre part (ݐ)ݕ − (ݐ)ݔ2 + ℎ = ଴ݕ) − ℎ + ଴ݕ) − ௢ݔ − ℎ)ݐ)݁ି௧ − ℎ − ௢ݔ)2 + ଴ݕ) − ௢ݔ −
ℎ)ݐ)݁ି௧ + ℎ = ଴ݕ)) − ௢ݔ2 − ℎ) − ଴ݕ) − ௢ݔ − ℎ)ݐ)݁ି௧  
Et donc ݔሶ(ݐ) = (ݐ)ݕ  − (ݐ)ݔ2 + ℎ 
On a aussi ݕሶ(ݐ) = ൫(ݕ଴ − ௢ݔ − ℎ) − ଴ݕ) − ℎ)) − ଴ݕ) − ௢ݔ − ℎ)ݐ൯݁ି௧ = ௢ݔ−) − ଴ݕ) − ௢ݔ −
ℎ)ݐ)݁ି௧ =  (ݐ)ݔ−
# 
 
 
Notations 
Soit [ܽ; ܾ]ைೣ

l’intervalle [ܽ; ܾ] de ௫ܱ, respectivement [ܽ; ܾ]ை೤
l’intervalle [ܽ; ܾ] de ௬ܱ 

 
 
THEOREME C 
Soit (ݔ)ܨ une fonction continue telle que (0)ܨ = 0 et telle qu’il existe ܦ ≥ 0 tel que (ݔ)ܨ ≥
ݔ2 + (ܦ)ܨ − ݔ pour tous les ܦ2 ≥ 0 et qu’il existe ݀ ≤ 0 tel que (ݔ)ܨ ≤ ݔ2 + (݀)ܨ − 2݀  pour 
tous les ݔ ≤ 0 et notons  ݔ = ݉݅݊ሼݔ ≥ (ݔ)ܨ|0 = (݀)ܨ − 2݀ሽ et 
ݔ = ݔሼ ݔܽ݉ ≤ (ݔ)ܨ|0 = (ܦ)ܨ −  ሽ alors les solutions périodiques sont dans situées dansܦ2
l’espace  [((ܦ)ܨ − ܦ2 − (݀)ܨ + 2݀)݁ିଵ; (݀)ܨ) − 2݀ − (ܦ)ܨ + ଵ]ைೣି݁(ܦ2

∩ ,ݔൣ ൧ݔ
ைೣ

(ܦ)ܨ] ܺ ( −

;ܦ2 (݀)ܨ − 2݀]ை೤ೣ
 

 
Preuve  
Pour tout ݕ ≥ 0 on a que ݆ܶܽݎி(0; ;ଶ௫ାி(஽)ିଶ஽(0݆ܽݎܶ  est inclue dans (ݕ  ,D’autre part .(ݕ
comme conséquence du lemme 1, on a que ݆ܶܽݎଶ௫ାி(஽)ିଶ஽(0; ݕ avec (ݕ ≥ 0 coupe  ](ܦ)ܨ −
;ܦ2 0[ை೤ష

 

De la même manière on a que ܶܽݎ ଶ௫ାி(ௗ)ିଶௗ(0; ݕ avec (ݕ ≤ 0 coupe ]0; (݀)ܨ − 2݀[ை೤శ
 

Alors pour tout ݕ ≥ (݀)ܨ − 2݀ on a que ݆ܶܽݎி(0; ;coupe ]0 (ݕ (݀)ܨ − 2݀[ை೤శ
 et donc que 

,ி(0݆ܽݎܶ  n’est pas une solution périodique (ݕ
De la même manière, pour tout ݕ ≤ (ܦ)ܨ − ;ி(0݆ܽݎܶ on a que ܦ2  n’est pas une solution (ݕ
périodique 
En synthèse toutes les solutions périodiques coupent [(ܦ)ܨ − ;ܦ2 (݀)ܨ − 2݀]ை೤

.  

 
1ère approche 
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;ி(௫)(0݆ܽݎܶ (݀)ܨ − 2݀) est enveloppée par   ݆ܶܽݎଶ௫ାி(஽)ିଶ஽(0; (݀)ܨ − 2݀) Et puisque  
,ଶ௫ାி(஽)ିଶ஽(0݆ܽݎܶ (݀)ܨ − 2݀) atteint son maximum en ݔ lorsqu’elle coupe la droite ݕ = ݔ2 +
(ܦ)ܨ −  Par le lemme 2 ce point d’intersection est donné par le système d’équations ܦ2

ቐ
x(t) = (݀)ܨ) − 2݀ − (ܦ)ܨ +                                        ௧ି݁ݐ(ܦ2
(ݐ)ݕ = (݀)ܨ) − 2݀ − (ܦ)ܨ + 1)(ܦ2 + ௧ି݁(ݐ + (ܦ)ܨ − ܦ2
(ݐ)ݕ = (ݐ)ݔ2 + (ܦ)ܨ −                                                             ܦ2

 

Ainsi ݔ = (݀)ܨ) − 2݀ − (ܦ)ܨ +  ଵ est la borne à droite de l’espace où se trouvent toutesି݁(ܦ2
les solutions périodiques 
De la même manière on détermine que ((ܦ)ܨ − ܦ2 − (݀)ܨ + 2݀)݁ିଵ  est la borne à gauche 
de l’espace où se trouvent toutes les solutions périodiques 
En synthèse toutes les solutions périodiques coupent [((ܦ)ܨ − ܦ2 − (݀)ܨ + 2݀)݁ିଵ; (݀)ܨ) −
2݀ − (ܦ)ܨ + ଵ]ைೣି݁(ܦ2

  
 
2ème approche 
 

 
 
;ி(௫)(0݆ܽݎܶ (݀)ܨ − 2݀) est enveloppée par les droites ݕ = (݀)ܨ  − 2݀ + ݔ et ݔ = ݔ où  ݔ =
݉݅݊ሼݔ ≥ (ݔ)ܨ|0 = (݀)ܨ − 2݀ሽ  De la même manière  ݆ܶܽݎி(0; (ܦ)ܨ −  est enveloppée par (ܦ2
les droites ݕ = (ܦ)ܨ  − ܦ2 + ݔ et ݔ = ݔ où ݔ = ݔሼݔܽ݉ ≤ (ݔ)ܨ|0 = (ܦ)ܨ −  ሽܦ2
# 
 
 
COROLLAIRE C.1 
Soit (ݔ)ܨ une fonction continue telle (0)ܨ = 0 et telle qu’il existe ܦ ≥ 0 tel que (ݔ)ܨ ≥ ݔ2 +
(ܦ)ܨ − ݔ pour tous les ܦ2 ≥ 0 et qu’il existe ݀ ≤ 0 tel que (ݔ)ܨ ≤ ݔ2 + (݀)ܨ − 2݀  pour tous 
les ݔ ≤ 0  

Soit (ݔ)ܩ = ቐ
≤ ݔ ݅ݏ(ݔ)ܨ ≤ (ܦ)ܨ) − ܦ2 − (݀)ܨ + 2݀)݁ିଵ                                                          
ݔ ݅ݏ (ݔ)ܨ ∈ (ܦ)ܨ)] − ܦ2 − (݀)ܨ + 2݀)݁ିଵ, (݀)ܨ) − 2݀ − (ܦ)ܨ + [ଵି݁(ܦ2
≥ ݔ ݅ݏ (ݔ)ܨ ≥ (݀)ܨ) − 2݀ − (ܦ)ܨ +                                                          ଵି݁(ܦ2

 alors 

les nombres de solutions périodiques pour (ݔ)ܨ et (ݔ)ܩ sont identiques 
 
Preuve  
L’ensemble des solutions périodiques pour (ݔ)ܩ coupent 
(ܦ)ܨ)] − ܦ2 − (݀)ܨ + 2݀)݁ିଵ, (݀)ܨ) − 2݀ − (ܦ)ܨ + ଵ]ைೣି݁(ܦ2

 Et  dans cet intervalle 
(ݔ)ܩ =  (ݔ)ܨ
# 
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COROLLAIRE C.2 
Si (ݔ)ܨ est un polynôme de degré 2݊ + 1 tel que (0)ܨ = 0 et ݊ ≥ 1 alors les solutions 
périodiques sont situées dans un espace borné 
 
Preuve  
On suppose ܽଶ௡ାଵ > 0 Soit (ݔ)ܩ = (ݔ)ܨ − ݔ2 = ܽଶ௡ାଵݔଶ௡ାଵ + ⋯ +ܽଶݔଶ + (ܽଵ −   ݔ(2
On a (0)ܩ = 0 et lim௫→ஶ (ݔ)ܩ = ∞ et soit alors ܪ = ݉݅݊ሼ0]߳ݔ|(ݔ)ܩ; ∞[ሽ  
Si ܪ ≥ 0 alors on a ܦ = 0 et si ܪ < 0 on a ܦ = ;0]߳ݔሼݔܽ݉ ܪ|]∞ = (ݔ)ܨ −  ሽݔ2
On détermine ݀ de manière analogue 
# 
 
 
La seconde approche du théorème C donne un intervalle d’autant plus petit que le degré du 
polynôme est élevé. 
 
 
De ce qui précède on tire un algorithme pour déterminer les intervalles de ௫ܱ et ௬ܱ que 
coupent obligatoirement les solutions périodiques 
 
 
ALGORITHME A  dit de la « Nasse » 
1. Pour tout ߣ ≥ 2 on détermine le plus grand ℎ(ߣ) ≤ 0 tel que (ݔ)ܨ ≥ ݔߣ + ℎ(ߣ) pour tout 

ݔ ≥ 0  La droite (ߣ)ݕ = ൬
ఒା√ఒమିସ

ଶ
൰ ݔ + ℎ(ߣ) coupe ܱ௫ା en (ߣ)ݔ =

ିଶ௛(ఒ)

ఒା√ఒమିସ
  

2. On détermine le ߣሚ ≥ 2 qui minimise ℎ(ߣ) et alors les éventuelles solutions périodiques 
coupent ൣℎ(ߣ) ; 0 ; ൧

ை೤ష
 

3. On détermine le ߣ ≥ 2 qui minimise (ߣ)ݔ et alors les éventuelles solutions périodiques 
coupent ൣ0 ; ൯൧ߣ൫ݔ

ைೣశ
 

4. On procède de manière semblable sur ௫ܱି 
 
 
En lieu et place de déterminer ߣሚ et  ߣ on peut avoir une approximation à moindre effort en 

prenant les valeurs ߣሚ′ et  ߣ′  qui minimisent ℎ(ߣ) et (ߣ)ݔ sur un échantillon aléatoire de ߣ 
 
 
APPLICATION 

Soit (ݔ)ܨ = ଶ௡ାଵݔ − alors la solution périodique coupe ቈ−2݊ ݔ ቀ
ଷ

ଶ௡ାଵ
ቁ

మ೙శభ
మ೙  ; −1቉

ை೤

⊂

ൣ−3 ; −1൧
ை೤

 et 

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
1; 4݊(2݊ + 1)ି

మ೙శభ
మ೙

ቆଶ
మ೙మశඥర೙రశమబ యశమభ೙మశఴ೙శభ

(ర೙శభ) ାଵቇ

మ೙శభ
మ೙

ଶ
మ೙మశඥర೙రశమబ೙యశమభ೙మశఴ೙శభ

(ర೙శభ) ାඨቆଶ
మ೙మశඥర೙రశమబ೙యశమభ೙మశఴ೙శభ

(ర೙శభ) ቇ
మ

ିସ
ے
ۑ
ۑ
ۑ
ې

ைೣ
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Preuve  

On a ܨᇱ ቆቀ
ఒାଵ

ଶ௡ାଵ
ቁ

భ
మ೙ቇ = (ݔ)ᇱᇱܨ et puisque  ߣ = 2݊(2݊ + ݔ(1 ≥ 0 pour tout ݔ ≥ 0 alors (ݔ)ܨ ≥

ݔߣ − ଶ

ଷ
ߣ) + 1)ටఒାଵ

ଷ
  

On en tire  ℎ(ߣ) = −2݊(2݊ + 1)ି
మ೙శభ

మ೙ ߣ) + 1)
మ೙శభ

మ೙   et ℎᇱ(ߣ) = −2݊(2݊ + 1)ି
మ೙శభ

మ೙ ߣ)  + 1)
భ

మ೙  et 

(ߣ)ݔ = 4݊(2݊ + 1)ି
మ೙శభ

మ೙
(ఒାଵ)

మ೙శభ
మ೙

ఒା√ఒమିସ
 et ݔᇱ(ߣ) = 4݊(2݊ + 1)ି

మ೙శభ
మ೙ ߣ) + 1)

భ
మ೙൫ߣ + ଶߣ√ − 4൯ ቀ

ଶ௡ାଵ

ଶ௡
−

(ఒାଵ)

√ఒమିସ
ቁ 

On a ℎᇱ(ߣ) < 0 et donc ߣሚ = 2 et finalement ℎ(2) = −2݊ ቀ
ଷ

ଶ௡ାଵ
ቁ

మ೙శభ
మ೙  et lim௡→ஶ ℎ(2) = −3  

On a ݔᇱ(ߣ) = 0 ⇔
ଶ௡ାଵ

ଶ௡
−

(ఒାଵ)

√ఒమିସ
⇔ (2݊ + 1)ଶ(ߣଶ − 4) − 4݊ଶ(ߣ + 1)ଶ = 0 ⇔ (4݊ଶ + 4݊ +

1)ଶ(ߣଶ − 4) − 4݊ଶ(ߣଶ + ߣ2 + 1) = 0 ⇔ (4݊ + ଶߣ(1 − 8݊ଶߣ − 20݊ଶ − 16݊ − 4 = 0 ⇔ ߣ =

2 ଶ௡మା√ସ௡రାଶ଴௡యାଶଵ௡మା଼௡ାଵ
(ସ௡ାଵ)

 et finalement 

൯ߣ൫ݔ = 4݊(2݊ + 1)ିమ೙శభ
మ೙

ቆଶ
మ೙మశඥర೙రశమబ೙యశమభ೙మశఴ೙శభ

(ర೙శభ) ାଵቇ

మ೙శభ
మ೙

ଶ
మ೙మశඥర೙రశమబ೙యశమభ೙మశఴ೙శభ

(ర೙శభ) ାඨቆଶ
మ೙మశඥర೙రశమబ೙యశమభ೙మశఴ೙శభ

(ర೙శభ) ቇ
మ

ିସ

 

 
Et puisque (ݔ)ܨݔ > 0 sur [−1; 1]ைೣ

 alors il n’y a pas de solution périodique qui coupe 
coupent [0; 1]ைೣ

 et [−1; 0]ை೤
 

# 
 
Dès lors pour (ݔ)ܨ = ଷݔ − ;la solution périodique coupe [1,0000  ݔ 1.1513]ைೣ

 et 
[−2.0000; −1.0000]ை೤

 

 

 
 
 
Notations 
Soit ݉ி(௫)[ܽ; ܾ] le minimum de (ݔ)ܨ sur [ܽ; ܾ]ைೣ

  
Soit ܯி(௫)[ܽ; ܾ] le maximum de (ݔ)ܨ sur [ܽ; ܾ]ைೣ
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COROLLAIRE C.3 
Soit (ݔ)ܨ un polynôme de degré impair et soit ܦ ≥ 0 tel que (ݔ)ܨ ≥ ݔ2 + (ܦ)ܨ −  pour ܦ2
tous les ݔ ≥ 0 et ݀ ≤ 0 tel que (ݔ)ܨ ≤ ݔ2 + (݀)ܨ − 2݀  pour tous les ݔ ≤ 0 alors les solutions 

périodiques coupent ቈ ݉ி(௫)[0, [ܦ − ටܦଶ + ൫݉ி(௑)[0, [ܦ − (ܦ)ܨ + ൯ܦ
ଶ

; ,݀]ி(௫)ܯ 0] +

ට݀ଶ + ൫ܯி(௑)[݀, 0] − (݀)ܨ + ݀൯
ଶ

቉
ை೤

 

  
Preuve  
Les solutions périodiques sont enveloppés à gauche par ݕ = (݀)ܨ − 2݀ +  et ݔ
;݀)ி(௫)݆ܽݎܶ (݀)ܨ − ݀) et donc par ݆ܶܽݎெಷ(ೣ)[ௗ,଴](݀; (݀)ܨ − ݀) Et ݆ܶܽݎெಷ(ೣ)[ௗ,଴](݀; (݀)ܨ − ݀) 

coupe ܱݕା en ܯி(௫)[݀, 0] + ට݀ଶ + ൫ܯி(௑)[݀, 0] − (݀)ܨ + ݀൯
ଶ
 

De la même manière les solutions périodiques sont enveloppés à droite par ݕ = (ܦ)ܨ − ܦ2 +
;ܦ)௠ಷ(ೣ)[଴,஽]݆ܽݎܶ et  ݔ (ܦ)ܨ − ;ܦ)௠ಷ(ೣ)[଴,஽]݆ܽݎܶ et donc par (ܦ (ܦ)ܨ −  Et (ܦ

;ܦ)௠ಷ(ೣ)[଴,஽]݆ܽݎܶ (ܦ)ܨ − ݕିܱ coupe (ܦ  en ݉ி(௫)[0, [ܦ − ටܦଶ + ൫݉ி(௑)[0, [ܦ − (ܦ)ܨ + ൯ܦ
ଶ
 

# 
 
 
PROPOSITION 5 
Soit (ݔ)ܨ continue et telle que (0)ܨ = 0 et ݏ௜ ses solutions numérotées de telle façon que 
௝ିݏ < ⋯ < ଵିݏ < 0 < ଵݏ < ⋯ <  est strictement décroissante en 0 alors il n’y a (ݔ)ܨ ௞ 0 Siݏ
pas de solutions périodique qui coupe [−݉݅ ሼݏଵ; ;ଵሽିݏ− ݉݅݊ሼݏଵ; ଵሽ]ைೣିݏ−

 ou par 

ൣ݉݅݊൛݉݅݊൛݉ி(௫)[0; ;[ଵݏ ;ଵൟݏ− ;ଵൟିݏ ;ଵିݏ]ி(௫)ܯ൛ݔ൛݉ܽݔܽ݉ 0]; ;ଵൟିݏ− ଵൟ൧ݏ
ை೤

 

 
Preuve  

 
 
On définit ݏ = ݉݅݊ ଵ ;  ଵൟିݏ−

Supposons que ݏଵ ≤   est strictement décroissante en 0 alors (ݔ)ܨ ଵ Puisqueିݏ−
డ

డ௧
ଶݔ) +

(ଶݕ = (ݔ)ܨݔ2− > 0 sur [−ݏଵ; ଵ]ைೣݏ
 et alors  ݆ܶܽݎி(௫)(ݏ; 0) enveloppe le cercle centré en (0; 0) 

de rayon ݏ. Ainsi donc   ݆ܶܽݎி(௫)(ݏ; 0) passe successivement en dessous de (0;  à gauche (ݏ−
de (−ݏ; 0) en dessus de (0; ;ݏ) et à droite de (ݏ 0) et il n’y a pas de solutions périodiques qui 
coupent ൣ−݉݅݊ ଵ ; ;ଵൟିݏ− ݉݅݊൛ݏଵ ; ଵൟ൧ିݏ−

ைೣ
 et  ൣ−݉݅݊ ଵ ; ;ଵൟିݏ− ݉݅݊൛ݏଵ ; ଵൟ൧ିݏ−

ை೤
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D’autre part   ݆ܶܽݎி(௫)(0; ;passe en dessous de (݉ଵ (ݏ ݉ி(௫)[0;  ଵ]) où ݉ଵ est le plus grandݏ
réel tel que ܨ(݉ଵ) = ݉ி(௫)[0; ;ଵ] et donc passe en dessous de (0ݏ ݉ி(௫)[0;  ଵ]). Ainsi enݏ

combinant les deux résultats  ݆ܶܽݎி(௫)(0, ;ଵ) passe en dessous de ൫0ݏ ݉݅݊൛݉ி(௫)[0; ;[ଵݏ  ൟ൯ݏ−
Par simplicité d’écriture posons ℎ =  ݉݅݊൛݉ி(௫)[0; ;[ଵݏ  ൟݏ−
Si ℎ < ; ி(௫)൫0݆ܽݎܶ ଵ alorsିݏ ℎ൯ coupe ௫ܱି à gauche de ൫ିݏଵ ; 0൯ et enveloppe 

; ଵିݏி(௫)൫݆ܽݎܶ 0൯ qui elle va couper ௬ܱ en dessus de ൫0 ;   ଵ൯ିݏ−
Si ℎ ≥ ;ி(௫)(0݆ܽݎܶ  ଵ alorsିݏ ℎ) coupe ௫ܱି à gauche de (−ݏଵ; 0) et enveloppe ݆ܶܽݎி(௫)(−ݏଵ, 0) 

qui elle va couper ܱ௬ା en dessus de (0 ;  ଵ) Ainsi en combinant les deux résultatsݏ

,ி(௫)(0݆ܽݎܶ  ℎ) coupe ௬ܱ  en dessus de (0 ;  (ଵݏ
En synthèse il n’y a pas de solution périodique qui coupe 
ൣℎ ; ଵ൧ݏ

ை೤
= ൣ݉݅݊൛݉ி(௫)ൣ0 ; ; ଵ൧ݏ ; ଵൟݏ− ଵ൧ݏ

ை೤
 

Dans le cas ݏଵ >  ଵ on montre de la même manière qu’il n’y a pas de solution périodiqueିݏ−
qui coupe ൣିݏଵ; ;ଵିݏ]ி(௫)ܯ൛ݔܽ݉ 0]; ଵൟ൧ିݏ−

ைೣ
 Et donc qu’il n’y a pas de solution périodique qui 

coupe ൣ݉݅݊൛݉݅݊൛݉ி(௫)[0; ;[ଵݏ ;ଵൟݏ− ;ଵൟିݏ ;ଵିݏ]ி(௫)ܯ൛ݔ൛݉ܽݔܽ݉ 0]; ;ଵൟିݏ− ଵൟ൧ݏ
ை೤

  

# 
 
 
APPLICATION 
Si (ݔ)ܨ = ଷݔ݊ − ݊ ݐ݁ ݉ avec ݔ݉ > 0 alors les solutions périodiques sont situées dans 
l’espace  

ቈ−݁ିଵ ସ

ଷ
(2 + ݉)ටଶା௠

ଷ௡
; ݁ିଵ ସ

ଷ
(2 + ݉)ටଶା௠

ଷ௡
቉

ைೣ

ܺ ቈ−
ଶ

ଷ
(2 + ݉)ටଶା௠

ଷ௡
;

ଶ

ଷ
(2 + ݉)ටଶା௠

ଷ௡
቉

ை೤

et ne 

coupent ni [−ට
௠

௡
; ට

௠

௡
]ைೣ

 ni ൤݉݅݊ ൜− ଶ௠

ଷ
ට

௠

ଷ௡
; −ට

௠

௡
ൠ ; ݔܽ݉ ൜ଶ௠

ଷ
ට

௠

ଷ௡
; ට

௠

௡
ൠ൨

ை೤

 

 
 
THEOREME D 
Soit (ݔ)ܨ une fonction continue telle que (0)ܨ = 0 et qu’il existe ܦ ≥ 0 tel que (ݔ)ܨ ≥ ݔ2 +
(ܦ)ܨ − ݔ pour tous les ܦ2 ≥ ݀ et qu’il existe ܦ ≤ 0 tel que (ݔ)ܨ ≥ ݔ2− + (݀)ܨ + 2݀  pour 
tous les ݔ ≤ ݀ alors les solutions périodiques coupent [݉݅݊ሼ(ܦ)ܨ − ;ܦ2 (݀)ܨ + 2݀ሽ, 0[ை೤ష

et 

par [2݀ + ;(݀)ܨ ܦ2 − ைೣ[(ܦ)ܨ
 

 
Preuve  
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Pour tout ݕ ≥ 0 on a ݆ܶܽݎி(௫)(0; ;ଶ௫ାி(஽)ିଶ஽(0݆ܽݎܶ  est enveloppée par (ݕ  qui coupe (ݕ
(ܦ)ܨ] − ,ܦ2 0[ை೤ష

 

Par symétrie on a que ݆ܶܽݎଶ௫ାி(ௗ)ାଶௗ(0; ݕ avec (ݕ ≤ 0 coupe [ܨ(݀) + 2݀; 0[ை೤ష
 

Alors pour tout ݕ ≤ ݉݅݊ሼ(ܦ)ܨ − ;ܦ2 (݀)ܨ + 2݀ሽ on a que ݆ܶܽݎி(0;  ା etݕܱ ne coupe pas (ݕ
donc que ݆ܶܽݎி(0;  n’est pas une solution périodique (ݕ
En synthèse toutes les solutions périodiques coupent [݉݅݊ሼ(ܦ)ܨ − ;ܦ2 (݀)ܨ + 2݀ሽ; 0[ை೤ష

  

D’autre part pout tout ݕ ≥ 0 on a ݆ܶܽݎி(௫)(0; ݔ est limitée par (ݕ + (ܦ)ܨ − ݔ et ܦ2 + (݀)ܨ +
2݀ et donc coupe[2݀ + ;(݀)ܨ ܦ2 − ைೣ[(ܦ)ܨ

  
# 
 
 
COROLLAIRE D.1 
Si (ݔ)ܨ est un polynôme de degré 2݊ avec ݊ ≥ 1 et tel que  (0)ܨ = 0 alors les solutions 
périodiques coupent un intervalle borné de  ௬ܱି 
 
Preuve  
On peut supposer que ܽଶ௡ > 0, dès lors il existe ܦ ≥ 0 tel que(ݔ)ܨ ≥ ݔ2 −  pour tout ܦ2
ݔ ≥ ݀ et il existe ܦ ≤ 0 tel que (ݔ)ܨ ≥ ݔ2− − 2݀  pour tous les ݔ ≤ ݀. 
# 
 
 
APPLICATION 

Si (ݔ)ܨ = −ଶ௡ alors les éventuels solutions périodiques coupent ቉ݔ݉ ቀ2 −
ଵ

௡
ቁ ቀ

ଵ

௡௠
ቁ

భ
మ೙షభ ; 0቉

ை೤

 

 
 
COROLLAIRE D.2 
Soit (ݔ)ܨ une fonction continue telle que (0)ܨ = 0 Si  (ݔ)ܨ ≥ ݔ pour tout ݔ2 ≥ 0 ou (ݔ)ܨ ≥  ݔ2
pour tout ݔ ≤ 0, alors il n’y a pas de solution périodique 
 
Preuve 
On a ݀ = 0 ou ܦ = 0 et ܨ(݀) = 0 ou (ܦ݀)ܨ = 0 et donc et les solutions périodiques coupent 
[0,0]଴೤ష

  

# 
 
 
COROLLAIRE D.3 
Soit (ݔ)ܨ est une fonction continue telle que (0)ܨ = 0 et telle qu’il existe ܦ ≥ 0 tel 
que (ݔ)ܨ ≥ ݔ2 + (ܦ)ܨ − ݔ pour tous les ܦ2 ≥ (ܦ)ܨ Si ܦ − ܦ2 ≥ ݉ி(௫)[−∞, 0] alors les 
solutions périodiques sont dans un espace borné 
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Preuve 
Toutes les trajectoires issues de ܱݕା coupent [(ܦ)ܨ − ;ܦ2 0[ை೤ష

 Soit ݔ෤ le plus grand ݔ <

0  tel que ܨ(ݔ෤) = (ܦ)ܨ − ;ி(௫)(0݆ܽݎܶ alors ܦ2 (ܦ)ܨ − ;෤ݔ] coupe (ܦ2 0[ைೣష
 puis ܱݕା puis à 

nouveau [(ܦ)ܨ − ;ܦ2 0[ை೤ష
 

# 
 
 
Autant l’approche par la droite de pente ߣ ≥ 2 permet de limiter la zone contenant des 
solutions périodiques à longue distance, autant l’approche par la droite de pente 0 permet de 
resserrer la zone lorsque l’on est proche de l’origine 
 
 
De ce qui précède on tire un algorithme pour déterminer les intervalles de ௫ܱ et ௬ܱ que 
coupent les solutions périodiques 
 
 
ALGORITHME B dit de la « Zone de pêche » 
1. On détermine ିݏଵ la plus grande solution strictement négative de (ݔ)ܨ  
2. On détermine ݏଵ la plus petite solution strictement positive de (ݔ)ܨ 

3. Les éventuelles solutions périodiques ne coupent ni [−݉݅݊൛ݏଵ ; ; ଵൟିݏ− ݉݅݊൛ݏଵ ; ଵൟ]ைೣିݏ−
 

ni ൣ݉݅݊൛݉݅݊൛݉ி(௫)[0; ;[ଵݏ ;ଵൟݏ− ;ଵൟିݏ ;ଵିݏ]ி(௫)ܯ൛ݔ൛݉ܽݔܽ݉ 0]; ;ଵൟିݏ− ଵൟ൧ݏ
ை೤

 

4. 1er cas: ݈݅݉௫→ஶ (ݔ)ܨ = ∞ et ݈݅݉௫→ିஶ (ݔ)ܨ = −∞  
a. On détermine le plus petit ܦ ≥ 0 tel que(ݔ)ܨ ≥ ݔ2 + (ܦ)ܨ − ݔ pour tous les ܦ2 ≥ 0  
b. On détermine le plus grand ݀ ≤ 0 tel que (ݔ)ܨ ≤ ݔ2 + (݀)ܨ − 2݀  pour tous les ݔ ≤ 0 
c. On détermine le plus petit ݔ ≥ (ݔ)ܨ ݁ݑݍ ݈݁ݐ 0 = (݀)ܨ − 2݀ 
d. On détermine ݉ி(௫)[0, , et [ܦ ,݀]ி(௫)ܯ 0] 

e. On détermine le plus grand ݔ ≤ ൯ݔ൫ܨ ݁ݑݍ ݈݁ݐ 0 = (ܦ)ܨ −  ܦ2
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f. Les éventuelles solutions périodiques coupent [((ܦ)ܨ − ܦ2 − (݀)ܨ + 2݀)݁ିଵ; (݀)ܨ) −

2݀ − (ܦ)ܨ + ଵ]ைೣି݁(ܦ2
൧ݔ ;ݔൣ⋂

ைೣ
)  ܺ ቌ [(ܦ)ܨ − ;ܦ2 (݀)ܨ − 2݀]ை೤

⋂ ቈ ݉ி(௫)[0; [ܦ −

ටܦଶ + ൫݉ி(௑)[0; [ܦ − (ܦ)ܨ + ൯ܦ
ଶ

; ;݀]ி(௫)ܯ 0] + ට݀ଶ + ൫ܯி(௑)[݀; 0] − (݀)ܨ + ݀൯
ଶ

቉
ை೤

ቍ 

2ème cas: ݈݅݉௫→ஶ (ݔ)ܨ = ∞ et ݈݅݉௫→ିஶ (ݔ)ܨ = ∞  
a. On détermine le plus petit ܦ ≥ 0 tel que(ݔ)ܨ ≥ ݔ2 + (ܦ)ܨ − ݔ pour tous les ܦ2 ≥ 0  
b. On détermine le plus grand ݀ ≤ 0 tel que (ݔ)ܨ ≥ ݔ2− + (݀)ܨ + 2݀ pour tous les ݔ ≤ 0 
c. Les éventuelles solutions périodiques coupent [݉ܽ (ܦ)ܨሼݔ − ,ܦ2 (݀)ܨ + 2݀ሽ , 0[ை೤ష

 et 

[−2݀ − ,(݀)ܨ ܦ2 − ைೣ[(ܦ)ܨ
  

 
Cet algorithme est polynomial et fournit des estimations très précises. En performance il 
surpasse de loin les autres méthodes proposées jusqu’à présent dans la littérature Avec un 
tableur le temps de calcul est d’une fraction de seconde 
 
 
Graphiquement la « Zone de pêche" est délimitée par un rectangle et une croix centrale. 
 
 
APPLICATION 
 
Voici ce que l’obtient pour les quelques très rares équations étudiées dans la littérature.  
 
(࢞)ࡲ = ૜࢞ −   (Balthasar van de Pol) ࢞
Les solutions périodiques sont dans [−1.4715; 1.4715]ைೣ

 ܺ ൣ−2 ; 2൧
ை೤

et ne coupent ni 

[−1; 1]ைೣ
 ni ൣ−1 ; 1൧

ை೤
 

 
 

(࢞)ࡲ  =
ૡ

૛૞
૞࢞ −

૝

૜
૜࢞ +

૝

૞
  (Sébastien Neukirch) ࢞

Les solutions périodiques sont dans [−2.2002; 2.2002]ைೣ
 ܺ ൣ−3.1262 ; 3.1262൧

ை೤
et ne coupent 

ni [−0.8525; 0.8525]ைೣ
 ni [−0.8525; 0.8525]ை೤
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(࢞)ࡲ = ૠ࢞ − ૚૞. ૞૟࢞૞ + ૟ૢ. ૛ૡ࢞૜ − ૢ૛. ૚૟࢞ (܁éܐ܋ܚܑܓܝ܍ۼ ܖ܍ܑܜܛ܉܊) 
Les solutions périodiques sont dans [−3.1026; 3.1026]ைೣ

 ܺ ൣ−75.6677 ; 75.6677൧
ை೤

et ne 

coupent ni [−1.6000; 1.6000]ைೣ
 ni [−43.4565; 43.4565]ை೤

 

  

(࢞)ࡲ  =
૜૛

ૡૠ૞
ૠ࢞ −

૞૟

૚૛૞
૞࢞ +

ૢૡ

ૠ૞
૜࢞ −

૚ૡ

૛૞
  (Lawrence Perko)   ࢞

Les solutions périodiques sont dans [−3.0803; 3.0803]ைೣ
 ܺ ൣ−6.4612 ; 6.4612൧

ை೤
et ne coupent 

ni [−0.8470; 0.8470]ைೣ
 ni [−0.8470; 0.8470]ை೤

 

 
 

(࢞)ࡲ  = ࢞− +
૚

૛
  (Boulfoul Amel) |࢞|࢞

Les solutions périodiques sont dans [−3.3109; 3.3109]ைೣ
 ܺ ൣ−3.6623 ; 3.6623൧

ை೤
et ne coupent 

ni [−2.0000; 2.0000]ைೣ
 ni [−2.0000; 2.0000]ை೤

 

 

(࢞)ࡲ = ૛࢞൫࢞ − ૛൯൫࢞૛ − ૚൯ ቀ࢞૛ − ૚

૝
ቁ = ૠ࢞ − ૚૜

૝
૞࢞ + ૚૚

૝
૜࢞ − ૚

૛
 Armengol Gasull et Hector) ࢞

Giacomini) 
Les solutions périodiques sont dans [−1.5932; 1.5932]ைೣ

 ܺ [−2.2533; 2.2533]ை೤
et ne coupent 

ni [−0.5000; 0.5000]ைೣ
 ni [−0.5000; 0.5000]ை೤

 

 

(࢞)ࡲ = ૚

૚૙
(૚. ૜૞૝૝ ૢ࢞ − ૟. ૙ૢ૞૛ ࢞ૠ + ૢ. ૜૜૜૜ ࢞૞ − ૞. ૞૞૞૞ ࢞૜ +  Simon Wang et) (࢞

Giovanni Tosi) 
Les solutions périodiques sont dans [−1.7552; 1.7552]ைೣ

 ܺ [−2.0221; 2.0221]ை೤
et ne coupent 

ni [−0.5600; 0.5600]ைೣ
 ni [−0.5600; 0.5600]ை೤

 

 
Quittons tous ces exemples classiques pour en aborder de nouveaux   
 
(࢞)ࡲ  = ࢞) − ૛)(࢞ − ૚)࢞)࢞ + ૚) = ૝࢞ − ૛࢞૜ − ૛࢞ + ૛࢞   
Les solutions périodiques sont dans [−2.4091; 4.4091]ைೣ

 ܺ [−2.4091; 0.0000]ை೤
et ne coupent 

ni [−1.0000; 1.0000]ைೣ
 ni [−1.0000; 1.0000]ை೤

 

 

(࢞)ࡲ =
૚

૝
࢞) − ૛)(࢞ − ૚)࢞)࢞ + ૚)(࢞ + ૛) =

૚

૝
૞࢞) − ૞࢞૜ + ૝࢞)   

Les solutions périodiques sont dans [−2.3671; 2.3671]ைೣ
 ܺ [−3.3553; 3.3553]ை೤

et ne coupent 

ni [−1.000; 1.000]ைೣ
 ni [−1.000; 1.000]ை೤

 

 
(࢞)ࡲ = ૙. ૢ૞(࢞ − ૚)(࢞ − ૙. ૢ૞)࢞)࢞ + ૙. ૠ)(࢞ + ૚. ૞)  
Cette fonction n’a ni symétrie axiale ni symétrie centrale 
Les solutions périodiques sont dans ൣ−1.6897 ; 1.5527൧

ைೣ
 ܺ ൣ−1.5174 ; 2.6289൧

ை೤
et ne 

coupent ni ൣ−0.7000 ; 0.7000൧
ைೣ

 ni ൣ−0.9500 ; 0.9500൧
ை೤

 

 
 

Notation 
Soit ݕ > 0, on note ܥା(ݕ) la première intersection de ݆ܶܽݎி(௫)(0; ݕିܱ avec (ݕ  et on 

note (ݕ)ିܥ la première intersection de ݆ܶܽݎி(௫)
ିଵ (0;  ିݕܱ avec (ݕ
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PROPOSITION 6 
Soit (ݔ)ܨ une fonction continue telle que (0)ܨ = 0  et telle qu’il existe ܦ ≥ 0 tel que (ݔ)ܨ ≥
ݔ2 + (ܦ)ܨ − ݔ pour tous les ܦ2 ≥ ݀ et qu’il existe ܦ ≤ 0 tel que (ݔ)ܨ ≥ ݔ2− + (݀)ܨ + 2݀  
pour tous les ݔ ≤ ݀ alors ܥା = ݈݅݉௬→ାஶ ିܥ et (ݕ)ାܥ = ݈݅݉௬→ାஶ  existent (ݕ)ିܥ
 
Preuve 
Selon le théorème D on a que ܥା(ݕ) ≥ (ܦ)ܨ + (ݕ)ିܥ et ܦ2 ≥ (݀)ܨ + 2݀ D’autre part si 
ଵݕ > ଶݕ > 0 alors on a ܥା(ݕଵ) < (ଵݕ)ିܥ  et (ଶݕ)ାܥ <  sont (ݕ)ିܥ et (ݕ)ାܥ  Ainsi (ଶݕ)ିܥ
strictement décroissantes et bornées et donc elles convergent 
# 
 
 
APPLICATION NUMERIQUE 
Si (ݔ)ܨ = ାܥ ଶ alorsݔ = ିܥ ≅ 0.4996 
 
 
PROPOSITION 7 
Soit (ݔ)ܨ une fonction continue et strictement croissante en ݔ = 0 telle que (0)ܨ = 0 Si  
ିܥ  ≥  ା alors il y a au moins une solution périodiqueܥ
 
Preuve  
 

 
 
Puisque ିܥ ≥ ி(௫)݆ܽݎܶ ା alorsܥ

ିଵ coupe ௬ܱశ (ିܥ ;0)
 en  (0;  ଴) De la mêmeݕ

manière݆ܶܽݎி(௫)
ିଵ coupe ௬ܱశ (଴ݕ ;0)

 en  (0; ଵݕ ଵ) avecݕ < ி(௫)݆ܽݎܶ ଴ Ainsiݕ
ିଵ (଴ݕ ;0) − ଴ݕ < 0 

Puisque (ݔ)ܨ > 0 est strictement croissante en ݔ = 0 alors il existe ߜ > 0 tel que (ݔ)ܨݔ >
0 sur [−ߜ; 0[ைೣ

⋃]0; ைೣ[ߜ
  et alors pour ݕଷ ≤ ி(௫)݆ܽݎܶ on a ߜ

ିଵ coupe ௬ܱశ (ଷݕ ;0)
 en  (0;  ସ) avecݕ

ଷݕ < ி(௫)݆ܽݎܶ ସ Ainsiݕ
ିଵ (ଷݕ ;0) − ଷݕ > 0 

Et puisque ݆ܶܽݎி(௫)
ିଵ est continue alors il existe au moins un ݕ෤ tel que ݆ܶܽݎி(௫)

ିଵ (0; (෤ݕ − ݕු = 0 et 
donc la solution qui passe par (0;  ෤) est périodiqueݕ
#  
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PROPOSITION 8 
Soit (ݔ)ܨ une fonction continue telle que (0)ܨ = 0 et telle qu’il existe ݀ ≤ 0 tel que (ݔ)ܨ ≥
ݔ2− + (݀)ܨ + 2݀  pour tous les ݔ ≤ ݀ et telle que (ݔ)ܨ ≥ 0 sur ൣ0 ; ܴ൧ Si ܯி(௫)[0; ܴ] − (݀)ܨ −

2݀ ≤ ܴ alors  ିܥ ≥  ାܥ
 
Preuve  

 
 
On a ݆ܶܽݎி(௫)

ିଵ (0; (݀)ܨ + 2݀) est enveloppée par ݆ܶܽݎெಷ(ೣ)[଴;ோ]
ିଵ (0; (݀)ܨ + 2݀) dont on en tire 

que ݆ܶܽݎி(௫)
ିଵ (0; (݀)ܨ  + 2݀) coupe ݕ = ;ி(௫)[0ܯ ܴ] en ݔ = ;ி(௫)[0ܯ ܴ] − (݀)ܨ − 2݀ et donc 

ி(௫)݆ܽݎܶ
ିଵ (0; (݀)ܨ + 2݀) va couper (ݔ)ܨ et par suite ܱݕା ce qui équivaut à   ܨ(݀) + 2݀ ≥  ା Etܥ

comme  ିܥ ≥ (݀)ܨ  + 2݀ on a bien  ିܥ ≥  ାܥ
# 
 
 
COROLLAIRE 8.1 
Soit (ݔ)ܨ une fonction continue telle que (0)ܨ = 0 et telle qu’il existe ݀ ≤ 0 tel que (ݔ)ܨ ≥
ݔ2− + (݀)ܨ + 2݀  pour tous les ݔ ≤ ݀ et telle que (ݔ)ܨ ≥ 0 sur ൣ0 ; ܴ൧ et (ݔ)ܨ < 0 sur 

൧−ߜ ; 0ൣ avec ߜ > 0 Si ܯி(௫)[0; ܴ] − (݀)ܨ − 2݀ ≤ ܴ alors il y a au moins une solution 
périodique 
 
Preuve  
Selon la proposition 8 on a ିܥ ≥  ା et alors selon la proposition 7 il y a au moins uneܥ
solution périodique 
# 
 
 
PROPOSITION 9 
Soit (ݔ)ܨ une fonction continue telle que (0)ܨ = 0 et qui est strictement croissante en 0 et 
telle qu’il existe ܦ ≥ 0 tel que(ݔ)ܨ ≥ ݔ2 + (ܦ)ܨ − ݔ pour tous les ܦ2 ≥  est (ݔ)ܨ et telle que ܦ
et telle qu’il existe ݔ < 0 tel que (ݔ)ܨ = ݔ  ା Notonsܥ = ൛ݔܽ݉ 0ห(ݔ)ܨ = (ݔ)ܨݔ− ାൟ  Siܥ
0 sur [ݔ; 0[ ∪ ]0 ;  alors il n’y a aucune solution périodique  [ݔ−
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Preuve   

 
 
;ி(௫)൫0݆ܽݎܶ ;ݔ] ା ൯ va couperܥ 0[ைೣ

 puis  ]0; ைೣ[ݔ−
 Comme −ݔ (ݔ) < 0 dans [ݔ; 0[ைೣ

∪
]0 ; ைೣ[ݔ−

  on a que ݆ܶܽݎி(௫)൫0; ;ା ൯ va tendre vers (0ܥ 0) Pour tout ݕ > 0 on a ݆ܶܽݎி(௫)(0;  ( ݕ

est enveloppée par ݆ܶܽݎி(௫)൫0; ;ା ൯ et donc elle va tendre vers (0ܥ 0)  
# 
 
 
THEOREME E 
Il existe au moins un ߳ߙℝ∗ − ሼ1ሽ et une fonction (ݔ)ܨ continue telle que (0)ܨ = 0 pour 
lesquels (ݔ)ܨ et (ݔ)ܨߙ il n’y a pas le même nombre de solutions périodiques 
 
Preuve  

C’est le cas pour (ݔ)ܨ = ଵ

ଵ଴
ݔ ቀݔ + ଵ

ଶ
ቁ ቀݔ − ଷଽ

ଵ଴
ቁ ݔ) − 4) et ߙ = 100 

 

Soit (ݔ)ܨ =
ଵ

ଵ଴
ݔ ቀݔ +

ଵ

ଶ
ቁ ቀݔ −

ଷଽ

ଵ଴
ቁ ݔ) − 4)  

Dans ce cas on a ݀ ≅ 0.6873et ܨ(݀) ≅ 0.2768 et ܦ ≅ 4.3788 et ܴ = 3.9 et ߜ = 0.5 et 
;ி(௫)[0ܯ ܴ] ≅ 1.9163 Et finalement ܯி(௫)[0; ܴ] − (݀)ܨ − 2݀ ≅ 0.2649 ≤ 3.9 = ܴ. Alors selon 
le corollaire 8.1 il y a au moins une solution périodique 

 
 

Soit (ݔ)ܩ = ݔ10 ቀݔ +
ଵ

ଶ
ቁ ቀݔ −

ଷଽ

ଵ଴
ቁ ݔ) − 4) =   (ݔ)ܨ100

Dans ce cas on a ܦ ≅ 3.9563 et ܥା ≤ (ܦ)ܩ − ≅ ܦ2 −8.3464 et 
෤ݔ = ݔሼݔܽ݉ < (ݔ)ܩ|0 = (ܦ)ܩ − ሽ ܦ2 ≅ −0.1380 alors  −0.1380 ≅ ෤ݔ ≤  ݔ
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Comme on a (ݔ)ܩ < 0 sur ቂ− ଵ

ଶ
; 0ቂ

ைೣ
 et (ݔ)ܩ > 0 sur ቃ0; ଷଽ

ଵ଴
ቃ

ைೣ
 alors −(ݔ)ܩݔ < 0 sur  

[−0.1380; 0[ ∪ ]0 ; 0.1380] et donc également sur [ݔ; 0[ைೣ
∪ ]0 ; ைೣ[ݔ−

 Alors selon la 
proposition 9 il n’y a pas de solution périodique 

 
# 
 
 
PROPOSITION 10  
Soit (ݔ)ܨ une fonction continue telle que (0)ܨ = 0 et telle qu’il existe ܦ ≥ 0 tel que (ݔ)ܨ ≥
ݔ2 + (ܦ)ܨ − ݔ pour tous les ܦ2 ≥ <∆ S’il existe ܦ 0 tel que ܯி(௫)[−∆ + (ܦ)ܨ − ;ܦ2 0] ≤ ∆ 
alors les solutions périodiques sont dans un espace borné 
 
Preuve  
On a ݆ܶܽݎி(௫)(0; (ܦ)ܨ − ;0)∆݆ܽݎܶ est enveloppée par ( ܦ2 (ܦ)ܨ − ;0)∆݆ܽݎܶ et ( ܦ2 (ܦ)ܨ −
ݕ coupe ( ܦ2 = ∆ en ݔ = −∆ + (ܦ)ܨ − ;ி(௫)(0݆ܽݎܶ Ainsi ܦ2 (ܦ)ܨ −  et (ݔ)ܨ va couper ( ܦ2
donc tourner autour de (0; 0) Pour tout ݕ > 0 on a que ݆ܶܽݎி(௫)(0;  est enveloppée par ( ݕ
;ி(௫)(0݆ܽݎܶ (ܦ)ܨ −  ( ܦ2
# 
 
 
COROLLAIRE 10.1 
Soit (ݔ)ܨ une fonction continue telle que (0)ܨ = 0 et telle qu’il existe ܦ ≥ 0 tel que (ݔ)ܨ ≥
ݔ2 + (ܦ)ܨ − ݔ pour tous les ܦ2 ≥ <∆ et s’il existe ܦ 0 tel que ܯி(௫)[−∞; 0] ≤ ∆ alors les 
solutions périodiques sont dans un espace borné 
# 
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En voici une illustration 

 
LEMME 3 

Les solutions de l’équation ൜
ሶݔ = ݕ − ℎ

ሶݕ = ݔ−   sont tous les cercles centrés en (0; ℎ)  

 
Preuve  
Soit (ݐ)ݔ = ݎ cos(ݐ) et (ݐ)ݕ = ݎ sin(t) + ℎ Alors ݔሶ(ݐ) = ݅ݏݎ (ݐ)݊ = (ݐ)ݕ − ℎ  et ݕሶ = ݎ− cos(ݐ) =
 (ݐ)ݔ−
# 
 
 
PROPOSITION 11.a 
Soit (ݔ)ܨ une fonction continue telle que (0)ܨ = 0 et telle qu’il existe ܦ ≥ 0 tel que (ݔ)ܨ ≥
ݔ2 + (ܦ)ܨ − ݔ pour tous les ܦ2 ≥ 0 et qu’il existe ݀ ≤ 0 tel que (ݔ)ܨ ≤ ݔ2 + (݀)ܨ − 2݀  pour 
tous les ݔ ≤ 0 S’il y a au moins une solution périodique alors la solution périodique qui 
englobe toutes les autres solutions périodiques est semi-stable de l’extérieur 
 
Preuve 
Soit ߁ la solution périodique qui englobe tous les autres cycles notons ݃ tel que ߁ ∩ ܱ௬ା =
(0; ݃) On a 0 < ݃ < (݀)ܨ − 2݀ Pour tout ݕ଴ ≥ (݀)ܨ − 2݀ la ݆ܶܽݎி(௫)(0;  ଴) coupe ܱ௬ାݕ
en (0; ݃ ଵ) avecݕ < ଵݕ < (݀)ܨ − 2݀ ≤ ;ி(௫)(0݆ܽݎܶ ଴ Ainsiݕ  ଴) s’enroule et se rapprocheݕ
systématiquement de ߁  
Par l’unicité des solutions pour tout ݃ < ଴ܻ < (݀)ܨ − 2݀ la ݆ܶܽݎி(௫)(0; ଴ܻ) s’enroule et se 
rapproche systématiquement de ߁ 
# 
 
 
PROPOSITION 11.b 
Soit (ݔ)ܨ une fonction continue telle que (0)ܨ = 0 et strictement croissante en 0 S’il y a au 
moins une solution périodique alors la solution qui est englobée par toutes les autres 
solutions périodiques est semi-stable de l’intérieur  
 
Preuve 
Soit ߁ le cycle qui est englobé par tous les autres cycles notons ݃ tel que ߁ ∩ ܱ௫ା = (݃; 0)  
Par continuité de (ݔ)ܨ il existe ߜ > 0 tel que (ݔ)ܨݔ > 0 pour tout ݔ ∈ ;ߜ−] 0[⋃]0;  ainsi pour [ߜ
tout 0 < ଴ݔ ≤ ;଴ݔ)ி(௫)݆ܽݎܶ la ߜ 0) coupe ܱ௫ା en (ݔଵ; 0) avec ݔ଴ ≤ ߜ < ଵݔ < ݃ Ainsi 
,ி(௫)(0݆ܽݎܶ  ߁ ଴) s’enroule et se rapproche systématiquement deݔ
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Par l’unicité des solutions pour tout ߜ < ܺ଴ < ݃ la ݆ܶܽݎி(௫)(ܺ଴; 0) s’enroule et se rapproche 
systématiquement de ߁ 
#  
 
 
COROLLAIRE 11.1 
Soit (ݔ)ܨ une fonction continue telle que (0)ܨ = 0 et strictement croissante en 0 et telle qu’il 
existe ܦ ≥ 0 tel que (ݔ)ܨ ≥ ݔ2 + (ܦ)ܨ − ݔ pour tous les ܦ2 ≥ 0 et qu’il existe ݀ ≤ 0 tel que 
(ݔ)ܨ ≤ ݔ2 + (݀)ܨ − 2݀  pour tous les ݔ ≤ 0 S’il y a un nombre impair de solutions 
périodiques, alors il y a au moins un cycle 
 
Preuve  
S’il y a une solution périodique alors par les propositions 11.a et 11.b alors elle est stable 
extérieurement et intérieurement et c’est donc un cycle 
Supposons qu’il y a 3 solutions périodiques et notons ߁ଷ la solution périodique qui englobe 
les 2 autres et ߁ଵ la solution périodique qui est englobée par les 2 autres et ߁ଶ la dernière  
Le fait que (ݔ)ܨ est strictement croissante en ݔ = 0 implique que ߁ଵ est stable intérieurement 
Le fait que (ݔ)ܨ est telle qu’il existe ܦ ≥ 0 tel que (ݔ)ܨ ≥ ݔ2 + (ܦ)ܨ − ݔ pour tous les ܦ2 ≥ 0 
et qu’il existe ݀ ≤ 0 tel que (ݔ)ܨ ≤ ݔ2 + (݀)ܨ − 2݀  pour tous les ݔ ≤ 0 implique que ߁ଷ est 
stable extérieurement Si ߁ଷ est stable intérieurement alors ߁ଷ est stable Et si ߁ଷ est instable 
intérieurement alors ߁ଶ est stable extérieurement Et dans ce cas si ߁ଶ est stable 
intérieurement alors ߁ଶ est stable Et si ߁ଶ est instable intérieurement et alors ߁ଵ est stable 
extérieurement et ainsi ߁ଵ est stable 
Par itération on démontre le corollaire pour tout nombre impair de cycles 
# 
 
 
PROPOSITION 12 
Soit (ݔ)ܨ une fonction continue telle que (0)ܨ = 0 et qui a un nombre dénombrable de 
solutions périodiques dont au moins deux ߁ଵ et ߁ଶ  telles que ߁ଵ ⊊  ଵest stable߁ ଶ Si߁
intérieurement (respectivement stable extérieurement) et ߁ଶ  est stable extérieurement 
(respectivement stable intérieurement) alors il y a au moins un cycle stable (respectivement 
instable) 
 
Preuve 
Soit Γଵet Γଶ  les deux solutions périodiques et soit (0; cଵ) = Γଵ⋂O୷ା et (0; cଶ) = Γଶ⋂O୷ା alors 
on a cଵ < cଶ  
 
Etudions le cas où Γଵest stable intérieurement et Γଶ  est stable extérieurement  
1er cas 
Supposons qu’il n’y a pas de solutions périodiques comprises entre Γଵet Γଶ alors pour tout 
cଵ < y଴ < cଶ la Traj୊(୶)(0; y଴) va recouper O୷ାen (0; yଵ) tel que yଵ ≠ y଴ et cଵ < yଵ < cଶ 
Si yଵ > y଴ alors par unicité des solutions Traj୊(୶)(0; y଴) va systématiquement s’approcher de 
Γଶ et s’éloigner de Γଵ et puisque Γଶ  est stable extérieurement alors Γଶ est un cycle stable 
Si yଵ < y଴ alors par unicité des solutions Traj୊(୶)(0; y଴) va systématiquement s’approcher de 
Γଵ et s’éloigner de Γଶ et puisque Γଵ  est stable extérieurement alors Γଵ est un cycle stable 
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2ème cas 
Supposons qu’il y a une solution périodique Σ comprise entre Γଵet Γଶ et soit (0; s) = Σ⋂O୷ା 
alors on a cଵ < s < cଶ Alors pour tous les y଴ et z଴ tels que cଵ < y଴ < s < z଴ < cଶ la 
Traj୊(୶)(0; y଴) va recouper O୷ାen (0; yଵ) tel que yଵ ≠ y଴ et cଵ < yଵ < s et Traj୊(୶)(0; z଴) va 
recouper O୷ାen (0; zଵ) tel que zଵ ≠ z଴ et s < zଵ < cଶ 
Si yଵ < y଴ alors par unicité des solutions Traj୊(୶)(0; y଴) va systématiquement s’approcher de 
Γଵ et ainsi Γଵ est stable extérieurement Et puisque Γଵ est stable intérieurement alors Γଵ est un 
cycle stable 
Si z଴ < zଵ alors par unicité des solutions Traj୊(୶)(0; z଴) va systématiquement s’approcher de 
Γଶ et ainsi Γଶ est stable intérieurement Et puisque Γଶ est stable extérieurement alors Γଶ est un 
cycle stable 
Si y଴ < yଵ et zଵ < z଴ alors par unicité des solutions Traj୊(୶)(0; y଴) va systématiquement 
s’approcher de Σ et ainsi Σ est stable intérieurement et Traj୊(୶)(0; z଴) va systématiquement 
s’approcher de Σ et ainsi Σ est stable extérieurement alors Σ est un cycle stable 
3ème cas  
Supposons qu’il y a un nombre dénombrable strictement supérieur ou égal à 2 de solutions 
périodique comprises entre Γଵet Γଶ  que l’on note Σ୧ pour i ∈ ℕ de telle sorte que Γଵ ⊊ Σଵ ⊊
Σଶ ⊊ ⋯ ⊊ Γଶ 
Si Σଵ est stable intérieurement et alors par récurrence parmi les ሼΣଵ , Σଶ , … , Γଶሽ il y a un cycle 
stable 
Si Σଵ est stable extérieurement alors Γଵ est stable intérieurement et extérieurement et donc 
c’est un cycle stable 
 
Le cas où Γଵest stable extérieurement et Γଶ  est stable intérieurement se démontre  de 
manière analogue 
#  
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CHAPITRE 3 -  (࢞)ࡲ࢐ࢇ࢘ࢀ utilisée comme application de ࢟ࡻ sur lui-même 
 
 
 
Lorsqu’elles coupent ௬ܱ  les ݆ܶܽݎி(௫) issues d’un ensemble fini de points définissent une 
partition de ௬ܱ L’idée que l’on va creuser est de relier les caractéristiques d’applications de 
sous-espaces de ௬ܱ sur lui-même et l’existence et la position de solutions périodiques 
 
Soit ݉ points(ݔ௜; ௜ݔ ௜) différents qui sont telsݕ ≤ 0  Notons ݕ௜ > 0  tel que ൫0;  ௜൯ est laݕ

première intersection de ݆ܶܽݎி(௫)(ݔ௜; ௜ݕ ௜) avec ܱ௬ାetݕ < 0   tel que ቀ0;  ௜ቁ est la premièreݕ

intersection de ݆ܶܽݎி(௫)
ିଵ ;௜ݔ)   ௜)  avec ௬ܱିݕ

Si ݆ܶܽݎி(௫)(ݔ௜; ௜ݕ ାalors on poseݕܱ ௜) ne coupe pasݕ = ∞  De la même manière si la 
ி(௫)݆ܽݎܶ

ିଵ ;௜ݔ) ௜ݕ ௜) ne coupe pas ௬ܱିalors on poseݕ = −∞ 

Les ݕ௜ ≠ ∞ partagent ܱ௬ାen ି݌ ≤ ݉ + 1 intervalles que l’on note ܮ௜ avec ݕ௜ <    ௜ାଵݕ
De la même manière les ݕ௜ ≠ −∞ partagent ௬ܱିen ିݍ ≤ ݉ + 1 intervalles que l’on note ܮ௜ 

avec ݕ௜ >  ௜ାଵݕ

 
De la  même manière, soit ݊ points( ௜ܺ; ௜ܻ) différents qui sont tels ௜ܺ ≥ 0 Notons ܻ௜ > 0  tel 
que ൫0; ܻ௜൯ est la première intersection de ݆ܶܽݎி(௫)

ିଵ ( ௜ܺ; ௜ܻ) avec ܱ௬ା et ௜ܻ < 0  tel que ൫0; ௜ܻ൯ 
est la première intersection de ݆ܶܽݎி(௫)( ௜ܺ; ௜ܻ) avec ௬ܱି 

Si ݆ܶܽݎி(௫)
ିଵ ( ௜ܺ; ௜ܻ) ne coupe pas ܱ௬ା alors on pose ܻ௜ = ∞   

De la même manière si ݆ܶܽݎி(௫)( ௜ܺ; ௜ܻ) ne coupe pas ௬ܱି alors on pose ௜ܻ = −∞ 

Les ܻ௜ ≠ ∞ partagent ܱ௬ା en ݌ା ≤ ݊ + 1 intervalles que l’on note ܴ௜ avec ܻ௜ < ܻ௜ାଵ   
De la même manière les ௜ܻ ≠ −∞ partagent ௬ܱି en ݍା ≤ ݊ + 1 intervalles que l’on note ܴ௜ 
avec ௜ܻ > ௜ܻାଵ 
 
A remarquer que ܮ௣ష

, ܴ௣శ
, ௤షܮ

௤శܴ ݐ݁ 
  sont des intervalles semi-fermés et que tous les autres 

,௜, ܴ௜ܮ  .௜  sont des intervalles fermésܴ  ݐ݁ ௜ܮ
 
Pour tout ݅ ≤ ∋ il existe un entier ି݌ k௜  ≤ ା et un entier minimum l௜݌ ≤ ௜ܮ ା tels que݌   ⫅
ܴ௞೔

 ∪ … ∪ ܴ௟೔
 et tels que ܮ௜ ∩ ܴ௦೔

≠ ∅ pour tous les k௜ ≤ s௜ ≤ l௜ 
 
Pour tout ݆ ≤ ା il existe un entier maximum m௜ݍ  ≤ et un entier minimum n௜ ିݍ ≤  tels que ିݍ
ܴ௜   ⫅ ௠௜ܮ

 ∪ … ∪ ௡௜ܮ
 et tels que ܴ௜  ∩ ௦௜ܮ

≠ ∅ pour tous les m௜ ≤ s௜ ≤ n௜ 
 
Soit ିݎ = ;ି݌)݉ݑ݉݅݊݅݉ ݔ est continue alors pour tout (ݔ)ܨ ା), puisque݌ ∈   ௞ on a queܮ

௞ܮ  coupe (ݔ)ி(௫)݆ܽݎܶ  pour tout 1 ≤ k ≤ ݎି  

De la  même manière, soit ݎା = ;ିݍ)݉ݑ݉݅݊݅݉ ݕ  ା) alors pour toutݍ ∈ ܴ௞ on a ݆ܶܽݎி(௫)(0;  (ݕ
coupe ܴ௞ pour tout 1 ≤ k ≤  ାݎ
 
Ainsi la trajectoire issue de ݕ ∈ ௞ܮ  ௜ si et seulement s’il existe t tel queܮ  ௞ coupeܮ  ∩ ܴ௧ ≠ ∅ 
et ܴ௧ ∩ ௜ܮ ≠ ∅ 
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On définit les matrices  ܯி(௫) = (݉௜௝) = ൜0   si ܮ௜ ∩ ௝ܴ = ∅
1    sinon 

  pour 1 ≤ ݅ ≤ ା et 1݌ ≤ ݆ ≤  , ାݍ

ி(௫)ܦ = (ܾ)௜௝ = ቄ0   si i ≠ j
1   sinon 

  pour 1 ≤ ݅ ≤ ା  et 1ݍ ≤ ݆ ≤ ிܰ(௫) , ିݍ = (݊௜௝) = ൜
0    si ܴ௜ ∩ ௝ܮ = ∅

1    sinon 
   

pour 1 ≤ ݅ ≤ et 1 ିݍ ≤ ݆ ≤ et ிܷ(௫) ି݌ = (ℎ௜௝) = ቄ0    si i ≠ j
1   sinon 

  pour 1 ≤ ݅ ≤ et 1  ି݌ ≤ ݆ ≤   ା݌

 
On note ܥி(௫) = ൫ܿ௜௝൯ = ி(௫)ܦி(௫)ܯ ிܰ(௫)ܷி(௫), alors on a ܿ௜௝ = ∑ ݉௜௫௫,௬,௭ ܾ௫௬݊௬௭ℎ௭௝ =

∑ ݉௜௫௫ ܾ௫௫݊௫௝ℎ௝௝ = ∑ ݉௜௫௫ ݊௫௝ =  ቊ0, si ܮ௜ ∩ ܴ௫ = ௫ܴ ݑ݋ ∅ ∩ ௝ܮ = ݔ ݐݑ݋ݐ ݎݑ݋݌  ∅
> 0, sinon 

 

 
On a ܿ௜௝ > 0 si et seulement si il existe t tel que ܮ௝ ∩ ܴ௧ ≠ ∅ et ܴ௧ ∩ ௜ܮ ≠ ∅ 
 
 
PROPOSITION 13 
Soit (ݔ)ܨ une fonction continue et telle que (0)ܨ = 0 et des points (ݔ௞; ௞) avec 1ݕ ≤ ݇ ≤ ݊ et  
ݕ ∈ ;ி(௫)(0݆ܽݎܶ ௜  alorsܮ  ௝ܮ  coupe  (ݕ  si et seulement si et seulement ܥ௜௝ > 0 
 
Preuve  
Par construction telle que présentée ci-dessus 
# 
 
 
PROPOSITION 14 
Soit (ݔ)ܨ une fonction continue et telle que (0)ܨ = 0 et des points (ݔ௞; ௞) avec 1ݕ ≤ ݇ ≤ ݊ Si 
௜ିଵ,௜ܥ ≥ 1 et ܥ௜,௜ ≥ 1 et ܥ௜ାଵ,௜ ≥ 1 et  ܥ௜,௜ିଵ = ௜,௜ାଵܥ = 0 alors il y a au moins une solution 
périodique stable intérieurement et une solution périodique stable extérieurement qui 
coupent  ܮ௜ 
 
Preuve  

La condition ܥ௜,௜ = 1 implique qu’il existe au moins ݕ ∈ ;ி(௫)(0݆ܽݎܶ ௜ tel queܮ   ௜ ceܮ  coupe  (ݕ

qui est équivalent à ݆ܶܽݎி(௫)൫ ܮ௜൯⋂ ܮ௜ ≠ ∅ et  ܮ௜ ≠ ∅ 

La condition ܥ௜,௜ିଵ = ௜,௜ାଵܥ = 0  est équivalente à ce que pour tout y ∈  L୧ alors 

;ி(௫)(0݆ܽݎܶ ௜൯ܮ ி(௫)൫݆ܽݎܶ ௜ାଵce qui est équivalent àܮ  ௜ିଵ niܮ  ne coupe ni  (ݕ ⫅ ݕି ௜ Soitܮ  =
௜ିଵܮ  ∩ ௜ିଵ,௜ܥ ௜ alors puisqueܮ  = 1 alors ݆ܶܽݎி(௫)(0; ݕି  ) ∈ ௜ܮ  − ሼ ିݕ ሽ Et de la même manière 

soit ݕା = ௜ܮ  ∩ ௜ାଵ,௜ܥ ௜ାଵ alors puisqueܮ  = 1 alors ݆ܶܽݎி(௫)(0; (ାݕ  ∈ ௜ܮ  − ሼݕାሽ  
Notons ܾ = ݉݅݊൛(0; (ݕ ∈ ;ி(௫)(0݆ܽݎ௜หܶܮ  ;0) ݎܽ݌ ݁ݏݏܽ݌ (ݕ  ൟ et(ݕ

ℎ = ;൛(0ݔܽ݉ (ݕ ∈ ;ி(௫)(0݆ܽݎ௜หܶܮ  ;0) ݎܽ݌ ݁ݏݏܽ݌ (ݕ ;ൟ alors Traj୊(୶)(0(ݕ b) est une solution 
périodique stable intérieurement et ݆ܶܽݎி(௫)(0; ℎ) est une solution périodique stable 
extérieurement  
# 
 
PROPOSITION 15 
Soit (ݔ)ܨ une fonction continue et telle que (0)ܨ = 0 et des points ൫ݔ௞ ; ௞൯ avec 1ݕ ≤ ݇ ≤ ݊ Si 
௜,௜ିଵܥ ≥ 1 et ܥ௜,௜ ≥ 1 et ܥ௜,௜ାଵ ≥ 1 et  ܥ௜ିଵ,௜ = ௜ାଵ,௜ܥ = 0 alors il y a au moins une solution 
périodique instable intérieurement et une solution périodique instable extérieurement qui 
coupent  ܮ௜ 
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Preuve  

La condition ܥ௜,௜ = 1 implique qu’il existe au moins ݕ ∈ ;ி(௫)(0݆ܽݎܶ ௜ tel queܮ   ௜ ceܮ  coupe  (ݕ

qui est équivalent à ݆ܶܽݎி(௫)൫ ܮ௜൯⋂ ܮ௜ ≠ ∅ et  ܮ௜ ≠ ∅ 

La condition ܥ௜ିଵ,௜ = ௜ାଵ,௜ܥ = 0 est équivalente à que pour tout ݕ ∈  ௜ିଵ alorsܮ 

;ி(௫)(0݆ܽݎܶ ௜ିଵ൯ܮ ி(௫)൫݆ܽݎܶ ௜ ce qui est équivalent àܮ ne coupe pas  (ݕ ∩ ௜ܮ  = ∅ ; de la même 

manière on a ݆ܶܽݎி(௫)൫ ܮ௜ାଵ൯ ∩ ௜ܮ  = ∅  et ainsi  ܮ௜ ⫅ ி(௫)݆ܽݎܶ ௜൯ et doncܮ ி(௫)൫݆ܽݎܶ
ିଵ ൫ ܮ௜൯ ⫅  ௜ܮ 

Soit ିݕ = ௜ିଵܮ  ∩ ௜,௜ିଵܥ ௜ alors puisqueܮ  = 1 alors ݆ܶܽݎி(௫)(0; ݕି  ) ∈ ௜ିଵܮ  − ሼ ିݕ ሽ Et de la 

même manière soit ݕା = ௜ܮ  ∩ ;ி(௫)(0݆ܽݎܶ ௜,௜ାଵ alorsܥ ௜ାଵ alors puisqueܮ  (ାݕ  ∈ ௜ାଵܮ  − ሼݕାሽ  
Notons ܾ = ݉݅݊൛(0; (ݕ ∈ ;ி(௫)(0݆ܽݎ௜หܶܮ  ;0) ݎܽ݌ ݁ݏݏܽ݌ (ݕ  ൟ et(ݕ

ℎ = ;൛(0ݔܽ݉ (ݕ ∈ ;ி(௫)(0݆ܽݎ௜หܶܮ  ;0) ݎܽ݌ ݁ݏݏܽ݌ (ݕ ;ி(௫)(0݆ܽݎܶ ൟ alors(ݕ ܾ) est une solution 
périodique instable intérieurement et ݆ܶܽݎி(௫)(0; ℎ) est une solution périodique instable 
extérieurement  
# 
 
 
Notation 
  (ݔ)ܨ le nombre de solutions périodiques pour (ܨ)#
 
 
THEOREME F 
Soit (ݔ)ܨ et (ݔ)ܪ et (ݔ)ܮ toutes continues et telles que (0)ܨ = (0)ܪ = (0)ܮ = 0 Si (ݔ)ܮ ≤
(ݔ)ܨ ≤ ݔ  pour tout (ݔ)ܪ ≥ 0 et (ݔ)ܪ ≤ (ݔ)ܨ ≤ ݔ pour tout (ݔ)ܮ ≤ 0  alors #(ܨ) ≥
݉݅݊ሼ#(ܪ);  sont toutes comprises entre une (ݔ)ܨ ሽ Et les solutions périodiques pour(ܮ)#
solution périodique pour (ݔ)ܪ et une solution périodique pour (ݔ)ܮ 
 
Preuve  
Soit (0;  ା et soitݕܱ avec (ݔ)ܮ ௅une solution périodique de߁ ௅) l’intersection deݕ
(0,   ାݕܱ avec (ݔ)ܪ ுune solution périodique de߁ ு) l’intersection deݕ
Deux cas sont à envisager:  
1er cas : ݕ௅ ≥ ுݕ ு Soit y tel queݕ ≤ ݕ ≤ ;ி(௫)(0݆ܽݎܶ ௅ alorsݕ  est enveloppée (ݕ

par ݆ܶܽݎ௅(௫)(0; ;௅(௫)(0݆ܽݎܶ qui elle-même est enveloppée par (ݕ  ௅) Et d’autreݕ

part ݆ܶܽݎி(௫)(0; ;ு(௫)(0݆ܽݎܶ enveloppe (ݕ ;ு(௫)(0݆ܽݎܶ  qui elle-même enveloppe  (ݕ  (ுݕ

Ainsi  ݆ܶܽݎி(௫)(0; ;෤ுݕ] recoupe (ݕ ෤௅]ை೤శݕ
 ⊂ ;ுݕ] ௅]ை೤శݕ

 Et alors par le théorème du point fixe il 

y a au moins une solution périodique pour  ݆ܶܽݎி(௫)(0; ;ுݕ] qui coupe (ݕ ௅]ை೤శݕ
.  

2ème cas ou ݕ௅ ≤ ுݕ ு Soit y tel queݕ ≥ ݕ ≥ ;ி(௫)(0݆ܽݎܶ  ௅ alorsݕ  est enveloppé par (ݕ

;௅(௫)(0݆ܽݎܶ  ;௅(௫)(0݆ܽݎܶ  qui elle-même est enveloppée par (ݕ  ு). Et d’autre partݕ

;ி(௫)(0݆ܽݎܶ  ;ு(௫)(0݆ܽݎܶ  enveloppe (ݕ ;ு(௫)(0݆ܽݎܶ  qui elle-même enveloppe  (ݕ  (ுݕ

Ainsi  ݆ܶܽݎி(௫)(0; ;෤ுݕ] recoupe (ݕ ෤௅]ை೤శݕ
 ⊃ ;ுݕ] ௅]ை೤శݕ

 Et alors ݆ܶܽݎி(௫)
ିଵ ;෤ுݕ] ⊃ [෤௅ݕ ;ுݕ] ௅]ை೤శݕ

 et 

alors par le théorème du point fixe il y a au moins une solution périodique pour (ݔ)ܨ qui 
coupe [ݕு; ௅]ை೤శݕ

 

# 
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LEMME 4  
Soit (ݔ)ܨ une fonction continue telle que (0)ܨ = 0 Si (ݔ−)ܨ =  alors à toute ݔ pour tout (ݔ)ܨ
solution périodique pour (ݔ)ܨ il correspond une solution périodique pour (ݔ−)ܨ et 
réciproquement et ces solutions sont symétriques par rapport à ௬ܱ 

 
Preuve  
Soit ߒ = ,(ݐ)ݔ) (ݐ)ሶݔ cela équivaut à ce (ݔ)ܨ une trajectoire pour ((ݐ)ݕ = (ݐ)ݕ −  et ((ݐ)ݔ)ܨ
(ݐ)ሶݕ =  (ݐ)ݔ−
Soit (ݔ)ܩ = (ݐ)ܽ et (ݔ−)ܨ = (ݐ)ܾ et (ݐ−)ݔ− = alors ሶܽ (ݐ−)ݕ (ݐ) = ሶݔ (ݐ−) = (ݐ−)ݕ −
൯(ݐ−)ݔ൫ܨ = (ݐ)ܾ − ൯(ݐ)ܽ−൫ܨ = (ݐ)ܾ − ൯  et ሶܾ(ݐ)൫ܽܩ (ݐ) = (ݐ−)ሶݕ− = (ݐ−)ݔ =  Ainsi (ݐ)ܽ−

ିߒ = ,(ݐ)ܽ) ((ݐ)ܾ = ,(ݐ−)ݔ−)  (ݔ−)ܨ et donc pour (ݔ)ܩ est une trajectoire pour ((ݐ−)ݕ
Si ߒ est une solution périodique cela veut dire qu’il existe ߬ tel que (ݐ)ݔ = ݐ)ݔ + ߬) et 
(ݐ)ݕ = ݐ)ݕ + ߬) et donc on a ܽ(ݐ) = (ݐ)ݔ− = ݐ)ݔ− + ߬) = ݐ)ܽ− + ߬) et ܾ(ݐ) = (ݐ)ݕ− =
ݐ)ݕ− + ߬) = ݐ)ܾ− + ߬) et donc ିߒ est aussi une solution périodique Et la réciproque est aussi 
vraie 
# 
 
 
LEMME 5  
Soit (ݔ)ܨ une fonction continue telle que (0)ܨ = 0 et telle que (ݔ−)ܨ =  Si ݔ pour tout (ݔ)ܨ
߁ = ,(ݐ)௰ݔ)  (ݔ)ܨ est une solution périodique stable (respectivement instable) pour ((ݐ)௰ݕ
alors  ି߁ = ,(ݐ−)௰ݔ−)  est une solution périodique instable (respectivement stable)  ((ݐ−)௰ݕ
pour (ݔ−)ܨ  
 
Preuve  

Soit ൫0 ;  est stable ceci implique qu’il existe ߁ avec ܱ௬ା et puisque ߁ ଴൯ l’intersection deݕ

ߝ > 0 tel que pour tout 0 < ߜ < ; ி(௫)൫0݆ܽݎܶ la ߝ ଴ݕ + ; ଴ݕൣ  ൯ coupeߜ ଴ݕ + ൣߜ
ை೤శ

 Supposons 

que ൫0 ; ଴ݕ + ൯ߜ = ,௰(0)ݔ) ߬ ௰(0)) et soitݕ > 0 la valeur minimale tel que ݔ௰(߬) = 0 alors on a 

0 > ∮
డ

డ௧
ቀݔ௰

ଶ(ݐ) + ௰ݕ
ଶ(ݐ)ቁ ݐ݀ = ׬

డ

డ௧
ቀݔ௰

ଶ(ݐ) + ௰ݕ
ଶ(ݐ)ቁ

ఛ
଴ ݐ݀ = 2 ׬ ൫ݔ௰(ݐ)ݔሶ௰(ݐ) + ఛݐ൯݀(ݐ)ሶ௰ݕ(ݐ)௰ݕ

଴ =

−2 ׬ ఛݐ൯݀(ݐ)௰ݔ൫ܨ(ݐ)௰ݔ
଴  

Comme les deux solutions périodiques sont symétrique alors (0;  ି߁ ଴) est l’intersection deݕ

avec ܱ௬ା Supposons que ൫0 ; ଴ݕ + ൯ߜ = ,௰(0)ݔ−) ∮ ௰(0)) alors etݕ
డ

డ௧
ቀݔ௰షଶ (ݐ) + ௰షଶݕ ቁ(ݐ) ݐ݀ =

׬
డ

డ௧
ቀ൫−ݔ௰(−ݐ)൯

ଶ
+ ൫ݕ௰(−ݐ)൯

ଶ
ቁ

ఛ
଴ ݐ݀ = − ׬

డ

డ௧
ቀ൫−ݔ௰(ݐ)൯

ଶ
+ ൫ݕ௰(ݐ)൯

ଶ
ቁ

ఛ
଴ ݐ݀ = − ׬

డ

డ௧
ቀݔ௰

ଶ(ݐ) +
ఛ

଴

௰ݕ
ଶ(ݐ)ቁ = 2 ׬ ݐ൯݀(ݐ)௰ݔ൫ܨ(ݐ)௰ݔ

ఛ
଴ > 0 dont on tire ݕ௰ష(߬) > ଴ݕ +  est instable ି߁ et donc que ߜ

par l’extérieur 
De la même manière on prouve que ି߁ est instable par l’intérieur 
# 
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ALGORITHME C dit de la «Ligne de pêche»  
1. 1er cas: lim௫→ஶ (ݔ)ܨ = ∞ et lim௫→ିஶ (ݔ)ܨ = −∞  

a. on détermine le plus petit ܦ ≥ 0 tel que(ݔ)ܨ ≥ ݔ2 + (ܦ)ܨ − ݔ pour tous les ܦ2 ≥ 0  
b. on détermine le plus grand ݀ ≤ 0 tel que (ݔ)ܨ ≤ ݔ2 + (݀)ܨ − 2݀  pour tous les ݔ ≤ 0 
c. on définit ݉ = (ܦ)ܨ) − ܦ2 − (݀)ܨ + 2݀)݁ିଵ et ܯ = (݀)ܨ) − 2݀ − (ܦ)ܨ +  ଵି݁(ܦ2
2ème cas: lim௫→ஶ (ݔ)ܨ = ∞ et lim௫→ିஶ (ݔ)ܨ = ∞  
a. on détermine le plus petit ܦ ≥ 0 tel que(ݔ)ܨ ≥ ݔ2 + (ܦ)ܨ − ݔ pour tous les ܦ2 ≥ 0  
b. on détermine le plus grand ݀ ≤ 0 tel que (ݔ)ܨ ≥ ݔ2− + (݀)ܨ + 2݀ pour tous les ݔ ≤ 0 
c. on définit ݉ = −2݀ − ܯ et (݀)ܨ = ܦ2 −  ܦ)ܨ

2. on détermine les solutions ݏ௜ de (ݔ)ܨ 
3. on détermine la première intersection de ݆ܶܽݎி(௫)(ݏ௜, 0) avec ௬ܱ pour tous les ݅ 

4. on détermine la première intersection de ݆ܶܽݎி(௫)(݉, 0) avec ௬ܱ 

5. on détermine la première intersection de ݆ܶܽݎி(௫)(ܯ, 0) avec ௬ܱ 

6. on détermine la première intersection de ݆ܶܽݎி(௫)
ିଵ(ݏ௜, 0) avec ௬ܱ pour tous les ݅ 

7. on détermine la première intersection de ݆ܶܽݎி(௫)
ିଵ(݉, 0) avec ௬ܱ  

8. on détermine la première intersection de ݆ܶܽݎி(௫)
ିଵ(ܯ, 0) avec ௬ܱ 

9. on détermine les ܮ௝ et ௝ܴ et ܮ௝ et ܴ௝  

10. on détermine la matrice ܥ 
11. on détermine les ݇ tels que ܥ௞ିଵ,௞ ≥ 1 et ܥ௞,௞ ≥ 1 et ܥ௞ାଵ,௞ ≥ 1 et  ܥ௞,௞ିଵ = ௞,௞ାଵܥ = 0 

12. on détermine les ݈ tels que ܥ௟,௟ିଵ ≥ 1 et ܥ௟,௟ ≥ 1 et ܥ௟,௟ାଵ ≥ 1 et  ܥ௟ିଵ,௟ = ௟ାଵ,௟ܥ = 0  

 
Cet algorithme est déterministe. Le temps de calcul nécessaire dépend de la précision prise 
dans la détermination des trajectoires Avec un tableur le temps de calcul nécessaire ne 
dépasse pas au pire quelques fractions de secondes 
 
 
APPLICATION 

Soit (ݔ)ܨ  = ଼

ଶହ
ହݔ − ସ

ଷ
ଷݔ + ସ

ହ
  (Sébastien Neukirch) 

 

 
 
On a −ିݏଶ = ଶݏ ≅ 1.8547 et −ିݏଵ = ଵݏ ≅ 0.8525 et −݉ = ܯ = 2.9855 
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Par calcul on tire ܮଵ ≅ [0.000; 0.7460] et ܮଶ ≅ [0.7460; 2.3650] et ܮଷ ≅ [2.3650; 2.3848] et 

ସܮ ≅ [2.3848; ∞[ et ܮଵ ≅ [0; −0.9866] et  ܮଶ ≅ [−0.9866; −1.5630] et ܮଷ ≅ [−1.5630; −∞[ 

ܴଵ ≅ [0; 0.9866] et  ܴଶ ≅ [0.9866; 1.5630] et ܴଷ ≅ [1.5630; ∞[ et ܴଵ ≅ [0.000; −0.7460] et 

ܴଶ ≅ [−0.7460; −2.3650] et ܴଷ ≅ [−2.3650; −2.3848] et ܴସ ≅ [−2.3848; −∞[  

Alors  ܯி(௫) = ܰி(௫) = ቌ

1 0 0
1 1 1
0 0 1

 

 0 0 1  

ቍ et ܦி(௫) = ܷி(௫) = ቌ
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

 

  
  ቍ et finalement on 

obtient ܥி(௫) = ൮

1 0 0 0
2
0
0

1
0
0

2
1
1

0
0
0

൲  

 

Ainsi il y a au moins 2 solutions périodiques dont une qui coupe ܮଶ ≅ [0.7460; 2.3650]ை೤
 et 

ܴଶ ≅ [−0.7460; −2.3650]ை೤
et une qui coupe  ܮଷ ≅ [2.3650; 2.3848]ை೤

 et 

ܴଷ ≅ [−2.3650; −2.3848]ை೤
 

 
En procédant de même on obtient qu’il y a pour  (ݔ−)ܨ au moins 2 solutions périodiques 

dont une qui coupe  ܴଶ ≅ [0.9866; 1.5630 ]ை೤
et ܮଶ ≅ [−1.5630; −0.9866]ை೤

 et une qui coupe  

ܴଷ ≅ [1.5630; ∞]ை೤
et ܮଷ ≅ [−2.3848; −2.3650]ை೤

 

 
Comme par le lemme 5 les solutions périodiques (ݔ)ܨ et (ݔ−)ܨ coupe ௬ܱ en des points 

identiques alors il y a pour (ݔ)ܨ au moins 2 solutions périodiques dont une qui coupe 

ଶ⋂ܴଶܮ = [0.9866; 1.5630]ை೤
etܴଶ⋂ܮଶ = [−1.5630; −0.9866]ை೤

 et une qui coupe  ܮଷ⋂ܴଷ =

[2.3650; 2.3848]ை೤
et ܴଷ⋂ܮଷ = [−2.3848; −2.3650]ை೤
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CHAPITRE 4 - Le filet à solutions périodiques 
 
 
 
Soit (ݔ)ܨ une fonction continue telle que (0)ܨ = 0 et ߝ > 0 et ݉ > 0 et ݅ ∈ ℤ, on définit 
௜ݔ = ݅  puis ߣ௜ = ݉ி(௫)[ݔ௜ିଵ; ௜ߠ ௜[ respectivementݔ = ;௜ିଵݔ]ி(௫)ܯ    ]௜ݔ
 
Soit alors  

ఌܰ,ି(ݔ) =

ە
ۖۖ

۔

ۖۖ

ۓ
ݔ ௜  pourߣ ∈ [(݅ − 1)݉ + ߳; ݅݉ − ݅ lorsque ] ߝ ≥ 1

௜ߣ + ௜ߣ) − (௜ାଵߣ
(௫೔ିఌି௫)

ଶఌ
 pour ݔ ∈ [݅݉ − ;ߝ ݅݉ + ݅ lorsque ] ߝ ≥ 1

ଵିߠ + ଵିߠ) − (ଵߣ
(ିఌି௫)

ଶఌ
 pour ݔ ∈ ;ߝ−] ݅ lorsque ] ߝ = 0

௜ߠ   pour ݔ ∈ ]݅݉ + ߳; (݅ + 1)݉ − ݅ lorsque [ߝ ≤ −1

௜ିଵߠ + ௜ିଵߠ) − (௜ߠ
(௫೔ିఌି௫)

ଶఌ
 pour ݔ ∈ [݅݉ − ;ߝ ݅݉ + ݅ lorsque ] ߝ ≤ −1

   

et  

ఌܰ,ା(ݔ) =

ە
ۖۖ

۔

ۖۖ

ۓ
௜ߠ   pour ݔ ∈ [(݅ − 1)݉ + ߳; ݅݉ − ݅ lorsque ] ߝ ≥ 1

௜ߠ + ௜ߠ) − (௜ାଵߠ
(௫೔ିఌି௫)

ଶఌ
 pour ݔ ∈ [݅݉ − ;ߝ ݅݉ + ݅ lorsque ] ߝ ≥ 1

ଵିߣ + ଵିߣ) − (ଵߠ
(ିఌି௫)

ଶఌ
 pour ݔ ∈ ;ߝ−] ݅ lorsque ] ߝ = 0

ݔ ௜  pourߣ ∈ ](݅ − 1)݉ + ߳; ݅݉ − ݅ lorsque [ߝ ≤ 0

௜ߣ + ௜ߣ) − (௜ାଵߣ (௫೔ିఌି௫)

ଶఌ
 pour ݔ ∈ [݅݉ − ;ߝ ݅݉ + ݅ lorsque ] ߝ ≤ 0

    

 
 
Soit ܯ > 0 et ܯ < 0 alors si (ݔ)ܨ est continue alors il existe un ߝ suffisamment petit pour que 

ఌܰ,ି(ݔ) ≤ ݔ lorsque (ݔ)ܨ ≥ (ݔ)ି,et ఌܰ ܯ ≥ ݔ lorsque (ݔ)ܨ ≤ (ݔ)de même que ఌܰ,ା ܯ ≥  (ݔ)ܨ

lorsque ݔ ≥ (ݔ)et ఌܰ,ା ܯ ≤ ݔ lorsque (ݔ)ܨ ≤   ܯ
 
De manière imagée on dit que ఌܰ,ି(ݔ) et ఌܰ,ା(ݔ) et ݉ et ߝ forment un filet pour (ݔ)ܨ dans la 

zone de pêche ൣܯ; ൧ ܯ
ைೣ
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ALGORITHME D dit du «Filet de pêche» 
1. On fixe ߝ = 0 et on choisit un ݉ > 0 C’est la maille du filet.  
2. On choisit la  ൣܯ; ൧ ܯ

ைೣ
sur lequel on procède aux calculs. C’est la zone de pêche.  

3. On détermine la présence et la position des solutions périodiques pour ଴ܰ,ା(ݔ) 
a. on détermine la première intersection de ݆ܶܽݎேబ,శ(௫)(ݔ௜ − ;ߝ  ௜) avec ௬ܱߣ

b. on détermine la première intersection de ݆ܶܽݎேబ,శ(௫)
ିଵ(ݔ௜ − ;ߝ  ௜) avec ௬ܱߣ

c. on détermine les ܮ௜ et ܴ௜ et ܮ௜ et ܴ௜  

d. on détermine la matrice ܥ 
e. on détermine les ݇ tels que ܥ௞ିଵ,௞ ≥ 1 et  ܥ௞,௞ ≥ 1 et ܥ௞ାଵ,௞ ≥ 1 et  ܥ௞,௞ିଵ = ௞,௞ାଵܥ = 0 

Les solutions périodiques coupent ܴ௞ et ܴ௞  

f. on détermine les ݈ tels que ܥ௟,௟ିଵ ≥ 1 et ܥ௟,௟ ≥ 1 et ܥ௟,௟ାଵ ≥ 1 et  ܥ௟ିଵ,௟ = ௟ାଵ,௟ܥ = 0  

Les solutions périodiques coupent ܴ௟ et ܴ௟  

g. on note ݊ାle nombre de solutions périodiques détectées 
4. On détermine la présence et la position des solutions périodiques pour ଴ܰ,ି(ݔ) comme 

au point précédent et on note ݊ି le nombre de solutions périodiques détectées 

5. Alors il y a au moins ݉݅݊ሼ݊ା; ݊ିሽ solutions périodiques pour (ݔ)ܨ qui coupent  ൣܯ; ൧ ܯ
ைೣ

et 

ces solutions périodiques passent entre les solutions périodiques détectées pour ଴ܰ,ି(ݔ) 
et ଴ܰ,ା(ݔ)  
 
 

Si (ݔ)ܨ est un polynôme alors on sait selon les théorèmes C et D déterminer ൣܯ; ൧ ܯ
ைೣ

par 

lequel passent les solutions périodiques Dans ce cas il suffit de lancer le filet sur cet 
intervalle 
 
 
Cet algorithme est polynomial mais heuristique. Pour une maille égale à 1/20 de la zone de 
pêche, le temps de calcul avec un tableur est d’une fraction d’une seconde.  
 
 
APPLICATIONS NUMERIQUES 
 
Voici les résultats obtenus avec ߝ = 0 sur un choix de (ݔ)ܨ qui sont traditionnellement 
traitées dans la littérature 
 
Si (࢞)ࡲ = ૜࢞ −   (Balthasar van der Pol) ࢞
On sait que les solutions périodiques coupent [−1.4715; 1.4715]ைೣ

 
On lance un filet de maille 0.0750 sur [−1.500; 1.500]ைೣ

 et on obtient 1 solution périodique  

La solution périodique coupe ൣ1.2161 ; 1.2201൧
ை೤శ

⋃ൣ1.3029 ; 1.3072൧
ை೤శ
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Si (࢞)ࡲ  = ૡ

૛૞
૞࢞ − ૝

૜
૜࢞ + ૝

૞
  (Hector Giacomini et Sébastien Neukirch) ࢞

On sait que les solutions périodiques coupent [−2.2002; 2.2002]ைೣ
 

On lance un filet de maille 0.1250 sur [−2.500; 2.500]ைೣ
 et on obtient 2 solutions périodiques  

La 1er solution périodique coupe [0.8200; 1.0778]ை೤శ
⋃[0.9352; 1.1929]ை೤శ

 

La 2ème solution périodique coupe [2.2701; 2.2737]ை೤శ
⋃[2.4784; 2.4813]ை೤శ

 

 

 
 
 
(࢞)ࡲ = ૛࢞൫࢞ − ૚. ૟૛൯൫࢞૛ − ૝൯൫࢞૛ − ૢ൯ = ૠ࢞ − ૚૞. ૞૟࢞૞ + ૟ૢ. ૛ૡ ૜ − ૢ . ૚૟࢞   (Hector 
Giacomini et Sebastien Neukirch)  
On sait que les solutions périodiques coupent [−3.1026; 3.1026]ைೣ

 
On lance un filet de maille 0.1875 sur [−3.7500; 3.7500]ைೣ

et on obtient 1 solution périodique  
La solution périodique coupe [66.5414; 66.5414]ை೤శ

⋃[127.2254; 172.0625]ை೤శ
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(࢞)ࡲ  =
૜૛

ૡૠ૞
ૠ࢞ −

૞૟

૚૛૞
૞࢞ +

ૢૡ

ૠ૞
૜࢞ −

૚ૡ

૛૞
  (Lawrence Perko)   ࢞

On sait que les solutions périodiques coupent [−3.0803; 3.0803]ைೣ
 

On lance un filet de maille 0.0750 sur  [−3.750; 3.750]ைೣ
et on obtient 3 solutions périodiques  

La 1ère  solution périodique coupe [0.8723; 0.9543]ை೤శ
⋃[1.1594; 1.2228]ை೤శ

 

La 2ème solution périodique coupe [1.8357; 2.5314]ை೤శ
⋃[1.9696; 2.6931]ை೤శ

 

La 3ème solution périodique coupe [4.4983; 4.4983]ை೤శ
⋃[6.0822; 6.3922]ை೤శ

 

 

 
 
 

(࢞)ࡲ  = ࢞− +
૚

૛
  (Boulfoul Amel) |࢞|࢞

On sait que les solutions périodiques coupent [−3.3109; 3.3109]ைೣ
 

On lance un filet de maille 0.1750 sur [−3.500; 3.500]ைೣ
et on obtient 1 solution périodique  

La solution périodique coupe [2.3402; 2.3995]ை೤శ
⋃[2.5307; 2.5910]ை೤శ
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(࢞)ࡲ = ૛࢞)࢞ − ૛)(࢞૛ − ૚) ቀ࢞૛ −
૚

૝
ቁ (Armengol Gasull et Hector Giacomini) 

On sait que les solutions périodiques coupent [−1.5932; 1.5932]ைೣ
 

On lance un filet de maille 0.0900 sur [−1.8000; 1.8000]ைೣ
 et on obtient 3 solutions 

périodiques  
La 1ère solution périodique coupe [1.5243; 1.5866]ை೤శ

⋃[1.6894; 1.7377]ை೤శ
 

La 2ème solution périodique coupe [0.9537; 1.1190]ை೤శ
⋃[1.0235; 1.1949]ை೤శ

 

La 3ème solution périodique coupe [0.5535; 0.6047]ை೤శ
⋃[0.6494; 0.7013]ை೤శ

 

      
 
 

(࢞)ࡲ = ૚

૚૙
(૚. ૜૞૝૝ ૢ࢞ − ૟. ૙ૢ૞૛ ࢞ૠ + ૢ. ૜૜૜૜ ࢞૞ − ૞. ૞૞૞૞ ࢞૜ +  Simon Wang et) (࢞

Giovanni Tosi) 
On sait que les solutions périodiques coupent [−1.7552; 1.7552]ைೣ

 
On lance un filet de maille 0.0ݔݔݔ sur [−1.9000; 1.9000]ைೣ

 et on obtient 4 solutions 
périodiques  
La 1ère solution périodique coupe [1.3306; 1.4161]ை೤శ

⋃[1.4327; 1.5147]ை೤శ
 

La 2ème solution périodique coupe [1.2317; 1.3306]ை೤శ
⋃[1.1399; 1.2380]ை೤శ

 

La 3ème solution périodique coupe [0.8559; 0.9492]ை೤శ
⋃[1.0468; 1.1399]ை೤శ

  

La 4ème solution périodique coupe [0.7594; 0.8559]ை೤శ
⋃[0.5655; 0.6655]ை೤శ
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(࢞)ࡲ = ࢞) − ૛)(࢞ − ૚)࢞)࢞ + ૚) = ૝࢞ − ૛࢞૜ − ૛࢞ + ૛࢞   
On sait que les solutions périodiques coupent [−2.4091; 4.4091]ைೣ

 
On lance un filet de maille 0.2250 sur [−4.5000; 4.5000]ைೣ

 et on obtient 1 solution périodique  
La solution périodique coupe [0.3665; 1.6948]ை೤శ

⋃[0.5002; 1.9280]ை೤శ
 

 
 

(࢞)ࡲ = ૚

૝
࢞) − ૛)(࢞ − ૚)࢞)࢞ + ૚)(࢞ + ૛) = ૚

૝
૞࢞) − ૞࢞૜ + ૝࢞)   

On sait que les solutions périodiques coupent [−2.3671; 2.3671]ைೣ
 

On lance un filet de maille 0.1250 sur [−2.500; 2.500]ைೣ
 et l’on obtient 2 solutions périodiques 

La 1ère solution périodique coupe [1.0018; 1.3475]ை೤శ
⋃[1.1381; 1.4833]ை೤శ

  

La 2ème solution périodique coupe [2.4023; 2.4014]ை೤శ
⋃[2.6590; 2.6583]ை೤శ

 

 

         
 
(࢞)ࡲ = ૙. ૢ૞(࢞ − ૚)(࢞ − ૙. ૢ૞)࢞)࢞ + ૙. ૠ)(࢞ + ૚. ૞) qui n’est pas symétrique 
On sait que les solutions périodiques coupent [−1.6897; 1.5527]ைೣ

 
On lance un filet de maille 0.0850 sur [−1.700; 1.700]ைೣ

 et on obtient 2 solutions périodiques  
La 1ère solution périodique coupe [0.9672; 1.1840]ை೤శ

⋃[1.0434; 1.2596]ை೤శ
  

La 2ème solution périodique coupe [1.9089; 1.9210]ை೤శ
⋃[2.0599; 2.0700]ை೤శ

 

 



 
« Une approche géométrique de l’équation de Liénard pour prouver que pour (ݔ)ܨ ݔ = ∏ ଶݔ) − ݅ଶ)௡

௜ୀଵ  il y a au moins ݊ solutions périodiques, que 
pour tous les polynômes de degré impair les solutions périodiques sont dans un espace borné autour de l’origine, pour donner des nouveaux 
algorithmes permettant de localiser les solutions périodiques, etc.» 
 

Par Serge Reymond, Mont-Pélerin, Switzerland, 31 mai 2019  
 

Page 44 sur 104 

 

 
 
 
(࢞)ࡲ =  (࢞࣊) ܖܑܛ
On lance un filet de maille 1.0000 sur [−7.0000; 7.000]ைೣ

 et on obtient 1 solution périodique 

qui coupe ൣ݅ ; ݅ + 1൧
ை೤శ

avec 1 ≤ ݅ ≤ 7  

  
 
Ce cas est repris et approfondi au chapitre 9 
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CHAPITRE 5 -  Le peigne à solutions périodiques 
 
 
 
Soit (ݔ)ܨ continue telle que (0)ܨ = 0 et strictement croissante respectivement décroissante 
en toutes ses solutions Pour la suite on suppose que (ݔ)ܨ est strictement croissante à 
l’origine et si ce n’est pas le cas on considérera (ݔ−)ܨ  
 
Soient ݏ௜ avec ݅, ݆ ∈ ℕ les solutions différentes de (ݔ)ܨ On numérote les ݏ௜ de telle sorte que  
௟ିݏ < ⋯ < ௝ିݏ < ⋯ < ଵିݏ < 0 = ଴ݏ < ଵݏ < ⋯ < ௜ݏ < ⋯ <   ௥ݏ
 
Soient ݔ௜ l’un des extrema de (ݔ)ܨ entre ൣݏ௜ିଵ;ݏ௜൧ lorsque ݅ > 0 respectivement entre ൣݏ௜;ݏ௜ାଵ൧ 
lorsque ݅ < 0  
 
Alors on a  ିݏ௟ ≤ ⋯ ≤ ௝ିݏ ≤ ௝ିݔ ≤ ௝ାଵିݏ ≤ ⋯ ≤ ଵିݏ ≤ ଵିݔ ≤ 0 = ଴ݏ ≤ ଵݔ ≤ ଵݏ ≤ ⋯ ≤ ௜ିଵݏ ≤
௜ݔ ≤ ௜ݏ ≤ ⋯ < ௥ݏ   

et ܨ(ݔ௜) =  ቊ
;௜ିଵݏ]ி(௫)ܯ ݅) ݅ݏ [௜ݏ > ݅) ݑ݋ (ݎ݅ܽ݌݉݅ ݐ݁ 0 < (ݎ݅ܽ݌ ݐ݁ 0
݉ி(௫)[ݏ௜ିଵ; ݅) ݅ݏ [௜ݏ > ݅) ݑ݋ (ݎ݅ܽ݌ ݐ݁ 0 < (ݎ݅ܽ݌݉݅ ݐ݁ 0

  

 
On définit 

 ఌܲ,ା(ݔ) =

ە
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
۔

ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۓ

 
ݔ) −  (ଶ௜ݏ

ி(௫మ೔శభ)

ఌ
pour ݔ ∈ ;ଶ௜ݏ] ଶ௜ݏ +  ]ߝ

ݔ pour (ଶ௜ାଵݔ)ܨ ∈ ଶ௜ݏ] + ;ߝ ଶ௜ାଵݏ − ]ߝ

ݔ)− −  (ଶ௜ାଵݏ
ி(௫మ೔శభ)

ఌ
 pour ݔ ∈ ଶ௜ାଵݏ] − ;ߝ ]ଶ௜ାଵݏ

0 pour ݔ ∈ ;ଶ௜ାଵݏ] ଶ௜ାଶݔ − ] ߝ ∪ ଶ௜ାଶݔ] + ;ߝ ]ଶ௜ାଶݏ

ݔ) − ଶ௜ାଶݔ + (ߝ
ி(௫మ೔శమ)

ఌ
 pour ݔ ∈ ଶ௜ାଶݔ] − ;ߝ ] ଶ௜ାଶݔ

ݔ)− − ଶ௜ାଶݔ − (ߝ ி(௫మ೔శమ)

ఌ
pour ݔ ∈ ;ଶ௜ାଶݔ] ଶ௜ାଶݔ + ] ߝ

ݔ pour (ݔ)ܨ ∈ ;௥ݏ] ∞[

ݔ)− −  (ଶ௝ିݏ
ி൫௫షమೕషభ൯

ఌ
pour ݔ ∈ ଶ௝ିݏൣ − ;ߝ  ଶ௝ൣିݏ

ݔ ଶ௝ିଵ൯ pourିݔ൫ܨ ∈ ଶ௝ିଵିݏൣ + ;ߝ ଶ௝ିݏ − ൣߝ

ݔ) −  (ଶ௝ିଵିݏ
ி൫௫షమೕషభ൯

ఌ
 pour ݔ ∈ ;ଶ௝ିଵିݏൣ ଶ௝ିଵିݏ + ൣߝ

0 pour ݔ ∈ ൧ିݔଶ௝ିଶ + ;ߝ ଶ௝ିଵ൧ିݏ  ∪ ଶ௝ିଶିݔ;ଶ௝ିଶିݏൣ − ൣߝ

−൫ݔ − ଶ௝ିଶିݔ − ൯ߝ
ி൫௫షమೕషమ൯

ఌ
 pour ݔ ∈ ;ଶ௝ିଶିݔൣ ଶ௝ିଶିݔ +  ൣߝ

൫ݔ − ଶ௝ିଶିݔ + ൯ߝ
ி൫௫షమೕషమ൯

ఌ
 pour ݔ ∈ ଶ௝ିଶିݔൣ − ;ߝ ଶ௝ିଶൣିݔ

ݔ pour (ݔ)ܨ ∈ ]−∞; ]௟ିݏ

   

 

où  0 ≤ ݅ ≤ ௥ିଶ

ଶ
 et  0 ≤ ݆ ≤ ௟ିଶ

ଶ
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et 

ఌܲ,ି(ݔ) =

ە
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
۔

ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۓ

0 pour ݔ ∈ ;ଶ௜ݏ] ଶ௜ାଵݔ − ] ߝ ∪ ଶ௜ାଵݔ] + ;ߝ ]ଶ௜ାଵݏ

ݔ) − ଶ௜ାଵݔ + (ߝ  ி(௫మ೔శభ)

ఢ
 pour ݔ ∈ ଶ௜ାଵݔ] − ; ߝ  ]ଶ௜ାଵݔ

ݔ)− − ଶ௜ାଵݔ − (ߝ  ி(௫మ೔శభ)

ఢ
 pour ݔ ∈ ;ଶ௜ାଵݔ]  ଶ௜ାଵݔ + ]ߝ

ݔ) − (ଶ௜ାଵݏ  ி(௫మ೔శమ)

ఢ
pour ݔ ∈ ;ଶ௜ାଵݏ] ଶ௜ାଵݏ + ]ߝ

ݔ pour (ଶ௜ାଶݔ)ܨ ∈ ଶ௜ାଵݏ] + ;ߝ ଶ௜ାଶݏ − ]ߝ

ݔ)− − (ଶ௜ାଶݏ  ி(௫మ೔శమ)

ఢ
pour ݔ ∈ ଶ௜ାଶݏ] − ;ߝ ]ଶ௜ାଶݏ

ݔ pour (ݔ)ܨ ∈ ;௥ݏ] ∞[ 
0 pour ݔ ∈  ൧ିݏଶ௝ିଵ; ଶ௝ିଵିݔ − ൧ߝ ∪ ൧ିݔଶ௝ିଵ + ;ߝ  ଶ௝൧ିݏ

−൫ݔ − ଶ௝ିଵିݔ − ൯ߝ
 ி൫௫షమೕషభ൯

ఢ
pour ݔ ∈ ൧ିݔଶ௝ିଵ; ଶ௝ିଵିݔ + ൧ߝ

൫ݔ − ଶ௝ିଵିݔ + ൯ߝ
 ி൫௫షమೕషభ൯

ఢ
pour ݔ ∈ ൧ିݔଶ௝ିଵ − ;ߝ  ଶ௝ିଵ൧ିݔ

−൫ݔ − ଶ௝ିଵ൯ିݏ
 ி൫௫షమೕషమ൯

ఢ
pour ݔ ∈ ൧ିݏଶ௝ିଵ − ;ߝ ଶ௝ିଵ൧ିݏ

ݔ ଶ௝ିଶ൯ pourିݔ൫ܨ ∈ ൧ିݏଶ௝ିଶ + ;ߝ ଶ௝ିଵିݏ − ൧ߝ

൫ݔ − ଶ௝ିଶ൯ିݏ
 ி൫௫షమೕషమ൯

ఢ
 pour ݔ ∈ ൧ିݏଶ௝ିଶ; ଶ௝ିଶିݏ +  ൧ߝ

ݔ pour (ݔ)ܨ ∈ ]−∞; [௟ିݏ

   

 

où 0 ≤ ݅ ≤
௥ିଶ

ଶ
 et 0 ≤ ݆ ≤

௟ିଶ

ଶ
 

   
Puisque (ݔ)ܨ est continue et strictement croissante respectivement décroissante en ses 
solutions alors il existe ߝ suffisamment petit tel que ఌܲି(ݔ) ≤ ݔ lorsque (ݔ)ܨ ≥ 0 et ఌܲି(ݔ) ≥
ݔ lorsque (ݔ)ܨ ≤ 0 de même que ఌܲା(ݔ) ≥ ݔ lorsque (ݔ)ܨ ≥ 0 et ఌܲା(ݔ) ≤  lorsque (ݔ)ܨ
ݔ ≤ 0  
 
De manière imagée on dit que ఌܲି(ݔ) et ఌܲା(ݔ) forment un peigne pour (ݔ)ܨ 
 
 
PROPOSITION 16 
Soit (ݔ)ܨ une fonction continue telle que (0)ܨ = 0 Si ఌܲି(ݔ) et ఌܲା(ݔ) forment un peigne pour 

൯(ݔ)ܨalors #൫ (ݔ)ܨ ≥ ݉݅݊൛#( ఌܲି(ݔ)); #൫ ఌܲା(ݔ)൯ൟ 
 
Preuve  
C’est un corollaire du théorème F 
# 
   
 
COROLLAIRE 16.1 
Soit (ݔ)ܨ et (ݔ)ܩ des fonctions continues telles (0)ܨ = (0)ܩ = 0 et telles que ఌܲି(ݔ) et 

ఌܲା(ݔ) forment un peigne pour (ݔ)ܨ et (ݔ)ܩ Si ఌܲି(ݔ) et ఌܲା(ݔ) ont chacun une infinité de 
solutions périodiques alors (ݔ)ܨ et (ݔ)ܩ ont chacun une infinité de solutions périodiques 
# 
 



 
« Une approche géométrique de l’équation de Liénard pour prouver que pour (ݔ)ܨ ݔ = ∏ ଶݔ) − ݅ଶ)௡

௜ୀଵ  il y a au moins ݊ solutions périodiques, que 
pour tous les polynômes de degré impair les solutions périodiques sont dans un espace borné autour de l’origine, pour donner des nouveaux 
algorithmes permettant de localiser les solutions périodiques, etc.» 
 

Par Serge Reymond, Mont-Pélerin, Switzerland, 31 mai 2019  
 

Page 47 sur 104 

 

 
ALGORITHME E dit du « Peigne » 
1. On détermine les solutions et les extrema de (ݔ)ܨ  
2. On détermine ଴ܲ,ି(ݔ) et ଴ܲ,ା(ݔ) 
3. On applique l’algorithme C dit de la « Ligne de pêche » à ଴ܲ,ି(ݔ) et ଴ܲ,ା(ݔ) Dans le cas 

de ߝ = 0 les trajectoires sont des arcs de cercles ce qui allège très fortement les calculs 
 
 
Cet algorithme est polynomial est déterministe. Le temps de calcul avec un tableur est d’une 
fraction d’une seconde.  
 
 
Dans les 2 derniers chapitres on a pu constater que la géométrie de (ݔ)ܨ données par ses 
solutions et ses extrema est déterminante pour l’existence et la position de solutions 
périodiques 
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Chapitre 6 - Condition d’existence et de localisation de solutions périodiques 
  
 
 
Dans ce chapitre on s’intéresse aux conditions d’existence et de localisation de solution 
périodique pour (ݔ)ܨ une fonction continue telle que (0)ܨ = 0 et les solutions sont les entiers 
ሼ±1; . . ; ±݊ሽ et strictement croissante en 0 et strictement croissante respectivement 
décroissante en toutes ses solutions et telle que (ݔ−)ܨ = et lim௫→ஶ (ݔ)ܨ− (ݔ)ܨ = ∞ 
 
 
LEMME 6.a 
Soit ݇߳ℝ∗et (ݔ)ܨ une fonction continue telle que(ݔ−)ܨ = (0)ܨ et (ݔ)ܨ− = 0 et  0 < ܽଶ < ଵܾ <

ܾଶ < ܽଵ Si  [−ܽଵ; −ܽଶ]ை೤
⊊ ;݇]ி(௫)൫݆ܽݎܶ ݇ + 1]ைೣ

൯⋂ ௬ܱ et ݆ܶܽݎி(௫)
ିଵ ቀൣ݇ ; ݇ + 1൧

௢ೣ
ቁ ⋂ ௬ܱ ⊊

[ ଵܾ; ܾଶ]ை೤శ
 alors il y a au moins une solution périodique qui coupe [−݇ − 1; −݇]ைೣ

 et [݇; ݇ +

1]ைೣ
 

 
Preuve   

On a ൣܾଵ ; ܾଶ൧
ை೤

⊊  ൣܽଶ ; ܽଵ ; ൧
ை೤

 et alors ൣ– ܾଶ ; −ܾଵ൧
ை೤

⊊  ൣ−ܽଵ ; −ܽଶ൧
ை೤

 et 

ி(௫)݆ܽݎܶ
ିଵ ൬ൣ−ܾଶ ; − ଵܾ൧

ை೤
൰ ⋂ ௫ܱ ⊊ ி(௫)݆ܽݎܶ

ିଵ ൬ൣ−ܽଵ ; −ܽଶ൧
ை೤

൰ ⋂ ௫ܱ ⊊

ி(௫)݆ܽݎܶ
ିଵ൫݆ܶܽݎி(௫)൫[݇; ݇ + 1]ைೣ

൯⋂ ௬ܱ൯⋂ ௫ܱ ⊊ ൣ݇ ; ݇ + 1൧
௢ೣ

Puisque  ݆ܶܽݎி(௫)
ିଵ ቀൣ݇ ; ݇ +

1൧
௢ೣ

ቁ ⋂ ௬ܱ ⊊ [ ଵܾ; ܾଶ]ை೤శ
 alors ݆ܶܽݎி(௫)

ିଵ ൬ൣ−ܾଶ ; − ଵܾ൧
ை೤

൰ ⋂ ௫ܱ ⊊ [ܾଵ; ܾଶ]ை೤శ
 

Par symétrie de (ݔ)ܨ on a ݆ܶܽݎி(௫)
ିଵ ቀ[ܾଵ; ܾଶ]ை೤శ

ቁ ⋂ ௬ܱ ⊊ ൣ−ܾଶ ; − ଵܾ൧
ை೤

  

Ainsi ݆ܶܽݎி(௫)
ିଵ൫−ܾଶ ; −ܾଵ ൯⋂ ௬ܱ ⊊ ൣ−ܾଶ ; − ଵܾ൧

ை೤శ
 de même que ݆ܶܽݎி(௫)

ିଵ ቀൣ݇ ; ݇ +

1൧
௢ೣ

 ቁ ⋂ ௬ܱ ⊊ ൣ݇ ; ݇ + 1൧
௢ೣ

Puisque que ݆ܶܽݎி(௫)
ିଵ est continue alors par le théorème du point 

fixe il y a au moins une solution périodique qui coupe [݇; ݇ + 1]ைೣ
 

Finalement par symétrie de (ݔ)ܨ il y au moins une solution périodique qui coupe [−݇ −
1; −݇]ைೣష

 et [݇; ݇ + 1]ைೣశ
 

# 
 
LEMME 6.b 
Soit ݇߳ℝ∗et (ݔ)ܨ une fonction continue telle que(ݔ−)ܨ = (0)ܨ et (ݔ)ܨ− = 0 et  0 < ଵܾ < ܽଶ <

ܽଵ < ܾଶ Si  ݆ܶܽݎி(௫)൫[݇; ݇ + 1]ைೣ
൯⋂ ௬ܱ ⊊ [−ܽଶ; −ܽଵ]ை೤

 et [ ଵܾ; ܾଶ]ை೤శ
⊊ ி(௫)݆ܽݎܶ

ିଵ ቀൣ݇ ; ݇ +

1൧
௢ೣ

ቁ ⋂ ௬ܱ alors il y a au moins une solution périodique qui coupe [−݇ − 1; −݇]ைೣ
 et [݇; ݇ +

1]ைೣ
 



 
« Une approche géométrique de l’équation de Liénard pour prouver que pour (ݔ)ܨ ݔ = ∏ ଶݔ) − ݅ଶ)௡

௜ୀଵ  il y a au moins ݊ solutions périodiques, que 
pour tous les polynômes de degré impair les solutions périodiques sont dans un espace borné autour de l’origine, pour donner des nouveaux 
algorithmes permettant de localiser les solutions périodiques, etc.» 
 

Par Serge Reymond, Mont-Pélerin, Switzerland, 31 mai 2019  
 

Page 49 sur 104 

 

 
Preuve   

On a [ܽଶ; ܽଵ; ]ை೤
⊊ [ ଵܾ; ܾଶ]ை೤

 et alors ݆ܶܽݎி(௫) ቀ[ܽଶ; ܽଵ]ை೤
ቁ ⋂ ௫ܱ ⊊ ி(௫)݆ܽݎܶ ቀ[ ଵܾ; ܾଶ]ை೤

ቁ ⋂ ௫ܱ ⊊

ி(௫)݆ܽݎܶ ቀ݆ܶܽݎி(௫)
ିଵ ቀൣ݇ ; ݇ + 1൧

௢ೣ
ቁ ⋂ ௬ܱቁ ⋂ ௫ܱ = ൣ݇ ; ݇ + 1൧

௢ೣ
Puisque  ݆ܶܽݎி(௫)൫[݇; ݇ +

1]ைೣ
൯⋂ ௬ܱ ⊊ [−ܽଵ; −ܽଶ]ை೤ 

 alors ݆ܶܽݎி(௫) ቀ[ܽଶ; ܽଵ]ை೤
ቁ ⋂ ௬ܱ ⊊ [−ܽଵ; −ܽଶ]ை೤

 

Par symétrie de (ݔ)ܨ on a ݆ܶܽݎி(௫) ቀ[−ܽଵ; −ܽଶ]ை೤
ቁ ⋂ ௬ܱ ⊊ [ܽଶ; ܽଵ; ]ை೤

  

Ainsi ݆ܶܽݎி(௫) ቀ[ܽଶ; ܽଵ; ]ை೤శ
 ቁ ⋂ ௬ܱ ⊊ [ܽଶ; ܽଵ; ]ை೤శ

 de même que ݆ܶܽݎி(௫) ቀൣ݇ ; ݇ + 1൧
௢ೣ

 ቁ ⋂ ௬ܱ ⊊

ൣ݇ ; ݇ + 1൧
௢ೣ

Puisque que ݆ܶܽݎி(௫) est continue alors par le théorème du point fixe il y a au 

moins une solution périodique qui coupe [݇; ݇ + 1]ைೣ
 

Finalement par symétrie de (ݔ)ܨ il y au moins une solution périodique qui coupe [−݇ −
1; −݇]ைೣష

 et [݇; ݇ + 1]ைೣశ
 

# 
 
 
LEMME 7 
Soit (ݔ)ܨ une fonction continue telle que F(0) = 0 et strictement croissante en 0 et 2 et 
strictement décroissante en 1 et telle que (ݔ−)ܨ = (1)ܨ et (ݔ)ܨ− = (2)ܨ = 0 et qui vérifie 
les conditions :  

; ி(௫)ൣ0ܯ #1 1൧ ≤ √3 

#2 ඨ1 + ቆ݉ி(௫)ൣ1 ; 2൧ + ට݉ி(௫)ൣ1 ; 2൧
ଶ

+ 3ቇ
ଶ

< ; ி(௫)ൣ0ܯ 1൧ 

; ி(௫)ൣ0ܯ2 #3 1൧ + ට1 + ൫√3 − ; ி(௫)ൣ0ܯ 1൧൯
ଶ

< ට1 + ൫ܯி(௫)ൣ0 ; 1൧ − ݉ி(௫)ൣ1 ; 2൧൯
ଶ
 

#4 ට1 + ; ி(௫)ൣ0ܯ 1൧
ଶ

< ; ி(௫)ൣ0ܯ2 1൧ + 1 

#5 1 < ; ி(௫)ൣ0ܯ 1൧ 

; ி(௫)ൣ0ܯ #6 1൧
ଶ

< ൫݉ி(௫)ൣ1 ; 2൧ − √3൯
ଶ
 

Alors il y a au moins une solution périodique qui coupe [−2; −1]ை௫ et [1; 2]ை௫ 
 
Preuve 

Par simplification on pose ߙ = ; ி(௫)ൣ0ܯ 1൧ = −݉ி(௫)ൣ−1 ; 0൧ et  ߚ = ݉ி(௫)ൣ1 ; 2൧ =

; ி(௫)ൣ−2ܯ− −1൧ et ߪ le plus grand maxima sur ൣ1 ; 2൧
ைೣ

 et ߩ le plus grand minima sur ൣ1 ; 2൧
ைೣ
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Soit 0 < ߝ <
ଵ

ଶ
 alors on définit 

(ݔ)ఌ,ା݌  =

ە
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
۔

ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۓ

 
ݔ pour (ݔ)ܨ ∈ ]−∞; −2[

0 pour ݔ ∈ [−2; ߩ− − ]ߝ ∪ ߩ−] + ;ߝ −1[

ݔ)− + ߩ + (ߝ ఉ

ఌ
 pour ݔ ∈ ߩ−] − ;ߝ ]ߩ−

ݔ) + ߩ − (ߝ ఉ

ఌ
 pour ݔ ∈ ;ߩ−] ߩ− + ]ߝ

−(1 + (ݔ ఈ

ఌ
 pour ݔ ∈ [−1; −1 + ]ߝ

ݔ pour ߙ− ∈ [−1 + ;ߝ ]ߝ−
ఈ

ఌ
ݔ pour ݔ ∈ ;ߝ−] 0[

ఈ

ఌ
ݔ pour ݔ ∈ [0; ]ߝ

ݔ pour ߙ ∈ ;ߝ] 1 − ]ߝ

(1 −  (ݔ
ఈ

ఌ
 pour ݔ ∈ [1 − ;ߝ 1[

0 pour ݔ ∈ [1; ߩ − ] ߝ ∪ ߩ] + ;ߝ 2[

ݔ) − ߩ + (ߝ
ఉ

ఌ
 pour ݔ ∈ ߩ] − ;ߝ ] ߩ

ݔ)− − ߩ − (ߝ ఉ

ఌ
pour ݔ ∈ ;ߩ] ߩ + ] ߝ

ݔ pour (ݔ)ܨ ∈ [2; ∞[

 

 
Comme (ݔ)ܨ est une fonction continue telle que(ݔ−)ܨ = (0)ܨ et (ݔ)ܨ− = (1)ܨ = (2)ܨ = 0 et 
strictement croissante en 0 et 2 et strictement décroissante en 1 alors il existe 0 < δ tel que 
pour tout 0 < ߝ < (ݔ)on a ఌܲ,ା ߜ ≥ ݔ pour tout (ݔ)ܨ ≥ 0 et  ఌܲ,ା(ݔ) ≤ ݔ pour tout (ݔ)ܨ ≤ 0 

Etudions les trajectoires passant par les points (1; 0) et (2; 0) 

 
1ère trajectoire 
;௣ഄ,శ(௫)(2݆ܽݎܶ 0) passe en dessous de (ߩ; ;et donc en dessous de (1 (ߚ  (ߚ
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Sur ൣ0 ; 1 ൧
ைೣ

la ݆ܶܽݎ௣ഄ,శ(௫) passe en dessous de ݆ܶܽݎఈ   et ݆ܶܽݎఈ൫1 ; ݕିܱ ൯ coupeߚ  en ቀ0 ; ߙ −

ඥ1 + ߙ) −  ଶቁ(ߚ

Ainsi ݆ܶܽݎ௣ഄ,శ(௫)(2; 0) coupe ܱିݕ  en dessous de ቀ0 ; ߙ − ඥ1 + ߙ) −  ଶቁ(ߚ

 
2ème trajectoire 

Sur ൣ1 − ; ߝ 1൧
ைೣ

la  ݆ܶܽݎ௣ഄ,శ(௫) passe en dessus de ݆ܶܽݎ଴ et ݆ܶܽݎ଴(1; 0) passe en (1 −

;ߝ ߝ2√− −   (ଶߝ

Sur ൣߝ ; 1 − ൧ ߝ
ைೣ

 la ݆ܶܽݎ௣ഄ,శ(௫) est égale à ݆ܶܽݎఈ  et  ݆ܶܽݎఈ൫1 − ;ߝ ߝ2√− −  ଶ൯ passe enߝ

ቀߝ; ߙ − ඥߙଶ + 1 − ଶߝ − ߝ2√ߙ2 −   ଶቁߝ

Sur ൣ0 ; ൧ߝ
ைೣ

la ݆ܶܽݎ௣ഄ,శ(௫) passe en dessus de ݆ܶܽݎ଴ et 

଴݆ܽݎܶ ቀߝ; ߙ − ඥߙଶ + 1 − ଶߝ − ߝ2√ߙ2 − ݕିܱ ଶቁ coupeߝ  en 

ቆ0; −ටߝଶ + ቀߙ − ඥߙଶ + 1 − ଶߝ − ߝ2√ߙ2 − ଶቁߝ
ଶ

ቇ  

Ainsi ݆ܶܽݎ௣ഄ,శ(௫)(1; 0) coupe ܱିݕ  en dessus de 

ቆ0; −ටߝଶ + ቀߙ − ඥߙଶ + 1 − ଶߝ − ߝ2√ߙ2 − ଶቁߝ
ଶ

ቇ 

Soit ݃(ݔ) = −ටݔଶ + ቀߙ − ඥߙଶ + 1 − ଶݔ − ݔ2√ߙ2 − ଶቁݔ
ଶ
 alors ݃(0) = ߙ − ଶߙ√ + 1 

Ainsi pour tout 0 < ᇱߝ < il existe 0 ߝ < tel que pour tout 0 ߜ < ݔ < ߙ on a ߜ − ଶߙ√ + 1 − ᇱߝ <
  (ݔ)݃

Ainsi ݆ܶܽݎ௣ഄ,శ(௫)(1; 0) coupe ܱିݕ  en dessus de ൫0; ߙ − ଶߙ√ + 1 −  ᇱ൯ߝ

 
1er intervalle 

Ainsi  ݆ܶܽݎ௉ഄ,ೖ,శ(௫) ቀൣ1 ; 2൧
ைೣశ

 ቁ ⋂ ௬ܱ ⊊ ቂ ߙ − ඥ1 + ߙ) − ; ଶ(ߚ ߙ − ଶߙ√ + 1 − ᇱቃߝ
ை೤ష

 

 
3ème trajectoire 

Sur ൣ1 ; 2൧
ைೣ

la ܶି݆ܽݎଵ
௣ഄ,శ(ೣ)

 passe en dessous de ܶି݆ܽݎଵ
଴ et ܶି݆ܽݎଵ

଴(2; 0) passe en (1 ; √3) 

Sur ൣ1 − ; ߝ 1൧
ைೣ

et ൣ0; ൧ ߝ
ைೣ

 la ܶି݆ܽݎଵ
௣ഄ,శ(ೣ)

 passe en dessous de ܶି݆ܽݎଵ
ఈ et sur  ൣߝ; 1 − ൧ ߝ

ைೣ
  la 

ଵି݆ܽݎܶ
௣ഄ,శ(ೣ)

 est égale à ܶି݆ܽݎଵ
ఈ et puisque √3 ≥ ; 1ఈ(1ି݆ܽݎܶ  alors la (Condition #1) ߙ √3) 

coupe ܱݕା en   ቆ0; ∝ +ට1 + ൫√3 − ൯ߙ
ଶ

ቇ 

Ainsi ܶି݆ܽݎଵ
௣ഄ,శ(ೣ)

(2; 0) coupe ܱݕା en dessous de ቆ0; ∝ +ට1 + ൫√3 − ൯ߙ
ଶ

ቇ 
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4ème trajectoire 
 
ଵି݆ܽݎܶ

௣ഄ,శ(௫)(1; 0) passe en dessus de (1 − ;ߝ   (ߙ

Sur ൣߝ ; 1 − ൧ ߝ
ைೣ

 la ݆ܶܽݎ௣ഄ,శ(௫) est égale à ݆ܶܽݎఈ  et ݆ܶܽݎఈ
ିଵ(1 − ;ߝ ;ߝpasse en ൫ (ߙ ߙ +

√1 −   ൯ߝ2

Sur ൣ0 ; ൧ߝ
ைೣ

la ܶି݆ܽݎଵ
௣ഄ,శ(௫) passe en dessus de ݆ܶܽݎ଴ et ܶି݆ܽݎଵ

଴(ߝ; ߙ + √1 −  ାݕܱ coupe (ߝ2

en ቆ0; ටߝଶ + ൫ߙ + √1 − ൯ߝ2
ଶ

ቇ  

Soit ݃(ݔ) = ටݔଶ + ൫ߙ + √1 − ൯ݔ2
ଶ
 alors ݃(0) = ߙ + 1 

Ainsi pour tout 0 < ᇱߝ < il existe 0 ߝ < tel que pour tout 0 ߜ < ݔ < ߙ on a ߜ + 1 − ᇱߝ <  (ݔ)݃
Ainsi ܶି݆ܽݎଵ

௣ഄ,శ(௫)(1; 0) coupe ܱିݕ en dessus de (0; ߙ + 1 −  (ᇱߝ

 
2ème intervalle 

Ainsi ቈߙ + 1 − ;ᇱߝ ∝ +ට1 + ൫√3 − ൯ߙ
ଶ

 ቉
௢೤శ

⊊ ௉ഄ,ೖ,శ(௫)݆ܽݎܶ
ିଵ൫ൣ1 ; 2൧൯⋂ ௬ܱ 

 
Synthèse 
 

Soient ܽଵ = ߙ − + ඥ1 + ߙ) − ଶ et  ܽଶ(ߚ = ߙ−  + ଶߙ√ + 1 + ᇱ et  ܾଵߝ = ߙ  + 1 − ᇱ et  ܾଶߝ =∝

+ට1 + ൫√3 − ൯ߙ
ଶ
 

La Condition #3 équivaut à ∝ +ට1 + ൫√3 − ൯ߙ
ଶ

< ߙ − + ඥ1 + ߙ) −  ଶ ce qui équivaut à et(ߚ

donc bଶ < ܽଵ 

La Condition #4 équivaut à −α + √1 + αଶ < α + 1 et si on choisit 0 < ε′ <
ଵ

ଶ
൫2α + 1 −

√1 + αଶ൯ alors ܾଵ = ߙ + 1 − ᇱߝ > ߙ + 1 −
ଵ

ଶ
൫2ߙ + 1 − √1 + ଶ൯ߙ =

ଵ

ଶ
+

ଵ

ଶ
√1 + ଶ et  ܽଶߙ = ߙ− +

ଶߙ√ + 1 + ᇱߝ < ߙ− + ଶߙ√ + 1 +
ଵ

ଶ
൫2ߙ + 1 − √1 + ଶ൯ߙ =

ଵ

ଶ
+

ଵ

ଶ
√1 + ଶ donc aଶߙ < bଵ 

Ainsi par le lemme 6.a il y au moins une solution périodique qui coupe [−2; −1]୓౮ష
 et 

[1; 2]୓౮శ
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Soit 0 < ߝ <
ଵ

ଶ
 alors on définit 

(ݔ)ି,ఌ݌ =

ە
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
۔

ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۓ

ݔ pour (ݔ)ܨ ∈ ]−∞; −2[

ݔ)− + 2) ఉ

ఢ
 pour ݔ ∈ [−2; −2 + ]ߝ

ݔ pour ߚ− ∈ [−2 + ;ߝ −1 − ]ߝ

ݔ) + 1) ఉ

ఢ
pour ݔ ∈ [−1 − ;ߝ −1[

ݔ) + ߪ + (ߝ ିఈ

ఢ
pour ݔ ∈ ߪ−] − ;ߝ ]ߪ−

ݔ) + ߪ − (ߝ ఈ

ఢ
pour ݔ ∈ ;ߪ−] ߪ− + ]ߝ

0 pour ݔ ∈ [−1; ߪ− − ]ߝ ∪ ߪ−] + ;ߝ 0[
0 pour ݔ ∈ [0; ߪ − ] ߝ ∪ ߪ] + ;ߝ 1[

ݔ) − ߪ + (ߝ  ఈ

ఢ
 pour ݔ ∈ ߪ] − ; ߝ  ]ߪ

ݔ)− − ߪ − (ߝ  ఈ

ఢ
 pour ݔ ∈ ;ߪ]  ߪ + ]ߝ

ݔ) − 1)  ఉ

ఢ
pour ݔ ∈ [1; 1 + ]ߝ

ݔ pour ߚ ∈ [1 + ;ߝ 2 − ]ߝ

ݔ)− − 2)  ఉ

ఢ
pour ݔ ∈ [2 − ;ߝ 2[

ݔ pour (ݔ)ܨ ∈ [2; ∞[ 

    

 

Comme (ݔ)ܨ est une fonction continue telle que (ݔ−)ܨ = (0)ܨ et (ݔ)ܨ− = (1)ܨ = (2)ܨ = 0 
et strictement croissante en 0 et 2 et strictement décroissante en 1 alors il existe 0 <  tel ߜ
que pour tout 0 < ߝ < (ݔ)ି,on a ఌܲ ߜ ≤ ݔ pour tout (ݔ)ܨ ≥ 0 et  ఌܲ,ି(ݔ) ≥ ݔ pour tout (ݔ)ܨ ≤ 0 

Etudions les trajectoires passant par les points (1; 0) et (2; 0) 

1ère trajectoire 
;௣ഄ,శ(௫)(2 ݆ܽݎܶ 0) passe en dessous de (2 − ;ߝ   (ߚ
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Sur ൣ1 + ; ߝ 2 − ൧ߝ
ைೣ

 la ݆ܶܽݎ ௣ഄ,శ(௫) est égale à ݆ܶܽݎ ఉ et  ܶܽݎ  ݆ఉ(2 − ;ߝ passe en ൫1 (ߚ + ; ߝ ߚ −

ඥ3(1 −   ൯ߝ2

Sur ൣߪ + ; ߝ 1 + ൧ߝ
ைೣ

 la ݆ܶܽݎ ௣ഄ,శ(௫) passe en dessous de ܶܽݎ  ݆଴ et  ܶܽݎ  ݆଴൫1 + ; ߝ ߚ −

ඥ3(1 − ߪ൯ passe enቆߝ2 + ; ߝ −ට(1 + ଶ(ߝ − ߪ) + ଶ(ߝ + ൫ߚ − ඥ3(1 − ൯ߝ2
ଶ

ቇ 

Sur ൣߪ − ; ߝ ߪ + ൧ߝ
ைೣ

 la ݆ܶܽݎ ௣ഄ,శ(௫) passe en dessous de ܶܽݎ  ݆ఈ et  

ܽݎܶ  ݆ఈ ቆߪ + ; ߝ −ට(1 + ଶ(ߝ − ߪ) + ଶ(ߝ + ൫ߚ − ඥ3(1 − ൯(ߝ2
ଶ

ቇ passe en ቌߪ − ; ߝ ߙ −

ඨ4ߝߪ + ቆߙ + ට(1 + ଶ(ߝ − ߪ) + ଶ(ߝ + ൫ߚ − ඥ3(1 − ൯(ߝ2
ଶ

ቇ

ଶ

 ቍ 

Sur ൣ0 ; ߪ − ൧ ߝ
ைೣ

 la ݆ܶܽݎ ௣ഄ,శ(௫) est égale à ܶܽݎ  ݆଴ et  

ܽݎܶ  ݆଴ ቌߪ − ; ߝ ߙ − ඨ4ߝߪ + ቆߙ + ට(1 + ଶ(ߝ − ߪ) + ଶ(ߝ + ൫ߚ − ඥ3(1 − ൯(ߝ2
ଶ

ቇ

ଶ

 ቍ coupe ܱିݕ  en 

ۉ

ۈ
ۇ

0; −ඩ൫ߪ − ൯ ߝ
ଶ

+ ቌߙ − ඨ4ߝߪ + ቆߙ + ට(1 + ଶ(ߝ − ߪ) + ଶ(ߝ + ൫ߚ − ඥ3(1 − ൯(ߝ2
ଶ

ቇ

ଶ

 ቍ

ଶ

ی

ۋ
ۊ

 

Ainsi ݆ܶܽݎ ௣ഄ,శ(௫)(2; 0) coupe ܱିݕ en dessous de 

ۉ

ۈ
ۇ

0; −ඩ൫ߪ − ൯ ߝ
ଶ

+ ቌߙ − ඨ4ߝߪ + ቆߙ + ට(1 + ଶ(ߝ − ߪ) + ଶ(ߝ + ൫ߚ − ඥ3(1 − ൯(ߝ2
ଶ

ቇ

ଶ

 ቍ

ଶ

ی

ۋ
ۊ

 

Soit 

(ݔ)݃ = −ඩ൫ߪ − ൯ ݔ
ଶ

+ ቌߙ − ඨ4ݔߪ + ቆߙ + ට(1 + ଶ(ݔ − ߪ) + ଶ(ݔ + ൫ߚ − ඥ3(1 − ൯(ݔ2
ଶ

ቇ

ଶ

 ቍ

ଶ

 

alors ݃(0) = −ට1 + ൫ߚ − √3൯
ଶ
 

Ainsi pour tout 0 < ᇱߝ < il existe 0 ߝ < tel que pour tout 0 ߜ < ݔ <  on a ߜ

(ݔ)݃ < −ට1 + ൫ߚ − √3൯
ଶ

+   ᇱߝ

Ainsi ݆ܶܽݎ ௣ഄ,శ(௫)(2; 0) coupe ܱିݕ en dessous de ቆ0; −ට1 + ൫ߚ − √3൯
ଶ

+  ᇱቇߝ

2ème trajectoire 
Sur [ߪ + ;ߝ 1]ைೣ

 la ݆ܶܽݎ ௣ഄ,ష(௫) est égale à ݆ܶܽݎ ଴ et ܶܽݎ  ݆଴(1; 0) passe en 

ቀߪ + ;ߝ −ඥ1 − ߪ) +   ଶቁ(ߝ
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Sur [ߪ − ;ߝ ߪ + ைೣ[ߝ
 la ݆ܶܽݎ ௣ഄ,ష(௫) passe en dessous de ܶܽݎ  ݆ఈ et 

ܽݎܶ  ݆ఈ ቀߪ + ;ߝ −ඥ1 − ߪ) + ߪଶቁ passe en ቆ(ߝ − ;ߝ ߙ − ට4ߝߪ + ቀߙ − ඥ1 − ߪ) + ଶቁ(ߝ
ଶ

ቇ 

Sur [0; ߪ − ைೣ[ߝ
 la ݆ܶܽݎ ௣ഄ,ష(௫) est égale à ݆ܶܽݎ ଴ et 

ܽݎܶ  ݆଴ ቆߪ − ;ߝ ߙ − ට4ߝߪ + ቀߙ − ඥ1 − ߪ) + ଶቁ(ߝ
ଶ

ቇ coupe ௬ܱష
 en 

ቌ0; −ඨ(ߪ − ଶ(ߝ + ቆߙ − ට4ߝߪ + ቀߙ − ඥ1 − ߪ) + ଶቁ(ߝ
ଶ

ቇ
ଶ

ቍ 

Ainsi ݆ܶܽݎ ௣ഄ,ష(௫)(1; 0) coupe ௬ܱష
 en dessus de  

ቌ0; −ඨ(ߪ − ଶ(ߝ + ቆߙ − ට4ߝߪ + ቀߙ − ඥ1 − ߪ) + ଶቁ(ߝ
ଶ

ቇ
ଶ

ቍ 

Soit ݃(ݔ) = −ඨ(ߪ − ଶ(ݔ + ቆߙ − ට4ݔߪ + ቀߙ − ඥ1 − ߪ) + ଶቁ(ݔ
ଶ

ቇ
ଶ

 puisque 1 <  (Condition #5) ߙ

alors ݃(0) = −1  
Ainsi pour tout 0 < ᇱߝ < il existe 0 ߝ < tel que pour tout 0 ߜ < ݔ < on a −1 ߜ − ᇱߝ <  (ݔ)݃
Ainsi ݆ܶܽݎ ௣ഄ,ష(௫)(1; 0) coupe ௬ܱష

 en dessus de  (0; −1 −  (ᇱߝ

 

1er intervalle 

Ainsi  ݆ܶܽݎ௉ഄ,ೖ,ష(௫) ቀൣ1 ; 2൧
ைೣ

 ቁ ⋂ ௬ܱ ⊊

 

   ቈ−ට1 + ൫ߚ − √3൯
ଶ

+ ; ᇱߝ −1 − ᇱ቉ߝ
ை೤ష

 

 
3ème trajectoire 

Sur ൣ2 − ; ߝ 2൧
ைೣ

 la ܶି݆ܽݎଵ
 ௣ഄ,శ(௫) passe en dessous de ܶି݆ܽݎଵ

 ଴ et  ܶି݆ܽݎଵ
 ଴൫2 ; 0൯ passe en 

൫2 − ; ߝ ߝ4√ −  ଶ൯ߝ

Sur [1 + ;ߝ 2 − ைೣ[ߝ
 la ܶି݆ܽݎଵ

 ௣ഄ,శ(௫) est égale à ܶି݆ܽݎଵ
ఉ et  ܶି݆ܽݎଵ

 ఉ൫2 − ; ߝ ߝ4√ −  ଶ൯ passeߝ

en ቆ1 + ; ߝ ߚ + ට൫−ߚ + ߝ4√ − ଶ൯ߝ
ଶ

+ 3(1 −  ቇ(ߝ2

Sur [ߪ + ;ߝ 1 + ைೣ[ߝ
 la ܶି݆ܽݎଵ

 ௣ഄ,శ(௫) passe en dessous de ܶି݆ܽݎଵ
଴ et sur [0; ߪ − ைೣ[ߝ

 la 

ଵି݆ܽݎܶ
 ௣ഄ,శ(௫) est égale à ܶି݆ܽݎଵ

଴ et   ܶି݆ܽݎଵ
଴ ቆ1 + ; ߝ ߚ + ට൫−ߚ + ߝ4√ − ଶ൯ߝ

ଶ
+ 3(1 −   ቇ(ߝ2

coupe ܱ௬ାen ቌ0; ඨቆߚ + ට൫−ߚ + ߝ4√ − ଶ൯ߝ
ଶ

+ 3(1 − ቇ(ߝ2
ଶ

+ ൫1 + ൯ ߝ
ଶ

ቍ 
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Ainsi ܶି݆ܽݎଵ
 ௣ഄ,శ(௫)(2; 0) coupe ܱ௬ାen dessous de 

ቌ0; ඨቆߚ + ට൫−ߚ + ߝ4√ − ଶ൯ߝ
ଶ

+ 3(1 − ቇ(ߝ2

ଶ

+ ൫1 + ൯ ߝ
ଶ

ቍ 

Soit ݃(ݔ) = ඨቆߚ + ට൫−ߚ + ݔ4√ − ଶ൯ݔ
ଶ

+ 3(1 − ቇ(ݔ2

ଶ

+ ൫1 + ൯ ݔ
ଶ
 alors 

݃(0) = ට1 + ቀߚ + ඥߚଶ + 3ቁ
ଶ
 

Ainsi pour tout 0 < ᇱߝ < il existe 0 ߝ < tel que pour tout 0 ߜ < ݔ <  on a ߜ

(ݔ)݃ < ට1 + ቀߚ + ඥߚଶ + 3ቁ
ଶ

+   ᇱߝ

Ainsi ܶି݆ܽݎଵ
 ௣ഄ,శ(௫)(2; 0) coupe ௬ܱష

 en dessous de  ቆ0; ට1 + ቀߚ + ඥߚଶ + 3ቁ
ଶ

+   ᇱቇߝ

Et puisque ට1 + ቀߚ + ඥߚଶ + 3ቁ
ଶ

< ଵି݆ܽݎܶ  alors (Condition #2) ߙ
 ௣ഄ,శ(௫)(2; 0) coupe ௬ܱష

 en 

dessous de  (0; ߙ +  (ᇱߝ
 

4ème trajectoire 

ଵି݆ܽݎܶ
 ௣ഄ,ష(௫)൫1 ; 0൯ va passer en dessus de (ߪ;   (ߙ

Sur [ߪ − ;ߝ ைೣ[ߪ
 la ܶି݆ܽݎଵ

 ௣ഄ,ష(௫) passe en dessus de ܶି݆ܽݎଵ
 ଴ et ܶି݆ܽݎଵ

 ଴(ߪ;  passe en (ߙ

൫ߪ − ;ߝ ଶߙ√ + ߝߪ2 −  ଶ൯ߝ

Sur  ൣ0 ; ߪ − ൧ߝ
ைೣ

 la ܶି݆ܽݎଵ
 ௣ഄ,ష(௫) est égale à ܶି݆ܽݎଵ

 ଴ et  ܶି݆ܽݎଵ
 ଴൫ߪ – ; ߝ ଶߙ√ + ߝߪ2 −  ଶ൯ vaߝ

couper ܱݕା en ൫0 ; ଶߙ√ + ; ଶ൯ qui est en dessus de ൫0ߪ  ൯ߙ

Ainsi ܶି݆ܽݎଵ
 ௣ഄ,ష(௫)൫1 ; 0൯ coupe ܱݕା en dessus de ൫0 ;   ൯ߙ

 
2ème intervalle 

Ainsi [ߙ; ߙ  + ᇱ  ]௢೤శߝ
⊊ ௉ഄ,ೖ,ష(௫)݆ܽݎܶ

ିଵ ቀൣ1 ; 2൧
௢ೣ

ቁ ⋂ ௬ܱ 

 
Synthèse 

Soient ܽଵ = ට1 + ൫ߚ − √3൯
ଶ

− ᇱ et ܽଶߝ = 1 + ᇱ et ଵܾߝ = et ܾଶ ߙ = ߙ +  ᇱߝ

La Condition #5 est 1 < et si on choisit 0 ߙ < εᇱ < α − 1 alors ܽଶ = ᇱߝ+1 < 1 + ߙ − 1 = ߙ =

ଵܾ 

La Condition #6 est ߙଶ < ൫ߚ − √3൯
ଶ
 et si on choisit 0 < εᇱ <

ଵ

ଶ
ቀ൫ߚ − √3൯

ଶ
− ଶቁ alors ܾଶߙ =

ߙ + =  ᇱߝ α + 1 − εᇱ > α + 1 −
ଵ

ଶ
൫2α + 1 − √1 + αଶ൯ =

ଵ

ଶ
+

ଵ

ଶ
√1 + αଶ = −α + √αଶ + 1 +

ଵ

ଶ
൫2α + 1 − √1 + αଶ൯ > −α + √αଶ + 1 + εᇱ = aଶ 
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Ainsi par le lemme 6.a il y au moins une solution périodique qui coupe [−2; −1]୓౮ష
 et 

[1; 2]୓౮శ
 

# 
 
 
LEMME 8 
Soit (ݔ)ܨ une fonction continue telle que (0)ܨ = 0 et strictement croissante en 0 et en 2 et 
strictement décroissante en 1 et telle que (ݔ−)ܨ = (1)ܨ et (ݔ)ܨ− = (2)ܨ = 0 et qui vérifie 
les conditions :  

#1 √3 ≤ ; ி(௫)ൣ0ܯ 1൧ 

#2 ඨ1 + ቆ݉ி(௫)ൣ1 ; 2൧ + ට݉ி(௫)ൣ1 ; 2൧
ଶ

+ 3ቇ
ଶ

< ; ி(௫)ൣ0ܯ 1൧ 

; ி(௫)ൣ0ܯ2 #3 1൧ + 1 < ට1 + ൫ܯி(௫)ൣ0 ; 1൧ − ݉ி(௫)ൣ1 ; 2൧൯
ଶ
 

#4 ට1 + ; ி(௫)ൣ0ܯ 1൧
ଶ

< ; ி(௫)ൣ0ܯ2 1൧ + 1 

; ி(௫)ൣ0ܯ  #5 1൧
ଶ

< ൫݉ி(௫)ൣ1 ; 2൧ − √3൯
ଶ
 

Alors il y a au moins une solution périodique qui coupe [−2; −1]ை௫ et [1; 2]ை௫ 
 
Preuve 

Par simplification on pose ߙ = ; ி(௫)ൣ0ܯ 1൧ = −݉ி(௫)ൣ−1 ; 0൧ et  ߚ = ݉ி(௫)ൣ1 ; 2൧ =

; ி(௫)ൣ−2ܯ− −1൧ et ߪ le plus grand maxima sur ൣ0 ; 1൧
ைೣ

 et ߩ le plus grand minima sur ൣ1 ; 2൧
ைೣ

 

 

Soit 0 < ߝ <
ଵ

ଶ
 et ݌ఌ,ା(ݔ) tel que définit au lemme 7  

 
1ère trajectoire 
De manière identique au  lemme 7 on obtient que ݆ܶܽݎ௣ഄ,శ(௫)(2; 0) coupe ܱିݕ en dessous de 

ቀ0 ; ߙ − ඥ1 + ߙ) −  ଶቁ(ߚ

 
2ème trajectoire 

De manière identique au  lemme 7 on obtient que ݆ܶܽݎ௣ഄ,శ(௫)൫1 ; 0൯ coupe ܱିݕ  en dessus de 

൫0 ; ߙ − ଶߙ√ + 1 −  ᇱ൯ߝ

 

1er intervalle 

Ainsi  ݆ܶܽݎ௉ഄ,ೖ,శ(௫) ቀൣ݇ ; ݇ + 1൧
ைೣ

 ቁ ⋂ ௬ܱ ⊊
 

   ቂߙ − ඥ1 + ߙ) − ; ଶ(ߚ ߙ − ଶߙ√ + 1 − ᇱቃߝ
ை೤ష
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3ème trajectoire 

Sur ൣ1 ; 2൧
ைೣ

la ܶି݆ܽݎଵ
௣ഄ,శ(ೣ)

 passe en dessous de ܶି݆ܽݎଵ
଴ et ܶି݆ܽݎଵ

଴(2; 0) passe en (1 ; √3) 

qui est en dessous de ൫1 ;  ൯ (Condition #1)ߙ

Sur ൣ0 ; ൧ ߝ
ைೣ

et ൣ1 − ; ߝ ൧ߝ
ைೣ

 la ܶି݆ܽݎଵ
௣ഄ,శ(ೣ)

 passe en dessous de ܶି݆ܽݎଵ
ఈ et sur ൣߝ ; 1 − ൧ ߝ

ைೣ
  la 

ଵି݆ܽݎܶ
௣ഄ,శ(ೣ)

 est égale à ܶି݆ܽݎଵ
ఈ et ܶି݆ܽݎଵ

ఈ൫1 ; ; ା en ൫0ݕܱ ൯ coupeߙ ߙ + 1൯ 

Ainsi ܶି݆ܽݎଵ
௣ഄ,శ(ೣ)

(2; 0) coupe ܱݕା en dessous de ൫0 ; ߙ + 1൯ 

 
4ème trajectoire 
De manière identique au  lemme 7 on obtient que ܶି݆ܽݎଵ

௣ഄ,శ(௫)(1; 0) coupe ܱݕା en dessus 

de (0; ߙ + 1 −  (ᇱߝ
 

2ème intervalle 

Ainsi [ߙ + 1 − ;ᇱߝ ߙ  + 1  ]௢೤శ
⊊ ௉ഄ,ೖ,శ(௫)݆ܽݎܶ

ିଵ ቀൣ݇ ; ݇ + 1൧
௢ೣ

ቁ ⋂ ௬ܱ 

 
Synthèse  

Soient ܽଵ = ߙ− + ඥ1 + ߙ) − ଶ(ߚ − ᇱ et ܽଶߝ = ߙ− + ଶߙ√ + 1 + ᇱ et ଵܾߝ = ߙ + 1 et ܾଶ = ߙ + 1 +
 ᇱߝ

La Condition #3 est 1 + ߙ < ߙ + ඥ1 + ߙ) − ଶ et si on choisit 0(ߚ < εᇱ < 2α + 1 − ଶߙ√ + 1 

alors ܽଶ = ߙ− + ଶߙ√ + 1 + ᇱߝ < ߙ− + ଶߙ√ + 1 + 2α + 1 − ଶߙ√ + 1 = ߙ + 1 = ଵܾ 

La Condition #4 est √1 + ଶߙ < ߙ2 + 1 alors ܾଶ = ߙ + 1 + ᇱߝ > ߙ− + √1 + ଶߙ + ᇱߝ = ܽଵ 
Ainsi par le lemme 6.a il y au moins une solution périodique qui coupe [−2; −1]୓౮ష

 et 

[1; 2]୓౮శ
 

 

Soit 0 < ߝ <
ଵ

ଶ
 et ݌ఌ,ି(ݔ) tel que définit au lemme 7  

 
1ère trajectoire 
De manière identique au  lemme 7 on obtient que ݆ܶܽݎ௣ഄ,ష(௫)(2; 0) coupe ܱିݕ en dessous de 

ቆ0; −ට1 + ൫ߚ − √3൯
ଶ

+  ᇱቇߝ

 

2ème trajectoire 
De manière identique au  lemme 7 on obtient que ݆ܶܽݎ௣ഄ,ష(௫)(1; 0) coupe ܱିݕ en dessus de 

(0; −1 −  (ᇱߝ
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1er intervalle 

Ainsi  ݆ܶܽݎ௉ഄ,ೖ,ష(௫) ቀൣ1 ; 2൧
ைೣ

 ቁ ⋂ ௬ܱ ⊊

 

   ቈ−ට1 + ൫ߚ − √3൯
ଶ

+ ;ᇱߝ −1 − ᇱ቉ߝ
ை೤ష

 

 
3ème trajectoire 

De manière identique au  lemme 7 on obtient que ܶି݆ܽݎଵ
 ௣ഄ,ష(௫)൫2 ; 0൯ coupe ܱݕା en dessous 

de (0; ߙ +  (ᇱߝ

 

4ème trajectoire 

De manière identique au  lemme 7 on obtient que ܶି݆ܽݎଵ
 ௣ഄ,ష(௫)൫1 ; 0൯ va couper ܱݕା en 

dessus de ൫0 ;   ൯ߙ
 
2ème intervalle 

Ainsi [ߙ + 1 − ;ᇱߝ ߙ  + 1  ]௢೤శ
⊊ ௉ഄ,ೖ,ష(௫)݆ܽݎܶ

ିଵ ቀൣ1 ; 2൧
௢ೣ

ቁ ⋂ ௬ܱ 

 
Synthèse  

Soient ܽଵ = ට1 + ൫ߚ − √3൯
ଶ

− ᇱ et ܽଶߝ = 1 + ᇱ et ଵܾߝ = ߙ + ᇱ et ܾଶߝ =  ߙ

 

La Condition #1 est √3 ≤ alors ܾଵ ߙ = ߙ + ᇱߝ ≥ √3 + ᇱߝ > 1 + ᇱߝ = ܽଶ 

La Condition #5 est ߙଶ < ൫ߚ − √3൯
ଶ
 et si on choisit 0 < εᇱ < ට1 + ൫ߚ − √3൯

ଶ
−  alors ߙ

ܽଵ = ට1 + ൫ߚ − √3൯
ଶ

− ᇱߝ > ට1 + ൫ߚ − √3൯
ଶ

− ට1 + ൫ߚ − √3൯
ଶ

+ ߙ = ߙ = ܾଶ 

Ainsi par le lemme 6.a il y au moins une solution périodique qui coupe ൣ−2 ; −1൧
୓౮ష

 et 

ൣ1 ; 2൧
୓౮శ

 

# 
 
 
LEMME 9.a 
Soit ݇߳ℕ tel que ݇ ≥ 2 et soit (ݔ)ܨ une fonction continue telle que (0)ܨ = ݇)ܨ − 1) = (݇)ܨ =
݇)ܨ + 1) = 0 et (ݔ−)ܨ =  et strictement croissante en 0 et ݇ et strictement (ݔ)ܨ−
décroissante en ݇ − 1 et ݇ + 1 et (ݔ)ܨ < 0 sur ]݇ − 1; ݇[ et (ݔ)ܨ > 0 sur ]݇; ݇ + 1[  
Soit ݔ le plus grand extrema de (ݔ)ܨ sur ]݇ − 1; ݇[ alors on définit 
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 ఌܲ,௞,ା(ݔ) =

ە
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
۔

ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۓ

ݔ)ܨ + ;∞−[߳ݔ ݅ݏ    (ߝ −݇ − 1 −                     ]ߝ

ቀ
௫ା௞ାଵାఌ

ఌ
ቁ ݉ி(௫)[−݇ − 1; ݇−]߳ݔ ݅ݏ    [݇− − 1 − ;ߝ −݇ − 1[

݉ி(௫)[−݇ − 1; ݇−]߳ݔ ݅ݏ    [݇− − 1; −݇[

− ቀ
௫ା௞ିఌ

ఌ
ቁ ݉ி(௫)[−݇ − 1; ;݇−]߳ݔ ݅ݏ    [݇− −݇ + ]ߝ

ቀ
௫ା௫ାఌ

ఌ
ቁ ;݇−]ி(௫)ܯ −݇ + ݔ−]߳ݔ ݅ݏ    [1 − ;ߝ ]ݔ−

− ቀ
௫ା௫ିఌ

ఌ
ቁ ;݇−]ி(௫)ܯ −݇ + ;ݔ−]߳ݔ ݅ݏ    [1 ݔ− + ;ߝ [  

݇−]߳ݔ ݅ݏ    0 + ;ߝ ݔ− − ]ߝ ∪ ݔ−] + ;ߝ −݇ + 1 − ]ߝ

 (1 +
௫ା௞ିଵ

ఌ
)݉ி(௫)[−݇ + 1; ݇−]߳ݔ ݅ݏ    [0 + 1 − ;ߝ −݇ + 1[

݉ி(௫)[−݇ + 1; ݇−]߳ݔ ݅ݏ    [0 + 1;  ]ߝ−

− ቀ
௫

ఌ
ቁ ݉ி(௫)[−݇ + 1; ;ߝ−]߳ݔ ݅ݏ    [0 0[

ቀ
௫

ఌ
ቁ ;ி(௫)[0ܯ ݇ − ;0]߳ݔ ݅ݏ    [1 ]ߝ

;ி(௫)[0ܯ ݇ − ;ߝ]߳ݔ ݅ݏ    [1 ݇ − 1[  

            (1 −
௫ି௞ାଵ

ఌ
;ி(௫)[0ܯ( ݇ − ݇]߳ݔ ݅ݏ    [1 − 1; ݇ − 1 +           ]ߝ

݇]߳ݔ ݅ݏ    0 − 1 + ;ߝ ݔ − ]ߝ ∪ ݔ] + ;ߝ ݇ −      ]ߝ

        ቀ
௫ି௫ାఌ

ఌ
ቁ ݉ி(௫)[݇ − 1; ݔ]߳ݔ ݅ݏ    [݇ − ;ߝ           ]ݔ

           − ቀ
௫ି௫ିఌ

ఌ
ቁ ݉ி(௫)[݇ − 1; ;ݔ]߳ݔ ݅ݏ    [݇ ݔ +         ]ߝ

ቀ
௫ି௞ାఌ

ఌ
ቁ ;݇]ி(௫)ܯ ݇ + ݇]߳ݔ ݅ݏ    [1 − ;ߝ ݇[

;݇]ி(௫)ܯ ݇ + ;݇]߳ݔ ݅ݏ    [1 ݇ + 1[   

             − ቀ
௫ି௞ିଵିఌ

ఌ
ቁ ;݇]ி(௫)ܯ ݇ + ݇]߳ݔ ݅ݏ    [1 + 1; ݇ + 1 + ;ߝ [          

ݔ)ܨ − ݇]߳ݔ ݅ݏ    (ߝ + 1 + ;ߝ ∞[                             

  

Si les conditions suivantes sont satisfaites:  

#1.1 ݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧ ≤ −2√݇ 

; ி(௫)ൣ0ܯ    #1.2 ݇ − 1൧ < ; ݇ൣி(௫)ܯ ݇ + 1൧ 

#1.3  √2݇ − 1 < ; ி(௫)ൣ0ܯ ݇ − 1൧ 

; ி(௫)ൣ0ܯ2 #1.4 ݇ − 1൧ + ݇ − 1 < ට൫ܯி(௫)ൣ0 ; ݇ − 1൧ − ݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧൯
ଶ

+ (݇ − 1)ଶ  

#1.5   −݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧ < ; ݇ൣி(௫)ܯ ݇ + 1൧ + √2݇ + 1 

Alors pour tous les ߝ suffisamment petit ఌܲ,௞,ା(ݔ) a au moins une solution périodique qui 

coupe [−݇ − 1; −݇]ைೣష
 et [݇; ݇ + 1]ைೣశ

 

Preuve   

Par simplification on note ߙ = ; ி(௫)ൣ0ܯ ݇ − 1൧ = −݉ி(௫)ൣ−݇ + 1; 0 ൧ et ߚ = ݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧ =

;݇−]ி(௫)ܯ− −݇ + 1] et ߛ = ; ݇ൣி(௫)ܯ ݇ + 1൧ = −݉ி(௫)[−݇ − 1; −݇] 
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Comme (ݔ)ܨ une fonction continue telle que (ݔ−)ܨ = (0)ܨ et (ݔ)ܨ− = ݇)ܨ − 1) = (݇)ܨ =
݇)ܨ + 1) = 0 et strictement croissante en 0 et ݇ et strictement décroissante en ݇ − 1 et ݇ + 1 
alors il existe 0 < tel que pour tout 0 ߜ < ߝ < (ݔ)on a ఌܲ,௞,ା ߜ ≥ ݔ pour tout (ݔ)ܨ ≥ 0 et  

ఌܲ,௞,ା(ݔ) ≤ ݔ pour tout (ݔ)ܨ ≤ 0 

Etudions les trajectoires passant par les points (݇; 0) et (݇ + 1; 0) 

 

1ère trajectoire 

Sur ൣݔ + ; ߝ ݇ + 1൧
ைೣ

la ݆ܶܽݎ௉ഄ,ೖ,శ(௫) passe en dessus de ݆ܶܽݎ଴ et ݆ܶܽݎ଴(݇ + 1; 0) passe en 

ቀݔ + ݇)ඥ− ;ߝ + 1)ଶ − ݔ) +  ଶቁ(ߝ

Soit  ݃(ݔ) = (݇ + 1)ଶ − ݔ) + (ݔ)ଶ alors  ݃ᇱ(ݔ = ݔ)2− + (ݔ < 0 pour tout ݔ > 0 et ݃(0) =

(݇ + 1)ଶ − ଶݔ > (݇ + 1)ଶ −  (݇ − 1)ଶ = 4݇ et donc ݃(ݔ) < 4݇ pour tout ݔ > 0 

Puisque  ߚ ≤ −2√݇ (Condition #1.1)  alors ቀݔ + ݇)ඥ− ;ߝ + 1)ଶ − ݔ) +   ଶቁ est en dessus de(ߝ

ݔ) + ;ߝ  (ߚ 

Ainsi ݆ܶܽݎ௉ഄ,ೖ,శ(௫)(݇ + 1; 0) passe en dessus de (݇;   (ߚ 

D’autre part ݆ܶܽݎ௉ഄ,ೖ,శ(௫)(݇ + 1; 0) passe en dessous de (݇ − 1;  (ߚ 
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a) Trajectoire issue de (݇;  (ߚ 

Sur ൣ0; ݇ ൧
ைೣ

la ݆ܶܽݎ௉ഄ,ೖ,శ(௫) passe en dessus de ݆ܶܽݎఉ et ݆ܶܽݎఉ(݇;  coupe ௬ܱି en (ߚ 

ቀ0 ; −ඥߚଶ + ݇ଶቁ  

Ainsi la ݆ܶܽݎ௉ഄ,ೖ,శ(௫)൫݇ ; ଶߚ൯ coupe ௬ܱି en dessus de ቀ0 ; −ඥߚ  + ݇ଶቁ  

b) Trajectoire issue de (݇ − 1;  (ߚ 

Sur ൣ0 ; ݇ − 1 ൧
ைೣ

la ݆ܶܽݎ௉ഄ,ೖ,శ(௫) passe en dessous de ݆ܶܽݎఈ et  ݆ܶܽݎఈ൫݇ − 1 ;  ൯ coupe ௬ܱିߚ 

en ቀ0 ; ߙ  − ඥ(ߙ − ଶ(ߚ + (݇ − 1)ଶቁ  

Ainsi ݆ܶܽݎ௉ഄ,ೖ,శ(௫)൫݇ ; ; ൯ coupe ௬ܱି en dessous de ቀ0ߚ  ߙ  − ඥ(ߙ − ଶ(ߚ + (݇ − 1)ଶቁ 

 

En synthèse ݆ܶܽݎ௉ഄ,ೖ,శ(௫)(݇; 0) coupe ቂ−ඥߚଶ + ݇ଶ ; ߙ − ඥ(ߙ − ଶ(ߚ + (݇ − 1)ଶቃ
ை೤ష

 

 

2ème trajectoire  

Sur ൣݔ + ; ߝ ݇൧
ைೣ

la ݆ܶܽݎ௉ഄ,ೖ,శ(௫) passe en dessus de ݆ܶܽݎ଴ et ݆ܶܽݎ଴(݇; 0) passe en ቀݔ +

ඥ݇ଶ− ;ߝ − ݔ) + ଶቁ puisque −ඥ݇ଶ(ߝ − ݔ) + ଶ(ߝ > −ඥ(݇ + 1)ଶ − ݔ) +  ଶ  et alors par la(ߝ

Condition #1.1 ቀݔ + ඥ݇ଶ− ;ߝ − ݔ) + ݔ)  ଶቁ est en dessus de(ߝ + ;ߝ   (ߚ 

Ainsi ݆ܶܽݎ௉ഄ,ೖ,శ(௫)(݇; 0) passe en dessus de (݇;   (ߚ 

D’autre part ݆ܶܽݎ௉ഄ,ೖ,శ(௫)(݇; 0) passe en dessous de (݇ − 1;  (ߚ 

Et de la même manière que pour la 1ère trajectoire ݆ܶܽݎ௉ഄ,ೖ,శ(௫)(݇; 0) coupe  ቂ−ඥߚଶ + ݇ଶ ; ߙ −

ඥ(ߙ − ଶ(ߚ + (݇ − 1)ଶቃ
ை೤ష

 

 

1er intervalle 

Ainsi  ݆ܶܽݎ௉ഄ,ೖ,శ(௫)൫[݇; ݇ + 1]ைೣశ
 ൯⋂ ௬ܱ ⊊ ቂ−ඥߚଶ + ݇ଶ ; ߙ − ඥ(ߙ − ଶ(ߚ + (݇ − 1)ଶቃ

ை೤ష
 

3ème trajectoire  

Sur [݇ + 1 − ;ߝ ݇ + 1]ைೣ
 la ݆ܶܽݎ௉ഄ,ೖ,శ(௫)

ିଵ൫݇ + 1 ; 0൯ passe en dessus ൫݇ + 1 − ; ߝ   ൯ߛ
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Sur ൣ݇ + ; ߝ ݇ + 1 − ൧ߝ
ைೣ

 la ݆ܶܽݎ௉ഄ,ೖ,శ(௫)
ିଵ est égale à ݆ܶܽݎఊ

ିଵ et   ݆ܶܽݎఊ
ିଵ൫݇ + 1 − ߳;  ൯ passeߛ

en ൫݇ + ; ߝ ߛ + ඥ(2݇ + 1)(1 −   ൯(ߝ2

Sur [ݔ + ;ߝ ݇ + ைೣ[ߝ
 la ݆ܶܽݎ௉ഄ,ೖ,శ(௫)

ିଵ passe en dessus de ݆ܶܽݎ଴
ିଵ et   ݆ܶܽݎ଴

ିଵ ൫݇ + ; ߝ ߛ +

ඥ(2݇ + 1)(1 − ݔ൯ passe en ቆ(ߝ2 + ;ߝ ට൫ߛ + ඥ(2݇ + 1)(1 − ൯(ߝ2
ଶ

+ (݇ + ଶ(ߝ − ݔ) +   ଶቇ(ߝ

Sur ൣݔ − ; ߝ ݔ + ൧ ߝ
ைೣ

 la ݆ܶܽݎ௉ഄ,ೖ,శ(௫)
ିଵ passe en dessus de ݆ܶܽݎఉ

ିଵ et ݆ܶܽݎఉ
ିଵ ቆݔ +

;ߝ ට൫ߛ + ඥ(2݇ + 1)(1 − ൯(ߝ2
ଶ

+ (݇ + ଶ(ߝ − ݔ) +  ଶቇ passe en(ߝ

  ቌݔ − ;  ߝ ߚ + ඨቆ−ߚ + ට൫ߛ + ඥ(2݇ + 1)(1 − ൯(ߝ2
ଶ

+ (݇ + ଶ(ߝ − ݔ) + ଶቇ(ߝ

ଶ

+  ቍߝݔ4

Sur ൣ0; ݔ − ൧ ߝ
ைೣ

 et puisque ߙ < ௉ഄ,ೖ,శ(௫)݆ܽݎܶ (Condition #1.2) ߛ
ିଵ passe en dessus de ݆ܶܽݎ଴

ିଵ 

et ݆ܶܽݎ଴
ିଵ  ቌݔ − ;  ߝ ߚ + ඨቆ−ߚ + ට൫ߛ + ඥ(2݇ + 1)(1 − ൯(ߝ2

ଶ
+ (݇ + ଶ(ߝ − ݔ) + ଶቇ(ߝ

ଶ

+  ቍߝݔ4

coupe  ܱ௬ା en dessus de 

ۉ

ۈ
ۇ

0; ඩቌߚ + ඨቆ−ߚ + ට൫ߛ + ඥ(2݇ + 1)(1 − ൯(ߝ2
ଶ

+ (݇ + ଶ(ߝ − ݔ) + ଶቇ(ߝ

ଶ

+ ቍߝݔ4

ଶ

+ ݔ) − ଶ(ߝ

ی

ۋ
ۊ

  

Ainsi ݆ܶܽݎ௉ഄ,ೖ,శ(௫)
ିଵ൫݇ + 1 + ; ߝ 0൯ coupe  ܱ௬ା en dessus de 

ۉ

ۈ
ۇ

0; ඩቌߚ + ඨቆ−ߚ + ට൫ߛ + ඥ(2݇ + 1)(1 − ൯(ߝ2
ଶ

+ (݇ + ଶ(ߝ − ݔ) + ଶቇ(ߝ

ଶ

+ ቍߝݔ4

ଶ

+ ݔ) − ଶ(ߝ

ی

ۋ
ۊ

  

 

Soit ݃(ݔ) = ඩቌߚ + ඨቆ−ߚ + ට൫ߛ + ඥ(2݇ + 1)(1 − ൯(ݔ2
ଶ

+ (݇ + ଶ(ݔ − ݔ) + ଶቇ(ݔ
ଶ

+ ቍݔݔ4

ଶ

+ ݔ) −  ଶ(ݔ

alors ݃(0) = ට൫ߛ + √2݇ + 1൯
ଶ

+ ݇ଶ et  ainsi  pour tout 0 < ᇱߝ < il existe 0 ߝ <  tel que pour ߜ

tout 0 < ݔ < ߛon a ට൫ ߜ + √2݇ + 1൯
ଶ

+ ݇ଶ − ᇱߝ ≤  (ݔ)݃
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Et finalement la  ݆ܶܽݎ௉ഃ,ೖ,శ(௫)
ିଵ(݇ + 1; 0) coupe  ܱ௬ା en dessus de 

ቆ0; ට൫ߛ + √2݇ + 1൯
ଶ

+ ݇ଶ −   ቇ′ߝ

4ème trajectoire  

Sur  ൣ݇ − 1; ݇ ൧
ைೣ

la ݆ܶܽݎ௉ഄ,ೖ,శ(௫)
ିଵ passe en dessous de ݆ܶܽݎ଴

ିଵ et ݆ܶܽݎ଴
ିଵ൫݇ ; 0൯ passe par  

൫݇ − 1 ; √2݇ − 1൯ qui est en dessous de ൫݇ − 1 ;  ൯ (Condition #1.3)ߙ

Sur ൣ0: ݇ − 1 ൧
ைೣ

 la ݆ܶܽݎ௉ഄ,ೖ,శ(௫)
ିଵ passe en dessous de ݆ܶܽݎఈ

ିଵ et ݆ܶܽݎఈ
ିଵ൫݇ − 1 ;  ൯ coupeߙ

ܱ௬ା en dessous de  ൫0 ; ߙ + ݇ − 1൯ 

Ainsi ܶܽݎ ௉ഄ,ೖ,శ(௫)
ିଵ൫݇ ; 0൯ coupe ܱ௬ା en dessous de  ൫0 ; ߙ + ݇ − 1൯ 

 

2ème intervalle 

Ainsi ቈߙ + ݇ − 1; ට൫ߛ + √2݇ + 1൯
ଶ

+ ݇ଶ − ቉ ߝ
௢೤శ

⊊ ௉ഄ,ೖ,శ(௫)݆ܽݎܶ
ିଵ൫ൣ݇ ; ݇ + 1൧൯⋂ ௬ܱ 

 

Synthèse 

Soient aଵ = ඥβଶ + kଶ et aଶ = −α + ඥ(α − β)ଶ + (k − 1)ଶ et  bଵ = α + k − 1 et  bଶ =

ට൫γ + √2k + 1൯
ଶ

+ kଶ − ε  

La Condition #1.4  équivaut à ܾଵ < ܽଶ  

La Condition #1.5 donne ඥβଶ + kଶ < ට൫γ + √2k + 1൯
ଶ

+ kଶ et si on choisit 0 < ߝ <

ට൫γ + √2k + 1൯
ଶ

+ kଶ − ඥβଶ + kଶ alors ට൫γ + √2k + 1൯
ଶ

+ kଶ − ε > ඥβଶ + kଶ et donc ܽଵ < ܾଶ 

Ainsi par le lemme 6.b il y a au moins une solution périodique qui coupe [−݇ − 1; −݇]ைೣష
 et 

[݇; ݇ + 1]ைೣశ
 

# 
 

LEMME 9.b 
Soit ݇߳ℕ tel que ݇ ≥ 2 et soit (ݔ)ܨ une fonction continue telle que(ݔ−)ܨ = (0)ܨ et (ݔ)ܨ− =
݇)ܨ − 1) = (݇)ܨ = ݇)ܨ + 1) = 0 et strictement croissante en 0 et ݇ et strictement 
décroissante en ݇ − 1 et ݇ + 1 et (ݔ)ܨ < 0 sur ]݇ − 1; ݇[ et (ݔ)ܨ > 0 sur ]݇; ݇ + 1[  
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Soit ݕ est le plus grand extrema de (ݔ)ܨ sur ]݇ − 1; ݇[ alors on définit 

ఌܲ,௞,ି(ݔ) =

ە
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
۔

ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۓ

;∞−[߳ݔ ݅ݏ    (ݔ)ܨ −݇ − 1[                    

ቀ
௫ା௬ାఌ

ఌ
ቁ ݉ி(௫)[݇ − 1; ݕ−]߳ݔ ݅ݏ    [݇− − ;ߝ ]ݕ−

 − ቀ
௫ା௬ିఌ

ఌ
ቁ ݉ி(௫)[−݇ − 1; −;ݕ−]߳ݔ ݅ݏ    [݇− ݕ + ;ߝ [

݇−]߳ݔ ݅ݏ    0 − 1; ݕ− − ]ߝ ∪ ݕ−] + ;ߝ −݇[

ቀ
௫ା௞ାఌ

ఌ
ቁ ;݇−]ி(௫)ܯ −݇ + ;݇−]߳ݔ ݅ݏ    [1 −݇ +       ]ߝ

;݇−]ி(௫)ܯ −݇ + ݇−]߳ݔ ݅ݏ    [1 + ;ߝ −݇ + 1[   

ቀ1 + ௫ା௞ିଵାఌ

ఌ
ቁ ݇−]ி(௫)ܯ + 1; 0] − ቀ

௫ା௞ିଵାఌ

ఌ
ቁ ;݇−]ி(௫)ܯ −݇ + ݇−]߳ݔ ݅ݏ    [1 + 1; −݇ + 1 −  ]ߝ

݇−]ி(௫)ܯ + 1; ݇−]߳ݔ ݅ݏ    [0 + 1 − ;ߝ ]ߝ−

− ቀ
௫

ఌ
ቁ ݇−]ி(௫)ܯ + 1; ;ߝ−]߳ݔ ݅ݏ    [0 0[

ቀ
௫

ఌ
ቁ ݉ி(௫)[0; ݇ − ;0]߳ݔ ݅ݏ    [1  ]ߝ

݉ி(௫)[0; ݇ − ;ߝ]߳ݔ ݅ݏ    [1 ݇ − 1 +   ]ߝ

ቀ1 − ௫ି௞ାଵିఌ

ఌ
ቁ ݉ி(௫)[0; ݇ − 1] + ቀ

௫ି௞ାଵିఌ

ఌ
ቁ ݉ி(௫)[݇ − 1; ݇]߳ݔ ݅ݏ    [݇ − 1 + ;ߝ ݇ − 1[

݉ி(௫)[݇ − 1; ݇]߳ݔ ݅ݏ    [݇ − 1; ݇ −      ]ߝ

       ቀ
௫ି௞ାఌ

ఌ
ቁ ݉ி(௫)[݇ − 1; ݇]߳ݔ ݅ݏ    [݇ − ;ߝ ݇[          

;݇]߳ݔ    ݅ݏ 0 ݕ − ]ߝ ∪ ݕ] + ;ߝ ݇ + 1[ 

           ቀ
௫ି௬ାఌ

ఌ
ቁ ;݇]ி(௫)ܯ ݇ + ݕ]߳ݔ ݅ݏ    [1 − ;ߝ         ]ݕ

− ቀ
௫ି௬ିఌ

ఌ
ቁ ;݇]ி(௫)ܯ ݇ + ;ݕ]߳ݔ ݅ݏ    [1 ݕ + ]ߝ

݇]߳ݔ ݅ݏ    (ݔ)ܨ + 1; ∞[                             

 

Si les conditions suivantes sont satisfaites: 

#2.1 ݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧ < −√2݇ + 1 

#2.2 ݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧ < ݉ி(௫)ൣ0 ; ݇ − 1൧ 

#2.3 ݉ி(௫)ൣ0 ; ݇ − 1൧ + ට݉ி(௫)ൣ0 ; ݇ − 1൧
ଶ

+ ݇ଶ < −݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧ + ݇  

#2.4 −݉ி(௫)ൣ0 ; ݇ − 1൧ + ට൫݉ி(௫)ൣ0 ; ݇ − 1൧ − ݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧൯
ଶ

+ ݇ଶ < ݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧ +

ට൫݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧ − ; ݇ൣி(௫)ܯ ݇ + 1൧൯
ଶ

+ ݇ଶ 

Alors pour tous les ߝ suffisamment petit ఌܲ,௞,ି(ݔ) a au moins une solution périodique qui 

coupe [−݇ − 1; −݇]ைೣష
 et [݇; ݇ + 1]ைೣశ

 

Preuve   

Par simplification on note ߜ = ݉ி(௫)ൣ0 ; ݇ − 1൧ = ݇−ൣி(௫)ܯ− + 1 ; 0 ൧ et ߚ = ݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧ =

; ݇−ൣி(௫)ܯ− −݇ + 1൧ et ߛ = ; ݇ൣி(௫)ܯ ݇ + 1൧ = −݉ி(௫)ൣ−݇ − 1 ; −݇൧ 
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Comme (ݔ)ܨ une fonction continue telle que (ݔ−)ܨ = (0)ܨ et (ݔ)ܨ− = ݇)ܨ − 1) = (݇)ܨ =
݇)ܨ + 1) = 0 et strictement croissante en 0 et ݇ et strictement décroissante en ݇ − 1 et ݇ + 1 
alors il existe 0 < tel que pour tout 0 ߜ < ߝ < (ݔ)ି,on a ఌܲ,௞ ߜ ≤ ݔ pour tout (ݔ)ܨ ≥ 0 et  

ఌܲ,௞,ି(ݔ) ≥ ݔ pour tout (ݔ)ܨ ≤ 0 

Etudions les trajectoires passant par les points (݇; 0) et (݇ + 1; 0) 

1ère trajectoire 

Sur ൣ݇ ; ݇ + 1൧
ைೣ

 la ݆ܶܽݎ௉ഄ,ೖ,ష(௫)൫݇ + 1 ; 0൯ passe en dessus de ݆ܶܽݎ଴൫݇ + 1 ; 0൯ et ݆ܶܽݎ଴൫݇ +

1 ; 0൯ passe par ൫݇ ; −√2݇ + 1൯ Puisque 2݇ + 1 < ; ଶ (Condition #2.1) alors ൫݇ߚ −√2݇ + 1൯ est 

en dessus de ൫݇ ; ௉ഄ,ೖ,ష(௫)൫݆݇ܽݎܶ ൯ Ainsiߚ + 1 ; 0൯ passe en dessus de ൫݇ ;  ൯ et en dessous deߚ

൫݇ − ; ߝ  ൯ߚ

a) Trajectoire issue de ൫݇ ;  ൯ߚ

Sur ൣ0 ; ݇ ൧
ைೣ

 puisque ߚ <  ఉ et݆ܽݎܶ ௉ഄ,ೖ,ష(௫) passe en dessus de݆ܽݎܶ (Condition #2.2) ߜ

; ఉ൫݆݇ܽݎܶ ;൯ coupe ௬ܱି en (0ߚ ߚ − ݇) et donc ݆ܶܽݎ௉ഄ,ೖ,ష(௫)൫݇ + 1 ; 0൯ coupe ௬ܱି en dessus de 

(0; ߚ − ݇) 

b) Trajectoire issue de ൫݇ − ; ߝ  ൯ߚ

Sur  ൣߝ ; ݇ − ൧ ߝ
ைೣ

puisque ߚ < ఋ൫݆݇ܽݎܶ ఋ et݆ܽݎܶ ௉ഄ,ೖ,ష(௫) passe en dessous de݆ܽݎܶ la ߜ − ; ߝ  ൯ߚ

passe en ቀߝ; ߜ − ඥ݇ଶ − ݇ߝ2 + ߜ) −  ଶቁ(ߚ
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Sur  ൣ0; ൧ ߝ
ைೣ

 la ݆ܶܽݎ௉ഄ,ೖ,ష(௫) passe en dessous de ݆ܶܽݎ଴ et 

;ߝ଴ ቀ݆ܽݎܶ ߜ − ඥ݇ଶ − ݇ߝ2 + ߜ) − ;ଶቁ coupe ௬ܱି en ቆ0(ߚ −ටߝଶ + ቀߜ − ඥ݇ଶ − ݇ߝ2 + ߜ) − ଶቁ(ߚ
ଶ

ቇ 

Ainsi ݆ܶܽݎ௉ഄ,ೖ,ష(௫)൫݇ − ; ߝ  ൯ coupe ௬ܱି en dessous deߚ

ቆ0; −ටߝଶ + ቀߜ − ඥ݇ଶ − ݇ߝ2 + ߜ) − ଶቁ(ߚ
ଶ

ቇ 

On a −ටߝଶ + ቀߜ − ඥ݇ଶ − ݇ߝ2 + ߜ) − ଶቁ(ߚ
ଶ

< −ටቀߜ − ඥ݇ଶ − ݇ߝ2 + ߜ) − ଶቁ(ߚ
ଶ

= ߜ −

ඥ݇ଶ − ݇ߝ2 + ߜ) − ;ଶ et donc ቆ0(ߚ −ටߝଶ + ቀߜ − ඥ݇ଶ − ݇ߝ2 + ߜ) − ଶቁ(ߚ
ଶ

ቇ est en dessous de 

ቀ0; ߜ − ඥ݇ଶ − ݇ߝ2 + ߜ) −  ଶቁ(ߚ

Ainsi ݆ܶܽݎ௉ഄ,ೖ,ష(௫)൫݇ − ; ߝ ;൯ coupe ௬ܱି en dessous de ቀ0ߚ ߜ − ඥ݇ଶ − ݇ߝ2 + ߜ) −  ଶቁ(ߚ

En synthèse ݆ܶܽݎ௉ഄ,ೖ,ష(௫)൫݇ + 1 ; 0൯ coupe
 

   ቂߚ − ݇; ߜ − ඥ݇ଶ − ݇ߝ2 + ߜ) − ଶቃ(ߚ
ை೤ష

  

 

2ème trajectoire 

Sur ൣ݇ − ;ߝ ݇൧
ைೣ

 la ݆ܶܽݎ௉ഄ,ೖ,ష(௫)൫݇ ; 0൯ passe en dessus de ൫݇ ; ൯ et en dessous de ൫݇ߚ − ; ߝ   ൯ߚ

Et de la même manière que pour la 1ère trajectoire ݆ܶܽݎ௉ഄ,ೖ,ష(௫)൫݇ ; 0൯ 

coupe
 

   ቂߚ − ݇; ߜ − ඥ݇ଶ − ݇ߝ2 + ߜ) − ଶቃ(ߚ
ை೤ష

 

 

1er intervalle 

Ainsi  ݆ܶܽݎ௉ഄ,ೖ,ష(௫)൫[݇; ݇ + 1]ைೣ
 ൯⋂ ௬ܱ ⊊

 
   ቂߚ − ݇; ߜ − ඥ݇ଶ − ݇ߝ2 + ߜ) − ଶቃ(ߚ

ை೤ష

 

 

3ème trajectoire  

Sur  [݇; ݇ + 1]ைೣ
la ݆ܶܽݎ௉ഄ,ೖ,ష(௫)

ିଵ൫݇ + 1 ; 0൯ passe en dessus de (ݕ;  et par suite en dessus (ߛ

de  ൫݇ ;   ൯ߛ

Sur  [0; ݇]ைೣ
 puisque ߚ < ௉ഄ,ೖ,ష(௫)݆ܽݎܶ la ߜ

ିଵ passe en dessus de ݆ܶܽݎఉ
ିଵ et ݆ܶܽݎఉ

ିଵ൫݇ ;  ൯ߛ

coupe ܱ௬ା en ቀ0 ; ߚ + ඥ(ߚ − ଶ(ߛ + ݇ଶቁ 
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Ainsi ݆ܶܽݎ௉ഄ,ೖ,ష(௫)
ିଵ൫݇ + 1 ; 0൯ coupe ܱ௬ା en dessus de ቀ0 ; ߚ + ඥ(ߚ − ଶ(ߛ + ݇ଶቁ 

 

4ème trajectoire  

Sur [0: ݇]ைೣ
  puisque ߚ < ௉ഄ,ೖ,ష(௫)݆ܽݎܶ la ߜ

ିଵ passe en dessous de ݆ܶܽݎఋ
ିଵ et ݆ܶܽݎఋ

ିଵ൫݇ ; 0൯ 

coupe ܱ௬ା en  ൫0 ; ߜ + ଶߜ√ + ݇ଶ൯ 

Ainsi ݆ܶܽݎ௉ഄ,ೖ,ష(௫)
ିଵ൫݇ ; 0൯ coupe ܱ௬ା en dessous de ൫0 ; ߜ + ଶߜ√ + ݇ଶ൯ 

 

2ème intervalle 

Ainsi ቂߜ + ଶߜ√ + ݇ଶ; ߚ  + ඥ(ߚ − ଶ(ߛ + ݇ଶ  ቃ
௢೤శ

⊊ ௉ഄ,ೖ,ష(௫)݆ܽݎܶ
ିଵ ቀൣ݇ ; ݇ + 1൧

௢ೣ
ቁ ⋂ ௬ܱ 

 

Synthèse 

Soit ܽଵ = ߜ− + ඥ݇ଶ − ݇ߝ2 + ߜ) − ଶ et ܽଶ(ߚ = ߚ− + ݇  et ܾଵ = ߜ + ଶߜ√ + ݇ଶ et ܾଶ = ߚ +

ඥ(ߚ − ଶ(ߛ + ݇ଶ  

ߚ #2.2 <  ߜ

ߜ #2.3 + ଶߜ√ + ݇ଶ < ߚ− + ݇  

ߜ− #2.4 + ඥ(ߜ − ଶ(ߚ + ݇ଶ < ߚ + ඥ(ߚ − ଶ(ߛ + ݇ଶ 

La Condition #2.3 équivaut à  ଵܾ = ߜ + ଶߜ√ + ݇ଶ < ߚ− + ݇ = ܽଶ 

La Condition #2.4 donne a ܽଵ = ߜ− + ඥ݇ଶ − ݇ߝ2 + ߜ) − ଶ(ߚ < ߜ− + ඥ݇ଶ + ߜ) − ଶ(ߚ < ߚ +

ඥ(ߚ − ଶ(ߛ + ݇ଶ = ܾଶ  

Ainsi par le lemme 6.b il y a au moins une solution périodique qui coupe [−݇ − 1; −݇]ைೣష
 et 

[݇; ݇ + 1]ைೣశ
 

# 
 

LEMME 10 
Soit ݇߳ℕ tel que ݇ ≥ 2 et soit (ݔ)ܨ une fonction continue telle que (0)ܨ = ݇)ܨ − 1) = (݇)ܨ =
݇)ܨ + 1) = 0 et (ݔ−)ܨ =  et strictement croissante en 0 et ݇ et strictement (ݔ)ܨ−
décroissante en ݇ − 1 et ݇ + 1 et (ݔ)ܨ < 0 sur ]݇ − 1; ݇[ et (ݔ)ܨ > 0 sur ]݇; ݇ + 1[ Si les 
conditions suivantes sont satisfaites:  
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#   1. ݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧ <  −2√݇     

; ி(௫)ൣ0ܯ .2   # ݇ − 1൧ < ; ݇ൣி(௫)ܯ ݇ + 1൧ 

#   3. √2݇ − 1 < ; ி(௫)ൣ0ܯ ݇ − 1൧ 

#   4. ݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧ < ݉ி(௫)ൣ0 ; ݇ − 1൧  

; ி(௫)ൣ0ܯ2 .5   # ݇ − 1൧ + ݇ − 1 < ට൫ܯி(௫)ൣ0 ; ݇ − 1൧ − ݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧൯
ଶ

+ (݇ − 1)ଶ 

#   6. ݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧
ଶ

< ; ݇ൣி(௫)ܯ) ݇ + 1൧ + √2݇ + 1)ଶ 

#   7. ݉ி(௫)ൣ0 ; ݇ − 1൧ + ට݉ி(௫)ൣ0 ; ݇ − 1൧
ଶ

+ ݇ଶ ≤ −݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧ + ݇   

#   8. −݉ி(௫)ൣ0 ; ݇ − 1൧ + ට൫݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧ − ݉ி(௫)ൣ0 ; ݇ − 1൧൯
ଶ

+ ݇ଶ < ݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧ +

ට൫݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧ − ; ݇ൣி(௫)ܯ ݇ + 1൧൯
ଶ

+݇ଶ 

alors il y a pour (ݔ)ܨ au moins une solution périodique qui coupe [−݇; −݇ − 1]ைೣ
 et [݇; ݇ +

1]ைೣ
  

 
Preuve  
Les conditions des lemmes 9.a et 9.b sont vérifiées  

Lorsque ݇ ≥
ଵ

ଶ
 on a −√2݇ + 1 ≥ −2√݇ ainsi si la condition #1.1 du lemme 9.a est respectée 

alors ce sera aussi le cas de la condition #2.1du lemme 9.b 
Ainsi l’ensemble des conditions des lemmes 9.a et 9.b sont équivalentes aux conditions #1.1 
à #1.5 du lemme 9.a plus aux conditions #2.2 à #2.4 du lemme 9.b 
Dès lors en appliquant les lemmes 9.a et 9.b et le théorème F on achève la démonstration 
# 
 
 
PROPOSITION 17 
Soit (ݔ)ܨ une fonction continue telle que (0)ܨ = 0 et telle qu’il existe ܦ ≥ 0 tel que (ݔ)ܨ ≥
ݔ2 + (ܦ)ܨ − ݔ pour tous les ܦ2 ≥ 0 et qu’il existe ݀ ≤ 0 tel que (ݔ)ܨ ≤ ݔ2 + (݀)ܨ − 2݀  pour 
tous les ݔ ≤ 0 et soit ݖ < 0 le minimum tel que (ݖ)ܨ = 0 et ܼ > 0 le maximum tel que 
(ܼ)ܨ = 0  Si ݉ி(௫)[0; ܼ] < ݉ி(௫)[ݖ; 0] et ݉ி(௫)[0; ܼ] − ݉ி(௫)[ݖ; 0] < ;ݖ]ி(௫)ܯ et ݖ 0] >

;ி(௫)[0ܯ ܼ] et ܯி(௫)[ݖ; 0] − ;ி(௫)[0ܯ ܼ] > ܼ alors il y a au moins une solution périodique qui 

coupe [2݀ − ;(݀)ܨ ைೣష[ݖ
 et ]ܼ; ܦ2 − ைೣశ](ܦ)ܨ
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Preuve  
;ி(௫)(0݆ܽݎܶ (ܦ)ܨ − coupe ]2݀ (ܦ2 − ;(݀)ܨ 0]ைೣష

 

Soit ݔ le maximum tel que ݉ி(௫)[0; ܼ] = ;ܼ)ி(௫)݆ܽݎܶ alors (ݔ)ܨ 0) passe au dessous de 

;ݔ) ݉ி(௫)[0; ܼ]) et par suite coupe ௫ܱି en dessous de (0; ݉ி(௫)[0; ܼ]) Ensuite 

;ி(௫)(0݆ܽݎܶ ݉ி(௫)[0; ܼ]) passe en dessous de ݆ܶܽݎ௠ಷ(ೣ)[௭;଴](0; ݉ி(௫)[0; ܼ]) et cette trajectoire 

passe par ൫−݉ி(௫)[0; ܼ] + ݉ி(௫)[ݖ; 0]; ݉ி(௫)[ݖ; 0]൯ et donc coupe (ݔ)ܨ dans ]−∞; ைೣష]ݖ
 et 

finalement coupe ]−∞; ைೣష]ݖ
  

Comme ܼ < ܦ2 − ;ܼ]ி(௫)൫݆ܽݎܶ alors (ܦ)ܨ ܦ2 − ைೣశ[(ܦ)ܨ
൯ ⊂ ]2݀ − ;(݀)ܨ ைೣష]ݖ

 

De la même manière on prouve que ݆ܶܽݎி(௫)൫[2݀ − ;(݀)ܨ ைೣష[ݖ
൯ ⊂ ]ܼ; ܦ2 − ைೣశ](ܦ)ܨ

 

Ainsi ݆ܶܽݎி(௫)൫[ܼ; ܦ2 − ைೣశ[(ܦ)ܨ
൯ ⊊ ]ܼ; ܦ2 − ைೣశ](ܦ)ܨ

 et ݆ܶܽݎி(௫)൫[2݀ − ;(݀)ܨ ைೣష[ݖ
൯ ⊊

[2݀ − ;(݀)ܨ ைೣష[ݖ
donc il y a au moins une solution périodique qui coupe ]ܼ; ܦ2 − ைೣశ](ܦ)ܨ

et  

[2݀ − ;(݀)ܨ ைೣష[ݖ
  

# 
 

PROPOSITION 18 

Soit  (ݔ)ܨ = ݔ ∏ ଶݔ) − ݅ଶ)௡
௜ୀଵ  alors les solutions périodiques coupent ቂ−

ଵ଺

ଵ଴
݊;

ଵ଺

ଵ଴
݊ቃ

ைೣ
 

 
Preuve 
Soit ݔ ∈ [݊ − 1; ݊] tel que (ݔ )ܨ = ݉ி(௫)[݊ − 1, ݊] alors ܨᇱᇱ(ݔ) > 0 sur [ݔ; ∞] et (ݔ)ܨ ≥
൫ܨ(݊) − ᇱ(݊)൯ܨ݊ + ;ݔ] sur ݔ2 ∞] Selon le lemme 16 on a que ݉ி(௫)[݊ − 1, ݊] < ݉ி(௫)[݅ − 1, ݅] 
pour tout 0 ≤ ݅ ≤ ݊ − 1 alors (ݔ)ܨ ≥ ൫ܨ(݊) − ᇱ(݊)൯ܨ݊ + ݔ pour tout ݔ2 ≥ 0 De la même 
manière on a (ݔ)ܨ ≤ −൫ܨ(݊) − ᇱ(݊)൯ܨ݊ + ݔ pour tout ݔ2 ≤ 0 Et puisque ܨ(݊) = 0 alors les 
solutions périodiques coupent [−݊ܨᇱ(݊); ᇱ(݊)]ை೤ܨ݊

 

On a ܨᇱ(ݔ) = ∏ ଶݔ) − ݅ଶ)௡
௜ୀଵ + ଶݔ2 ∑ ∏ ଶݔ) − ݅ଶ)௡

௜ୀଵ ௘௧ ௜ஷ௝
௡
௝ୀଵ  et donc 

(݊)ᇱܨ = 2݊ଶ ∑ ∏ (݊ଶ − ݅ଶ)௡ିଵ
௜ୀଵ

௡
௝ୀଵ  

En vue d’appliquer le théorème C on cherche ߝ > 0 tel que ܨ(݊ + (ߝ ≥ (݊)ᇱܨ݊ ⇔
(݊ + (ߝ ∏ ((݊ + ଶ(ߝ − ݅ଶ)௡

௜ୀଵ ≥ 2݊ଷ ∏ (݊ଶ − ݅ଶ) ௡ିଵ
௜ୀଵ ⇔ (݊ + ݊))(ߝ + ଶ(ߝ − ݊ଶ) ∏ ((݊ + ଶ(ߝ −௡ିଵ

௜ୀଵ
݅ଶ) ≥ 2݊ଷ ∏ (݊ଶ − ݅ଶ) ௡ିଵ

௜ୀଵ Une condition suffisante est que(݊ + 2݊)ߝ(ߝ + (ߝ ≥ 2݊ଷ ⇔ ଷߝ +
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ଶߝ3݊ + 2݊ଶߝ − 2݊ଷ ≥ 0 Soit ݃(ߝ) = ଷߝ  + ଶߝ3݊ + 2݊ଶߝ − 2݊ଷ alors ݃ᇱ(ߝ) = ଶߝ3  + ߝ6݊ + 2݊ଶ >

0 et ݃ ቀ
଺

ଵ଴
݊ቁ =

ସଽ଺

ଵ଴଴଴
݊ଷ Et donc il suffit que ߝ ≥

଺

ଵ଴
݊ 

# 
 
 
APPLICATION  
 

(࢞)ࡲ = ૞࢞ − ૞࢞૜ + ૝࢞ = ૛࢞)࢞ − ૚)(࢞૛ − ૝)  
Selon la proposition 17 on a ݖ = −2 et ܼ = 2  et  ݀ ≅ −1.6912 et ܦ ≅ 1.6912 et  ݉ி(௫)[0; 2] ≅

−3.6314 < −1.4187 ≅  ݉ி(௫)[−2; 0] et ݉ி(௫)[0; 2] − ݉ி(௫)[−2; 0] ≅ −3.6314 + 1.4187 =

−2.2127 < −2 = ;ி(௫)[−2ܯ et  ݖ 0] ≅ 3.6314 > 1.4187 ≅ ;ி(௫)[0ܯ 2] et ܯி(௫)[−2; 0] −

;ி(௫)[0ܯ 2] ≅ 3.6314 − 1.4187 = 2.2127 > 2 = ܼ Ainsi il y a une solution périodique qui coupe 

[−6.9683; −2]ைೣ
 et [2; 6.9683]ைೣ

 

Selon la proposition 18 les solutions périodiques coupent [−3.2000; 3.2000]ைೣ
 

Ainsi il y une solution périodique qui coupe [−3.2000; −2]ைೣ
 et [2; 3.200]ைೣ
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CHAPITRE 7 -  Le nombre de solutions périodiques pour (ݔ)ܨ = ݔ ∏ ଶݔ) − ݅ଶ)௡
௜ୀଵ  est au 

moins égal à ࢔ 
 
 
 
Voici le graphe de (ݔ)ܨ pour ݊ = 2 et 3 et 4 
 

 
 
 
Commençons par étudier les caractéristiques de (ݔ)ܨ = ݔ ∏ ଶݔ) − ݅ଶ)௡

௜ୀଵ  
 
 
LEMME 11  

Soit (ݔ)ܨ = ݔ ∏ ଶݔ) − ݅ଶ)௡
௜ୀଵ  avec ݊ ≥ 2 alors 

ி(௫ାଵ)

ିி(௫)
=

௫ା௡ାଵ

௡ି௫
 et 

௜ାଶା௡

௡ି௜ିଵ
≥

ி(௫ାଵ)

ିி(௫)
≥

௜ାଵା௡

௡ି௜
 pour tout 

;݅[߳ݔ ݅ + 1[ et 0 ≤ ݅ ≤ ݊ − 2 
 
Preuve 
ி(௫ାଵ)

ିி(௫)
= −

(௫ାଵ) ∏ ൫(௫ାଵ)మି௜మ൯೙
೔సభ

௫ ∏ (௫మି௜మ)೙
೔సభ

= −
(௫ାଵ) ∏ ൫(௫ାଵି௜)(௫ାଵା௜)൯೙

೔సభ

௫ ∏ ൫(௫ି௜)(௫ା௜൯೙
೔సభ

= −
(௫ାଵ) ∏ (௫ାଵି௜) ∏ (௫ାଵା௜)೙

೔సభ
೙
೔సభ

௫ ∏ (௫ି௜) ∏ (௫ା௜)೙
೔సభ

೙
೔సభ

=  

= −
(௫ାଵ) ∏ (௫ି௜) ∏ (௫ାଵା௜)೙

೔సభ
೙షభ
೔సబ

௫ ∏ (௫ି௜) ∏ (௫ାଵା௜)೙షభ
೔సబ

೙
೔సభ

= −
(௫ାଵ)௫(௫ାଵା௡)

௫(௫ି௡)(௫ାଵ)
=

௫ାଵା௡

௡ି௫
  

On a 
డ

డ௫
ቀ

௫ାଵା௡

௡ି௫
ቁ =

ଶ௡ାଵ
(௫ି௡)మ > 0 et donc que 

௜ାଶା௡

௡ି௜ିଵ
≥

௫ାଵା௡

௡ି௫
≥

௜ାଵା௡

௡ି௜
 pour tout ߳ݔ]݅; ݅ + 1[ 

# 
 
 
LEMME 12.a  

Soit (ݔ)ܨ = ݔ ∏ ଶݔ) − ݅ଶ)௡
௜ୀଵ  avec ݊ ≥ 2 tel que ݉ி(௫)ൣ݅ ; ݅ + 1൧ < 0 alors 

௜ାଶା௡

௡ି௜ିଵ
≥

ெಷ(ೣ)ൣ௜ାଵ ;௜ାଶ൧

ି௠ಷ(ೣ)ൣ௜ ;௜ାଵ൧
≥

௜ାଵା௡

௡ି௜
 pour tout ߳ݔ]݅; ݅ + 1[ et 0 ≤ ݅ ≤ ݊ − 2 
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Preuve 

Soit ݔ ∈ ൧݅ ; ݅ + 1ൣ tel que (ݔ)ܨ = ݉ி(௫)ൣ݅ ; ݅ + 1൧ alors ܯி(௫)[݅ + 1; ݅ + 2] ≥ ݔ)ܨ  + 1) > 0  et 

selon le lemme 11 on a 
௜ାଵା௡

௡ି௜
≤

ி(௫ାଵ)

ିி(௫)
=

ିி(௫ାଵ)

ி(௫)
≤

ିெಷ(ೣ)[௜ାଵ;௜ାଶ]

௠ಷ(ೣ)ൣ௜ ;௜ାଵ൧
=

ெಷ(ೣ)[௜ାଵ;௜ାଶ]

ି௠ಷ(ೣ)ൣ௜ ;௜ାଵ൧
  

Soit ܺ ∈ ൧݅ ; ݅ + 1ൣ tel que ܨ൫ܺ + 1൯ = ݅]ி(௫)ܯ + 1; ݅ + 2] alors 0 > ൫ܺ൯ܨ ≥ ݉ி(௫)[݅; ݅ + 1] et 

selon le lemme 6 on a 
௜ାଶା௡

௡ି௜ିଵ
≥

ி൫௑ାଵ൯

ିி൫௑൯
≥

ெಷ(೉)[௜ାଵ;௜ାଶ]

ି௠ಷ(೉)[௜;௜ାଵ]
  

# 
 
 
LEMME 12.b  

Soit (ݔ)ܨ = ݔ ∏ ଶݔ) − ݅ଶ)௡
௜ୀଵ  avec ݊ ≥ 2 tel que ܯி(௫)ൣ݅ ; ݅ + 1൧ > 0 alors 

௜ାଶା௡

௡ି௜ିଵ
≥

ି௠ಷ(ೣ)ൣ௜ାଵ ;௜ାଶ൧

ெಷ(ೣ)ൣ௜ ;௜ାଵ൧
≥

௜ାଵା௡

௡ି௜
 pour tout ߳ݔ]݅; ݅ + 1[ et 0 ≤ ݅ ≤ ݊ − 2 

 
Preuve 

Soit ݔ ∈ ൧݅ ; ݅ + 1ൣ tel que (ݔ)ܨ = ; ݅ൣி(௫)ܯ ݅ + 1൧ alors  0 > ݔ)ܨ + 1) ≥ ݉ி(௫)ൣ݅ + 1 ; ݅ + 2൧  et 

selon le lemme 11 on a 
௜ାଵା௡

௡ି௜
≤

ி(௫ାଵ)

ିி(௫)
=

ିி(௫ାଵ)

ி(௫)
≤

ି௠ಷ(ೣ)ൣ௜ାଵ ;௜ାଶ൧

ெಷ(ೣ)ൣ௜ ;௜ାଵ൧
  

Soit ܺ ∈ ൧݅ ; ݅ + 1ൣ tel que ܨ൫ܺ + 1൯ = ݉ி(௫)[݅ + 1; ݅ + 2] alors ܯ[݅; ݅ + 1] ≥ ൫ܺ൯ܨ  > 0 et selon 

le lemme 6 on a 
௜ାଶା௡

௡ି௜ିଵ
≥

ி൫௑ାଵ൯

ିி൫௑൯
=

ିி൫௑ାଵ൯

ி൫௑൯
≥

ି௠ಷ(ೣ)[௜ାଵ;௜ାଶ]

ெ[௜;௜ାଵ]
  

# 
 
 
LEMME 13  

Soit (ݔ)ܨ = ݔ ∏ ଶݔ) − ݅ଶ)௡
௜ୀଵ  avec ݊ ≥ 3 alors 

ி(௫ାଶ)

ி(௫)
=

(௫ା௡ାଵ)(௫ା௡ାଶ)

(௡ି௫)(௡ି௫ିଵ)
  et 

(௜ା௡ାଶ)(௜ା௡ାଷ)

(௡ି௜ିଵ)(௡ି௜ିଶ)
≥

ி(௫ାଶ)

ி(௫)
 ≥

(௜ା௡ାଵ)(௜ା௡ାଶ)

(௡ି௜)(௡ି௜ିଵ)
 pour tout ߳ݔ]݅; ݅ + 1[ et 0 ≤ ݅ ≤ ݊ − 3 

 
Preuve 

Selon le lemme 11 on a 
ி(௫ାଶ)

ி(௫)
= ቀ

ி(௫ାଶ)

ி(௫ାଵ)
ቁ ቀ

ி(௫ାଵ)

ி(௫)
ቁ = ቀ−

௫ା௡ାଶ

௡ି௫ିଵ
ቁ ቀ−

௫ା௡ାଵ

௡ି௫
ቁ =

(௫ା௡ାଵ)(௫ା௡ାଶ)

(௡ି௫)(௡ି௫ିଵ)
   

On a 
డ

డ௡
ቀ

(௫ା௡ାଵ)(௫ା௡ାଶ)

(௡ି௫)(௡ି௫ିଵ)
ቁ =

ଶ(ଶ௡ାଵ)൫௡(௡ାଵ)ି(௫ାଵ)మ൯

(௡ି௫)(௡ି௫ାଵ)
≥

ଶ(ଶ௡ାଵ)൫௡(௡ାଵ)ି(௡ିଵ)మ൯
(௡ି௫)(௡ି௫ାଵ)

= ଶ(ଶ௡ାଵ)(ଷ௡ିଵ)

(௡ି௫)(௡ି௫ାଵ)
> 0 et 

donc que 
(௜ା௡ାଶ)(௜ା௡ାଷ)

(௡ି௜ିଵ)(௡ି௜ିଶ)
≥

(௫ା௡ାଵ)(௫ା௡ାଶ)

(௡ି௫)(௡ି௫ିଵ)
 ≥

(௜ା௡ାଵ)(௜ା௡ାଶ)

(௡ି௜)(௡ି௜ିଵ)
 pour tout ߳ݔ]݅; ݅ + 1[ 

# 
 
 
LEMME 14 

Soit (ݔ)ܨ = ݔ ∏ ଶݔ) − ݅ଶ)௡
௜ୀଵ  avec ݊ ≥ 3 tel que ݉ி(௫)ൣ݅ ; ݅ + 1൧ < 0 alors 

(௜ା௡ାଶ)(௜ା௡ାଷ)

(௡ି௜ିଵ)(௡ି௜ିଶ)
≥

௠ಷ(ೣ)ൣ௜ାଶ ;௜ାଷ൧

௠ಷ(ೣ)ൣ௜ ;௜ାଵ൧
≥

(௜ା௡ାଵ)(௜ା௡ାଶ)

(௡ି௜)(௡ି௜ିଵ)
  pour tout ߳ݔ]݅; ݅ + 1[ et 0 ≤ ݅ ≤ ݊ − 3 
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Preuve 

Soit ݔ ∈ ൧݅ ; ݅ + 1ൣ tel que (ݔ)ܨ = ݉ி(௫)ൣ݅ ; ݅ + 1൧ alors 0 > ݔ)ܨ + 2) ≥ ݉ி(௫)ൣ݅ + 2 ; ݅ + 3൧  et 

selon le lemme 13 on a 
(௜ା௡ାଶ)(௜ା௡ାଷ)

(௡ି௜ିଵ)(௡ି௜ିଶ)
≥ ி(௫ାଶ)

ி(௫)
≥

௠ಷ(ೣ)ൣ௜ାଶ ;௜ାଷ൧

௠ಷ(ೣ)ൣ௜ ;௜ାଵ൧
  

Soit ܺ ∈ ൧݅ ; ݅ + 1ൣ tel que ܨ൫ܺ + 2൯ = ݉ி(௫)[݅ + 2; ݅ + 3] alors  0 > ൫ܺ൯ܨ ≥ ݉ி(௫)[݅; ݅ + 1]  

selon le lemme 13 on a 
(௜ା௡ାଵ)(௜ା௡ାଶ)

(௡ି௜)(௡ି௜ିଵ)
≤

ி൫௑ାଶ൯

ி൫௑൯
≤

௠ಷ(ೣ)[௜ାଶ;௜ାଷ]

௠ಷ(ೣ)[௜;௜ାଵ]
 

# 
 
 
LEMME 15 

Soit (ݔ)ܨ = ݔ ∏ ଶݔ) − ݅ଶ)௡
௜ୀଵ  avec ݊ ≥ 3  tel que ܯி(௫)ൣ݅ ; ݅ + 1൧ > 0 alors 

(௜ା௡ାଶ)(௜ା௡ାଷ)

(௡ି௜ିଵ)(௡ି௜ିଶ)
≥

ெಷ(ೣ)ൣ௜ାଶ ;௜ାଷ൧

ெಷ(ೣ)ൣ௜ ;௜ାଵ൧
≥

(௜ା௡ାଵ)(௜ା௡ାଶ)

(௡ି௜)(௡ି௜ିଵ)
  pour tout ߳ݔ]݅; ݅ + 1[ et 0 ≤ ݅ ≤ ݊ − 3 

 
Preuve  

Soit ݔ ∈ ൧݅ ; ݅ + 1ൣ tel que ݔ)ܨ + 2) = ݅ൣி(௫)ܯ + 2 ; ݅ + 3൧ alors ܯி(௫)ൣ݅ ; ݅ + 1൧ ≥ (ݔ)ܨ  > 0  et 

selon le lemme 13 on a 
(௜ା௡ାଶ)(௜ା௡ାଷ)

(௡ି௜ିଵ)(௡ି௜ିଶ)
≥ ி(௫ାଶ)

ி(௫)
≥

ெಷ(ೣ)ൣ௜ାଶ ;௜ାଷ൧

ெಷ(ೣ)ൣ௜ ;௜ାଵ൧
  

Soit ܺ ∈ ൧݅ ; ݅ + 1ൣ tel que ܨ൫ܺ൯ = ;݅]ி(௫)ܯ ݅ + 1] alors ܯி(௫)[݅ + 2; ݅ + 1] ≥ ൫ܺܨ  + 2൯ > 0  et 

selon le lemme 13 on a 
(௜ା௡ାଵ)(௜ା௡ାଶ)

(௡ି௜)(௡ି௜ିଵ)
≤

ி൫௑ାଶ൯

ி൫௑൯
≤

ெಷ(ೣ)[௜ାଶ;௜ାଷ]

ெಷ(ೣ)[௜;௜ାଵ]
 

# 
 
 
LEMME 16 

Soit (ݔ)ܨ = ݔ ∏ ଶݔ) − ݅ଶ)௡
௜ୀଵ  avec ݊ ≥ 3 tel que ݉ி(௫)ൣ݅ + 2 ; ݅ + 3൧ < 0 alors ݉ி(௫)ൣ݅ + 2; ݅ +

3൧ < ݉ி(௫)ൣ݅ ; ݅ + 1൧ et ݉ி(௫)ൣ0 ; ݅ + 3൧ = ݉ி(௫)ൣ݅ + 2 ; ݅ + 3൧ 0  ݐݑ݋ݐ ݎݑ݋݌ ≤ ݅ ≤ ݊ − 3 

 
Preuve 

Selon le lemme 14 on a 
௠ಷ(ೣ)ൣ௜ାଶ ;௜ାଷ൧

௠ಷ(ೣ)ൣ௜ ;௜ାଵ൧
≥

(௜ା௡ାଵ)(௜ା௡ାଶ)

(௡ି௜)(௡ି௜ିଵ)
≥

(௡ାଵ)(௡ାଶ)

(ଶ)(ଵ)
> 1 et puisque ݉ி(௫)ൣ݅ ; ݅ +

1൧ < 0 alors ݉ி(௫)ൣ݅ + 2; ݅ + 3൧ < ݉ி(௫)ൣ݅ ; ݅ + 1൧  

En appliquant ce résultat et puisque ݉ி(௫)ൣ݅ + 1 ; ݅ + 2൧ = 0 on obtient  ݉ி(௫)ൣ݅ ; ݅ + 3൧ =

݉݅݊൛݉ி(௫)ൣ݅ ; ݅ + 1൧; ݉ி(௫)ൣ݅ + 1 ; ݅ + 2൧; ݉ி(௫)ൣ݅ + 2; ݅ + 3൧ൟ = ݉݅݊൛݉ி(௫)ൣ݅ ; ݅ + 1൧; 0; ݉ி(௫)ൣ݅ +

2 ; ݅ + 3൧ൟ = ݉ி(௫)ൣ݅ + 2 ; ݅ + 3൧ 

Et par récurrence on obtient ݉ி(௫)ൣ0 ; ݅ + 3൧ = ݉ி(௫)ൣ݅ + 2 ; ݅ + 3൧  
# 
 
LEMME 17 

Soit (ݔ)ܨ = ݔ ∏ ଶݔ) − ݅ଶ)௡
௜ୀଵ  avec ݊ ≥ 3 tel que ܯி(௫)ൣ݅ + 2 ; ݅ + 3൧ > 0 alors ܯி(௫)ൣ݅ + 2; ݅ +

3൧ > ; ݅ൣி(௫)ܯ ݅ + 1൧ et ܯி(௫)ൣ0 ; ݅ + 3൧ = ݅ൣி(௫)ܯ + 2 ; ݅ + 3൧ 0 ݐݑ݋ݐ ݎݑ݋݌ ≤ ݅ ≤ ݊ − 3 
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Preuve 

Selon le lemme 15 on a  
ெಷ(ೣ)ൣ௜ାଶ ;௜ାଷ൧

ெಷ(ೣ)ൣ௜ ;௜ାଵ൧
≥

(௜ା௡ାଵ)(௜ା௡ାଶ)

(௡ି௜)(௡ି௜ିଵ)
≥

(௡ାଵ)(௡ାଶ)

(ଶ)(ଵ)
> 1 et puisque ܯி(௫)ൣ݅ ; ݅ +

1൧ > 0 alors ܯி(௫)ൣ݅ + 2; ݅ + 3൧ > ; ݅ൣி(௫)ܯ ݅ + 1൧ 

En appliquant ce résultat et puisque ܯி(௫)ൣ݅ + 1 ; ݅ + 2൧ = 0 on obtient ܯி(௫)ൣ݅ ; ݅ + 3൧ =

; ݅ൣி(௫)ܯ൛ݔܽ݉ ݅ + 1൧; ݅ൣி(௫)ܯ + 1 ; ݅ + 2൧; + ݅ൣி(௫)ܯ 2; ݅ + 3൧ൟ = ; ݅ൣி(௫)ܯ൛ݔܽ݉ ݅ + 1൧; 0; ݅ൣி(௫)ܯ +

2 ; ݅ + 3൧ൟ = ݅ൣி(௫)ܯ + 2 ; ݅ + 3൧  

Et par récurrence on obtient ܯி(௫)ൣ0 ; ݅ + 3൧ = + ݅ൣி(௫)ܯ 2; ݅ + 3൧ 
# 
 
 
LEMME 18 

Soit (ݔ)ܨ = ݔ ∏ ଶݔ) − ݅ଶ)௡
௜ୀଵ  avec ݊ ≥ 2 alors ቚܨ ቀ

ଵ

ଶ
ቁቚ ≥  ቀ

ଷ

଼
ቁ ቀ

ଵହ

ସ
ቁ

௡ିଵ
  

 
Preuve 

On a ቀ
ଵ

ଶ
ቁ

ଶ
− ݅ଶ = ቀ

ଵ

ଶ
− ݅ቁ ቀ

ଵ

ଶ
+ ݅ቁ et si ݅ ≥ 2 alors  ฬቀ

ଵ

ଶ
ቁ

ଶ
− ݅ଶฬ ≥ ቀቚ

ଵ

ଶ
− 2ቚቁ ቀቚ

ଵ

ଶ
+ 2ቚቁ = ቀ

ଷ

ଶ
ቁ ቀ

ହ

ଶ
ቁ =

ଵହ

ସ
  

Ainsi ቚܨ ቀ
ଵ

ଶ
ቁቚ = ቀ

ଵ

ଶ
ቁ ൬∏ ฬቀ

ଵ

ଶ
ቁ

ଶ
− ݅ଶฬ௡

௜ୀଵ ൰ = ቀ
ଵ

ଶ
ቁ ൬ฬቀ

ଵ

ଶ
ቁ

ଶ
− 1ଶฬ൰ ൬∏ ฬቀ

ଵ

ଶ
ቁ

ଶ
− ݅ଶฬ௡

௜ୀଶ ൰ ≥ ቀ
ଷ

଼
ቁ ቀ

ଵହ

ସ
ቁ

௡ିଵ
 

# 
 
 
LEMME 19.a 

Soit (ݔ)ܨ = ݔ ∏ ଶݔ) − ݅ଶ)௡
௜ୀଵ  avec ݊ ≥ 3 et ݉ி(௫)ൣ0 ; 1൧ < 0 alors ݉ி(௫)ൣ0 ; 1൧ < −

଻

ସ
݊ 

 
Preuve  

Par le lemme 18 on a ݉ி(௫)ൣ0 ; 1൧ ≤ ܨ ቀ
ଵ

ଶ
ቁ ≤ − ቀ

ଷ

଼
ቁ ቀ

ଵହ

ସ
ቁ

௡ିଵ
 

Soit ݃(݊) = ቀ
ଷ

଼
ቁ ቀ

ଵହ

ସ
ቁ

௡ିଵ
−

଻

ସ
݊ et ݃ᇱ(݊) = ቀ

ଷ

଼
ቁ ݈݊ ቀ

ଵହ

ସ
ቁ ቀ

ଵହ

ସ
ቁ

௡ିଵ
−

଻

ସ
> ቀ

ଷ

଼
ቁ ݈݊ ቀ

ଵହ

ସ
ቁ ቀ

ଵହ

ସ
ቁ

ଶ
−

଻

ସ
≅

5.2202 > 0 et ݃(3) = ቀ
ଷ

଼
ቁ ቀ

ଵହ

ସ
ቁ

ଶ
−

ଶଵ

ସ
≅ 0.0234 > 0 et donc ݃(݊) > 0 pour tout ݊ ≥ 3 

Et ainsi ቀ
ଷ

଼
ቁ ቀ

ଵହ

ସ
ቁ

௡ିଵ
= ݃(݊) +

଻

ସ
݊ >

଻

ସ
݊ 

# 
 
 
LEMME 19.b 

Soit (ݔ)ܨ = ݔ ∏ ଶݔ) − ݅ଶ)௡
௜ୀଵ  avec ݊ ≥ 3 et ܯி(௫)ൣ0 ; 1൧ > 0 alors ܯி(௫)ൣ0 ; 1൧ > ଻

ସ
݊ 
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Preuve  
De la même manière que le lemme 19.a 
# 
 
 
LEMME 20 

Soit (ݔ)ܨ = ݔ ∏ ଶݔ) − ݅ଶ)௡
௜ୀଵ  avec ݊ ≥ 2 et 1 ≤ ݇ ≤ ݊ − 1 alors ቚܨ ቀ݇ +

ଵ

ଶ
ቁቚ ≥ ቀ݇ +

ଵ

ଶ
ቁ ቀ݇ +

ଵ

ସ
ቁ

௞
ቀ

଻

ସ
ቁ

௡ି௞
  

 
Preuve 

Si 0 ≤ ݅ ≤ ݇  alors ቀ݇ +
ଵ

ଶ
ቁ

ଶ
− ݅ଶ ≥ ቀ݇ +

ଵ

ଶ
ቁ

ଶ
− ݇ଶ = ݇ଶ + ݇ +

ଵ

ସ
− ݇ଶ = ݇ +

ଵ

ସ
> 0 

Si ݇ + 1 ≤ ݅ ≤ ݊  alors ቀ݇ +
ଵ

ଶ
ቁ

ଶ
− ݅ଶ ≤ ቀ݇ +

ଵ

ଶ
ቁ

ଶ
− (݇ + 1)ଶ = ݇ଶ + ݇ +

ଵ

ସ
− ݇ଶ − 2݇ − 1 = −݇ −

ଷ

ସ
 et comme ݇ ≥ 1 alors  ቀ݇ +

ଵ

ଶ
ቁ

ଶ
− ݅ଶ ≤ −݇ −

ଷ

ସ
≤ −

଻

ସ
< 0 

Alors 

ቚܨ ቀ݇ + ଵ

ଶ
ቁቚ = ቀ݇ + ଵ

ଶ
ቁ ൬∏ ฬቀ݇ + ଵ

ଶ
ቁ

ଶ
− ݅ଶฬ௡

௜ୀଵ ൰ = ቀ݇ + ଵ

ଶ
ቁ ൬∏ ฬቀ݇ + ଵ

ଶ
ቁ

ଶ
− ݅ଶฬ௞

௜ୀଵ ൰ ൬∏ ฬቀ݇ +௡
௜ୀ௞ାଵ

ଵ

ଶ
ቁ

ଶ
− ݅ଶฬ൰ ≥ ቀ݇ +

ଵ

ଶ
ቁ ቀ݇ +

ଵ

ସ
ቁ

௞
ቀ

଻

ସ
ቁ

௡ି௞
 

# 
 
 
LEMME 21  

Si ݊ ≥ 3 et  1 = ݇ ≤ ݊  alors ቀ݇ +
ଵ

ଶ
ቁ ቀ݇ +

ଵ

ସ
ቁ

௞
ቀ

଻

ସ
ቁ

௡ି௞
> ൞

ଵଽ

ଵ଴
݇ ݅ݏ        ݇݊ = 1

ଽ

ହ
݇ ݅ݏ         ݇݊ = 2

݇ ݅ݏ      10݊݇ ≥ 3

 

 
Preuve 
 
Si ࢑ = ૚ 

On a ቀ݇ +
ଵ

ଶ
ቁ ቀ݇ +

ଵ

ସ
ቁ

௞
ቀ

଻

ସ
ቁ

௡ି௞
= ቀ

ଷ

ଶ
ቁ ቀ

ହ

ସ
ቁ ቀ

ସ

଻
ቁ ቀ

଻

ସ
ቁ

௡
=

ଵହ

ଵସ
ቀ

଻

ସ
ቁ

௡
   

Soit ݃(݊) =
ଵହ

ଵସ
ቀ

଻

ସ
ቁ

௡
−

ଵଽ

ଵ଴
݊ alors ݃ᇱ(݊) =

ଵହ

ଵସ
݈݊ ቀ

଻

ସ
ቁ ቀ

଻

ସ
ቁ

௡
−

ଵଽ

ଵ଴
  Comme ݊ ≥ 3   alors  ݃ᇱ(݊) ≥

ଵହ

ଵସ
݈݊ ቀ

଻

ସ
ቁ ቀ

଻

ସ
ቁ

ଷ
− ଵଽ

ଵ଴
≅ 1.3134 > 0 et ݃(3) = ଵହ

ଵସ
ቀ

଻

ସ
ቁ

ଷ
− ହ଻

ଵ଴
 ≅ 0.0422 > 0 d’où ݃(݊) > 0  pour tout 

݊ ≥ 3 et finalement ቀ݇ +
ଵ

ଶ
ቁ ቀ݇ +

ଵ

ସ
ቁ

௞
ቀ

ସ

଻
ቁ

௞
ቀ

଻

ସ
ቁ

௡
= ݃(݊) +

ଵଽ

ଵ଴
݊ >

ଵଽ

ଵ଴
݊ =

ଵଽ

ଵ଴
݊݇ 

 
Si ࢑ = ૛ 

On a ቀ݇ +
ଵ

ଶ
ቁ ቀ݇ +

ଵ

ସ
ቁ

௞
ቀ

଻

ସ
ቁ

௡ି௞
= ቀ

ହ

ସ
ቁ ቀ

ଽ

ସ
ቁ

ଶ
ቀ

ସ

଻
ቁ

ଶ
ቀ

଻

ସ
ቁ

௡
=

ସ଴ହ

ଵଽ଺
 ቀ

଻

ସ
ቁ

௡
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Soit ݃(݊) =
ସ଴ହ

ଵଽ଺
 ቀ

଻

ସ
ቁ

௡
−

ଵ଼

ହ
݊  alors ݃ᇱ(݊) =

ସ଴ହ

ଵଽ଺
݈݊ ቀ

଻

ସ
ቁ ቀ

଻

ସ
ቁ

௡
−

ଵ଼

ହ
  Comme ݊ ≥ 3 et ݇ ≥ 3  alors  

݃ᇱ(݊) >
ସ଴ହ

ଵଽ଺
݈݊ ቀ

଻

ସ
ቁ ቀ

଻

ସ
ቁ

ଷ
−

ଵ଼

ହ
≅ 2.5973 > 0 et ݃(3) =

ସ଴ହ

ଵଽ଺
 ቀ

଻

ସ
ቁ

ଷ
−

ହସ

ହ
  ≅ 0.2742 > 0 d’où ݃(݊) >

0  pour tout ݊ ≥ 3 et finalement ቀ݇ +
ଵ

ଶ
ቁ ቀ݇ +

ଵ

ସ
ቁ

௞
ቀ

ସ

଻
ቁ

௞
ቀ

଻

ସ
ቁ

௡
> ݃(݊) +

ଵ଼

ହ
݊ >

ଵ଼

ହ
݊ =

ଽ

ହ
݊݇ 

Si ࢑ ≥ ૜ 

On a ቀ݇ +
ଵ

ଶ
ቁ ቀ݇ +

ଵ

ସ
ቁ

௞
ቀ

଻

ସ
ቁ

௡ି௞
= ቀ݇ +

ଵ

ଶ
ቁ ቀ݇ +

ଵ

ସ
ቁ

௞
ቀ

ସ

଻
ቁ

௞
ቀ

଻

ସ
ቁ

௡
  

Soit ݃(݊) = ቀ݇ +
ଵ

ସ
ቁ

௞
ቀ

ସ

଻
ቁ

௞
ቀ

଻

ସ
ቁ

௡
− 10݊  alors ݃ᇱ(݊) = ቀ݇ +

ଵ

ସ
ቁ

௞
ቀ

ସ

଻
ቁ

௞
݈݊ ቀ

଻

ସ
ቁ ቀ

଻

ସ
ቁ

௡
− 10 Comme 

݊ ≥ 3 et ݇ ≥ 3  alors  ݃ᇱ(݊) > ቀ
ଵଷ

ସ
ቁ

௞
ቀ

ସ

଻
ቁ

௞
݈݊ ቀ

଻

ସ
ቁ ቀ

଻

ସ
ቁ

ଷ
− 10 ≥ ቀ

ଵଷ

଻
ቁ

ଷ
݈݊ ቀ

଻

ସ
ቁ ቀ

଻

ସ
ቁ

ଷ
− 10 ≅ 9.2106 > 0 

et ݃(3) = ቀ݇ +
ଵ

ସ
ቁ

௞
ቀ

ସ

଻
ቁ

௞
ቀ

଻

ସ
ቁ

ଷ
− 30 > ቀ

ଵଷ

ସ
ቁ

௞
ቀ

ସ

଻
ቁ

௞
ቀ

଻

ସ
ቁ

ଷ
− 30 = ቀ

ଵଷ

଻
ቁ

௞
ቀ

଻

ସ
ቁ

ଷ
− 30 > ቀ

ଵଷ

଻
ቁ

ଷ
ቀ

଻

ସ
ቁ

ଷ
−

30 ≅ 4.3281 > 0 d’où ݃(݊) > 0  pour tout ݊ ≥ 3 et finalement ቀ݇ +
ଵ

ଶ
ቁ ቀ݇ +

ଵ

ସ
ቁ

௞
ቀ

ସ

଻
ቁ

௞
ቀ

଻

ସ
ቁ

௡
>

݇(݃(݊) + 10݊) > 10݊݇ 

# 

 
LEMME 22 

Soit (ݔ)ܨ = ݔ ∏ ଶݔ) − ݅ଶ)௡
௜ୀଵ  et ݊ ≥ 2 et 0 ≤ ݇ ≤ ݊ − 1 Si ݉ி(௫)ൣ݇ ; ݇ + 1൧ < 0  alors 

݉ி(௫)ൣ݇ ; ݇ + 1൧ ≤ − ቀ݇ +
ଵ

ଶ
ቁ ቀ݇ +

ଵ

ସ
ቁ

௞
ቀ

଻

ସ
ቁ

௡ି௞
 < ൞

−
ଵଽ

ଵ଴
݇ ݅ݏ        ݇݊ = 1

−
ଽ

ହ
݇ ݅ݏ         ݇݊ = 2

݇ ݅ݏ      10݊݇− ≥ 3

 

 
Preuve  

Si ݉ி(௫)ൣ݇ ; ݇ + 1൧ < 0  alors (ݔ)ܨ < 0 pour ߳ݔ]݇; ݇ + 1[ et par suite ݉ி(௫)ൣ݇ ; ݇ + 1൧ ≤ 

ܨ ቀ݇ +
ଵ

ଶ
ቁ < 0 et par le lemme 20 on a  ܨ ቀ݇ +

ଵ

ଶ
ቁ ≤ − ቀ݇ +

ଵ

ଶ
ቁ ቀ݇ +

ଵ

ସ
ቁ

௞
ቀ

଻

ସ
ቁ

௡ି௞
et on conclut en 

appliquant le lemme 21 
# 
 
 
LEMME 23 

Soit (ݔ)ܨ = ݔ ∏ ଶݔ) − ݅ଶ)௡
௜ୀଵ  et ݊ ≥ 2 et 1 ≤ ݇ ≤ ݊ − 1 Si ܯி(௫)ൣ݇ ; ݇ + 1൧ > 0  alors 

; ݇ൣி(௫)ܯ ݇ + 1൧ ≥ ቀ݇ +
ଵ

ଶ
ቁ ቀ݇ +

ଵ

ସ
ቁ

௞
ቀ

଻

ସ
ቁ

௡ି௞
ቀ݇ +

ଵ

ଶ
ቁ ቀ݇ +

ଵ

ସ
ቁ

௞
ቀ

଻

ସ
ቁ

௡ି௞
> ൞

ଵଽ

ଵ଴
݇ ݅ݏ        ݇݊ = 1

ଽ

ହ
݇ ݅ݏ         ݇݊ = 2

݇ ݅ݏ      10݊݇ ≥ 3
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Preuve 

Si ܯி(௫)ൣ݇ ; ݇ + 1൧ > 0  alors (ݔ)ܨ > 0 pour ߳ݔ]݇; ݇ + 1[ et par suite ܯி(௫)ൣ݇ ; ݇ + 1൧ ≥

ܨ ቀ݇ +
ଵ

ଶ
ቁ ≥ 0 et par le lemme 20 on a ܨ ቀ݇ +

ଵ

ଶ
ቁ ≥ ቀ݇ +

ଵ

ଶ
ቁ ቀ݇ +

ଵ

ସ
ቁ

௞
ቀ

଻

ସ
ቁ

௡ି௞
et on conclut en 

appliquant le lemme 21 
# 
 
 
THEOREME G 
Soit (ݔ)ܨ = ݔ ∏ ଶݔ) − ݅ଶ)௡

௜ୀଵ  et ݊ ≥ 1 alors il y a au moins une solution périodique qui coupe 
ൣ−݅ − 1 ; −݅൧

ைೣ
et ൣ݅ ; ݅ + 1൧

ைೣ
pour tout 1 ≤ ݅ ≤ ݊ et une qui coupe ]−∞; −݊]ைೣ

et  ൣ݊ ; ∞ൣ
ைೣ

Et 

donc il y au moins ݊ solutions périodiques  
 
Preuve  
 
1er cas ࢔ = ૚  
Dans ce cas (ݔ)ܨ = ଷݔ −  qui est l’équation de Balthasar van der Pol pour laquelle il y a ݔ
exactement un cycle qui coupe [−2; −1]ை௫ et [−2; −1]ை௫ 
 
2ème cas ࢔ = ૛   
Dans ce cas (ݔ)ܨ = ହݔ − ଷݔ5 + (1)ܨ On a  ݔ4 = (2)ܨ = 0 et (ݔ)ܨ > 0 sur ]0; 1[ et (ݔ)ܨ < 0  

sur]1; 2[ Les extrema de (ݔ)ܨ sont ߪ = ටଵହି√ଵସହ

ଵ଴
∈ ]0; 1[ et  ߩ = ටଵହା√ଵସହ

ଵ଴
∈ ]1; 2[ et on a   

; ி(௫)ൣ0ܯ 1൧ = −݉ி(௫)ൣ−1 ; 0൧ = ටଵହି√ଵସହ

ଵ଴
ቀ

ଵା√ଵସହ

ହ
ቁ ≅ 1.4187 et  

݉ி(௫)ൣ1 ; 2൧ = ; ி(௫)ൣ−2ܯ− −1൧ = ටଵହା√ଵସହ

ଵ଴
ቀ

ଵି√ଵସହ

ହ
ቁ ≅ −3.6314 

 
 
Intervalle [૙; ૚]࢞ࡻ

 

On a (ݔ)ܨ < 0 pour tout ݔ ∈ [−1; 0]ைೣ
 et (ݔ)ܨ > 0 pour tout ݔ ∈ [0; 1]ைೣ

 et donc et (ݔ)ܨݔ >

0 pour tout ݔ ∈ [−1; 1]ைೣ
 et il n’y a pas de solution périodique 

 
 
Intervalle [૚; ૛]࢞ࡻ

  

On a ݊ ≥ 3 et (ݔ−)ܨ = (0)ܨ et (ݔ)ܨ− = (1)ܨ = (2)ܨ = 0 et (ݔ)ܨ > 0 sur ൧0 ; 1ൣ et (ݔ)ܨ < 0  

sur൧1 ; 2ൣ et ܨᇱ(0) > 0 et ܨᇱ(1) < 0 et ܨᇱ(2) > 0  

On va montrer que les conditions du lemme 7 sont vérifiées ; 
 
Condition 1 

On a ܯி(௫)ൣ0 ; 1൧ ≅ 1.4187 ≤ 1.7321 ≅ √3 

□ 
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Condition 2 

On a ඨ1 + ቆ݉ி(௫)ൣ1 ; 2൧ + ට݉ி(௫)ൣ1 ; 2൧
ଶ

+ 3ቇ
ଶ

≅ 1.0741 < 1.4187 ≅ ; ி(௫)ൣ0ܯ 1൧  

□ 
 
Condition 3 

; ி(௫)ൣ0ܯ 1൧ = −݉ி(௫)ൣ−1 ; 0൧ = ටଵହି√ଵସହ

ଵ଴
ቀ

ଵା√ଵସହ

ହ
ቁ ≅ 1.4187 et  

݉ி(௫)ൣ1 ; 2൧ = ; ி(௫)ൣ−2ܯ− −1൧ = ටଵହା√ଵସହ

ଵ଴
ቀ

ଵି√ଵସହ

ହ
ቁ ≅ −3.6314 

On a 2ܯி(௫)ൣ0 ; 1൧ + ට1 + ൫√3 − ; ி(௫)ൣ0ܯ 1൧൯
ଶ

≅ 3.8853 < 5.1482 ≅ 

ට1 + ൫ܯி(௫)ൣ0 ; 1൧ − ݉ி(௫)ൣ1 ; 2൧൯
ଶ
  

□ 
 
Condition 4 

On a ට1 + ; ி(௫)ൣ0ܯ 1൧
ଶ

≅ 1.7357 < 3.8374 ≅ ; ி(௫)ൣ0ܯ2 1൧ + 1 

□ 
 
Condition 5 

On a 1 < 1.4187 ≅ ; ி(௫)ൣ0ܯ 1൧   
□ 
 
Condition 6 

On a ܯி(௫)ൣ0 ; 1൧
ଶ

≅ 2.0127 < 28.7666 ≅ ൫݉ி(௫)ൣ1 ; 2൧ − √3൯
ଶ
 

□ 
 
Ainsi donc il y a au moins une solution périodique qui coupe [−2; −1]ை௫ et [1; 2]ை௫ 
 
Intervalle [૛; ࢞ࡻ[∞

  

Soit ܦ = −݀ ≅ 1.6912 alors ݔହ − ଷݔ5 + ݔ4 ≥ ݔ2 + (ܦ)ܨ − ݔ pour tout ܦ2 > 0 et ݔହ − ଷݔ5 +
ݔ4 ≤ ݔ2 + (݀)ܨ + 2݀ pour tout ݔ < 0 
Soit ܼ = 2 la plus grande solution positive et ݖ = −2 la plus petite solution négative de (ݔ)ܨ 
On a ݉ி(௫)[0; 2] ≅ −3.6314 < −1.4187 ≅ ݉ி(௫)[−2; 0] et ݉ி(௫)[0; 2] − ݉ி(௫)[−2; 0] ≅

−2.2127 < −2 = ;ி(௫)[−2ܯ et ݖ 0] ≅ 3.6314 > 1.4187 ≅ ;ி(௫)[0ܯ 2] et ܯி(௫)[−2; 0] −

;ி(௫)[0ܯ 2] ≅ 2.2127 > 2 = ܼ 

Alors on applique la proposition 17 et il y a au moins une solution périodique qui coupe 
[−6.9683; −2]ைೣ

 et [2; 6.9683]ைೣ
  

 
Ainsi au total il y a au moins 2 solutions périodiques 
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3ème cas ࢔ ≥ ૜   
 
 
Intervalle [૙; ૚]࢞ࡻ

 

Si ݊ est pair alors (ݔ)ܨ < 0 pour tout 1−ൣ߳ݔ ; 0ൣ et (ݔ)ܨ > 0 pour tout 0[߳ݔ; 1] et donc il n’y a 

pas de solution périodique 

Si ݊ est impair alors (ݔ)ܨ > 0 pour tout 1−ൣ߳ݔ ; 0ൣ et (ݔ)ܨ < 0 pour tout 0[߳ݔ; 1] et donc il n’y 

a pas de solution périodique 
 
 
Intervalle [૚; ૛]࢞ࡻ

 

 
Si ݊ est pair  

On a ݊ ≥ 3 et (ݔ−)ܨ = (0)ܨ et (ݔ)ܨ− = (1)ܨ = (2)ܨ = 0 et (ݔ)ܨ > 0 sur ൧0 ; 1ൣ et (ݔ)ܨ < 0  

sur൧1 ; 2ൣ et ܨᇱ(0) > 0 et ܨᇱ(1) < 0 et ܨᇱ(2) > 0  

On va montrer que les conditions du lemme 8 sont satisfaites 
 
Condition 1 

Selon le lemme 19.b on a ܯி(௫)ൣ0 ; 1൧ ≥ ଻

ସ
݊ ≥ 5.2500 > 1.7321 ≅ √3 

□ 
 
Condition 2 

ඨ1 + ቆ݉ி(௫)ൣ1 ; 2൧ + ට݉ி(௫)ൣ1 ; 2൧
ଶ

+ 3ቇ
ଶ

≤ ; ி(௫)ൣ0ܯ 1൧   

Soit ݃(ݔ) = 1 + ൫ݔ + ଶݔ√ + 3൯
ଶ
 et ݃ᇱ(ݔ) = 2൫ݔ + ଶݔ√ + 3൯ ቀ1 + ௫

√௫మାଷ
ቁ > 0 pour tout ݔ Puisque 

݃(0) = 4 cela implique que ݃(ݔ) ≤ 4 pour tout ݔ ≤ 0 Puisque ݉ி(௫)ൣ1 ; 2൧ < 0 alors 

ඨ1 + ቆ݉ி(௫)ൣ1 ; 2൧ + ට݉ி(௫)ൣ1 ; 2൧
ଶ

+ 3ቇ
ଶ

− ; ி(௫)ൣ0ܯ 1൧ = ට݃൫݉ி(௫)ൣ1 ; 2൧൯ − ; ி(௫)ൣ0ܯ 1൧ <

2 − ; ி(௫)ൣ0ܯ 1൧ 

Et comme selon le lemme 19.b on a  ܯி(௫)ൣ0 ; 1൧ ≥
଻

ସ
݊ > 2 alors l’inégalité est prouvée 

□ 
 
Condition 3  

Selon le lemme 12.b on a  
ି௠ಷ(ೣ)ൣଵ ;ଶ൧

ெಷ(ೣ)[଴;ଵ]
≥

௡ାଵ

௡
≥ d’où −݉ி(௫)ൣ1 ; 2൧ ≥ ;ி(௫)[0ܯ 1] ௡ାଵ

௡
 et donc 

; ி(௫)ൣ0ܯ 1൧ − ݉ி(௫)ൣ1 ; 2൧ ≥ ;ி(௫)[0ܯ 1] ଶ௡ାଵ

௡
> 0 et finalement 

ට1 + ൫ܯி(௫)ൣ0 ; 1൧ − ݉ி(௫)ൣ1 ; 2൧൯
ଶ

− ; ி(௫)ൣ0ܯ2 1൧ − 1 ≥ ට1 + ;ி(௫)[0ܯ 1]ଶ ቀ
ଶ௡ାଵ

௡
ቁ

ଶ
−

; ி(௫)ൣ0ܯ2 1൧ − 1  
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Selon le lemme 19.b on a  ܯி(௫)ൣ0 ; 1൧ ≥
଻

ସ
݊ 

Soit ݃(ݔ) = ට1 + ଶݔ ቀ
ଶ௡ାଵ

௡
ቁ

ଶ
− ݔ2 − 1 alors on a  ݃ᇱ(ݔ) =

௫ቀ
మ೙శభ

೙
ቁ

మ

ටଵା௫మቀ
మ೙శభ

೙
ቁ

మ
− 2  Dès lors ݃ᇱ(ݔ) >

0 ⇔ ଶݔ ቀ
ଶ௡ାଵ

௡
ቁ

ସ
> 4 ൬1 + ଶݔ ቀ

ଶ௡ାଵ

௡
ቁ

ଶ
൰ ⇔ ଶݔ ቀ

ଶ௡ାଵ

௡
ቁ

ଶ
൬ቀ

ଶ௡ାଵ

௡
ቁ

ଶ
− 4൰ > 4 ⇔ ଶݔ ቀ

ଶ௡ାଵ

௡
ቁ

ଶ
ቀ

ସ௡ାଵ

௡మ ቁ >

4 ⇔ ଶݔ > 4 ቀ
௡

ଶ௡ାଵ
ቁ

ଶ
ቀ

௡మ

ସ௡ାଵ
ቁ = 4݊ ቀ

௡

ଶ௡ାଵ
ቁ

ଶ
ቀ

௡

ସ௡ାଵ
ቁ Et puisque l’on a  4݊ ቀ

௡

ଶ௡ାଵ
ቁ

ଶ
ቀ

௡

ସ௡ାଵ
ቁ <

4݊ ቀ
ଵ

ଶ
ቁ

ଶ
ቀ

ଵ

ସ
ቁ = ௡

ସ
 alors ݃ᇱ(ݔ) > 0 pour tout ݔ ≥ √௡

ଶ
 

On 
଻

ସ
݊ > √௡

ଶ
⇔ √݊ >

ଶ

଻
⇔ ݊ >

ସ

଻
 ce qui est vérifié et puisque ݃ ቀ

଻

ସ
݊ቁ = ට1 +

ସଽ(ଶ௡ାଵ)మ

ଵ଺
−

଻

ଶ
݊ −

1 >
଻(ଶ௡ାଵ)

ସ
−

଻

ଶ
݊ − 1 =

ଷ

ସ
> 0  cela implique que ݃(ݔ) ≥ 0 pour tout ݔ ≥

଻

ସ
݊ et ainsi 

݃൫ܯ ݔி(௫)ൣ0 ; 1൧൯ = ට1 + ; ி(௫)ൣ0ܯ  1൧
ଶ

ቀ
ଶ௡ାଵ

௡
ቁ

ଶ
− ; ி(௫)ൣ0ܯ 2 1൧ − 1 > 0 

ට1 + ; ி(௫)ൣ0ܯ  1൧
ଶ

ቀ
ଶ௡ାଵ

௡
ቁ

ଶ
− ; ி(௫)ൣ0ܯ 2 1൧ − 1 > 0 

□ 
 
Condition 4  

ට1 + ; ி(௫)ൣ0ܯ 1൧
ଶ

≤ ; ி(௫)ൣ0ܯ2 1൧ + 1  

On a ܯி(௫)ൣ0 ; 1൧ > 0  Soit ݃ (ݔ) = ݔ2 + 1 − √1 + (ݔ)ଶ alors ݃ᇱݔ = 2 −
௫

√ଵା௫మ > 0 car 
௫

√ଵା௫మ < 1 

Comme ݃ (0) = 0 alors  ݃ (ݔ) ≥ 0 pour tout ݔ ≥ 0 
□ 
 
Condition 5 

; ி(௫)[0ܯ 1]ଶ ≤ ൫݉ி(௫)[1 ; 2] − √3൯
ଶ
 

Selon le lemme 12.b on a 0 < ; ி(௫)ൣ0ܯ 1൧ ≤ −݉ி(௫)ൣ1 ; 2൧
௡

௡ାଵ
 d’où ܯி(௫)ൣ0 ; 1൧

ଶ
≤

݉ி(௫)ൣ1 ; 2൧
ଶ

ቀ
௡

௡ାଵ
ቁ

ଶ
Et donc il suffit de montrer que ݉ி(௫)ൣ1 ; 2൧

ଶ
ቀ

௡

௡ାଵ
ቁ

ଶ
< ൫݉ி(௫)ൣ1 ; 2൧ − √3൯

ଶ
 

On a ݔଶ ቀ
௡

௡ାଵ
ቁ

ଶ
< ൫ݔ − √3൯

ଶ
⇔ ଶݔ ቀ

௡

௡ାଵ
ቁ

ଶ
< ଶݔ − 2√3 + 3 ⇔ ଶݔ ൬1 − ቀ

௡

௡ାଵ
ቁ

ଶ
൰ − ݔ3√2 + 3 >

0 ⇔ ଶݔ ቀ
ଶ௡ାଵ

(௡ାଵ)మቁ − ݔ3√2 + 3 > 0 Et lorsque ݔ ≤ 0 la condition équivaut à 

ݔ ≤
ଶ√ଷିටଵଶିଵଶ మ೙శభ

(೙శభ)మ

ଶ మ೙శభ
(೙శభ)మ

= √3
(௡ାଵ)

ଶ௡ାଵ
  ce qui est toujours vérifié et donc on a ට1 + ଶݔ ቀ

௡

௡ାଵ
ቁ

ଶ
≤

ට1 + ൫ݔ − √3൯
ଶ
pour tout ݔ ≤ 0 et en particulier pour ݉ி(௫)ൣ1 ; 2൧ < 0 

□ 
 
Alors il y a au moins une solution périodique qui coupe [−2; −1]ை௫ et [1; 2]ை௫ 
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Si ݊ est impair  
On définit  (ݔ)ܩ = (1)ܩ et alors et (ݔ−)ܨ = (2)ܩ = 0 et (ݔ)ܩ > 0 sur ]0; 1[ et (ݔ)ܩ < 0  
sur]1; 2[ et alors (ݔ)ܩ on montre de la même manière que ci-dessus que les conditions du 
lemme 8 sont satisfaites  
 
Ainsi il y a pour (ݔ)ܩ au moins une solution périodique qui coupe [−2; −1]ை௫ et [1; 2]ை௫ Et en 
appliquant le lemme 4 on obtient qu’il y a pour (ݔ)ܨ au moins une solution périodique qui 
coupe [−2; −1]ை௫ et [1; 2]ை௫ 
 
Intervalle [૛; ૜]࢞ࡻ

  

 
Si ݊ est pair   
On a (0)ܨ = (1)ܨ = (2)ܨ = (3)ܨ = 0 et ܨᇱ(1) < 0 et ܨᇱ(2) > 0 et  ܨᇱ(3) < 0 et  a (ݔ)ܨ < 0 sur 
]1; 2[  et (ݔ)ܨ > 0 sur ]2; 3[ et on a ݉ி(௫)[0; 1] = ;ி(௫)[1ܯ 2] = ݉ி(௫)[2; 3] = 0 et on va 

montrer que les 8 conditions du lemme 10 sont remplies et dans ce cas il y a au moins une 
solution périodique 
 

Condition 1 ݉ி(௫)[1; 2] ≤  −2√2  

Selon le lemme 21  on a ݉ி(௫)ൣ1 ; 2൧ ≤ −
ଵଽ

ଵ଴
݊ ≤ −

ହ଻

ଵ଴
= −5.7000 < 2.8284 ≅ −2√2 

□  
 

Condition 2 ܯி(௫)ൣ0 ; 1൧  ≤ ; ி(௫)ൣ2ܯ 3൧ 

Selon le lemme 15 on a 
ெಷ(ೣ)ൣଶ ;ଷ൧

ெಷ(ೣ)ൣ଴ ;ଵ൧
≥

(௡ାଵ)(௡ାଶ)

(௡)(௡ିଵ)
= ቀ

௡ାଵ

௡ିଵ
ቁ ቀ

௡ାଶ

௡
ቁ > 1     

□ 
 

Condition 3 √5 ≤ ; ி(௫)ൣ0ܯ 1൧ 

Selon le lemme 19.b on a  ܯி(௫)ൣ0 ; 1൧ >
଻

ସ
݊ ≥

ଶଵ

ସ
≅ 5.2500 > 2.2361 ≅ √5   

□ 
 

Condition 4 ݉ி(௫)ൣ1 ; 2൧ ≤ 0 

Ce qui est vérifié 
□ 
 

Condition 5 2ܯி(௫)ൣ0 ; 1൧ + 1 ≤ ට൫ܯி(௫)ൣ0 ; 1൧ − ݉ி(௫)ൣ1 ; 2൧൯
ଶ

+ 1 

Cette condition est égale à la Condition 3 pour [1; 2]ைೣ
 qui a déjà été démontrée 

□ 
 

Condition 6 ݉ி(௫)[1; 2]ଶ ≤ ;ி(௫)[2ܯ) 3] + √5)ଶ  



 
« Une approche géométrique de l’équation de Liénard pour prouver que pour (ݔ)ܨ ݔ = ∏ ଶݔ) − ݅ଶ)௡

௜ୀଵ  il y a au moins ݊ solutions périodiques, que 
pour tous les polynômes de degré impair les solutions périodiques sont dans un espace borné autour de l’origine, pour donner des nouveaux 
algorithmes permettant de localiser les solutions périodiques, etc.» 
 

Par Serge Reymond, Mont-Pélerin, Switzerland, 31 mai 2019  
 

Page 83 sur 104 

 

Selon le lemme 12.a on a 
ெಷ(ೣ)[ଶ;ଷ]

ି௠ಷ(ೣ)[ଵ;ଶ]
≥

௡ାଶ

௡ିଵ
> 1 dont on tire ܯி(௫)[2; 3] > −݉ி(௫)[1; 2] > 0 et 

donc (ܯி(௫)[2; 3] + √5)ଶ ≥ ൫−݉ி(௫)[1; 2] + √5൯
ଶ

= ݉ி(௫)[1; 2]ଶ − 2√5݉ி(௫)[1; 2] + 5 >
݉ி(௫)[1; 2]ଶ 

□ 
 

Condition 7 ට݉ி(௫)ൣ1 ; 2൧
ଶ

+ 4  ≤ ݉ி(௫)ൣ1 ; 2൧ + ට൫݉ி(௫)ൣ1 ; 2൧ − ;ி(௫)[2ܯ 3]൯
ଶ

+ 4 

Selon le lemme 12.a on a 
ெಷ(ೣ)[ଶ;ଷ]

ି௠ಷ(ೣ)[ଵ;ଶ]
≥

௡ାଶ

௡ିଵ
> 1 dont on tire ܯி(௫)ൣ2 ; 3൧ ≥ −݉ி(௫)ൣ1 ; 2൧

௡ାଶ

௡ିଵ
  

ainsi ൫݉ி(௫)ൣ1 ; 2൧ − ; ி(௫)ൣ2ܯ 3൧൯
ଶ

=  ൫ܯி(௫)ൣ2 ; 3൧ − ݉ி(௫)ൣ1 ; 2൧൯
ଶ

≥ ቀ−݉ி(௫)ൣ1 ; 2൧
௡ାଶ

௡ିଵ
−

݉ி(௫)ൣ1 ; 2൧ቁ
ଶ

= ݉ி(௫)ൣ1 ; 2൧
ଶ

ቀ1 +
௡ାଶ

௡ିଵ
ቁ

ଶ
= ݉ி(௫)ൣ1 ; 2൧

ଶ
ቀ

ଶ௡ାଵ

௡ିଵ
ቁ

ଶ
  

Ainsi ݉ி(௫)ൣ1 ; 2൧ + ට൫݉ி(௫)ൣ1 ; 2൧ − ; ி(௫)ൣ2ܯ 3൧൯
ଶ

+ 4 ≥

 ݉ி(௫)ൣ1 ; 2൧ + ට൫݉ி(௫)ൣ1 ; 2൧ − ; ி(௫)ൣ2ܯ 3൧൯
ଶ

≥ ݉ி(௫)ൣ1 ; 2൧ − ݉ி(௫)ൣ1 ; 2൧ ቀ
ଶ௡ାଵ

௡ିଵ
ቁ =

−݉ி(௫)ൣ1 ; 2൧ ቀ
௡ାଶ

௡ିଵ
ቁ 

Dès lors, il suffit de montrer que ට݉ி(௫)ൣ1 ; 2൧
ଶ

+ 4  ≤ −݉ி(௫)ൣ1 ; 2൧ ቀ
௡ାଶ

௡ିଵ
ቁ 

Posons ݃(ݔ) = ݔ− ቀ
௡ାଶ

௡ିଵ
ቁ − ଶݔ√ + 4  et ݃ᇱ(ݔ) = − ቀ

௡ାଶ

௡ିଵ
ቁ −

௫

√௫మାସ
  Puisque  −

௡ାଶ

௡ିଵ
= −1 −

ଷ

௡ିଵ
<

−1  et que –
௫

√௫మାସ
< 1 pour tout ݔ < 0 alors  ݃ᇱ(ݔ) = − ቀ

௡ାଶ

௡ିଵ
ቁ −

௫

√௫మାସ
< −1 + 1 = 0 pour tout 

ݔ ≤ 0 Et puisque ݃(−݊) = ݊ ቀ
௡ାଶ

௡ିଵ
ቁ − √݊ଶ + 4 = ݊ ቀ1 +

ଷ

௡ିଵ
ቁ − √݊ଶ + 4 > ݊ ቀ1 +

ଷ

௡
ቁ −

√݊ଶ + 4 = ݊ + 3 − √݊ଶ + 4 > 0 car (݊ + 3)ଶ − (݊ଶ + 4) = 6݊ + 5 > 0 alors ݃(ݔ) ≤ 0 pour tout 
ݔ ≤ −݊ 

Selon le lemme 22 on a  ݉ி(௫)[1; 2] ≤ − ଵଽ

ଵ଴
݊ < −݊ et ainsi 

݃൫݉ி(௫)[1; 2]൯ = −݉ி(௫)[1; 2] ቀ
௡ାଶ

௡ିଵ
ቁ − ඥ݉ி(௫)[1; 2]ଶ + 4 > 0 

□ 
 

Condition 8 0 ≤ −݉ி(௫)ൣ1 ; 2൧ 
Ce qui est vérifié 
□ 

 
 

Si ݊ est impair 
On définit (ݔ)ܩ = (ݔ−)ܨ et alors puisque (ݔ−)ܨ = (ݔ)ܩ alors (ݔ)ܨ− < 0 sur ]1; 2[  et 
(ݔ)ܩ > 0 sur ]2; 3[ et de la même manière que ci-dessus on montre que les 8 conditions du 
lemme 7 sont vérifiées et qu’il y a pour (ݔ)ܩ au moins une solution périodique qui coupe 
[−3; −2]ைೣ

 et [2; 3]ைೣ
 et ensuite par le lemme 4 il y a pour (ݔ)ܨ au moins une solution 

périodique qui coupe [−3; −2]ைೣ
 et [2; 3]ைೣ
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Intervalle [࢑; ࢑ + ૚] avec ૜ ≤ ࢑ ≤ ࢔ − ૚ 
Si ݊ − ݇ est pair  (ݔ)ܨ < 0 sur ]݇ − 1; ݇[  et (ݔ)ܨ > 0 sur ]݇; ݇ + 1[ et on montre que les 8 
conditions du lemme 10 sont remplies et dans ce cas il y a au moins une solution périodique  
 

Condition 1  ݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧ ≤  −2√݇ 

Selon lemme 22 on a ݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧ ≤ ቊ
−

ଵ଼

ହ
݇    ݅ݏ                 ݊ = 3

−10݊(݇ − ݇    ݅ݏ   (1 ≥ 4
 

Si ݇ = 3 alors − ଵ଼

ହ
݊ ≤ −2√3     ⇔  ݊ ≥ ହ√ଷ

ଽ
 ≅  0.9623 ce qui est vérifié 

Si ݇ ≥ 3 alors on définit ݃(ݔ) = ݔ)10݊− − 1) + (ݔ)et ݃ᇱ ݔ√2 = −10݊ +
ଵ

√௫
≤ 0 pour tout 

ݔ ≥ ଵ

ଽ଴଴
≥ ଵ

ଵ଴଴௡మ et puisque ݃(3) = −20݊ + 2√3 < 0 alors ݃(ݔ) < 0 pour tout ݔ ≥ 3 et alors 

݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧ < −10݊(݇ − 1) = ݃(݇) − 2√݇ < −2√݇ 

□ 
 

Condition 2 ܯி(௫)ൣ0 ; ݇ − 1൧  ≤ ; ݇ൣி(௫)ܯ ݇ + 1൧  

On pose  ݇ = ݅ + 2 et selon le lemme 12 on a ܯி(௫)[݇; ݇ + 1] > ݇ൣி(௫)ܯ − 2 ; ݇ − 1൧ pour tout 

 2 ≤ ݇ ≤ ݊ − 1 

Supposons ݇ = 3 alors on a ܯி(௫)ൣ2 ; 3൧ = ; ி(௫)ൣ0ܯ 1൧ = 0 et donc  ܯி(௫)ൣ0 ; 2൧ =

max൛ܯி(௫)ൣ0 ; 1൧; ; ி(௫)ൣ1ܯ 2൧ൟ = max൛0; ; ி(௫)ൣ1ܯ 2൧ൟ = ; ி(௫)ൣ1ܯ 2൧ 

Supposons ݇ ≥ 4 alors on pose  ݇ − 1 = ݅ + 3 et selon le lemme 17 on a ܯி(௫)ൣ0 ; ݇ − 1൧ =

݇ൣி(௫)ܯ − 2 ; ݇ − 1൧ pour tout  4 ≤ ݇ ≤ ݊ + 1 

En synthèse ܯி(௫)[݇; ݇ + 1] > ݇ൣி(௫)ܯ − 2 ; ݇ − 1൧ = ; ி(௫)ൣ0ܯ ݇ − 1൧ 
□ 
 

Condition 3 √2݇ − 1 ≤ ; ி(௫)ൣ0ܯ ݇ − 1൧ 

Supposons ݇ = 3 alors ܯி(௫)ൣ0 ; 1൧ = 0 et donc ܯி(௫)ൣ0 ; 2൧ = ; ி(௫)ൣ1ܯ 2൧ et selon le lemme 

23 on a ܯி(௫)ൣ0 ; 2൧ >
ଵଽ

ଵ଴
݊ On aussi 

ଵଽ

ଵ଴
݊ > √5 ⇔ ݊ >

ଵ଴√ହ

ଵଽ
≅ 1.1769 ce qui est vérifié 

Supposons que ݇ ≥ 4 alors selon le lemme 17 on a ܯி(௫)ൣ0 ; ݇ − 1൧ = ݇ൣி(௫)ܯ − 2 ; ݇ −

1൧ pour tout  4 ≤ ݇ ≤ ݊ + 1 On pose ݈ = ݇ − 2 et alors 2 ≤ ݈ ≤ ݊ − 1 et selon le lemme 23 on 

a ܯி(௫)ൣ݇ − 2 ; ݇ − 1൧ = ; ݈ൣி(௫)ܯ ݈ + 1൧ > ଽ

ହ
݊(݇ − 2) et finalement ܯி(௫)ൣ0 ; ݇ − 1൧ > ଽ

ହ
݊(݇ − 2) 

Soit  ݃(ݔ) =
ଽ

ହ
ݔ)݊ − 2) − ݔ2√ − 1 et ݃ᇱ(ݔ) =

ଽ

ହ
݊ −

ଵ

√ଶ௫ାଵ
≥ 0 pour tout ݔ ≥ 0 > −

଻଴ସ

ଵସହ଼
>

ି଼ଵ௡మାଶହ

ଵ଺ଶ௡మ   et puisque ݃(4) = ଵ଼

ହ
݊ − √7 ≥ ଵ଼

ହ
(3) − √7 ≅ 8.1542 > 0 et donc ݃(ݔ) > 0 pour tout 

ݔ ≥ 4 et alors ܯி(௫)ൣ݇ − 2 ; ݇ − 1൧ >
ଽ

ହ
݊݇ = ݃(݇) + √2݇ − 1 > √2݇ − 1  

Et finalement on a ܯி(௫)ൣ0 ; ݇ − 1൧ = ݇ൣி(௫)ܯ − 2 ; ݇ − 1൧ > √2݇ − 1 

□ 
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Condition 4 ݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧ ≤ ݉ி(௫)ൣ0 ; ݇ − 1൧  

On pose ݇ = ݅ + 3 selon le lemme 16 alors ݉ி(௫)[݇ − 1; ݇] < ݉ி(௫)ൣ݇ − 3 ; ݇ − 2൧ pour tout 

3 ≤ ݇ ≤ ݊ 

Supposons ݇ = 3 alors puisque ݉ி(௫)[2; 3] < 0 on a ݉ி(௫)ൣ1 ; 2൧ = 0 et alors ݉ி(௫)ൣ0 ; 2൧ =

min൛݉ி(௫)[0; 1]; ݉ி(௫)[1; 2]ൟ = min൛݉ி(௫)[0; 1]; 0ൟ = ݉ி(௫)[0; 1]  

Supposons ݇ ≥ 4 alors on pose ݇ = ݅ + 4 selon le lemme 16 alors ݉ி(௫)ൣ0 ; ݇ − 1൧ =

݉ி(௫)ൣ݇ − 2 ; ݇ − 1൧ pour tout 4 ≤ ݇ ≤ ݊ + 1 et puisque ݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧ < 0 on a ݉ி(௫)ൣ݇ −

2 ; ݇ − 1൧ = 0 et donc ݉ி(௫)ൣ0 ; ݇ − 1൧ = min൛݉ி(௫)ൣ0 ; ݇ − 3൧; ݉ி(௫)ൣ݇ − 3 ; ݇ − 2൧; ݉ி(௫)ൣ݇ −

2 ; ݇ − 1൧ൟ = min൛݉ி(௫)ൣ0 ; ݇ − 3൧; ݉ி(௫)ൣ݇ − 3 ; ݇ − 2൧; 0ൟ = ݉ி(௫)[݇ − 3; ݇ − 2] 

En synthèse ݉ி(௫)ൣ0 ; ݇ − 1൧ = ݉ி(௫)[݇ − 3; ݇ − 2] > ݉ி(௫)[݇ − 1; ݇] 
□ 
 

Condition 5 2ܯி(௫)ൣ0 ; ݇ − 1൧ + ݇ − 1 ≤ ට൫ܯி(௫)ൣ0 ; ݇ − 1൧ − ݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧൯
ଶ

+ (݇ − 1)ଶ  

 

Supposons ݇ = 3 On a ܯி(௫)ൣ0 ; 1൧ = 0 alors ܯி(௫)ൣ0 ; 2൧ = ; ி(௫)ൣ1ܯ 2൧ et ainsi il faut montrer 

que 2ܯி(௫)ൣ1 ; 2൧ + 2 ≤ ට൫ܯி(௫)ൣ1 ; 2൧ − ݉ி(௫)ൣ2 ; 3൧൯
ଶ

+ 4 

Selon le lemme 12.b pour tout 0 ≤ ݅ ≤ ݊ − 2 on a 
–௠ಷ(ೣ)ൣ௜ାଵ ;௜ାଶ൧

ெಷ(ೣ)ൣ௜ ;௜ାଵ൧
≥ ௜ାଵା௡

௡ି௜
  et donc 

– ݉ி(௫)ൣ2 ; 3൧ ≥ ; ி(௫)ൣ1ܯ 2൧
௡ାଶ

௡ିଵ
 et ainsi 

; ி(௫)ൣ0ܯ 2൧ − ݉ி(௫)ൣ2 ; 3൧ > ; ி(௫)ൣ1ܯ 2൧ + ; ி(௫)ൣ1ܯ 2൧
௡ାଶ

௡ିଵ
= ;ி(௫)[1ܯ 2] ቀ

ଶ௡ାଵ

௡ିଵ
ቁ  

Dès lors il suffit de montrer que 2ܯி(௫)ൣ1 ; 2൧ + 2 ≤ ටܯி(௫)[1; 2]ଶ ቀ
ଶ௡ାଵ

௡ିଵ
ቁ

ଶ
+ 4 

Posons ݃(ݔ) = ටݔଶ ቀ
ଶ௡ାଵ

௡ିଵ
ቁ

ଶ
+ 4 − ݔ2 − 2 et ݃ᇱ(ݔ) =

௫ቀమ೙శభ
೙షభ

ቁ
మ

ට௫మቀమ೙శభ
೙షభ

ቁ
మ

ାସ
− 2  Alors ݃ᇱ(ݔ) > 0 ⇔

ଶݔ ቀ
ଶ௡ାଵ

௡ିଵ
ቁ

ସ
> ଶݔ4 ቀ

ଶ௡ାଵ

௡ିଵ
ቁ

ଶ
+ 16 ⇔ ଶݔ ቀ

ଶ௡ାଵ

௡ିଵ
ቁ

ଶ
൬ቀ

ଶ௡ାଵ

௡ିଵ
ቁ

ଶ
− 4൰ > 16 ⇔ ଶݔ ቀ

ଶ௡ାଵ

௡ିଵ
ቁ

ଶ
൬ቀ2 +

ଷ

௡ିଵ
ቁ

ଶ
−

4൰ > 16 ⇔ ଶݔ ቀ
ଶ௡ାଵ

௡ିଵ
ቁ

ଶ (ଵଶ௡ିଷ)

(௡ିଵ)మ > 16 ⇔ ଶݔ ቀ2 +
ଷ

௡ିଵ
ቁ

ଶ
ቀ12 +

ଽ
(௡ିଵ)

ቁ
ଵ

(௡ିଵ)
  > 16 D’autre part on a 

ቀ2 +
ଷ

௡ିଵ
ቁ

ଶ
ቀ12 +

ଽ

௡ିଵ
ቁ > (4)(12) = 48 et (݊ − 1)ଶ >

௡ିଵ

ଷ
 et alors si ݔ > ݊ − 1 alors ݔଶ ቀ2 +

ଷ

௡ିଵ
ቁ

ଶ
ቀ12 + ଽ

(௡ିଵ)
ቁ

ଵ
(௡ିଵ)

> (݊ − 1)ଶ48 ଵ
(௡ିଵ)

> ௡ିଵ

ଷ
48 ଵ

(௡ିଵ)
= 16  Ainsi ݃ᇱ(ݔ) > 0 pour tout 

ݔ > ݊ − 1 et puisque ݃(݊ − 1) = ට(݊ − 1)ଶ ቀ
ଶ௡ାଵ

௡ିଵ
ቁ

ଶ
+ 4 − 2(݊ − 1) − 2 = ඥ(2݊ + 1)ଶ + 4 −

2݊ > ඥ(2݊ + 1)ଶ − 2݊ = 2݊ + 1 − 2݊ = 1 alors ݃(ݔ) > 0 pour tout ݔ > ݊ − 1 

Par le lemme 23 on a ܯி(௫)ൣ1 ; 2൧ ≥
ଵଽ

ଵ଴
݊ > ݊ − 1 et donc 

݃൫ܯி(௫)ൣ1 ; 2൧൯ = ටܯி(௫)ൣ1 ; 2൧
ଶ

ቀ
ଶ௡ାଵ

௡ିଵ
ቁ

ଶ
+ 4 − ; ி(௫)ൣ1ܯ2 2൧ − 2 > 0  
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Supposons ݇ ≥ 4 alors on pose ݇ = ݅ + 4 et selon le lemme 17 on a  ܯி(௫)ൣ0 ; ݇ − 1൧ =

݇ൣி(௫)ܯ − 2 ; ݇ − 1൧ pour tout 4 ≤ ݇ ≤ ݊ + 1 et ainsi il suffit de montrer que 2ܯி(௫)ൣ݇ − 2 ; ݇ −

1൧ + ݇ − 1 ≤ ට൫ܯி(௫)ൣ݇ − 2 ; ݇ − 1൧ − ݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧൯
ଶ

+ (݇ − 1)ଶ 

On pose  ݇ = ݅ + 2  alors selon le lemme 12.b pour tout  2 ≤ ݇ ≤ ݊ on a 
ି௠ಷ(ೣ)[௞ିଵ;௞]

ெಷ(ೣ)ൣ௞ିଶ ;௞ିଵ൧
≥

௡ା௞ିଵ

௡ି௞ାଶ
 dont on tire −݉ி(௫)[݇ − 1; ݇] ≥ ݇ൣி(௫)ܯ − 2 ; ݇ − 1൧

௡ା௞ିଵ

௡ି௞ାଶ
 puis ܯி(௫)ൣ݇ − 2 ; ݇ − 1൧ −

݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧ ≥ ݇ൣி(௫)ܯ − 2 ; ݇ − 1൧ ቀ1 +
௡ା௞ିଵ

௡ି௞ାଶ
ቁ = ݇ൣி(௫)ܯ − 2 ; ݇ − 1൧ ቀ

ଶ௡ାଵ

௡ି௞ାଶ
ቁ Et ainsi il 

suffit de montrer que 

݇ൣி(௫)ܯ2 − 2 ; ݇ − 1൧ + ݇ − 1 ≤ ටܯி(௫)ൣ݇ − 2 ; ݇ − 1൧
ଶ

ቀ
ଶ௡ାଵ

௡ି௞ାଶ
ቁ

ଶ
+ (݇ − 1)ଶ 

Soit ݃(ݔ) = ටݔଶ ቀ
ଶ௡ାଵ

௡ି௞ାଶ
ቁ

ଶ
+ (݇ − 1)ଶ − ݔ2 − ݇ + 1 et ݃ᇱ(ݔ) =

௫ቀ
మ೙శభ

೙షೖశమ
ቁ

మ

ට௫మቀ
మ೙శభ

೙షೖశమ
ቁ

మ
ା(௞ିଵ)మ

− 2 Alors 

݃ᇱ(ݔ) > 0 ⇔ ଶݔ ቀ
ଶ௡ାଵ

௡ି௞ାଶ
ቁ

ଶ
൬ቀ

ଶ௡ାଵ

௡ି௞ାଶ
ቁ

ଶ
− 4൰ > 4(݇ − 1)ଶ ⇔ ଶݔ ቀ

ଶ௡ାଵ

௡ି௞ାଶ
ቁ

ଶ
൬ቀ2 +

ଶ௞ିଷ

௡ି௞ାଶ
ቁ

ଶ
− 4൰ >

4(݇ − 1)ଶ ⇔ ଶݔ ቀ
ଶ௡ାଵ

௡ି௞ାଶ
ቁ

ଶ
൬

ସ(ଶ௞ିଷ)

௡ି௞ାଶ
+ ቀ

ଶ௞ିଷ

௡ି௞ାଶ
ቁ

ଶ
൰ > 4(݇ − 1)ଶ ⇔ ଶݔ (ଶ௡ାଵ)మ(ଶ௞ିଷ)(ସ௡ିଶ௞ାହ)

(௡ି௞ାଶ)ర >

4(݇ − 1)ଶ ⇔ ଶݔ >
ସ(௡ି௞ାଶ)ర(௞ିଵ)మ

(ଶ௡ାଵ)మ(ଶ௞ିଷ)(ସ௡ିଶ௞ାହ)
  

On a 
ସ(௡ି௞ାଶ)ర(௞ିଵ)మ

(ଶ௡ାଵ)మ(ଶ௞ିଷ)(ସ௡ିଶ௞ାହ)
≤

ସ(௡ିଶ)ర(ି࢑૚)మ

(ଶ௡ାଵ)మ(ଶ௞ିଷ)(ଶ௡ା଻)
≤

ସ(௡ିଶ)(௡ିଶ)య(ି࢑૚)మ

(ଶ௡ାଵ)య(ଶ௞ିଷ)
≤ 4(݊ − 2)(݇ −

1) (૚ି࢑)

(ଶ௞ିଷ)
ቀ

௡ିଶ

ଶ௡ାଵ
ቁ

ଷ
= 4(݊ − 2)(݇ − 1)

ቀି࢑૜
૛

ା૚
૛

ቁ

(ଶ௞ିଷ)
ቆ

௡ାభ
మ

ିఱ
మ

ଶ௡ାଵ
ቇ

ଷ

= 4(݊ − 2)(݇ − 1) ቀ
ଵ

ଶ
+

ଵ

ଶ(ଶ௞ିଷ)
ቁ ቀ

ଵ

ଶ
−

ହ

ଶ(ଶ௡ାଵ)
ቁ

ଷ
≤ 4(݊ − 2)(݇ − 1) ቀ

ଵ

ଶ
+ ଵ

ଵ଴
ቁ ቀ

ଵ

ଶ
ቁ

ଷ
< ଷ(௡ିଶ)(௞ିଵ)

ଵ଴
< ௡(௞ିଵ)

ଷ
< ௡௞

ଷ
 Dès lors il suffit que 

ଶݔ >
௡௞

ଷ
 Et puisque ݃ ቆට௡௞

ଷ
ቇ = ටቀ

௡௞

ଷ
ቁ ቀ

ଶ௡ାଵ

௡ି௞ାଶ
ቁ

ଶ
+ (݇ − 1)ଶ − 2ට௡௞

ଷ
− ݇ + 1 > ටቀ

௡௞

ଷ
ቁ ቀ

ଶ௡ାଵ

௡ି௞ାଶ
ቁ

ଶ
−

2 ቀ
௡௞

ଷ
ቁ − ݇ + 1 =

௡௞(ଶ௡ାଵ)

ଷ(௡ି௞ାଶ)
−

ଶ௡௞

ଷ
− ݇ + 1 ≥

௡௞(ଶ௡ାଵ)

ଷ
−

ଶ௡௞

ଷ
− ݇ + 1 =

ଶ௞௡మି௞௡ିଷ௞ାଷ

ଷ
> 0 car les 

solutions de ݃(݊) = 2݇݊ଶ − ݇݊ − 3݇ + 3 sont 
௞±√ଶସ௞ିଶ

ସ௞
=

ଵ±ටଶସି
మయ
ೖ

ସ
=  et puisque ට24 −

ଶଷ

ସ
<

ට24 −
ଶଷ

௞
≤ √24 et donc 0 <

ଵାටଶସ మయ
ర

ସ
<

ଵାටଶସିమయ
ೖ

ସ
<

ଵା√ଶସ

ସ
 et 

ଵି√ଶସ

ସ
<

ଵିටଶସିమయ
ೖ

ସ
<

ଵିටଶସିమయ
య

ସ
<

0 les solutions sont dans ቃ
ଵି√ଶସ

ସ
;

ଵା√ଶସ

ସ
ቂ ≅ ]−0.9747; 1.4747 [  

Selon le lemme 23 on a ܯி(௫)ൣ݇ − 2 ; ݇ − 1൧ >
ଽ

ହ
݊(݇ − 2) et 

ଽ

ହ
݊(݇ − 2) > ට௡௞

ଷ
⇔

ଽ

ହ
݊݇ −

ଵ

√ଷ 
√݊݇ − ଵ଼

ହ
> 0 ⇔ √݊݇ ≥ ቆ

ଵ

√ଷ
+ ටଵ

ଷ
+ ଺ସ଼

ଶହ
ቇ ቀ

ହ

ଵ଼
ቁ ≅ 1.5837 ce qui est vérifié 

Et ainsi ݃൫ܯி(௫)ൣ݇ − 2 ; ݇ − 1൧൯ = ටܯி(௫)ൣ݇ − 2 ; ݇ − 1൧
ଶ

ቀ
ଶ௡ାଵ

௡ି௞ାଶ
ቁ

ଶ
+ (݇ − 1)ଶ − ݇ൣி(௫)ܯ2 −

2 ; ݇ − 1൧ − ݇ + 1 > 0 

□ 
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Condition 6  ݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧
ଶ

≤ ; ݇ൣி(௫)ܯ) ݇ + 1൧ + √2݇ + 1)ଶ  

On pose ݇ = ݅ + 1 alors selon le lemme 12.a pour tout 1 ≤ ݇ ≤ ݊ − 1 on a 
ெಷ(ೣ)ൣ௞ ;௞ାଵ൧

ି௠ಷ(ೣ)ൣ௞ିଵ ;௞൧
≥

௡ା௞

௡ି௞ାଵ
 dont on tire ܯி(௫)[݇; ݇ + 1] ≥ −݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧ ቀ

௡ା௞

௡ି௞ାଵ
ቁ = −݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧ ቀ1 +

ଶ௞ିଵ

௡ି௞ାଵ
ቁ > −݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧ > 0 Ainsi (ܯி(௫)ൣ݇ ; ݇ + 1൧ + √2݇ + 1)ଶ > ; ݇ൣி(௫)ܯ) ݇ + 1൧)ଶ >

(−݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧)ଶ = ݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧
ଶ
 

□ 
 

Condition 7    ݉ி(௫)ൣ0 ; ݇ − 1൧ + ට݉ி(௫)ൣ0 ; ݇ − 1൧
ଶ

+ ݇ଶ ≤ −݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧ + ݇ 

Soit ݃(ݔ) = ଶݔ√  + ݇ଶ − ݔ − ݇ alors ݃ᇱ(ݔ) =  
௫

√௫మା௞మ − 1 < 0 pour tout ݔ > 0 et puisque ݃(0) =

 0 alors ݃(ݔ) < 0 pour tout ݔ > 0 Et puisque −݉ி(௫)ൣ0 ; ݇ − 1൧ > 0 alors ݃൫−݉ி(௫)ൣ0 ; ݇ −

1൧൯ =  ට݉ி(௫)ൣ0 ; ݇ − 1൧
ଶ

+ ݇ଶ + ݉ி(௫)ൣ0 ; ݇ − 1൧ − ݇ < 0 D’autre part −݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧ > 0 et 

ainsi la condition est vérifiée 
□ 

Condition 8 −݉ி(௫)ൣ0 ; ݇ − 1൧ + ට൫݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧ − ݉ி(௫)ൣ0 ; ݇ − 1൧൯
ଶ

+ ݇ଶ  ≤ ݉ி(௫)ൣ݇ −

1 ; ݇൧ + ට൫݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧ − ; ݇ൣி(௫)ܯ ݇ + 1൧൯
ଶ

+݇ଶ  

Puisque ݉ி(௫)ൣ݇ − 2 ; ݇ − 1൧ = 0 on obtient ݉ி(௫)ൣ0 ; ݇ − 1൧ = ݉ி(௫)ൣ0 ; ݇ − 2൧ Et selon le 

lemme 17 on a ݉ி(௫)ൣ0 ; ݇ − 2൧ = ݉ி(௫)ൣ݇ − 3 ; ݇ − 2൧ et donc finalement ݉ி(௫)ൣ0 ; ݇ − 1൧ =

݉ி(௫)ൣ݇ − 3 ; ݇ − 2൧  

Selon le lemme 14 et on a 
(௡ା௞ିଵ)(௡ା௞)

(௡ି௞ାଶ)(௡ି௞ାଵ)
≥

௠ಷ(ೣ)ൣ௞ିଵ ;௞൧

௠ಷ(ೣ)ൣ௞ିଷ ;௞ିଶ൧
 pour tout 3 ≤ ݇ ≤ ݊ et donc selon le 

point ci-dessus  
(௡ା௞ିଵ)(௡ା௞)

(௡ି௞ାଶ)(௡ି௞ାଵ)
≥

௠ಷ(ೣ)ൣ௞ିଵ ;௞൧

௠ಷ(ೣ)ൣ଴ ;௞ିଵ൧
  et ensuite 

(௡ି௞ାଶ)(௡ି௞ାଵ)

(௡ା௞ିଵ)(௡ା௞)
≤

௠ಷ(ೣ)ൣ଴ ;௞ିଵ൧

௠ಷ(ೣ)ൣ௞ିଵ ;௞൧
 et ensuite 

–
(௡ି௞ାଶ)(௡ି௞ାଵ)

(௡ା௞ିଵ)(௡ା௞)
≥

ି௠ಷ(ೣ)ൣ଴ ;௞ିଵ൧

௠ಷ(ೣ)ൣ௞ିଵ ;௞൧
 et puisque ݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧ < 0 on obtient 0 < −݉ி(௫)ൣ݇ −

1 ; ݇൧
(௡ି௞ାଶ)(௡ି௞ାଵ)

(௡ା௞ିଵ)(௡ା௞)
≤ −݉ி(௫)ൣ0 ; ݇ − 1൧ 

Selon le lemme 17  on a  aussi ݉ி(௫)ൣ0 ; ݇ − 1൧ >  ݉ி(௫)[݇ − 1; ݇] et ainsi de l’inégalité ci-

dessus on tire 0 > ݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧ − ݉ி(௫)ൣ0 ; ݇ − 1൧ ≥ ݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧ − ݉ி(௫)ൣ݇ −

1 ; ݇൧
(௡ି௞ାଶ)(௡ି௞ାଵ)

(௡ା௞ିଵ)(௡ା௞)
= ݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧ ቀ1 −

(௡ି௞ାଶ)(௡ି௞ାଵ)

(௡ା௞ିଵ)(௡ା௞)
ቁ = (ସ௡ାଶ)(௞ିଵ)

(௡ା௞ିଵ)(௡ା௞)
 et alors ൫݉ி(௫)ൣ݇ −

1 ; ݇൧ − ݉ி(௫)ൣ0 ; ݇ − 1൧൯
ଶ

≤ ݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧
ଶ

ቀ
(ସ௡ାଶ)(௞ିଵ)

(௡ା௞ିଵ)(௡ା௞)
 ቁ

ଶ
 Et finalement 

ට൫݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧ − ݉ி(௫)ൣ0 ; ݇ − 1൧൯
ଶ

+ ݇ଶ ≤ ට݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧
ଶ

ቀ
(ସ௡ାଶ)(௞ିଵ)

(௡ା௞ିଵ)(௡ା௞)
 ቁ

ଶ
+ ݇ଶ 

En synthèse – ݉ி(௫)ൣ0 ; ݇ − 1൧ + ට൫݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧ − ݉ி(௫)ൣ0 ; ݇ − 1൧൯
ଶ

+ ݇ଶ ≤ −݉ி(௫)ൣ݇ −

1 ; ݇൧
(௡ି௞ାଷ)(௡ି௞ାଶ)

(௡ା௞ିଶ)(௡ା௞ିଵ)
+ ට݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧

ଶ
ቀ

(ସ௡ାଶ)(௞ିଵ)

(௡ା௞ିଵ)(௡ା௞)
 ቁ

ଶ
+ ݇ଶ ≤
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−݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧
(௡ି௞ାଷ)(௡ି௞ାଶ)

(௡ା௞ିଶ)(௡ା௞ିଵ)
+ ට݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧

ଶ
ቀ

(ସ௡ାଶ)(௞ିଵ)

(௡ା௞ିଵ)(௡ା௞)
 ቁ

ଶ
+ √݇ଶ = −݉ி(௫)ൣ݇ −

1 ; ݇൧
(௡ି௞ାଷ)(௡ି௞ାଶ)

(௡ା௞ିଶ)(௡ା௞ିଵ)
+ ห݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧ห ቀ

(ସ௡ାଶ)(௞ିଵ)

(௡ା௞ିଵ)(௡ା௞)
 ቁ + ݇ = −݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧

(௡ି௞ାଷ)(௡ି௞ାଶ)

(௡ା௞ିଶ)(௡ା௞ିଵ)
−

݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧ ቀ
(ସ௡ାଶ)(௞ିଵ)

(௡ା௞ିଵ)(௡ା௞)
 ቁ + ݇ =– ݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧ ቀ

(௡ି௞ାଷ)(௡ି௞ାଶ)

(௡ା௞ିଶ)(௡ା௞ିଵ)
+

(ସ௡ାଶ)(௞ିଵ)

(௡ା௞ିଵ)(௡ା௞)
ቁ + ݇ =

– ݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧ ቀ
௡యାଷ௡మ௞ାଷ௡௞మା௞యା௡మିଵ଴௡௞ିଷ௞మାଵଶ௡ାସ

௡యାଷ௡మ ௞ାଷ௡௞మା௞యିଷ௡మି଺௡௞ିଷ௞మାଶ௡ାଶ௞
ቁ + ݇ 

 

Selon le lemme 12.a on a  
ெಷ(ೣ)ൣ௞ ;௞ାଵ൧

ି௠ಷ(ೣ)ൣ௞ିଵ ;௞൧
≥ ௡ା௞

௡ି௞ାଵ
  pour tout 1 ≤ ݇ ≤ ݊ − 1 et donc  

; ݇ൣி(௫)ܯ ݇ + 1൧ ≥ −݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧ ቀ
௡ା௞

௡ି௞ାଵ
ቁ et ainsi ൫݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧ − ; ݇ൣி(௫)ܯ ݇ + 1൧൯

ଶ
=

൫ܯி(௫)ൣ݇ ; ݇ + 1൧ − ݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧൯
ଶ

≥ ቀ−݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧ ቀ
௡ା௞

௡ି௞ାଵ
ቁ − ݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧ቁ

ଶ
≥

݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧
ଶ

ቀ
௡ା௞

௡ି௞ାଵ
+ 1ቁ

ଶ
= ݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧

ଶ
ቀ

ଶ௡ାଵ

௡ି௞ାଵ
ቁ

ଶ
Ainsi ݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧ +

ට൫݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧ − ; ݇ൣி(௫)ܯ ݇ + 1൧൯
ଶ

+݇ଶ ≥

݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧ + ට݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧
ଶ

ቀ
ଶ௡ାଵ

௡ି௞ାଵ
ቁ

ଶ
+݇ଶ ≥

݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧ + ට݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧
ଶ

ቀ
ଶ௡ାଵ

௡ି௞ାଵ
ቁ

ଶ
= ݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧ + ห݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧ห ቀ

ଶ௡ାଵ

௡ି௞ାଵ
ቁ =

݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧ − ݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧ ቀ
ଶ௡ାଵ

௡ି௞ାଵ
ቁ = ݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧ ቀ1 −

ଶ௡ାଵ

௡ି௞ାଵ
ቁ = −݉ி(௫)ൣ݇ −

1 ; ݇൧ ቀ
௡ା௞

௡ି௞ାଵ
ቁ 

Alors pour que la Condition 7 soit satisfaite il suffit d’avoir 

– ݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧ ቀ
௡యାଷ௡మ௞ାଷ௡௞మା௞యା௡మିଵ଴௡௞ିଷ௞మାଵଶ௡ାସ

௡యାଷ௡మ ௞ାଷ௡௞మା௞యିଷ௡మି଺௡௞ିଷ௞మାଶ௡ାଶ௞
ቁ + ݇ ≤ −݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧ ቀ

௡ା௞

௡ି௞ାଵ
ቁ 

qui est équivalente à  

݇ ≤ −݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧ ቆቀ
௡ା௞

௡ି௞ାଵ
ቁ − ቀ

௡యାଷ௡మ௞ାଷ௡௞మା௞యା௡మିଵ଴௡௞ିଷ௞మାଵଶ௡ା

௡యାଷ௡మ ௞ାଷ௡௞మା௞యିଷ௡మି଺௡௞ିଷ మାଶ௡ାଶ௞
ቁቇ puis à ݇ ≤

−݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧ ቀ
௡య(ଶ௞ିହ)ା௡మ൫଺௞మି௞ିଵଵ൯ା௡൫଺௞యିଵଽ௞మାଶ଺௞ି ൯ାଶ௞రି଻௞యାହ௞మାସ௞ିସ

௡రା௡య(ଶ௞ିଶ)ି௡మା௡(ିଶ௞యା଺௞మି଺௞ାଶ)ି௞రାସ௞యିହ௞మାଶ௞
ቁ 

 

Selon le lemme 22 on a – ݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧ > 10݊݇ alors il suffit de montrer que : 

 1 ≤ 10݊ ቀ
௡య(ଶ௞ିହ)ା௡మ൫଺௞మି௞ିଵଵ൯ା௡൫଺௞యିଵଽ௞మାଶ଺௞ିଵ଺൯ାଶ௞రି଻௞యାହ௞మାସ௞ିସ

ା௡(ା଺௞మି଺௞ାଶ)
ቁ ce qui est équivalent à 

݊ସ(20݇ − 51) + 12݊ଷ(5݇ଶ − ݇ − 9) + ݊ଶ(60݇ଷ − 190݇ଶ + 260݇ − 159) + ݊(20݇ସ − 68݇ଷ +
44݇ଶ + 46݇ − 42) + ݇ସ − 4݇ଷ + 5݇ଶ − 2݇ ≥ 0 
 
Cette condition est vérifiée lorsque ݇ ≥ 3 car alors tous les coefficients des puissances de ݊  
sont positifs, en effet on a   

1. 20݇ − 51 ≥ 0 ⇔ ݇ ≥
ହଵ

ଶ଴
= 2.55  

2. 5݇ଶ − ݇ − 9 ≥ 0 si ݇ ≥ ଵା√ଵ଼଴

ଵ଴
≅ 1.4416  

3. Soit ℎ(݇) = 60݇ଷ − 190݇ଶ + 260݇ − 159 alors ℎᇱ(݇) = 20(9݇ଶ − 19݇ + 13) et 
ℎᇱ(݇) ≥ 0 car ∆= −107 < 0 et ℎ(2) = 81 > 0 et dès lors ℎ(݇) > 0 pour tout ݇ ≥ 2 
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4. 20݇ସ − 68݇ଷ + 44݇ଶ + 46݇ − 42 = 4݇ଶ(5݇ଶ − 17݇ + 11) + 2(23݇ − 21) Et puisque 

5݇ଶ − 17݇ + 11 > 0 si ݇ ≥ ଵ଻ା√଺ଽ

ଵ଴
≅ 2.5307 et que  23݇ − 21 > 0 si ݇ > ଶଷ

ଶଵ
≅ 1.0952 

5. ݇ସ − 4݇ଷ + 5݇ଶ − 2݇ = ݇(݇ଷ − 4݇ଶ + 5݇ − 2) et soit ℎ(݇) = ݇ଷ − 4݇ଶ + 5݇ − 2 

et ℎᇱ(݇) = 3݇ଶ − 8݇ + 5 et ℎᇱ(݇) ≥ 0 si ݇ ≥ ହ

ଷ
≅ 1.6667 et ℎ(2) = 0 et dès lors ℎ(݇) >

0 pour tout ݇ ≥ 2 
□ 
 
Ainsi donc par le lemme 10 il y a au moins une solution périodique qui coupe  [−݇ − 1; ݇]ைೣ

et 

 [݇; ݇ + 1]ைೣ
 

# 
 
 
Si ݊ − ݇ est impair  
On définit (ݔ)ܩ = (ݔ−)ܨ et alors puisque (ݔ−)ܨ = (ݔ)ܩ alors (ݔ)ܨ− < 0 sur ]݇ − 1; ݇[ைೣ

  et 

(ݔ)ܩ > 0 sur ]݇; ݇ + 1[ et alors on prouve comme ci-dessus que les 8 conditions du lemme 7 
sont remplies et donc qu’il y dans ce cas au moins une solution périodique qui coupe 
[−݇ − 1; ݇]ைೣ

et  [݇; ݇ + 1]ைೣ
 

 
Et ensuite par le lemme 4 on obtient qu’il y a pour (ݔ) ܨ au moins une solution périodique qui 
coupe [−݇ − 1; ݇]ைೣ

et  [݇; ݇ + 1]ைೣ
   

 
 
Intervalle [࢔; ࢞ࡻ[∞

 
 
On a que (0)ܨ = 0 et – ݊  respectivement ݊ sont la plus petite et la plus grande solutions de 
   (ݔ)ܨ
Soit ݔ ∈ [݊ − 1; ݊] tel que (ݔ )ܨ = ݉ி(௫)[݊ − 1, ݊] alors ܨᇱᇱ(ݔ) > 0 sur [ݔ; ∞] et (ݔ)ܨ ≥
൫ܨ(݊) − ᇱ(݊)൯ܨ݊ + ;ݔ] sur ݔ2 ∞] Selon le lemme 16 on a que ݉ி(௫)[݊ − 1, ݊] < ݉ி(௫)[݅ − 1, ݅] 
pour tout 0 ≤ ݅ ≤ ݊ − 1 alors (ݔ)ܨ ≥ ൫ܨ(݊) − ᇱ(݊)൯ܨ݊ + ݔ pour tout ݔ2 ≥ 0 De la même 
manière on a (ݔ)ܨ ≤ −൫ܨ(݊) − ᇱ(݊)൯ܨ݊ + ݔ pour tout ݔ2 ≤ 0  
On pose ݖ = −݊ et ܼ = ݊ et on détermine ݀ < 0 tel que 2݀ − (݀)ܨ = ܦ  ᇱ(݊) etܨ݊ > 0 tel que 
ܦ2 − (ܦ)ܨ =   ᇱ(݊) et alors les conditions de la proposition 17 sont rempliesܨ݊−
 
Condition 1 ݉ி(௫)[0; ݊] < ݉ி(௫)[−݊; 0]  

Puisque ݉ி(௫)ൣ−݊ ; −݊ + 1൧ = 0 et par le lemme 12 alors ݉ி(௫)ൣ−݊ ; 0൧ = ݉ி(௫)ൣ−݊ + 1 ; −݊ +
2൧ Et puisque (ݔ)ܨ = ݊−ൣalors ݉ி(௫) (ݔ−)ܨ− + 1 ; −݊ + 2൧ = ݊]ி(௫)ܯ− − 2; ݊ − 1] 
Par le lemme 16 on a ݉ி(௫)[0; ݊] = ݉ி(௫)[݊ − 1; ݊] 
Soit ݔ ∈ ]݊ − 2; ݊ − 1[ tel que (ݔ)ܨ = ݊]ி(௫)ܯ − 2; ݊ − 1] alors ݔ)ܨ + 1) ≥ ݉ி(௫)[݊ − 1; ݊] par 

le lemme 11 on a 
ி(௫ାଵ)

ିெಷ(ೣ)[௡ିଶ;௡ିଵ]
≥ ݊ −

ଵ

ଶ
> 1 ⇔ ݔ)ܨ + 1) < ݊]ி(௫)ܯ− − 2; ݊ − 1] et donc 

݉ி(௫)[݊ − 1; ݊] ≤ ݔ)ܨ + 1) ≤ ݊]ி(௫)ܯ− − 2; ݊ − 1] 
En synthèse ݉ி(௫)[0; ݊] = ݉ி(௫)[݊ − 1; ݊] < ݊]ி(௫)ܯ− − 2; ݊ − 1] = ݉ி(௫)ൣ−݊ + 1 ; −݊ + 2൧ =

݉ி(௫)ൣ−݊ ; 0൧ 
□ 
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Condition 2 ݉ி(௫)[0; ݊] − ݉ி(௫)[−݊; 0] < −݊  
Selon le point ci-dessus on a ݉ி(௫)[−݊; 0] > ݉ி(௫)[0; ݊] et donc ݉ி(௫)[0; ݊] − ݉ி(௫)[−݊; 0] <
2݉ி(௫)[0; ݊] = 2݉ி(௫)[݊ − 1; ݊] Et selon le lemme 22 on a ݉ி(௫)ൣ݊ − 1 ; ݊൧ < −10݊(݊ − 1) <
−݊ 
En synthèse ݉ி(௫)ൣ0 ; ݊൧ − ݉ி(௫)ൣ−݊ ; 0൧ < −2݊ < −݊ 
□ 
 
Condition 3 ܯி(௫)[−݊; 0] > ;ி(௫)[0ܯ ݊]  
Puisque (ݔ)ܨ = ;݊−]ி(௫)ܯ alors (ݔ−)ܨ− 0] = −݉ி(௫)[0; ݊] et ܯி(௫)[0; ݊] = −݉ி(௫)[−݊; 0] 
En combinant ces résultats avec la condition 1 on a ܯி(௫)[−݊; 0] = −݉ி(௫)[0; ݊] >
−݉ி(௫)[−݊; 0] = ;݊−]ி(௫)ܯ 0] 
□ 
 
Condition 4 ܯி(௫)[−݊; 0] − ;ி(௫)[0ܯ ݊] > ݊  
Puisque (ݔ)ܨ = ;݊−]ி(௫)ܯ alors (ݔ−)ܨ− 0] = −݉ி(௫)[0; ݊] et ܯி(௫)[0; ݊] = −݉ி(௫)[−݊; 0] 
En combinant ces résultats avec la condition 2 on a ݊ < −݉ி(௫)[0; ݊] + ݉ி(௫)[−݊; 0] =
;݊−]ி(௫)ܯ 0] − ;ி(௫)[0ܯ ݊] 
□ 
 
Et ainsi il y a au moins une solution périodique qui coupe ]−݊ܨᇱ(݊); −݊]ைೣ

 et [݊; ᇱ(݊)[ைೣܨ݊
 

Et puisque selon le corolaire C.3 les solutions périodique doivent couper  ቂ−
ଵ଺

ଵ଴
݊;

ଵ଺

ଵ଴
݊ቃ

ைೣ
 ainsi 

donc il y a au moins une solution périodique qui coupe ቂ−
ଵ଺

ଵ଴
݊; −݊ቃ et ቂ݊;

ଵ଺

ଵ଴
݊ቃ 

 
En synthèse dans les intervalles 

 [0; 1]ைೣ
il n’y a pas de solution périodique 

 [݇; ݇ + 1]ைೣ
avec 1 ≤ ݇ ≤ ݊ − 1 il y a au moins une solution périodique et donc sur  

[1; ݊]ைೣ
il y a au moins ݊ − 1 solutions périodiques 

 [݊; ∞]ைೣ
 il y a au moins une solution périodique  

Et donc au total il y a au moins n solutions périodiques 
# 
 
 
CORROLAIRE G.1 
Le nombre maximum de solutions périodiques pour les polynômes de degré ݊ impair est 

d’au moins 
௡ିଵ

ଶ
 

 
Preuve 

On a que ݊ = 2݇ + 1 et pour (ݔ)ܨ = ݔ ∏ ଶݔ) − ݅ଶ)௞
௜ୀଵ  et ݇ ≥ 1 il y a au moins ݇ solutions 

périodiques 
# 
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Alors nous proposons  
 
 
CONJECTURE 1 

Soit (ݔ)ܨ = ݔ) − ݔ(݊ ∏ ଶݔ) − ݅ଶ)௡ିଵ
௜ୀଵ  et ݊ ≥ 1 alors il y a un cycle qui coupe [−݅ − 1 ; −݅[ை௫ et 

ൣ݅ ; ݅ + 1ൣ
ை௫

 pour tout 1 ≤ ݅ ≤ ݊ − 1 et un cycle qui coupe ]−∞; ݊]ைೣ
et [݊; ∞[ைೣ

 Et donc il y a ݊ 

cycles  
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CHAPITRE 8 - Exemples de (࢞)ࡲ pour lesquelles il y a une infinité de solutions 
périodiques 

 
 
 
THEOREME H 

Pour (ݔ)ܨ = ቐ

                       
−

|௫|

௫
݊[|௫|ାଵ]|(ݔߨ)݊݅ݏ|௞ ݔ ݅ݏ      ∈ ⋃ ൣ݅ ; ݅ + 1ൣ௜ ௜௠௣௔௜௥

|௫|

௫
݊[|௫|ାଵ]|(ݔߨ)݊݅ݏ|௞         ݔ ݅ݏ ∈ ⋃ ൣ݅ ; ݅ + 1ൣ௜ ௣௔௜௥     

  avec ݅߳ℤ et  ݊, ݇ ∈ ℝା
∗   et 

݊ ≥ 2 il y a une infinité de solutions périodiques; plus précisément il y a au moins une qui 

coupe ൣ−݅ − 1 ; −݅ൣ
ை௫

 et ൣ݅ ; ݅ + 1ൣ
ை௫

 pour tout ݅߳ ∗ 

 
Preuve  
Voici le graphe de (ݔ)ܨ pour ݊ = 2 et ݇ =  0.1 ݐ݁ 1 ݐ݁ 10

 
 
 

1er cas: intervalles  ൣ−૚ ; ૙ൣ
࢞ࡻ

 et ]૙; ૚]࢞ࡻ
 

Il n’y a aucune solution périodique qui coupe [−1; 0[ ou ]0; 1] de ܱݔ car sur ces intervalles on 
a (ݔ)ܨݔ > 0  
 
 

2ème cas: intervalles  ൣ−૛ ; −૚ൣ
࢞ࡻ

 et ]૚; ૛]࢞ࡻ
 

On a (ݔ−)ܨ = (1)ܨ  et (ݔ)ܨ− = (2)ܨ = 0 et ܨᇱ(0) > 0 et ܨᇱ(1) < 0 et ܨᇱ(2) > 0 et (ݔ)ܨ > 0 

sur ൧0 ; 1ൣ
࢞ࡻ

 et (ݔ)ܨ < 0 sur ]1; 2[ et ݉ி(௫)ൣ1 ; 2൧ = −4 et 2 = ; ி(௫)ൣ0ܯ 1൧ et les conditions du 

lemme 7 sont vérifiées 
 
Condition 1  

On a ݉ி(௫)ൣ1 ; 2൧ = −4 < −√3  

 
Condition 2 

On a √3 < 2 = ; ி(௫)ൣ0ܯ 1൧  
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Condition 3 

On a 2ܯி(௫)ൣ0 ; 1൧ + 1 = 5 < √37 = ට1 + ൫ܯி(௫)ൣ0 ; 1൧ − ݉ி(௫)ൣ1 ; 2൧൯
ଶ
  

 
Condition 4 

On a ට1 + ; ி(௫)ൣ0ܯ 1൧
ଶ

= √5 < 5 = ; ி(௫)ൣ0ܯ2 1൧ + 1  

 
Condition 5 

On a ඨ1 + ቆ݉ி(௫)ൣ1 ; 2൧ + ට݉ி(௫)ൣ1 ; 2൧
ଶ

+ 3ቇ
ଶ

= ඥ36 − 8√19 ≅ 1.0625 < 2 = ; ி(௫)ൣ0ܯ 1൧   

 
Condition 6 

On a ට1 + ; ி(௫)ൣ0ܯ 1൧
ଶ

= √5 ≤ 5.8186 ≅ ඥ20 + 8√3 = ට1 + ൫݉ி(௫)ൣ1 ; 2൧ − √3൯
ଶ
  

 
 

3ème cas: intervalles  ൣ−࢑ − ૚ ; ൣ࢑−
࢞ࡻ

 et ]࢑ ; ࢑ + ૚]࢞ࡻ
 avec ࢑ ≥ ૜ 

k pair 
On a (0)ܨ = 0 et (ݔ−)ܨ = (݇)ܨ et (ݔ)ܨ− = 0 pour tout ݇ et (ݔ)ܨ < 0 sur ]݇ − 1; ݇[  et 
(ݔ)ܨ > 0 sur ]݇; ݇ + 1[ et les 8 conditions du lemme 10 sont remplies. 

Par construction on a ܯி(௫)ൣ0 ; ݇ − 1൧ = ݊௞ିଵ et   ݉ி(௫)ൣ0 ; ݇ − 1൧ = −݊௞ିଶ et   ݉ி(௫)ൣ݇ −

1 ; ݇൧ = −݊௞ et ܯி(௫)ൣ݇ ; ݇ + 1൧ = ݊௞ାଵ     

 
Condition 1 

݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧ = −݊௞ ≤  −2√݇     

Soit ݃(݇) = −2√݇ + ݊௞ alors ݃ᇱ(݇) = − ଵ

√௞
+ ln(݊) ݊௞ > − ଵ

√ଷ
+ ln(݊) ݊ଷ > − ଵ

√ଷ
+ 8 ln(2) ≅

4.9678 > 0 Et puisque ݃(3) = −2√3 + ݊ଷ > −2√3 + 8 = 4.5359 > 0  alors ݃(݇) > 0 
# 
 
Condition 2  

√2݇ + 1 ≤ ; ி(௫)ൣ0ܯ ݇ − 1൧  

On a ܯி(௫)ൣ0 ; ݇ − 1ൣ = ݊௞ିଵ Soit ݃(݇) = ݊௞ିଵ − √2݇ + 1 alors ݃ᇱ(݇) = ݈݊(݊)݊௞ିଵ −
ଵ

√ଶ௞ାଵ
>

ln(2) 2ଶ −
ଵ

√଻
≅ 2.3946 > 0 Et puisque ݃(3) = ݊ଶ − √7 > 4 − √7 ≅ 1.3542 > 0 alors ݃(݇) > 0 

# 
 
Condition 3 

; ி(௫)ൣ0ܯ ݇ − 1൧  ≤ ; ݇ൣி(௫)ܯ ݇ + 1൧  

On a ܯி(௫)ൣ0 ; ݇ − 1ൣ = ݊௞ିଵ < ݊௞ାଵ = ; ݇ൣி(௫)ܯ ݇ + 1൧ 
# 



 
« Une approche géométrique de l’équation de Liénard pour prouver que pour (ݔ)ܨ ݔ = ∏ ଶݔ) − ݅ଶ)௡

௜ୀଵ  il y a au moins ݊ solutions périodiques, que 
pour tous les polynômes de degré impair les solutions périodiques sont dans un espace borné autour de l’origine, pour donner des nouveaux 
algorithmes permettant de localiser les solutions périodiques, etc.» 
 

Par Serge Reymond, Mont-Pélerin, Switzerland, 31 mai 2019  
 

Page 94 sur 104 

 

 
Condition 4 

݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧ ≤ ݉ி(௫)ൣ0 ; ݇ − 1൧  

On a ݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧ = −݊௞ < −݊௞ିଶ = ݉ி(௫)ൣ0 ; ݇ − 1൧ 
# 
 
Condition 5  

On a (ܯி(௫)ൣ݇ ; ݇ + 1൧ + √2݇ + 1)ଶ − ݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧
ଶ

= ൫݊௞ାଵ + √2݇ + 1൯
ଶ

− ݊ଶ௞ = ݊ଶ௞ାଶ +

2݊௞ାଵ√2݇ + 1 + 2݇ + 1 − ݊ଶ௞ = ݊ଶ௞(݊ଶ − 1) + 2݊௞ାଵ√2݇ + 1 + 2݇ + 1 > ݊ଶ௞(݊ଶ − 1) ≥
3݊ଶ௞ > 0  
# 
 
Condition 6 

On a ට൫ܯி(௫)ൣ0 ; ݇ − 1൧ − ݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧൯
ଶ

+ (݇ − 1)ଶ − ; ி(௫)ൣ0ܯ2 ݇ − 1൧ − ݇ + 1 =

ඥ(݊௞ିଵ + ݊௞)ଶ + (݇ − 1)ଶ − 2݊௞ିଵ − ݇ + 1 ≥ ඥ݊ଶ௞ିଶ(1 + ݊)ଶ − 2݊௞ିଵ − ݇ + 1 = ݊௞ିଵ(1 +
݊) − 2݊௞ିଵ − ݇ + 1 = (݊ − 1)݊௞ିଵ − ݇ + 1 
Soit ݃(݇) = (݊ − 1)݊௞ିଵ − ݇ + 1 alors ݃ᇱ(݇) = (݊ − 1) ln(݊) ݊௞ିଵ − 1 > ln(2) 2ଶ − 1 ≅
1.7726 > 0  Et puisque  ݃(3) = (݊ − 1)݊ଶ − 3 > 1 > 0 alors ݃(݇) > 0 pour tout ݇ ≥ 3 
# 
 
Condition 7 

On a ݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧ + ට൫݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧ − ; ݇ൣி(௫)ܯ ݇ + 1൧൯
ଶ

+݇ଶ + ݉ி(௫) ൣ0 ; ݇ − 1൧ −

ට൫݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧ − ݉ி(௫)ൣ0 ; ݇ − 1൧൯
ଶ

+ ݇ଶ = −݊௞ + ඥ(−݊௞ − ݊௞ାଵ)ଶ + ݇ଶ − ݊௞ିଶ −

ඥ(−݊௞ + ݊௞ିଶ)ଶ + ݇ଶ > −݊௞ + ݊௞ + ݊௞ାଵ − ݊௞ିଶ − ඥ(−݊௞ + ݊௞ିଶ)ଶ + ݇ଶ = ݊௞ିଶ(݊ଷ − 1) −

ඥ(−݊௞ + ݊௞ିଶ)ଶ + ݇ଶ 

Soit ݃(݇) = (݊ଶ − 1)݊௞ିଷ − ݇ alors ݃ᇱ(݇) = (݊ଶ − 1) ln(݊) ݊௞ିଷ − 1 > 3ln(2) − 1 ≅ 1.0794 > 0 
Et puisque ݃(3) = (݊ଶ − 1) − 3 > 3 − 3 = 0 alors ݃(݇) > 0 pour tout ݇ ≥ 3 

ce qui équivaut à ݇ < ݊௞ିଷ(݊ଶ − 1) pour tout ݇ ≥ 3 

Ainsi ඥ݊ଶ௞ିସ(݊ଶ − 1)ଶ + ݇ଶ < ඥ݊ଶ௞ିସ(݊ଶ − 1)ଶ + ݊ଶ௞ି଺(݊ଶ − 1)ଶ = (݊ଶ − 1)݊௞ିଷ√݊ଶ + 1 

Et donc ݊௞ିଶ(݊ଷ − 1) − ඥ݊ଶ௞ିସ(݊ଶ − 1)ଶ + ݇ଶ > ݊௞ିଶ(݊ଷ − 1) − ݊௞ିଷ(݊ଶ − 1)√݊ଶ + 1 =

(݊ − 1)݊௞ିଷ൫݊ଷ + ݊ଶ + ݊ − (݊ + 1)√݊ଶ + 1൯ 

Soit ℎ(݊) = ݊ଷ + ݊ଶ + ݊ − (݊ + 1)√݊ଶ + 1 alors ℎᇱ(݊) = 3݊ଶ + 2݊ + 1 − √݊ଶ + 1 −

(݊ + 1) ௡

√௡మାଵ
> 3݊ଶ + 2݊ + 1 − √݊ଶ + 2݊ + 1 − (݊ + 1) ௡

√௡మାଵ
= 3݊ଶ + 2݊ + 1 − ݊ − 1 −

(݊ + 1) ௡

√௡మାଵ
= 3݊ଶ + ݊ − (݊ + 1) ௡

√௡మାଵ
= 2݊ଶ + ݊(݊ + 1) − (݊ + 1) ௡

√௡మାଵ
= 2݊ଶ +

݊(݊ + 1) ቀ1 −
ଵ

√௡మାଵ
ቁ > 0 Et puisque ℎ(2) = 14 − 3√5 ≅ 7.2918 > 0 alors ℎ(݊) > 0 pour tout 

݊ ≥ 2 Et donc (݊ − 1)√݊ଶ + 1݊௞ିଷ൫݊ଷ + ݊ଶ + ݊ − (݊ + 1)√݊ଶ + 1൯ > 0 pour tout ݊ ≥ 2 

# 
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Condition 8     

On a −݉ி(௫)ൣ݇ − 1 ; ݇൧ + ݇ − ݉ி(௫)ൣ0 ; ݇ − 1൧ − ට݉ி(௫)ൣ0 ; ݇ − 1൧
ଶ

+ ݇ଶ = ݊௞ + ݇ + ݊௞ିଶ −

√݊ଶ௞ିସ + ݇ଶ > ݊௞ − √݊ଶ௞ିସ + ݇ଶ > ݊௞ − √݊ଶ௞ିସ + 2݊௞ିଶ + ݇ଶ = ݊௞ − ൫݊௞ିଶ + ݇൯ =

݊௞ିଶ(݊ଶ − 1) − ݇ > 3݊௞ିଶ − ݇   
Soit ݃(݇) = 3݊௞ିଶ − ݇ alors ݃ᇱ(݇) = 3ln(݊) ݊௞ିଶ − 1 > 6 ln(2) − 1 ≅  > 0 et puisque ݃(3) =
3݊ − 3 ≥ 3 > 0 alors ݃(݇) > 0 
# 
 
Ainsi donc il y a au moins une solution périodique qui coupe [−݇ − 1; −݇]ைೣ

 et [݇; ݇ + 1]ைೣ
 

 
 
k impair 
On définit (ݔ)ܩ = (0)ܩ alors on a (ݔ−)ܨ = 0 et (ݔ−)ܨ = (݇)ܨ et (ݔ)ܨ− = 0 pour tout ݇ et 
(ݔ)ܨ < 0 sur ]݇ − 1; ݇[  et (ݔ)ܨ > 0 sur ]݇; ݇ + 1[ et comme de la même manière que ci-
dessus on montre que les 8 conditions du lemme 10 sont remplies. Ainsi il y a pour (ݔ)ܩ au 
moins une solution périodique qui coupe [−݇ − 1; −݇]ைೣ

 et [݇; ݇ + 1]ைೣ
 Et donc par le lemme4 

il y a pour (ݔ)ܨ au moins une solution périodique qui coupe  [−݇ − 1; −݇]ைೣ
et [݇; ݇ + 1]ைೣ

  

# 
 
 
Alors nous proposons 
 
 
CONJECTURE 2 

Pour (ݔ)ܨ = ቐ

                       
−

|௫|

௫
݊[|௫|ାଵ]|(ݔߨ)݊݅ݏ|௞     ݔ ݅ݏ ∈ ⋃ ൣ݅ ; ݅ + 1ൣ௜ ௜௠௣௔௜௥

|௫|

௫
݊[|௫|ାଵ]|(ݔߨ)݊݅ݏ|௞         ݔ ݅ݏ ∈ ⋃ ൣ݅ ; ݅ + 1ൣ௜ ௣௔௜௥     

  avec ݅߳ℤ et  ݊, ݇ ∈ ℝା
∗   et 

݊ ≥ 2 il y a une infinité de cycles; plus précisément il y a un cycle qui coupe ൣ−݅ − 1 ; −݅ൣ
ை௫

 et 

ൣ݅ ; ݅ + 1ൣ
ை௫

 pour tout ݅߳ℤ∗ 

 
 
THEOREME I 

Soit (ݔ)ܨ =

ە
ۖ
ۖ
۔

ۖ
ۖ
ۓ

                       
(−1)௜2݊|௜|ାଵ(ݔ − ݔ ݅ݏ     (݅ ∈ ቂ݅ ; ݅ +

ଵ

ଶ
ቂ ݅ ݐ݁  ≥ 0

(−1)௜2݊|௜|ାଵ(݅ + 1 − ݔ ݅ݏ     (ݔ ∈ ቂ݅ + ଵ

ଶ
 ; ݅ + 1ቂ ݅ ݐ݁  ≥ 0

(−1)௜2݊|௜|(ݔ − ݔ ݅ݏ     (݅ ∈ ቂ݅ ; ݅ +
ଵ

ଶ
ቂ ݅ ݐ݁  < 0

(−1)௜2݊|௜|(݅ + 1 − ݔ ݅ݏ     (ݔ ∈ ቂ݅ +
ଵ

ଶ
 ; ݅ + 1ቂ ݅ ݐ݁  < 0

 

  avec ݅߳ℤ et  ݊ ∈ ℝ  et 

݊ ≥ 2 alors il y a une infinité de solutions périodiques; plus précisément il y a au moins une 

solution périodique qui coupe ൣ−݅ − 1 ; −݅ൣ
ை௫

 et ൣ݅ ; ݅ + 1ൣ
ை௫

 pour tout ݅߳ℤ∗ 
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Preuve  
Voici le graphe de (ݔ)ܨ pour ݊ = 2 

 
 
 

Soit (ݔ)ܩ = ቐ

                       
−

|௫|

௫
݊[|௫|ାଵ]|sin(ݔߨ)|௞     ݔ ݅ݏ ∈ ⋃ ൣ݅ ; ݅ + 1ൣ௜ ௜௠௣௔௜௥

|௫|

௫
݊[|௫|ାଵ]|sin(ݔߨ)|௞         ݔ ݅ݏ ∈ ⋃ ൣ݅ ; ݅ + 1ൣ௜ ௣௔௜௥     

  avec ݅߳ℤ et  ݊, ݇ ∈ ℝା
∗   et ݊ ≥ 2 

Les solutions de (ݔ)ܨ et de (ݔ)ܩ sont les mêmes Ce sont tous les ݅߳   
Les extrema de (ݔ)ܨ et de (ݔ)ܩ sont les mêmes Ce sont les ݅ + 1/2 pour tous les ݅߳ℤ et (ݔ)ܨ 
et leur valeurs sont égales car 

ܩ ቀ݅ +
ଵ

ଶ
ቁ =

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ

                       

−
ቚ௜ା

భ
మ

ቚ

௜ା
భ
మ

݊[|௜|ାଵ] ቚsin ቀ݅ߨ
గ

ଶ
ቁቚ

௞
ݔ ݅ݏ ∈ ⋃ ൣ݅ ; ݅ + 1ൣ௜ ௜௠௣௔௜௥

ቚ௜ାభ
మ

ቚ

௜ା
భ
మ

݊[|௜|ାଵ] ቚsin ቀ݅ߨ
గ

ଶ
ቁቚ

௞
ݔ ݅ݏ    ∈ ⋃ ൣ݅ ; ݅ + 1ൣ௜ ௣௔௜௥     

= ቐ

                       
−

|௜|

௜
݊|௜|ାଵ1௞ ݎ݅ܽ݌݉݅ ݅ ݅ݏ

|௜|

௜
݊|௜|ାଵ1௞    ݎ݅ܽ݌ ݅ ݅ݏ     

=

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ

                       
−݊|௜|ାଵ   ݐ݁ ݎ݅ܽ݌݉݅ ݅ ݅ݏ ݅ ≥ 0
݊|௜|ାଵ      ݐ݁ ݎ݅ܽ݌݉݅ ݅ ݅ݏ ݅ < 0
݊|௜|ାଵ      ݐ݁ ݎ݅ܽ݌ ݅ ݅ݏ ݅ ≥ 0     
−݊|௜|ାଵ   ݐ݁ ݎ݅ܽ݌ ݅ ݅ݏ ݅ < 0      

= ቊ

                       
(−1)௜݊|௜|ାଵ     ݐ݁  ݅ݏ ݅ ≥ 0
(−1)௜ାଵ݊|௜|ାଵ ݐ݁  ݅ݏ ݅ < 0

= ܨ ቀ݅ +
ଵ

ଶ
ቁ 

Ainsi les peignes de (ݔ)ܩ sont également des peignes pour (ݔ)ܨ Selon le théorème H les 
peignes de (ݔ)ܩ ont une infinité de solutions périodiques ainsi par le corolaire 16 pour (ݔ)ܨ il 
y a un nombre infini de solution périodiques 
# 
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CHAPITRE 9 - Exemples de (࢞)ࡲ pour lesquelles il y a très probablement une infinité 
de solutions périodiques 

 
 
 
LEMME 24 
Soit (ݔ)ܨ une fonction continue telle que (0)ܨ = 0 et ݊ ∈ ℕ∗ et  1 ≤ ݅ ≤ ݊ et ܨ௜ le premier 
point d’intersection de ݆ܶܽݎி(௫)

ିଵ(݅, avec  ௬ܱశ ((݅)ܨ
et ܨ௜ le premier point d’intersection de 

,݅)ி(௫)݆ܽݎܶ avec ௬ܱష ((݅)ܨ
Si ିܨ௜ > ௜ܨ  et ܨ௜ < ܨି ௜ pour tout ݅ pair et ିܨ௜ < ௜ܨ ௜ etܨ > ܨି ௜pour 

tout ݅ impair alors pour (ݔ)ܨ il y a au moins une solution périodique qui coupe 
ܨିൣ ௜ିଵ; ܨି ௜൧

ை௬
;௜ܨൣ ݐ݁  ௜ାଵ൧ܨ

ை௬
 pour tous les 2 ≤ ݅ ≤ ݊ + 1  

# 
 
 
Preuve 

 
 
Les intervalles ܮଵ = ൣ0; ௡ܮ ,…,ଵ൧ିܨ = ;௡ାଵିܨൣ ௡ାଵܮ ,௡൧ିܨ = ;௡ିܨൣ ∞ൣ sont une partition de ܱݕା 

de même que ܴ଴ = [0; 0],  ܴଵ = ൣ0; ଵ൧,…, ܴ௡ܨ = ;௡ିଵܨൣ ௡൧,  ܴ௡ାଵܨ = ;௡ܨൣ ∞ൣ  
Les intervalles ܮଵ = ൣ0; ܨି ଵ൧,…, ܮ௟ = ܨିൣ ௡ାଵ; ܨି ௡൧ et ܮ௡ାଵ = ܨିൣ ௡; −∞ൣ sont une partition de 
ݕିܱ  de même que les intervalles ܴ଴ = [0; 0], ܴଵ = ൣ0; ଵ൧,…, ܴ௡ܨ = ;௡ିଵܨൣ ௡,଴൧,  ܴ௡ାଵܨ =
;௡,଴ܨൣ −∞ൣ  
La matrice de transformation de ܱݕା sur de ܱݕା de dimension (݊ + 1)(݊ + 1) est: 
,݅]ி(௫)ܯ ݆]

= ൞

,݅) ݅ݏ 1 ݆ ≤ ݊ + ݅)) ݐ݁ (1 = ݆ ݐ݁ 1 = ݆ ݐ݁ ݎ݅ܽ݌ ݅) ݑ݋ (1,2 = ݎ݅ܽ݌݉݅ ݅) ݑ݋ (݅ > ݆ ݐ݁ 1 = ݅, ݅ ± 1))
݈) ݅ݏ 1 < ݅) ݐ݁ (ݎ = ݆ ݐ݁ ݈ > ݈)                                                                                                                         
݈) ݅ݏ 1 > ݅) ݐ݁ (ݎ > ݆ ݐ݁ ݎ =                                                                                                                        (ݎ
                                                                                                                                                                ݊݋݊݅ݏ 0

 

La matrice de transformation de ܱݕା sur ܱିݕ  de dimension (݊ + 1)(݊ + 1) est  

,݅]ி(௫)ܦ ݆] = ቄ1 ݅ݏ ݅ = ݆
݊݋݊݅ݏ 0

=   ܫ
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La matrice de transformation de ܱିݕ  sur ܱିݕ  de dimension (݊ + 1)(݊ + 1) est  
ிܰ(௑)[݅, ݆]

= ൞

,݅) ݅ݏ 1 ݆ ≤ ݉݅݊ሼ݈ + 1, ݎ + 1ሽ) ݁ݐ ((݅ = ݆ ݐ݁ 1 = ݆ ݐ݁ ݎ݅ܽ݌ ݅) ݑ݋ (1,2 = ݎ݅ܽ݌݉݅ ݅) ݑ݋ (݅ > ݆ ݐ݁ 1 = ݅, ݅ ± 1))
݈) ݅ݏ 1 < ݅) ݐ݁ (ݎ = ݆ ݐ݁ ݈ > ݈)                                                                                                                                               
݈) ݅ݏ 1 > ݅) ݐ݁ (ݎ > ݆ ݐ݁ ݎ =                                                                                                                                              (ݎ
                                                                                                                                                                                       ݊݋݊݅ݏ 0

 

La matrice de transformation de ܱିݕ  sur ܱݕା de dimension (݈ + 1)(݈ + 1) est 

ிܷ(௫)[݅, ݆] = ቄ1 ݅ݏ ݅ = ݆
݊݋݊݅ݏ 0

=   ܫ

Alors ܥி(௫) = ி(௫)ܦி(௫)ܯ ிܰ(௫)ܷி(௫) = ܫி(௫)ܯ ிܰ(௫)ܫ = ி(௫)ܯ ிܰ(௫)  
 
Si ݅ = 1  

,ி(௫)[1ܥ ݆] = ிܰ(௫)[1, ݆] + ிܰ(௫)[2, ݆] = ቄ1 ݅ݏ ݆ = 2 ݑ݋ 1
݊݋݊݅ݏ 0

+ ቄ1 ݅ݏ ݆ = 2
݊݋݊݅ݏ 0

= ൝
݆ ݅ݏ 1 = 1 
݆ ݅ݏ 2 = 2
    ݊݋݊݅ݏ 0

  

 
Si ݅ ݅݉ݎ݅ܽ݌ > 1  

,݅]ி(௫)ܥ ݆] = ܰி(௫)[݅ − 1, ݆] + ܰி(௫)[݅, ݆] + ܰி(௫)[݅ + 1, ݆] = ൞

݆ ݅ݏ 1 = ݅ − 1
݆ ݅ݏ 0 = ݅

݆ ݅ݏ 0 = ݅ + 1
݊݋݊݅ݏ 0

+ ൞

݆ ݅ݏ 1 = ݅ − 1
݆ ݅ݏ 1 = ݅

݆ ݅ݏ 1 = ݅ + 1
݊݋݊݅ݏ 0

+

൞

݆ ݅ݏ 0 = ݅ − 1
݆ ݅ݏ 0 = ݅

݆ ݅ݏ 1 = ݅ + 1
݊݋݊݅ݏ 0

= ൝
݆ ݅ݏ 1 = ݅        
݆ ݅ݏ 2 = ݅ ± 1
          ݊݋݊݅ݏ 0

  

 
Si ݅ ݎ݅ܽ݌  

,݅]ி(௫)ܥ ݆] = ிܰ(௫)[݅, ݆] = ቄ1 ݅ݏ ݅ = ݆
݊݋݊݅ݏ 0

  

 
En synthèse on obtient  

ி(௫)ܥ =

ە
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
۔

ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۓ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
1 2 0
0 1 0
0 2 1

⋯
0 0 0
0 0 0
0 0 0

⋮ ⋱ ⋮
0 0 0
0 0 0
0 0 0

⋯
1 2 0
0 1 0
0 2 ے1

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

݊ ݅ݏ +     ݎ݅ܽ݌݉݅ 1

   

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
1 2 0
0 1 0
0 2 1

⋯
0 0 0
0 0 0
0 0 0

⋮ ⋱ ⋮
0 0 0
0 0 0
0 0 0

⋯
1 0 0
2 1 2
0 0 ے1

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

݊ ݅ݏ +          ݎ݅ܽ݌ 1

  

 
En appliquant les propositions 14 et 15 on en déduit qu’il y au moins ݊ − 1 solutions 
périodiques qui coupent ܮ௜ pour 2 ≤ ݅ ≤ ݊ 
# 
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LEMME 25 
Soit 

 ܵఌ,ି(ݔ) =

ە
ۖ
ۖ
ۖ
۔

ۖ
ۖ
ۖ
ۓ ߳ݔ ݅ݏ        0 ቂ2݅; 2݅ +

ଵ

ଶ
− ቂߝ ∪ ቃ2݅ +

ଵ

ଶ
 + ;ߝ 2݅ + 1ቂ

ଵ

ఌ
ቀݔ − 2݅ − ଵ

ଶ
+ ቁߝ ቂ2݅  ߳ݔ ݅ݏ     + ଵ

ଶ
− ;ߝ 2݅ + ଵ

ଶ
ቃ

−
ଵ

ఌ
ቀݔ − 2݅ −

ଵ

ଶ
− ߳ቁ ቂ2݅  ߳ݔ ݅ݏ     +

ଵ

ଶ
; 2݅ +

ଵ

ଶ
+ ቃߝ

           − 
ଵ

ఌ
ݔ) − 2݅ − 2݅]߳ݔ ݅ݏ     (1 + 1; 2݅ + 1 +  ]ߝ

2݅]߳ݔ ݅ݏ       1− + 1 + ;ߝ 2݅ + 2 −  ]ߝ

       
ଵ

ఌ
ݔ) − 2݅ − 2݅]߳ݔ ݅ݏ     (2 + 2 − ;ߝ 2݅ + 2[

  ℤ߳݅ ܿ݁ݒܽ

et 

ܵఌ,ା(ݔ) =

ە
ۖ
ۖ
ۖ
۔

ۖ
ۖ
ۖ
ۓ

ଵ

ఌ
ݔ) − ;2݅]߳ݔ ݅ݏ     (2݅ 2݅ + ]ߝ

2݅]߳ݔ ݅ݏ    1 + ;ߝ 2݅ + 1 −   ]ߝ

−
ଵ

ఌ
ݔ) − 2݅ − 2݅]߳ݔ ݅ݏ     (1 + 1 − ;ߝ 2݅ + 1[

߳ݔ ݅ݏ        0 ቂ2݅ + 1; 2݅ +
ଷ

ଶ
− ቂߝ ∪ ቃ2݅ +

ଷ

ଶ
+ ; ߝ 2݅ + 2ቂ

−
ଵ

ఌ
ቀݔ − 2݅ −

ଷ

ଶ
+ ቁߝ ቂ2݅  ߳ݔ ݅ݏ     +

ଷ

ଶ
− ;ߝ 2݅ +

ଷ

ଶ
ቃ

ଵ

ఌ
ቀݔ − 2݅ −

ଷ

ଶ
− ߳ቁ ቂ2݅  ߳ݔ ݅ݏ     +

ଷ

ଶ
; 2݅ +

ଷ

ଶ
+ ቃߝ

  ℤ߳݅ ܿ݁ݒܽ   

Alors ܵఌ,ା(ݔ) = −ܵఌ,ି(ݔ − 1) 

 
Preuve  

– ܵఌ,ି(ݔ − 1) =

ە
ۖ
ۖ
ۖ
۔

ۖ
ۖ
ۖ
ۓ ݔ) ݅ݏ     0 − 1)߳ ቂ2݅; 2݅ +

ଵ

ଶ
− ቂߝ ∪ ቃ2݅ +

ଵ

ଶ
 + ;ߝ 2݅ + 1ቂ

−
ଵ

ఌ
൬(ݔ − 1) − 2݅ −

ଵ

ଶ
+ ൰ߝ ݔ) ݅ݏ     − 1)߳ ቂ2݅ +

ଵ

ଶ
− ;ߝ 2݅ +

ଵ

ଶ
ቃ

ଵ

ఌ
൬(ݔ − 1) − 2݅ − ଵ

ଶ
− ߳൰ ݔ) ݅ݏ     − 1)߳ ቂ2݅ + ଵ

ଶ
; 2݅ + ଵ

ଶ
+ ቃߝ

            
ଵ

ఌ
൫(ݔ − 1) − 2݅ − 1൯     ݔ) ݅ݏ − 1)߳[2݅ + 1; 2݅ + 1 + ]ߝ

ݔ) ݅ݏ       1 − 1)߳[2݅ + 1 + ;ߝ 2݅ + 2 −  ]ߝ

      −
ଵ

ఌ
൫(ݔ − 1) − 2݅ − 2൯     ݔ) ݅ݏ − 1)߳[2݅ + 2 − ;ߝ 2݅ + 2[

=

ە
ۖ
ۖ
ۖ
۔

ۖ
ۖ
ۖ
߳ݔ ݅ݏ     0ۓ ቂ2݅ + 1; 2݅ +

ଷ

ଶ
− ቂߝ ∪ ቃ2݅ +

ଷ

ଶ
 + ;ߝ 2݅ + 2ቂ

− ଵ

ఌ
ቀݔ − 2݅ − ଷ

ଶ
+ ቁߝ ߳ݔ ݅ݏ     ቂ2݅ + ଷ

ଶ
− ;ߝ 2݅ + ଷ

ଶ
ቃ

ଵ

ఌ
ቀݔ − 2݅ −

ଷ

ଶ
− ߳ቁ ߳ ݅ݏ     ቂ2݅ +

ଷ

ଶ
; 2݅ +

ଷ

ଶ
+ ቃߝ

           
ଵ

ఌ
ݔ) − ;2݅]߳ݔ ݅ݏ     (2݅ 2݅ +  ]ߝ

2݅]߳ݔ ݅ݏ    1 + ;ߝ 2݅ + 1 −  ]ߝ

      −
ଵ

ఌ
ݔ) − 2݅ − 2݅]߳ݔ ݅ݏ     (1 + 1 − ;ߝ 2݅ + 1[
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=

ە
ۖ
ۖ
ۖ
۔

ۖ
ۖ
ۖ
߳ݔ ݅ݏ     0ۓ ቂ2݅ + 1; 2݅ +

ଷ

ଶ
− ቂߝ ∪ ቃ2݅ +

ଷ

ଶ
 + ;ߝ 2݅ + 2ቂ

−
ଵ

ఌ
ቀݔ − 2݅ −

ଷ

ଶ
+ ቁߝ ߳ݔ ݅ݏ     ቂ2݅ +

ଷ

ଶ
− ;ߝ 2݅ +

ଷ

ଶ
ቃ

ଵ

ఌ
ቀݔ − 2݅ −

ଷ

ଶ
− ߳ቁ ߳ ݅ݏ     ቂ2݅ +

ଷ

ଶ
; 2݅ +

ଷ

ଶ
+ ቃߝ

            
ଵ

ఌ
ݔ) − 2݅ − 2݅]߳ ݅ݏ     (2 + 2; 2݅ + 2 +  ]ߝ

2݅]߳ݔ ݅ݏ       1 + 2 + ;ߝ 2݅ + 3 −  ]ߝ

      − ଵ

ఌ
ݔ) − 2݅ − 2݅]߳ݔ ݅ݏ     (3 + 3 − ;ߝ 2݅ + 3[

= ܵఌ,ା(ݔ)  

# 
 
 
LEMME 26 
Soit (ݔ)ܨ et (ݔ)ܩ deux fonctions continues telle que (0)ܨ = (0)ܩ = 0 Pour chaque 1 ≤ ݅ ≤ ݊ 
notons ܨ௜ le premier point d’intersection de ݆ܶܽݎி(௫)

ିଵ(݅, 0) avec  ௬ܱశ
et ܨ௜ le premier point 

d’intersection de ݆ܶܽݎி(௫)(݅, 0) avec  ௬ܱష
 et ܩ௜ le premier point d’intersection de 

(௫)ீ݆ܽݎܶ
ିଵ(݅, 0) avec  ௬ܱశ

et ܩ௜ le premier point d’intersection de ܶீ݆ܽݎ(௫)(݅, 0) avec  ௬ܱష
 Si 

(ݔ)ܨ = ݔ)ܩ− − 1) alors ܨ௜ = ௜ܨ ௜ାଵ etܩ− =  ௜ାଵܩ−
 
Preuve 
On a ܨ௜ = ி(௫)ܽݎܶ

ିଵ(݅, 0)⋂ ௬ܱ = (௫ିଵ)ீି݆ܽݎܶ
ିଵ(݅; 0)⋂ ௬ܱ = (௫)ீି݆ܽݎܶ

ିଵ(݅ + 1; 0)⋂ ௬ܱ =
(௫)ீି݆ܽݎܶ

ିଵ(݅ + 1; 0)⋂ ௬ܱ = ݅)(௫)ீ݆ܽݎܶ− + 1; 0)⋂ ௬ܱ =  ௜ାଵܩ−
On a 
௜ܨ = ,݅)ி(௫)ܽݎܶ 0)⋂ ௬ܱ = ;݅)(௫ିଵ)ீି݆ܽݎܶ 0)⋂ ௬ܱ = ݅)(௫)ீି݆ܽݎܶ + 1; 0)⋂ ௬ܱ = (௫)ீ݆ܽݎܶ−

ିଵ(݅ +
1; 0)⋂ ௬ܱ =   ௜ାଵܩ−
# 
 
 
APPLICATION NUMERIQUE 
Soit (ݔ)ܨ = ܵ଴,ା(ݔ) alors par calcul on trouve que pour tous les ݅ ≤ 10଺ on a: 

ቊ
௜ିܨ > ௜ܨ ௜ܨ ݐ݁  < ܨି ௜ pour tout ݅ impair

௜ିܨ < ௜ܨ ௜ܨ ݐ݁  > ܨି ௜ ݎ݅ܽ݌ ݅ ݐݑ݋ݐ ݎݑ݋݌
 pour tout 1 ≤ ݅ ≤ 10଺ 

 
Par l’application des lemmes 24 et 25 à (ݔ)ܩ = ܵ଴,ି(ݔ) on obtient ܨ௜ = ௜ܨ ௜ାଵ etܩ− =  ௜ାଵܩ−
Ainsi 

ቊ
௜ିܨ > ௜ܨ ௜ܨ ݐ݁  < ܨି ௜ pour tout ݅ impair

௜ିܨ < ௜ܨ ݐ݁ ௜ܨ > ܨି ௜ ݎ݅ܽ݌ ݅ ݐݑ݋ݐ ݎݑ݋݌
⇔

ቊ
௜ାଵିܩ− > − ݐ݁ ௜ାଵܩ− ௜ାଵܩ < ௜ାଵ pour tout ݅ impairିܩ−

௜ାଵିܩ− < ݐ݁ ௜ାଵܩ− − ௜ାଵܩ > ݎ݅ܽ݌ ݅ ݐݑ݋ݐ ݎݑ݋݌ ௜ାଵିܩ−
⇔

ቊ
௜ାଵିܩ < ௜ାଵܩ ݐ݁ ௜ାଵܩ > ௜ାଵ pour tout ݅ impairିܩ

௜ାଵିܩ > ௜ାଵܩ ݐ݁ ௜ାଵܩ < ݎ݅ܽ݌ ݅ ݐݑ݋ݐ ݎݑ݋݌ ௜ାଵିܩ
⇔

ቊ
௜ିܩ < ௜ܩ ௜ܩ ݐ݁  > ௜ pour tout ݅ pairିܩ

௜ିܩ > ௜ܩ ௜ܩ ݐ݁  < ௜ିܩ ݎ݅ܽ݌݉݅ ݅ ݐݑ݋ݐ ݎݑ݋݌ 
⇔ ቊ

௜ିܩ > ௜ܩ ௜ܩ ݐ݁  < ௜ିܩ ݎ݅ܽ݌݉݅ ݅ ݐݑ݋ݐ ݎݑ݋݌ 

௜ିܩ < ௜ܩ ௜ܩ ݐ݁  > ௜ pour tout ݅ pairିܩ
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Et en appliquant le lemme 24 à ܵ଴,ା(ݔ) et ܵ଴,ି(ݔ) on en tire qu’il y a pour ܵ଴,ା(ݔ) et pour 

ܵ଴,ି(ݔ) au moins une solution périodique qui coupe ൣିܨ ௜ିଵ; ܨି ௜൧
ை௬

 et ൣܨ௜; ௜ାଵ൧ܨ
ை௬

 pour tous les 

2 ≤ ݅ ≤ 10଺  
 
 
LEMME 27 
ܵ଴,ି(ݔ) et ܵ଴,ା(ݔ) sont des peignes pour (ݔ)ܨ =   (ݔߨ) ݊݅ݏ

 
Preuve  
Pour tout ݆ ∈ ℤ  on a ܨ(݆) = (݆ߨ)݊݅ݏ = 0  

Pour tout ݆ ∈ ℤ  on a ܨ ቀ݆ +
ଵ

ଶ
ቁ = ݊݅ݏ ቀ݆ߨ +

గ

ଶ
ቁ = ቐ

݊݅ݏ ቀ
గ

ଶ
ቁ ݎ݅ܽ݌ ݆ ݅ݏ 

݊݅ݏ ቀߨ + గ

ଶ
ቁ ݎ݅ܽ݌݉݅ ݆ ݅ݏ 

= ൜
ݎ݅ܽ݌ ݆ ݅ݏ 1

 ݎ݅ܽ݌݉݅ ݆ ݅ݏ 1−

# 
 
 
LEMME 28  

ܵ଴,ି(ݔ) et ܵ଴,ା(ݔ) est un peigne pour (ݔ)ܩ =

ە
ۖۖ
۔

ۖۖ
ۓ ݔ)2 − ݔ ݅ݏ (2݅ ∈ ቂ2݅; 2݅ +

ଵ

ଶ
ቂ

ݔ)2− − 2݅ − ݔ ݅ݏ (1 ∈ ቂ2݅ + ଵ

ଶ
; 2݅ + 1ቂ

ݔ)2− − 2݅ − ݔ ݅ݏ (1 ∈ ቂ2݅ + 1; 2݅ +
ଷ

ଶ
ቂ

ݔ)2 − 2݅ − ݔ ݅ݏ (2 ∈ ቂ2݅ +
ଷ

ଶ
; 2݅ + 2ቂ

݅ ܿ݁ݒܽ ∈ ℤ   

 
Preuve  
Pour tout ݆ ∈ ℤ  on a 

(݆)ܩ =

ە
ۖۖ
۔

ۖۖ
ۓ 2(݆ − ݆ ݅ݏ (2݅ ∈ ቂ2݅; 2݅ +

ଵ

ଶ
ቂ

−2(݆ − 2݅ − ݆ ݅ݏ (1 ∈ ቂ2݅ +
ଵ

ଶ
; 2݅ + 1ቂ

−2(݆ − 2݅ − ݆ ݅ݏ (1 ∈ ቂ2݅ + 1; 2݅ + ଷ

ଶ
ቂ

2(݆ − 2݅ − ݆ ݅ݏ (2 ∈ ቂ2݅ +
ଷ

ଶ
; 2݅ + 2ቂ

=

ە
۔

ۓ
2(2݅ − ݆ ݅ݏ(2݅ = 2݅

−2(2݅ + 1 − 2݅ − ݆ ݅ݏ(1 = 2݅ + 1
−2(2݅ + 1 − 2݅ − ݆ ݅ݏ(1 = 2݅ + 1
2(2݅ + 2 − 2݅ − ݆ ݅ݏ(2 = 2݅ + 2

=

൞

݆ ݅ݏ 0 = 2݅
݆ ݅ݏ 0 = 2݅ + 1
݆ ݅ݏ 0 = 2݅ + 1
݆ ݅ݏ 0  = 2݅ + 2

= 0 

Pour tout ݆ ∈ ℤ  on a 

ܩ ቀ݆ + ଵ

ଶ
ቁ =

ە
ۖۖ
۔

ۖۖ
ۓ 2(݆ +

ଵ

ଶ
− ݆ ݅ݏ (2݅ +

ଵ

ଶ
∈ ቂ2݅; 2݅ +

ଵ

ଶ
ቂ

−2(݆ +
ଵ

ଶ
− 2݅ − ݆ ݅ݏ (1 +

ଵ

ଶ
∈ ቂ2݅ +

ଵ

ଶ
; 2݅ + 1ቂ

−2(݆ +
ଵ

ଶ
− 2݅ − ݆ ݅ݏ (1 +

ଵ

ଶ
∈ ቂ2݅ + 1; 2݅ +

ଷ

ଶ
ቂ

2(݆ + ଵ

ଶ
− 2݅ − ݆ ݅ݏ (2 + ଵ

ଶ
∈ ቂ2݅ + ଷ

ଶ
; 2݅ + 2ቂ

=
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ە
ۖۖ
۔

ۖۖ
ۓ 2(݆ + ଵ

ଶ
− ݆ ݅ݏ (2݅ ∈ ቂ2݅ − ଵ

ଶ
; 2݅ቂ

−2(݆ − 2݅ −
ଵ

ଶ
݆ ݅ݏ ( ∈ ቂ2݅; 2݅ +

ଵ

ଶ
ቂ

−2(݆ − 2݅ −
ଵ

ଶ
݆ ݅ݏ ( ∈ ቂ2݅ +

ଵ

ଶ
; 2݅ + 1ቂ

2(݆ − 2݅ −
ଷ

ଶ
݆ ݅ݏ ( ∈ ቂ2݅ + 1; 2݅ +

ଷ

ଶ
ቂ

=

ە
ۖۖ
۔

ۖۖ
ۓ 2 ቀ2݅ + ଵ

ଶ
− 2݅ቁ ݆ ݅ݏ = 2݅

−2 ቀ2݅ − 2݅ −
ଵ

ଶ
ቁ ݆ ݅ݏ = 2݅

−2 ቀ2݅ + 1 − 2݅ −
ଵ

ଶ
ቁ ݆ ݅ݏ = 2݅ + 1

2 ቀ2݅ + 1 − 2݅ −
ଷ

ଶ
ቁ ݆ ݅ݏ = 2݅ + 1

=

൜
݆ ݅ݏ 1 = 2݅

݆ ݅ݏ 1− = 2݅ + 1 = ൜
ݎ݅ܽ݌ ݆ ݅ݏ 1

 ݎ݅ܽ݌݉݅ ݆ ݅ݏ 1−

# 
 
 
Sur la base du résultat du calcul présenté ci-dessus et des lemmes précédents nous 
obtenons les résultats suivants 
 
 
APPLICATION NUMERIQUE  
 

Soit (ݔ)ܨ =

ە
ۖۖ
۔

ۖۖ
ۓ ݔ)2 − ݔ ݅ݏ (2݅ ∈ ቂ2݅; 2݅ +

ଵ

ଶ
ቂ

ݔ)2− − 2݅ − ݔ ݅ݏ (1 ∈ ቂ2݅ +
ଵ

ଶ
; 2݅ + 1ቂ

ݔ)2− − 2݅ − ݔ ݅ݏ (1 ∈ ቂ2݅ + 1; 2݅ +
ଷ

ଶ
ቂ

ݔ)2 − 2݅ − ݔ ݅ݏ (2 ∈ ቂ2݅ + ଷ

ଶ
; 2݅ + 2ቂ

 alors il y a une solution périodique qui 

coupe ൣ−݅ − 1 ; −݅൧
ை೤శ

 et ൣ݅ ; ݅ + 1൧
ை೤శ

pour tout 1 ≤ ݅ ≤ 10଺  

 
 
Soit (ݔ)ܨ = ݅−ൣ alors il y a une solution périodique qui coupe (ݔߨ)݊݅ݏ − 1 ; −݅൧

ை೤శ
 et ൣ݅ ; ݅ +

1൧
ை೤శ

pour tout 1 ≤ ݅ ≤ 10଺ Et voici la solution périodique qui passe très proche de 

(0; 50,2801) ∈ ൣ50 ; 51൧
ை೤శ
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Alors nous proposons  
 
 
CONJECTURE 3 

Soit (ݔ)ܨ =

ە
ۖۖ
۔

ۖۖ
ۓ ݔ)2 − ݔ ݅ݏ (2݅ ∈ ቂ2݅; 2݅ +

ଵ

ଶ
ቂ

ݔ)2− − 2݅ − ݔ ݅ݏ (1 ∈ ቂ2݅ + ଵ

ଶ
; 2݅ + 1ቂ

ݔ)2− − 2݅ − ݔ ݅ݏ (1 ∈ ቂ2݅ + 1; 2݅ +
ଷ

ଶ
ቂ

ݔ)2 − 2݅ − ݔ ݅ݏ (2 ∈ ቂ2݅ +
ଷ

ଶ
; 2݅ + 2ቂ

 alors il y a un cycle qui coupe ൣ−݅ −

1 ; −݅൧
ை೤శ

 et ൣ݅ ; ݅ + 1൧
ை೤శ

pour tout ݅ ≥ 1  

 
 
CONJECTURE 4 
Soit (ݔ)ܨ = ݅−ൣ alors il y a un cycle qui coupe (ݔߨ)݊݅ݏ − 1 ; −݅൧

ை೤శ
 et ൣ݅ ; ݅ + 1൧

ை೤శ
pour tout 

݅ ≥ 1  
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