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La didactique des mathématiques en Tunisie

Equations, inéquations dans I'enseignement sec@ndantre syntaxe et
sémantique

Rahim KOUKI

Dans l'enseignement des mathématiques, les éqeatainles
inéquations du premier degré a une inconnue nelsampas difficiles a
apprendre, leur résolution ne nécessitant tout Ais mue quelques
techniques algébriques a caractere algorithmiqaatéefois, nombreux sont
les éléves du secondaire qui échouent dans leuipmiation de ces objets
mathématiques.

1. Fondements théoriques :

Notre cadre théorique général est celui de la lagides prédicats et
en particulier I'aspect sémantique et syntaxiquéadesrité introduit dans la
théorie des modeles darski Contrairement a la logique des propositions,
la logique des prédicats est une logique qui pediaetalyser la structure de
la proposition tout en tenant compte de la quaatilon. En effet, la
proposition possede une forme fonctionnelle ou ipedide désignant tantot
une propriété, tantét une relation qui se décomposdeux parties : I'une
est dite fermée et I'autre requérant un complément.

1.1 Les phrases ouvertes :

L'application d'un prédicat a un terme généralagplusieurs termes
dont 'un au moins est un terme général, donneucest appelé une phrase
ouverte (Durand — Guerrier et al, 2000) ou une tioncpropositionnelle
(Tarski, 1971). La phrase ouverte n'est pas un@qgsition. Toutefois, la
satisfaction d'une telle phrase, par I'assignatiercertains objets aux termes
généraux, correspond a la conception sémantiquia dérité qu’'on peut
relier explicitement a la notion de solution d’wguation mathématique.

Par exemple, résoudre une équation revient ardéter tous les
objets du domaine (I'univers du discours en logjgaesatisfaisant. Cette
résolution peut étre réalisée par l'étude des mdifftes interprétations
possibles des équations ou bien par I'utilisaties kgles de formation et de
transformation employant les structures additivesmeiltiplicatives. En
terme de logique, on peut appeler cela I'articalaties registres sémantique
et syntaxique.
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1.2 La quantification :

Les systemes modernes, en logique, ont retenu dges de
quantificateurs utilisés dans le domaine mathématig«[] » , qui se lit
« quelque soib ou «pour tout» et qui signifie que les variables représentent
tous les objets d’'un domaine et k» , qui se lit 4l existe au moin® et qui
sert a exprimer I'existence de quelque chose sat onnaisse encore
précisément cette chose.

Le fait de définir les quantificateurs des systefoesiels en tant que
modélisateurs des notions correspondantes a laidangturelle revient a
adopter le point de vugémantiqueen logique. Alors que le point de vue
syntaxigue gere les regles de fonctionnement et déterminealidité des
relations sans chercher a les interpréter.

1.3 Sémantique versus syntaxe :

La sémantique logiquettudie les interprétations possibles des
symboles utilisés ainsi que les relations entraliesrses interprétations des
formules utilisées. La théorie sémantique de laté&étue aTarski permet
d’'associer une valeur de vérité a une formule demahs une interprétation
donnée. Celui-ci définit la sémantique comme étant

« ... I'ensemble des études qui traitent des concepfs,equgros,
expriment certaines relations entre les expresstbas langage et les objets
et états de choses auxquels ces expressions sentéfe (Tarski 1974,
p.133)

En logique, la syntaxe d’'un langage formel donre régles de
formation et de transformations des énoncés duagmgonsidéré ; elle
permet de reconnaitre si un énoncé est bien founméoo et si le passage
d’'un énoncé a un autre dans une démonstratiorabdev

Dans le calcul des propositions, on a un ensemée@rdbrable de
lettres de variables propositionnelles et un nomfimé de connecteurs
logiques—, O, O, = , = (on peut en prendre moins ou plus, mais ce
sont ceux que I'on utilise en mathématiques).

L'élément minimum est la lettre de proposition. Lesyles de
formation sont les suivantes :
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- B Une lettre de variable propositionnelle est une
formule.
- P Si F est une formulem F est une formule.

- PR Si F et G sont des formulesF UG, FOG,

F =G, F = Gsontdes formules.

Rien d'autre n'est une formule. Ceci permet de troire des
formules du calcul propositionnel et aussi d'anatysdes formules
complexes.

Dans le calcul des prédicats, on ajoute des enssnd@nombrables
de lettres de variables, lettres de constantésgdede prédicats, et quand on
fait des mathématiques les lettres de fonctions.

L’élément minimum est le terme : une lettre de alale, une lettre
de constante sont des termes; une fonction safuméedes lettres de
variables et/ou des lettres de constantes estrmmetdJn terme S'interprete
comme un nom d’'objet. Les regles de formation smsuivantes :

e Un prédicat saturé par autant de termes qu’il pldee est
une formule

+ RPetP.
P, Si F estune formule ex une lettre de variabléX F

et [IX F sont des formules.

La sémantique nécessite une structure interprétatim univers du discours,
des interprétations pour les lettres de prédicats, fonctions et
éventuellement de constantes et de fonctions.

Pour le calcul des propositions ; on a wunstruction récursive de la
vérité via les tables de vérité des connecteurs. Pooal®il des prédicats,
on a uneconstruction récursive de la satisfactiord’'une phrase ouverte qui
permet de définir la vérité des phrases closes.

La différence entre ces deux types de calcul sigupl par le fait
gue le calcul propositionnel s’applique dans dawmaloes d’objets finis. Or
le remplacement, lorsque le domaine d’objets distijm’est plus réalisable.
Ce qui est le plus souvent le cas en mathématicieplus on ne peut pas le
faire non plus concrétement lorsque le domainejetobst fini et que son
cardinal est tres grand.

Comme le soulign®urand-Guerrier le point de vue d&arskiest a
mettre en relation avec la pratique habituelle éhématicien qui dans son
travail articule le plus souvent les deux pointssde, en particulier lorsqu'il
travaille avec des équations. En effet,

« ...Cette présentation de la notion de satisfactionnd'yphrase
ouverte par un élément, correspond a la concepide@mantique» de la
vérité dans les langages formalisés due a TarsRB§), qui, lorsqu'il
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l'introduit, la relie explicitement a la notiode solution d’'une équation
familiére au mathématiciem. (Durand-Guerrier et al, 2000p.9)

Ainsi, il nous semble qu’une mise en évidence etdlairage des
éléments de logique, introduits dans ce chapiteet pous aider a analyser
les questions d'interprétation et de raisonnemeaninathématiques et plus
précisément au niveau de la résolution des équagomles inéquations du
premier degré a une inconnue réelle.

1.4 Aspects didactiques :

De nombreux travaux concernant les difficultés dassage de
larithmétique a l'algebre et en particulier lestinos d'équations et
d’inéquation au colléege et au secondaire ont étgluits en didactique des
mathématiques.

Vergnaud (1987) souligne que l'algébre constituee unpture
épistémologique importante pour les éléves. Emn, effgithmétique est un
outil de résolution de problémes de langage ayant pbjectif la recherche
de I'inconnue selon des opérations adéquates. $apudi 'algébre scolaire
consiste a manipuler des expressions littéraleg liles variables et des
données numériques dont le traitement consistepbgapr des procédures
automatiques conduisant & la solution.

Dans ses analyses Vergnaud s’intéresse aux difé&reignifications
de I'égalité qui peut étre interprétée, comme aneom’un résultat,
exprimant une relation qui n’est ni symétrique ransitive, ou comme
€galité de nombres, sous la contrainte d’'un chdiggaat des valeurs des
inconnues :

5+3(x+6)=7x-17

ou encore comme une identité :

5+ 3(x + 6) = 3x + 23.

Outre la question de I'égalité, Vergnaud s’estres8é au statut des
lettres et a montré que c’est au niveau de la miatipn des égalités entre
expressions algébriques, sans aucune référencacembires, que réside la
rupture arithmétique / algébre et particulieremranhiveau des équations du
type : ax + b = cx + d. Cependant, les catégomes-facentes, qui offrent
selon nous un cadre d’'analyse pertinent pour lestipns abordées, sont
présentes, et ce bien qu’elles ne soient pas toggieexplicitées, puisqu’en
particulier, ni la notion de satisfaction d’'une @be ouverte par un élément,
ni la nécessité d’'une articulation entre les agpsghtaxique et sémantique
n'apparaissent en tant que telle.
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Chevallard (1989) quant a lui, se place explicitentans la dualité
sémantique / syntaxe qu'il interpréte comme I'infcomnable dialectique qui
existe entre I'arithmétique et le calcul algébrique

«Lorsqu’en classe de sixieme, I'enseignant passéollservation
que 2+3=5et 3+2=5 a lécriture de la relation générale
a+b=Db+ a, il passe alors du calcul sur les nombres (entigturel) a un
calcul algébrique (a coefficient entiers naturel®n d’autres termes, un
calcul algébrique, que nous ne définirons pas guscisément ici, rend
manifeste une syntaxe a laquelle le domaine deulcaksocié fournit une
sémantique » (Chevallard 1989, p.50)

Les difficultés des éléves sont interprétées commbsence de mise
en relation des aspects syntaxiques (manipulati@s expressions
algébriques) et sémantique (substitution des vaeldans I'expression). En
fait, Chevallard mobilise explicitement les catégories logiques lgiuion
permis de conclure que le travail fait au colleggsentiellement de nature
syntaxigue, sans articulation avec le point de sémantique, va se révéler
inadéquat au lycée lorsqu’il s’agira d'utiliser utd algébrique dans des
situations diverses. Ceci, en s’appuyant sur leblproe d’ingénierie
curriculaire qui joue un réle fondamental dansttiduction du savoir —
savant dans I'enseignement. C’est une piste que anans choisi d’explorer
dans le cadre de notre analyse des programmes gtaieiels scolaires.

En s’appuyant sur les recherches existantes enctijida de
I'algebre, et plus particulierement au niveau deupture arithmétique /
algébre, Grugeon (1997) construit une structure tidiolensionnelle
d’analyse de la compétence algébrique adaptéeigeaux d’enseignement
choisis, permettant d’étudier les rapports persisnat de les traduire en
termes de profils des élevesauteur met au cceur de son travail d’analyse
I'articulation sémantique / syntaxe :

«La compétence algébrique s’évalue a travers desacitgs
techniques d’ordre syntaxique et des capacitéspré¢atives mettant en jeu
dénotation, interprétation et sens des expressioifSrugeon 1997, p.179)

I nous semble cependant que dans la structure alyse
multidimensionnelle, les éléments concernant l'é§al’une part, le statut
des lettres d’autre part, mériteraient d’étre mienglicités en référence aux
catégories logiques. C'est au niveau des relatibaguivalence et des
relations binaires indiqués par I'auteur que :

% Nous pensons que, dans une équation, il est néeeska faire une
extension de I'égalité entre deux expressiongpample 2x +5=x+ 8

1 De méme la sémantique n’est autre que la sémantagique.
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qui pourrait étre vérifiée ou pas suivant les viedeassociées aux lettres.
Ceci pourrait étre traduit en termes de phrasesrtess sans valeurs de
Vérité, c’est a dire des phrases insaturées. Uleeptierase donne lieu a
une proposition par attribution d’'un objet (ici nambre) a la variable x
qui produirait un couple :
- Le réel 3 produit le couple (11 , 11) qui satisfait la redat2x +
5.
- Le réel 5 produit le couple (15 , 13) qui ne satisfait pas |
relation.

% Une identité de la forme x + 2x = 3x qui permetsdbstituer 3x a 2x +
X sans rien connaitre de. Ce qui donnera X soit un statut d’élément
générique pour exprimer le fait que n'importe quelaleur attribuée a
X est solution de I'équation soit un statut de Jdealiée par un
guantificateur universel. Autrement dit : x est wagiable muette et on
a: [Ox, (2x+ x=3x). Nous pouvons dire, également, qu’une identité
peut également étre établie par des transformasgntaxiques. Ainsi
l'identité (pour tout x , 2x + X = 3x) s’établiyistaxiquement en utilisant
les propriétés de I'addition et de la multiplicatiet signifie que les deux
programmes de calcul associés donnent le mémdatgquklque soit le
nombre de départ auquel ils s’appliquent.

Grugeon(1997) choisitde considérer que l'inconie est un nombre faisant
partie du domaine algébriqu@our notre part'inconnue se situe a l'interface
entre arithmétique et algébre. En effet, 'inconenearithmétique est en général un
nom d’objet, donnant lieu a des énoncés singultarglis qu’en algébre, I'inconnue
est interprétée le plus souvent comme une var@ddmesdesphrases ouvertes selon
le point de vue d&arski

Le travail deSackuret Maurel (1999) intitulé : « les inéquations en
classe de seconde » se réfere explicitement aglgule deFrege afin de
poser le probleme de la nécessité des énoncés methées puisque les
connaissances mathématiques des éleves risqueatrdduire a une liste de
regles sans liens entre elles. En fait, connai&enéture du savoir
mathématique peut aider les éleves a apprendreloitexpet méme
s'intéresser aux mathématiques. Toutefois, lesonstideconformitéet de
performance utilisées dans cette recherche, peuvent se repgrade la
dualité entre syntaxe et sémantique développéetepaadre de la logique
des prédicats. En effet, la conformité est déftoenme l'accord avec les
régles édictées par autrui (professeur qui reptédes mathématiciens...) et
la performancereprésente I'accord avec la réalité mathématique Igpn
peut situer au niveau de linterprétation damsdomaine de réalité donné
(par exemple I'ensemble ordonné des nombres réels).
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Nous faisons I'hypothése, av@urand-Guerrier (2000) que la conception
sémantique de la vérité développée dans la thdedanodéles d&arski et

la notion de satisfaction de phrases ouvertes niffue cadre de référence
pertinent pour répondre et explorer certaines destipns que nous avons
soulevées.

2. Analyse en termes de sémantique et de syntagedegrammes et
des manuels scolaires :

Notre analyse didactique des programmes et desefwmascplaires a
pour objectif d’'explorer le degré d'articulationtenla sémantique et la
syntaxe dans le traitement des équations et dgaatiéns.

2.1 Etude des programmes :

En consultant les programmes du deuxiéme cycléedsdignement
de base (huitieme et neuvieme année de base) @raimier cycle de
I'enseignement secondaire (premiére et deuxieméeasacondaire), relatifs
a la réforme de 1998, nous constatons qu'au nivkala résolution des
éqguations et des inéquations, I'aspect sémantigpparait pas d’'une facon
explicite mais seulement sous la forme de recomatéont prodiguées a
'éleve afin de contrbler ses résultats. Quanta&péct syntaxique, il est
employé d’'une facon explicite méme comme objegt#fcifique et principal
de résolution.

Les équations :

Dans les programmes dé & & années de I'enseignement de base
(Annexes 1 et 2), il est recommandé de fourniré&eVe un moyen de
contrble des équations, lui permettant de lespnéter et de donner un sens
a la phrase ouvertegui en résulte avant de commencer la résoluti@an. L
résolution devient, par la suite, une propositioamies ou fausse au moment
de la vérification. Les situations de résolutionpdeblemes constituent une
occasion de modélisation par la mise en équatioe eencontre implicite de
la notion de variable. La composante sémantiquarafipparticulierement
au moment de la vérification et de I'interprétataies résultats, alors que la
composante syntaxique est toujours présente lols deuxieme phase de la
modélisation, qui correspond a la résolution deuadion.
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La modélisation prend une importance encore plasidg en ¥°
année secondaire. En effet, les objectifs spéefiquiu programme officiel
(Annexe 3) prescrivent de rendre I'éleve capablenddre en équation tout
probléme donné, puisé dans les domaines des mathaes ou de la
physique ou encore dans I'environnement sociakeh@mique de l'éleve.
De plus, il est recommandé explicitement de déghagedifférentes phases
de la résolution d’'un probleme. Les jeux entrerkggistres sémantiques et
syntaxiques sont encouragés, tout en permettamtait&rise des différents
statuts de la lettre en tant que variable ou engi@imconnue.

L’aspect sémantique est presque absent au niveda deuxiéme
année du premier cycle de I'enseignement seconddileve étant supposé
se limiter implicitement a trouver un résultat enra 'interpréter ni a voir
sa valeur de vérité ou de fausseté. Dans le prageadfficiel (Annexe 4), le
retour sur les équations a pour objectif la codstidbn des acquis des éléves
sur les notions de racine d’'une équation et d’ebtemes solutions d'une
équation et la manipulation des valeurs absolues.

Les inéquations :

L’enseignement des inéquations débute €l #nhnée de base et ce
n‘est qu'a ce niveau gqu’il recommande d’exploit&s Ireprésentations
graphiques de la droite réelle afin de préciserséemble des solutions des
inéquations. Notons I'apparition de la notion deialsle et I'utilisation de
I'aspect sémantique. Au niveau de f& année secondaire, la résolution des
problemes dans lesquels interviennent les inécumtencourageant ainsi les
jeux entre les registres sémantique et syntaxidirdin, au niveau de &%
année secondaire, il est recommandé de consolidexciquis des éléves sur
les encadrements des nombres réels en manipuartabiirs absolues, sans
pour autant signaler I'importance de la vérificatiet de l'interprétation du
sens des phrases ouvertes.

2.2 Etude des manuels scolaires (2002-2003) :

Pour en savoir plus, nous avons choisi d'analyssr rhanuels
destinés aux éléeves des classes G&8%8de 9™ années de I'enseignement
de base et ceux de$™et Z™ années du secondaire, afin de mettre en
rechercher si la prise en compte des aspects s@omrdgt syntaxique est
explicite ou implicite.
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Nous avons ciblé, en premier lieu, les activitéslest exercices
d’application inclus dans le cours et, en secoad, lia liste des exercices
placés a la fin de chaque chapitre, puis nous aessayé de classer ces
guestions en trois catégories :

1) Celles qu’on peut résoudre uniqguement en se basaiiaspect

sémantique.

2) Celles qui favorisent 'aspect syntaxique.

3) Celles qui emploient les deux aspects sémantiqegreaxique

en méme temps.

A lissue de ce travail d’analyse, nous avons nak#r notre point
de vue, constatant que les questions incitant legeg a vérifier et a
interpréter les solutions trouvées dans les proidenécessitant la résolution
des équations ou des inéquations du premier degigeanconnue réelle,
sont présentes bien qu’employées de fagon timidles EEonfirment par
contre gue le point de vue sémantique recule deemarignificative au fil
des années.

CONCLUSION

Il est évident que I'étude des programmes et desugia ne remplace pas
I'étude de l'activité des professeurs dans la elassais comme on peut
penser que ces derniers appliquent les directigegpdogrammes et ce que
proposent les manuels de facon majoritaire, nousygges quand méme
soutenir I'hypothése que I'enseignement favorigéfdcement du point de
vue sémantique au profit du point de vue syntaxmueiveau des équations
et des inéquations au cours de l'avancement daunsdes.
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Annexe 1: Extrait des programmes officiels (1998) de I'enseigent de
base : 8™ année de I'enseignement de base.

THEMES Article 5 : Ensemble) ; Calculs dan§
L’éléve sera capable de :
¢ Résoudre une équation de la forme ax = b dans
OBJECTIFS I'ensemble des nombres rationnels.

SPECIFIQUES * Résoudre des problémes d'équations du premier glegré
a une inconnue dans I'ensemble des nompres
rationnels.

Exemple d'étude de problémes conduisant a une ibguai une
CONTENU - ; h P - .
équation du premier degré a une inconnue réelle.
RECOMMANDATIONS Exemples de résolution de problémes d’équationgprdmier

degré dans I'ensemble des nombres rationnels.

Annexe 2: Extrait des programmes officiels (1998) de I'enseigent de
base : 9" année de I'enseignement de base.

Article 4 : Equations et inéquations d& legré a une inconnye

THEMES réelle
L’éléve sera capable de :
OBJECTIFS . Resqudre une 'equatlon ou inéquation dudigré 3
SPECIFIQUES une inconnue reelle I L
* Résoudre des problemes d’équations ou d’'inéquations
du premier degré a une inconnue réelle.
CONTENU Equation et inéquations degré a une inconnue réelle

RECOMMANDATIONS

* La résolution des équations et des inéquations fsgte partir
des exemples numériques et sans étude théoriggengtaucun
média.

* Les éléves ne sont pas obligés a résoudre destiéns ou
inéquations contenant des valeurs absolues qui rilaméa deg
discussions.

Annexe 3: Extrait des programmes officiels (1998) de I'ensement
secondaire :*I°année de I'enseignement secondaire.

THEMES Article 7 : Equations et Problémes
L’éleve sera capable de :
OBJECTIES . mettrg en équation ou en inéquation un probleme
SPECIFIQUES donnée. - . . .
« résoudre une inéquation ou une inéquationddegré
a une inconnue réelle...
CONTENU Equation et inéquations degré a une inconnue réelle

RECOMMANDATIONS

* La résolution des équations et des inéquations fsgte partir
des exemples numériques et sans étude théoriggengtaucun
média.

* Les éléves ne sont pas obligés a résoudre deatiéqs ou
inéquations contenant des valeurs absolues qui rilana deg
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| discussions. |

Annexe 4: Extrait des programmes officiels (1998) de I'enseigent de
base : 2 année de I'enseignement secondaire.

THEMES Article 2 : Equations et inéquations dff dlegré
L'éleve sera capable derésoudre une équation ou
OBJECTIFS inéquation du ¥ degré a une inconnue réelle contenant
SPECIFIQUES q 9

éventuellement une valeur absolue ou un parameétre

Equation et inéquations degré & une inconnue réelie

CONTENU - ~ \
coefficients pouvant étre des paramétres

* Le retour sur les équations (inéquations) quissaenen
a des équations (inéquations) du premier degré &4 un
inconnue réelle aura, entre autres objectifs, cele
consolider les acquis des éléves sur les notionacee
d’'une équation et d’ensemble des solutions d’'unmiéon
ou d’une inéquation.

* Les équations et les inéquations contenant désurs
absolues ameéneront « naturellement » les éleves a
considérer leur étude dans les intervalles adéqédies
offriront aux éléves I'occasion de manipuler detewes
absolues, d’encadrer des réels et de vérifier quéaei
appartient a un intervalle donné.

* Pour les équations et les inéquations contenant u
paramétre, on s'appliquera a choisir les coeffisietie
maniére a obtenir des discussions simples. On hé&al;
pas que I'essentiel n'est pas de faire acquérirélisxes|
de discussion mais d'amener les éléves a envisager
« naturellement » la discussion lorsqu’elle s’ingos
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