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L’aboutissement des méthodes syntaxiques dans certains cas de résolutions
mathématiques :
Cas des équations et des inéquations au secondaire

Rahim KOUKI

(IPEIL El Manar, Université de Tunis El Manar)
[’enjeu, dans I’enseignement secondaire, de I’enseignement de la résolution
des équations et des inéquations semble concerner [’apprentissage des
techniques. En effet, pour un nombre considérable d’éleves, il ne s’agit
apparemment que d’appliquer des techniques algébriques purement syntaxiques
qui peuvent 8’avérer inopérantes dans certains cas. |
Nous avons choisi de présenter, a partir de nos travaux de recherche, un cas de
résolution montrant le non aboutissement des méthodes de résolution
algébriques purement syntaxiques qui mettent parfois les éleves en échec en
absence d’une mobilisation de techniques sémantiques.
Pour faciliter la lecture de ce qui suit, nous présentons ce que nous entendons
par dialectique syntaxe / sémantique en nous appuyant sur quelques éléments
de logique des prédicats éclairant notre approche des notions d’équation et
d’inéquation.

Un point de vue logique sur les équations et les inéquations

L’incontournable dialectique qui existe entre ’arithmétique et le calcul
algébrique est interprétée comme une articulation entre une syntaxe el une
sémantique par Chevallard qui explique que

« Lorsqu’en classe de sixiéme, I’enseignant passe de I’observation que 2 +3 =5
el 3+ 2 =35, al’écriture de la relation générale a + b = b + a, il passe alors du
caleul sur les nombres (entiers naturels) a un calcul algébrique (a coefficient
entiers naturels). En d’autres termes, un calcul algébrique, que nous ne définirons
pas plus précisément ici, rend manifeste une syntaxc * laquelle le domaine de
calcul associé fournit une sémantique. » (Chevallard, 1. 19 ».50).

En outre, il montre que le rapport de I’éleve au calcul algébrique n’incorpore
pas I’idée d’une relation entre manipulation algébrique des expressions et

substitution des valeurs numériques dans ces expressions.

Par ailleurs, les travaux didactiques de Durand-Guerrier (1999), Durand-
Guerrier & al (2000, 2003), Selden & Selden (1995), Chellougui (2004) et Ben
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Kilani (2005) montrent la pertinence du point de vue logique pour I’analyse des
raisonnements mathématiques dans une perspective didactique.

Il nous semble que la question de Particulation des deux points de vue
sémantique el syntaxique n’a pas €€ traitée de fagon approfondie, que ce soit
les recherches ultérieures en didactique des mathématiques, ou dans
enseignement de I'algébre au secondaire. Nous faisons I'hypothese, que la
conception sémantique de la vérité développée dans la théorie des modeles de
Tarski (1960, 1972 & 1974) et la notion de satisfaction de phrases ouvertes
olffrent un cadre de référence pour traiter certaines questions lides a
Particulation des deux points de vue dans ’enseignement et I’apprentissage des
mathémaliques. .

Parmi les questions fondamentales, se trouve celle de la possibilité de repérer
dans le développement des notions d'équation et d’inéquation des phénomenes
liés a la dialectique syntaxe / sémantique. Cette dialectique est au ceeur de
nterrogation des logiciens ; elle est déja présente chez Aristote et on la
retrouve chez Tarski et Quine (1972) lorsqu’ils élaborent une conception
sémantique de la vérité.

Dans un langage formalisé, comme le calcul des prédicats, la sémantique
logigue éludie les interprétations possibles des symboles et les relations entre
les diverses interprétations des formules utilisées. Elle permet d’établir la
notion de vérité ou de satisfaction d’une formule.

« ... le concept de vérité est définissable a partir de la notion de satisfaction. En
lui-méme, un énoncé O d’un langage L n’est ni vrai, ni faux faute de
signification. Pour lui donner un sens, il faut associer aux symboles non logiques
de L une interprétation.» (Rivenc, 1989, p. 173).

Capplication d’un prédicat a un terme général', ou a plusieurs termes donne ce
que Quine appelle une phrase ouverte (cf. Durand-Guerrier et al, 2000) ou une
fonction propositionnelle (cf. Tarski, 1960). Par exemple la phrase « xest
pair » n’est pas susceplible de recevoir une valeur de vérité. Pour les logiciens
Frege (1971) et Russell (1961), inventeurs de la logique prédicative moderne, la
fonction est ambigué et n’exprime pas un sens complet, contrairement 2 une
proposition susceptible d’avoir une valeur de vérité.

armi les phrases ouvertes il y a celles qui sont vraies de (ous les objets de

| . . . . - . s n
Pour pouvoir parler d’un objet, on lui attribue un nom. En logique, un nom d’objet est
un terme. Un nombre réel est un terme singulier ou nom propre et fonction désigne une

terme général désignant une classe d’objet.
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I’univers du discours, comme par exemple : un nombre est divisible par Lui-
méme ; d’autres sont fausses de tous les objets de 1'univers du discours :
Vxe IR, x > x+1, alors que les autres sont pour quelque(s) objet(s) vraies et
fausses pour d’autre(s) ; par exemple : « un multiple de 5 est divisible par 3 ».
Ces définitions ainsi que la notion de satisfaction développées permetientide
dire que dans le langage de 'algébre, une équation ou une inéquation a ainsi
une définition non ambigué de phrase ouverte pouvant comporter une ou
plusieurs variables libres. Etant donné un domaine d'objets (par exemple un
ensemble de nombres, mais pas seulement), un élément de ce domaine est
solution de I'équation ou de I’inéquation si et seulement s’il satisfait la phrase
ouverle, c’est A dire si et seulement si la proposition obtenue en assignant cet
objet 4 la variable devient une proposition vraie dans le domaine. considéré.
Ainsi, résoudre une équation ou une inéquation dans un domaine donné (appelé
en logique univers du discours), revient a déterminer tous les objets de ce
domaine qui satisfont cette phrase ouverte.

D’un autre coté, le terme de syntaxe est utilisé en logique dans un sens large
englobant ce qui releve de la théorie de la démonstration au sens formel du
terme, en opposition avec la sémantique, qui prend en compte les
interprétations.

« Carnap parle d’une syntaxe logique du langage scientifique. Par logique de la
science, il entend essentiellement une théorie formelle de ce langage, c'est-a-dire
I’établissement  systématique des régles valant pour ce langage et le
développement des conséquences de ces régles. Cette théorie est formelle, elle ne
considére donc ni la signification des termes, ni le sens des expressions. »
(Ouelbani, 1992, p. 183).

Dans le cas de deux équations, on peut dire qu’elles sont équivalentes si et
seulement si elles sont satisfaites exactement par les mémes éléments.

Les transformations algébriques permettent de travailler essentiellement au
niveau de la syntaxe du corps des nombres réels. Cependant, au moment de
conclure il faut bien revenir aux objets.

En effet, certaines transformations ne préservent pas la satisfaction, ce qui
nécessite un controle sémantique. Par exemple, 1I’équation x*—2=3x+2|quia
pour ensemble de solutions {— 3, 4 } peut avoir, par I’application de certaines
regles de transformations syntaxiques et en absence d’un contrdle sémantique,
comme ensemble de solutions {~3,~ 1,0, 4 } qui contient des éléments qui
ne satisfont pas tous I’équation.

Nous pouvons dire que la sémantique logique permet de donner des définitions
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non ambigiies des objets : équations et inéquations, et montre la pertinence de
la prise en compte du double aspect sémantique et syntaxique dans le
raisonnement mathématique.

Résultats généraux d’une étude des programmes et des manuels tunisiens

Conformément au point de vue de Chevallard (1998 a), nous avons étudié en
termes de transposition didactique nos objets de savoir au niveau des
programmes et des manuels scolaires qui prescrivent le savoir a enseigner.

Notre analyse $’appuie sur le modele d’analyse praxéologique' des programmes
et des manuels, développé par Chevallard (1992) qui décrit une organisation
pouvant se construire dans une classe de mathématiques. Le bloc (tache,
technique) représente le savoir faire et ce dernier fait appel au savoir restreint
formé par une technologie justifiant la technique qui a son tour est éclairé par
une théorie ; ce qui constitue le bloc (technologie, théorie).

Dans le cas d’une équation ou inéquation les technologies sont les théoremes
qui généralisent les propriétés des opérations dans le numérique et les régles
qui gerent les transformations dans la structure du corps des nombres réels. Or
nous nous intéressons a la dialectique syntaxe / sémantique et nous pensons que
le travail algébrique aupres des éleves 1a n’explicitent pas les technologies el
les théories qui justifient ces techniques. Ainsi, nous avons fait I’hypothése que

- I’enseignement et I’apprentissage de la résolution des équations et des

inéquations au secondaire ne prend pas (ou peu) en compte le bloc
(technologie, théorie).

La catégorisation des types de techniques qui accomplissent certains types de
tiches a été enrichie par la catégorisation logique en terme de syntaxe /
sémantique. Ce qui donne une catégorie de techniques du type sémantiques,
syntaxiques ou mixtes’.

L’analyse des directives, se restreignant aux contenus définis et aux types de
tiches recommandés, des programmes officiels de I’enseignement des
mathématiques du secondaire tunisien a montré une prise en compte de
Particulation syntaxe / sémantique dans les recommandations lies 3
I’exploitation des problemes de modélisation. D’un autre coté, le point de vue

sémantique est omniprésent dans le cas de I’exploitation du registre graphique.

! Praxéologies mathématiques ou organisation mathématique.

2 Les techniques sont supposées mixtes lorsqu’elles mobilisent 2 la fois les deux points
de vue sémantique et syntaxique dans I’enseignement et le traitement des objets
équations, inéquations et fonctions.
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Par contre, les différents types de tAches recommandées dans les traitements
algébriques restent ouverts et ne permettent pas de dire clairement la pertinence
de la mobilisation du point de vue sémantique dans certains cas de situations
algébriques. Enfin, le point de vue syntaxique est trés présent lorsqu’on
recommande que I’éléve soit capable de mobiliser un algorithme, des
procédures de calcul algébrique et des régles opératoires etc.

Dans I’analyse des manuels', nous I’avons élargit notre étude 2 tous les
chapitres qui manipulent de prés ou de loin nos objets d’étude qui s’inscrivent
explicitement dans les manuels destinés aux éléves des classes de la premigre
année, de la deuxieéme année section sciences et technologies de I’informatique®
et de la troisitme année section mathématiques de 1’enseignement secondaire
tunistien.

La méthodologie suivie pour distinguer les types de techniques mobilisables
pour répondre a un type de tiche consiste & supposer qu’elle est du type
sémantique lorsqu’elle mobilise des opérations de substitution, de contrdle, de
vérification, de lecture graphique ..., du type syntaxique lorsqu’elle mobilise
des opérations ou des transformations s’appuyant sur des régles algébriques ou
géométriques exigeant une ' reconnaissance d’une formule, propriété,
théoréme... et du type mixte lorsqu’elle mobilise 4 la fois une interprétation et

des régles qui permettent de répondre.

L’analyse a montré que la prise en compte de Iarticulation des deux points de
vue syntaxique et sémantique dans les résolutions des activités, exercices et
problemes liés aux traitements des équations, inéquations dépend du type de
tiche proposée. Généralement, dans le traitement des activités d’approche les
différents points de vue sémantique, syntaxique et mixte sont mobilisables. En
revanche, dans le traitement des exercices d’application, des probleémes de
synthese, les techniques mobilisables sont parfois d’une dominance syntaxique
et parfois d’une dominance mixte alors que les techniques sémantiques sont
remarquablement peu mobilisées.

: Remarquons qu’il n’y a qu’un seul manuel pour chaque section d’un niveau bien
déterminé.

> A partir de septembre 2005 la deuxiéme année secondaire section sciences est
devenue section sciences et technologie de I’informatique. En fait, ces deux sections
ont €té, avant septembre 2005, séparées et elles avaient deux programmes différents.
Ensuite, ces deux sections ont été fusionnées en gardant I’ancien programme de la
section sciences et qui est devenu par la suite le programme de la deuxidme année
secondaire section sciences et technologie de I'informatique.
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L étude élargie a permis de noter que 1’organisation des chapitres du manu
scolaire de la deuxieme année section sciences et technologie de I’informatiqu
a montré que Iarticulation entre les équations de courbes, leurs représentatior
graphiques et leurs rapports avec le concept de fonction, n’est pas clairemer
explicitée, dans 1a mesure ot les courbes interviennent essentiellement comim
représentations graphiques des fonctions au programme.

,—,:ém:mu:c: didactique sur une inéquation produit & deux variables

Dans le cadre d’une recherche que nous avons conduit dans notre travail ¢

these, nous avons passé un questionnaire a des éleves du secondaire et a de
A . 5 3 5 Py ol . L

étudiants des classes préparatoires aux études d’ingénieurs'. (cf. Kouki 2008)

L’idée principale de ce questionnaire 6tait d’introduire des obje
mathématiques et para-mathématiques, croisant des écritures fonctionnelles «
équationnelles, des résolutions graphiques et numériques... favorisant
recours 2 des aspects sémantiques de résolution.

A travers ce questionnaire nous avons voulu voir quel point de vue mobilis
sémantique et / ou syntaxique, par les éleves dans leurs résolutions d’une pai
et leur capacité a faire certains changements d’un ou de plusieurs registres ¢
représentation sémiotique, d’autre part.

,r,m_:z_v\mo mathématique et didactique, apriori, des différentes stratégies ¢
résolution, dans le traitement des tiches proposées a permis d’élaborer un out
d’analyse a parlir duquel nous classons les types de techniques mobilisé
correspondant 2 un type de tiche bien déterminé en des techniques du tyj
sémantique, syntaxique ou mixte faisant appel & un ou plusieurs types ¢
registres numérique, algébrique, graphique etc.

Les résultats globaux de I’analyse du questionnaire ont permis de conclure qu
les éleéves mobilisent les techniques syntaxiques de résolution dés qu’elles so
disponibles méme si le milieu est enrichi par des questions intermédiair
faisant appel & des traitements graphiques ou numériques du type sémantiqu
D’autre part, nous avons remarqué qu’un pourcentage assez élevé d’éleves
d’étudiants qui ne mobilisent I’outil sémantique de résolution que si le type «
tache demandé I'impose. D’un autre coté, une différence assez remarquab
entre les procédures de résolution des exercices du questionnaire entre I
éleves du méme niveau nous fait penser qu’elle pourrait étre liée a la pratiqu
des enseignants en classe.

"'1’équivalent de premiére année universitaire.
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Nous avons choisi de présenter les résultats de ’analyse, de I’exercice n°4 du
questionnaire’ qui vise 2 montrer des méthodes de résolution purement
syntaxiques n’aboutissent pas et mettent parfois les éléves en échec d’une part,
et montrer la nécessité de la mobilisation du point de vue sémantique par

I"articulation des équations, inéquation et courbes, d’autre part. :

L’exercice avait pour objectif la détermination de I’ensemble des solutions de
I"inéquation produit de deux variables réelles (y — x)(y — x> + 3x) > 0.

La différence de niveau des éleves et des étudiants, nous a conduits a proposer
I’exercice de deux facons différentes.

En ce qui concerne le groupe d’éleves de deuxieme et de troisieme année
secondaire I’exercice a été proposé sous la forme ci-dessous :

Soient f et g les fonctions définies sur IR par : f{x) = x et g(x) = x’— 3x.
Soient HJ\ et H.m. les courbes représentatives de f et g dans un repére orthonormé

direct AQ.W wv

1) Représenter H,\ et I, dans le repere AQL%?.\"V.
2) Déterminer le signe de A(x, y) = (y — x)(y — x> + 3x) dans chacun des

cas suivants :

o (wy)=01)

o (ny)=03)

. (x,y)=(5.4)

o (ny)=(2-1)

¥ (%, y)= (- 1,-2)

« (ny)=067)

3) Placer, dans AQuw.v ..\.v. les points A, B,C,D et F de coordonnées

respectives : (2,1), (1,3), (5.4), (- 2.-1], (-1,-2) et Am“qv.

4) Déterminer, par le calcul ou graphiquement, 1’ensemble des solutions

de I'inéquation : (y — x)(y — x> + 3x) > 0.

Les trois premiéres questions visaient a enrichir le milieu matériel des éleves
par des €léments indicateurs qui pourraient les conduire 2 changer du registre
algébrique au registre graphique afin de visualiser les différentes régions du

1 % P s o ” % 3
Dans le questionnaire quatre exercices devaient étre résolus. (cf. Kouki, 2008)
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plan déterminées par les deux représentations graphiques I, et H.h d’un cot

et d’interpréter la masse des différents points A,B,C,D et F dans chaqu
cOLé.

Concernant les €leves des classes préparatoires, nous estimons qu’ils disposer
des acquis leurs permettant de résoudre 1’inéquation en s’appuyant uniquemer
sur les graphes I'; et T . qui partagent le plan considéré. L’énoncé d

I’exercice était présenté comme suit :

Soient f et g les fonctions définies sur /R par : \.Akv =x et g(x)=x*=3x.
Soient ﬂ\ et HJ,.,. les courbes représentatives de f et g dans un repére orthonorm
direct AQL.,MV.

1) Représenter _J\ et _.,m dans le repere AQ,MQMV‘

2) Déterminer, par le calcul ou graphiquement, I’ensemble des solutior
de Iinéquation (y — x)(y — x* + 3x) > 0.

Nous faisons I’hypothése, a travers cet exercice, que la mobilisation du point d
vue sémantique est nécessaire méme si les techniques syntaxiques sont, 1
plupart du temps, plus efficaces.

L’analyse apriori des (rois premiéres questions a montrée que les éleve
peuvent mobiliser différents types de techniques articulant différents registre
algébriques, analytiques numériques et graphiques pour répondre aux tiche
intermédiaires’'.

Ce qui nous intéresse dans cette communication est la résolution d
Pinéquation (y — x)(y — x> + 3x) > 0 qui ne peut se faire, a un nivea
¢lémentaire, que par la technique qui consiste 2 changer du registre de
Ceritures algébriques au registre graphique du cadre algébrique en associant le
équations de droite y —x =0 et de la parabole y — x> + 3x = 0 aux graphes I"

et I', qui se coupent a I’origine du repere orthonormée AQL. i v et au point d
coordonnées A\.r#v. La droite partage le plan en deux demi-plans dont le dem
plan ouvert supérieur est celui des points 3??& tels que: y — x > 0 ¢

I'intérieur de la parabole est I’ensemble des points M A\«, v\v tels que

' Les différents types de techniques articulant différents registres sont détaillés dan
(Kouki, 2008).
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y— x>+ 3x > 0. Le signe de la relation (y — x)(y — x> + 3x) est détérminé dans
le tableau ci-dessous.

Régions P|R|B|P|EK

y—x - |- + [+ [+
2 . J )

y—x"+3x S P

(y-x)
Oy -x*+ wav

Signe de @Jacifuxv dans différentes régions

+ |- |+ |- |-

s L

bl

i

du plan

En conclusion, I’ensemble des solutions de I’inéquation est la région Nu_ UPh.

L’analyse apriori de cette question a montré que les éleves et les étudiants
disposent de trois types de techniques :oﬁowm respectivement : £, t; et f3 .
La technique ¢; du type mixte consiste a ES:.EQQ graphiquement le signe des

deux expressions algébriques y—x et y —x>+3x et A conclure que le
produit est strictement positif dans la région P, U P;.

La technique #, du type sémantique articulant les registres graphique et
algébrique consiste & affecter le signe de \NOP wv a chaque point placé dans le

repere AOL ) \v et de déduire par la suite qu’ils sont les points de la région
RUP,.

La troisieme technique 73 est une technique purement syntaxique du registre

_algébrique qui consiste a faire des tentatives de développement et de

transformation de la forme de 1’inéquation (y — x)(y — x> + 3x) > 0 qui s’avére
inopérantes.

L’analyse du corpus' formé de 143 copies des éleves et des étudiants montre
que dans les trois premiéres questions, auxquelles ils ont répondu, ils ont
mobilisé différents types de techniques sémantiques, syntaxiques et mixtes dans
les registres algébrique, graphique et numérique. Ceci montre qu’une bonne

partie des éleves articulent les objets fonction linéaire, fonction trindme et
courbe. '

1 o " ¥ @ o
Des classes de deuxiéme année secondaire section sciences, des classes de troisieme

année secondaire section Bm%a:..m:n:mm et d’une classe préparatoire spécialité
technologie. <5
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Concernant la réponse 2 la derniere question, les résultats du dépouilleme
montrent que 76 copies, soit environ 53,1% de la population n’ont pas don

de réponses. En revanche, les éleéves ont mobilisé différentes techniques.

Les techniques syntaxiques du registre algébrique étaient majoritaireme
dominantes avec28 réponses parmi 67 et ne contenaient aucune répor
exacte. Les techniques du type sémantique du registre graphique étaient
nombre de 18 et contenaient 4 bonnes réponses et les deux techniques mix
mobilisées étaient correctes. Enfin les réponses qui n’avaient aucun lien av
_,axo_.omno étaient classées dans les autres types de réponses.

D’autre part, dans certains types ao tAches qui ne se résolvent pas par ¢
techniques syntaxiques purement algébriques mais qui consiste & interpréter
écritures algébriques dans un registre graphique, les €leves qui mobiliss
prioritairement des techniques syntaxiques ne donnent le plus souvent pas
réponses.

Conclusion

Ce travail de recherche nous a permis de montrer que la référence au calcul ¢
prédicats et en particulier a la notion de phrases ouvertes et sa satisfaction |
un élément permet de mieux expliciter les notions para-mathématiq
d’équation et inéquation.

L’investigation expérimentale a permis de montrer la pertinence de
mobilisation du point de vue sémantique lorsque les techniques syntaxiq
s’avérent inopérantes d’une part, et a confirmé que I’articulation entre
équations, courbes et fonction, que nous avons retrouvée dans I’analyse «
manuels, n’est pas clairement explicitée, d’autre part.

D’un autre coté, Iarticulation syntaxe / sémantique est également au coeur
Iarticulation entre les registres algébrique et graphique. En effet, les solutis
d’une inéquation produit A(x , y)B(x , y) > 0 peuvent étre interprétés com
coordonnés des points des régions du plan partagé par les courbes pla
d’équations A(x, y) = 0 et B(x, y) = 0. Toutefois, dans le plan muni du rep
orthonormé, le lieu des points dont les coordonnées satisfont & une équat
d’une surface représentant une fonction de deux variables réelles.
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