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~ INTRODUCTION GENERALE

L'objet de ce rapport est I’étude des modes d'appropriation de calculatrices complexes
intégrant des possibilités de calcul symbolique et de géométrie par des éléves de lycée. Il
s’agit aussi d’étudier la mise en relation de ces modes d'appropriation avec les stratégies
développées par les enseignants pour intégrer efficacement ces outils 4 I'enseignement des
mathématiques.

La recherche porte plus précisément sur l'intégration de la calculatrice TI92, seul produit de ce
type actuellement sur le marché, dans deux classes de 1lere S situées I'une & Chartres (classe A
dans la suite), l'autre & Caen (classe B dans la suite) et dont les enseignants respectifs Michéle
Dupérier et Guy Juge avaient ét¢é membres du groupe Calcul Formel de la DITEN.
L'expérimentation de Caen a été suivie et analysée par Jean—Baptiste Lagrange, celle de
Chartres par Michele Artigue en collaboration avec Badr Defouad, doctorant en didactique
des mathématiques.

L'étude se situe dans le prolongement de la recherche menée de 1993 & 1995 par 1'équipe
DIDIREM sur l'intégration du logiciel DERIVE a l'enseignement des mathématiques
(Abboud, Artigue, Drouhard, Lagrange, 1995); c'est pourquoi ce sont les dimensions déja
présentes dans le logiciel DERIVE, c'est a dire les dimensions de calcul symbolique et de
représentation graphique qui ont plus spécialement été prises en compte.

Pour ne pas risquer d'aborder les questions d'intégration sous un angle trop réducteur par
rapport a la complexité des processus qui nous semblaient en jeu, nous avons décidé de
recueillir et de croiser I'analyse d'un ensemble de données diversifiées issues notamment :

e d'observations régulieres de séances de classe, au cours des années 1995-96 et 1996-97,
portant sur l'enseignement de I'analyse,

e du suivi des éleves des deux classes par le biais de trois questionnaires passés un par
trimestre pendant ’année 1995-96,

e du suivi par entretien pendant ’année 1995-96 d'un nombre plus limité d'éléves (neuf dans
une classe et sept dans l'autre) choisis pour présenter des profils diversifiés tant dans leur
rapport aux mathématiques que dans leur rapport aux technologies informatiques.

Nous rendons compte dans ce rapport du travail effectué. Apres avoir précisé la problématique
et la méthodologie de I’étude (partie I), nous présentons successivement ses différentes
composantes : I’observation de classes et 1’ingénierie construite a partir de ces observations
sur limites et dérivées (partie II), le suivi des éléves par questionnaire et entretien (partie III).
Nous terminons classiquement en tirant les legons de cette recherche et en indiquant les
directions dans lesquelles elle se poursuit actuellement.

Pour la partie II, nous avons effectué une synthése, & partir d’un certain nombre
d’observations menées dans ’une ou l'autre classe pendant I’année 1995-96 qui nous
semblaient particulicrement représentatives et réorganisé la présentation autour de celle de
I’ingénierie élaborée & 1’issue de ces observations, ingénierie qui a, elle, été testée pendant
Pannée 1996-97. Pour la parties III, aprés une introduction générale, nous présentons les
résultats et analyses, questionnaire par questionnaire, puis entretien par entretien, en
différenciant a chaque fois les deux classes.




Nous voudrions, pour terminer cette introduction, remercier tous ceux qui nous ont aidés a la
réalisation de cette étude et notamment les éléves qui ont accepté, avec tant de gentillesse,
notre intrusion dans leur travail privé lors des observations, ainsi que dans les entretiens.



PARTIE I.
PRESENTATION GLOBALE DE L’ETUDE

Nous allons dans cette partie présenter tout d'abord la problématique de l'étude, ses
fondements théoriques ainsi que les principaux choix méthodologiques effectués. Nous en
viendrons ensuite & une description suivant les trois composantes expérimentales distinguées
dans l'introduction : observations de classes, suivis d'éléves et questionnaires. Pour chaque
composante, nous préciserons les objectifs du travail mené, les formes qu'il a prises dans les
deux classes et la fagcon dont il en est rendu compte dans les parties correspondantes du
rapport.

1. Problématique

La problématique de cette étude est celle de l'intégration des technologies informatiques dans
l'enseignement des Mathématiques. Il est bien connu qu'en dépit des multiples actions
institutionnelles menées avec constance depuis plus de dix ans, pour soutenir 1'équipement
informatique des établissements, la production de logiciels, la formation des enseignants,
I'innovation et la recherche, l'intégration des technologies informatiques reste trés limitée.

Ces difficultés tendent & enfermer I’intégration des technologies informatiques dans une sorte
de cercle vicieux : les difficultés rencontrées tendent a maintenir le systéme éducatif dans la
phase de “militantisme pionnier” qui accompagne réguliérement les innovations
technologiques. Cet esprit militant permet a I’innovation de survivre et se développer, dans un
systtme éducatif qui, le plus souvent, n’est pas écologiquement prét a I’accepter. Mais
inversement, nous faisons I'hypothése que cet état qui perdure empéche de poser de fagon
satisfaisante et efficace les problémes d’intégration, en conduisant a sous-estimer ou méme a
occulter des problémes épistémologiques, cognitifs ou institutionnels importants.

Cette analyse renvoie automatiquement a une autre question : celle de la 1égitimité et de la
légitimation des moyens de ’enseignement. Qu’est-ce qui peut motiver, légitimer dans
P'institution scolaire, une évolution des moyens de 1’enseignement , qu’est-ce qui peut inciter
Pinstitution et ses acteurs a en supporter le colit qui n’est jamais, quoi qu’en disent les
militants enthousiastes, un cofit faible ? Si ’on examine les discours tenus a propos des
technologies informatiques, on voit apparaitre deux grandes catégories de raisons :

e des raisons que nous qualifierons d’externes car elles puisent leurs arguments en dehors de
I’Ecole méme, dans [’intégration de ces technologies a notre culture, dans le
fonctionnement actuel de notre société et expriment le fait que I’Ecole ne peut rester un
point singulier dans cette intégration culturelle globale, faute de perdre sa crédibilité,

e des raisons que nous qualifierons d’internes car elles puisent leurs arguments dans le souci
d’améliorer Defficacité du fonctionnement du systéme scolaire lui-méme. Il s’agit alors
d’affirmations sur les gains permis tant au niveau des apprentissages que de la gestion des
enseignements par ces technologies. Dans cette optique, les technologies informatiques
sont présentées comme des outils de remédiation pour le systéme scolaire. 1l s’agit grace a
elles de surmonter les motivations défaillantes, de résoudre les problémes difficiles et
récurrents que pose I’apprentissage des mathématiques.



I1 s’agit 1a d’une tendance normale. On la retrouve & ’oeuvre dans chaque tentative de
modification, réussie ou non, des moyens de 1’enseignement. De la méme fagon, et c’est
inévitable, on verra les promoteurs de ces nouveaux moyens, pour vaincre les résistances, étre
induits a minimiser les cofts et difficultés du changement et 4 en surestimer les bénéfices
potentiels, a forcer sur la dimension « reméde miracle ». Mais le déficit d’analyse, le déficit en
formations efficaces qui en résultent, jouent en revanche a I’encontre du changement et si ce
dernier ne s’impose pas rapidement, le systéme risque de s’enfoncer dans le cercle vicieux que
nous mentionnions plus haut.

Ce dont nous faisons aujourd’hui I’hypothése, de part notre expérience d’enseignement et de
recherche dans ce domaine, c’est que la dimension « remédiation » n’est pas celle qui peut
assurer aujourd’hui I’intégration des technologies informatiques. Ce qui va permettre leur
développement, c’est en premier lieu, leur 1égitimité culturelle mais aussi scientifique. Les
technologies informatiques sont les instruments du mathématicien d’aujourd’hui, et nous
prenons ici le terme mathématicien au sens large pour inclure toute personne entretenant un
rapport professionnel soutenu a cette discipline. Les questions qui se posent alors sont les
suivantes :

e Qu’est-ce qu’apprendre des mathématiques avec de tels instruments ?

e Comment gérer au mieux la progression dans les instruments disponibles au fil de
I’apprentissage mathématique ?

¢ Quelles connaissances sont nécessaires a la gestion efficace de ces technologies comme
instruments du travail mathématique pour 1’éléve, comme moyens de 1’enseignement pour
le professeur ?

e Comment ces connaissances imbriquent-elles connaissances mathématiques et
connaissance de ’outil ? Comment s’articulent-elles avec les connaissances attendues de
’institution qui sont encore aujourd’hui définies essentiellement indépendamment de ces
outils ? A quels problémes d’incompatibilité, de décalages peut-on s’attendre ? Comment
les surmonter ?

Ces questions multiples mais imbriquées sont au coeur de 1’étude présente. Nous voudrions
préciser un peu plus notre position par rapport a la premiere d’entre elles. Le travail que nous
avons mené sur I’intégration du logiciel DERIVE a en effet attiré notre attention sur un certain
nombre de phénomenes qu’il nous semble nécessaire de prendre en compte dans 1’étude de
cette question. Nous voudrions en évoquer ici trois plus particuliérement :

Les phénomenes liés a ’informatisation des savoirs mathématiques et de leur gestion

Nous avons montr¢ que I’introduction d’un environnement informatique tel que DERIVE, par
les transpositions du savoir mathématique et des moyens d’accés a ce savoir qu’il implique,
du fait de I’informatisation, tant au niveau interne qu’a l’interface, produit des phénoménes
specifiques qui influent de fagon importante sur le fonctionnement des éléves et des situations
de classe. Nous avons en particulier identifié des phénoménes de pseudo-transparence, liés a
de subtils décalages entre les caractéristiques DERIVE et papier/crayon, et des phénoménes
de double transposition qui influent sur I’interprétation que les éléves vont se faire d’une tiche
donnée, des moyens légitimes pour la résoudre, de la nature méme des résultats attendus.

Les phénomeénes liés aux rapports entre dimensions technique et conceptuelle de
Pactivité mathématique



Nous avons aussi mis en évidence des décalages importants entre les attentes des enseignants
et la réalité du fonctionnement des classes que nous étions amenés a observer et ceci nous a
conduit a interroger une hypothése plus ou moins explicite dans ces attentes, concernant les
capacités offertes par de tels environnements pour déplacer I’activité mathématique de 1’éléve
du « technique » vers le « stratégique » et le « conceptuel ». Nous avons sur ce point montré
que la réalité était beaucoup plus complexe et que le travail dans I’environnement DERIVE
mettait en jeu deux tendances antagonistes :

e la premiére favorisant effectivement une certaine distanciation par rapport a I’action et le
travail réflexif souhaité,

e la seconde favorisant au contraire 1’économie de la réflexion ou la diminution de la
cohérence globale des actions,

un équilibre satisfaisant entre ces deux tendances n’étant pas toujours évident a trouver.

D’autre part, nous avons été amenés a constater que, méme s’il prenait des formes différentes,
le travail technique continuait a jouer, dans 1’environnement DERIVE, un réle essentiel.

A la réflexion, la question du déplacement du « technique » vers « ’heuristique » et le
« conceptuel » apparait comme une question fortement marquée idéologiquement et il
importe, nous semble-t-il, de prendre en compte dans son analyse, cet environnement
idéologique et nous reprenons sur ce point un extrait de (Artigue, 1996).

« Le développement des technologies informatiques pour ’enseignement et ’apprentissage
est contemporain du rejet des théories behaviouristes de I’apprentissage et de la montée en
puissance des théories constructivistes, qui se distinguent par les formes plus ou moins
radicales qu’elles ont pu prendre, mais qui toutes partent du principe que 1’apprentissage est
un processus adaptatif de I’individu confronté & des situations problématiques pour lui, que la
connaissance n’est pas regue passivement via les sens ou la communication mais résulte de
’activité du sujet.

Ces théories aménent a jeter un regard trés critique sur les pratiques traditionnelles de
I’enseignement, percues comme des pratiques de type « transmissif », fondées sur le discours
de I’enseignant et non sur ’activité de 1’éleve, ou d’autre part le souci d’une efficacité
technique fondée sur I’imitation et la répétition semble I’emporter sur le souci de
compréhension, de conceptualisation.

La réalité du fonctionnement des pratiques traditionnelles est sans aucun doute plus complexe
que cette description schématique ne tend a le suggérer mais ce n’est pas notre propos ici.
Nous voudrions simplement souligner que les technologies informatiques vont
« naturellement » trouver leur place dans I’édifice qui se construit : les micro mondes tels
LOGO reflétent les principes théoriques du constructivisme, les activités de programmation
permises par les langages informatiques permettent de passer du niveau de 1’action a celui de
la planification et du contrdle de I’action, les moyens techniques offerts par ces nouveaux
outils du travail mathématique laissent entrevoir la possibilit¢ d’un meilleur équilibre dans
I’enseignement entre le développement de I’efficacité technique et celui de la compréhension.

La volonté ensuite de promouvoir !’intégration des technologies informatiques, une
intégration qui se heurte, dans I’institution scolaire, a des obstacles matériels mais aussi
culturels particulierement résistants, va favoriser la transformation d’hypothéses raisonnables
en convictions assurées, en arguments de promotion des technologies nouvelles.



De méme, la critique des pratiques d’enseignement traditionnelles va conduire a une
péjoration du travail technique en mathématiques, percu comme un travail vide de sens, et a
une opposition forte entre ces deux dimensions pourtant étroitement imbriquées dans 1’activité
mathématique que sont la dimension technique et la dimension conceptuelle »

Les phénoménes liés a la complexité de I’outil

En effet, dans la recherche DERIVE, nous avons été confrontés trés souvent aux effets induits
par une connaissance insuffisante du logiciel, I'utilisation essentiellement épisodique du
logiciel repérée favorisant bien siir ’apparition de ces phénoménes. Nous avons aussi été
frappés par le caractére secondaire que revétait cette dimension de connaissance de 1’outil
dans les anticipations que nous étions @ méme de faire des séances prévues. 11 est clair que
I'utilisation dans P’enseignement d’objets complexes comme DERIVE ou la TI92 modifie
profondément les rapports qui, culturellement, se sont installés vis a vis des instruments dans
le travail mathématique et que la recherche doit se donner les moyens de surmonter en
quelque sorte des rapports culturels inadaptés.

2. Cadre théorique

Le cadre théorique de I'étude, compte tenu de ce qui précéde, ne peut se réduire a un simple
cadre cognitif, méme si c¢’est souvent le cas dans les travaux concernant l'apprentissage des
mathématiques en environnement informatique, notamment dans les recherches menées
jusqu'a présent sur les systémes de mathématiques symboliques. Nous faisons méme
I’hypothése que, dans une certaine mesure, nous devons rompre avec des modes de pensée
fortement induits par ces approches.

Comme pour la recherche DERIVE déja citée, nous nous appuierons donc sur des approches
permettant, au delad du seul cognitif, de prendre en compte les transpositions du savoir en jeu
dans les environnements informatiques d'apprentissage ainsi que les interactions entre maitre,
éleves et savoir qui se nouent dans la structure sociale que constitue la classe. Nous faisons la
référence aux instruments conceptuels de la théorie des situations didactiques classique
(Brousseau, 1986, 1988) et a la notion de transposition informatique développée par N.
Balacheff (Balacheff, 1994) dans le cadre plus global de la théorie de la transposition
didactique.

Mais une telle approche nous semble aujourd'hui 4 elle seule insuffisante pour poser et étudier
efficacement les problémes d'intégration des technologies informatiques dont les dimensions
écologique, culturelle et institutionnelle sont essentielles. Nous trouvons sur ce plan un appui
dans l'approche anthropologique développée par Y. Chevallard (Chevallard, 1991, 1992).

Nos fondements théoriques doivent enfin nous permettre de prendre en compte de fagon
efficace la dimension instrumentale des apprentissages en environnement informatique. Sur ce
plan particulier, il nous a semblé intéressant de nous référer aux travaux des chercheurs en
ergonomie cognitive qui, contrairement & nous mathématiciens, ont I'habitude de travailler sur
des apprentissages prenant place dans des environnements technologiquement complexes.

Nous précisons ci-apres ce que nous retenons en priorité de ces différentes approches.



A. Ce que nous retenons en priorité de la théorie des situations
didactiques

Cette théorie nous conduit a percevoir, de fagon classique, 1’apprentissage comme un
processus d’adaptation, o les connaissances apparaissent comme des moyens de maitriser des
situations de nature sociale, et a distinguer, dans la modélisation des phénomeénes d’adaptation
en jeu dans une session d’enseignement, deux catégories principales : des adaptations
qualifiées d’a-didactiques et des adaptations qualifiées de didactiques, le fonctionnement
global de I’éléve résultant d’une imbrication de ces deux types d’adaptation.

Les adaptations a-didactiques sont celles qui mettent en jeu un sujet modélisé comme sujet
“cognitif” : les adaptations s’effectuent par rapport a une situation vécue comme
mathématiquement problématique, mais sans que ’on y fasse intervenir pour autant de
régulation didactique. Elles sont analysables en termes d’actions (dont la mise en oeuvre de
techniques), organisées ou non en stratégies, de coiit ; leur signification est recherchée en
identifiant les prises de décisions dans un ensemble de possibles, compte tenu des possibilités
d’actions et des rétroactions offertes par le “milieun”.

L’introduction d’environnements informatiques nous conduit a prendre en compte dans
I’analyse de ces adaptations a-didactiques la nécessaire imbrication d’adaptations de nature
mathématique et d’adaptations a 1’environnement informatique. Nous y reviendrons a propos
de la notion de milieu.

Les adaptations didactiques sont celles qui mettent en jeu un sujet modélisé comme sujet
“institutionnel”. Elles s’effectuent en particulier en s’appuyant sur les connaissances de
I’¢léve relatives & la coutume didactique et au contrat didactique, c’est a dire relevant de
régles parfois explicites mais le plus souvent implicites qui réglent les attentes respectives et
le jeu des acteurs de la relation didactique.

Dans la théorie des situations didactiques, le “milieu a-didactique” (Brousseau, 1988) est
défini comme le systéme antagoniste du sujet dans le jeu a-didactique qui modélise une
situation donnée. L’¢léve agit sur le milieu et les modifications du milieu fournissent en retour
a I’éleve des rétroactions qui vont guider les adaptations. C’est par le milieu qu’est médiatisée
la relation a-didactique au savoir mathématique et son analyse est donc essentielle. Le milieu
a-didactique est composé d’objets, objets matériels mais aussi objets mathématiques
suffisamment familiers pour que le rapport des éléves a ces derniers puisse étre considéré
comme stable (au moins momentanément). Dans [’enseignement traditionnel des
mathématiques, la complexité du milieu est directement liée a celle de ses composants
mathématiques, les composants matériels sont en effet généralement simples et peu
nombreux. L’utilisation d’environnements informatiques ou méme de calculatrices bouleverse
ces équilibres usuels entre composants mathématiques et non mathématiques et confronte
I’enseignant et le didacticien a des difficultés nouvelles. Comme nous 1’avions montré dans
(Abboud, Artigue, Drouhard, Lagrange, 1995), nous avons en particulier tendance a
considérer trop rapidement comme des rapports inertes, stabilisés, les rapports des éléves aux
¢léments basiques de I’environnement informatique, & minimiser et mal contrdler le rdle joué
dans I’adaptation a-didactique par I’adaptation a cet environnement. En d’autres termes, nos
analyses ne prennent pas suffisamment en compte tout le passage du logiciel et de I’ordinateur
plus généralement, de 1’état d’artefact & celui d’instrument au service du travail mathématique
de I’éléve. Nous reviendrons sur ce point dans la partie III.



Dans le cadre de la théorie des situations didactiques, il nous semble donc ici particuliérement
important de s’interroger sur les caractéristiques générales des milieux intégrant 1’utilisation
de la TI92, mais aussi sur les caractéristiques du milieu dans telle ou telle situation précise,
pour donner sens aux comportements observés. Il nous semble aussi important de s’interroger
sur le pilotage possible de certaines de ces caractéristiques pour favoriser les adaptations
souhaitées ainsi que sur les décalages éventuels constatés entre analyse a priori et réalisations
effectives, entre les rapports supposés des éléves a I’environnement informatique et les
rapports effectifs.

B. Ce que nous retenons en priorité de la transposition informatique des
savoirs

Une autre dimension essentielle, du point de vue théorique, nous semble celle du
fonctionnement des savoirs. Nous nous référons sur ce point a la théorie de la transposition
didactique développée elle aussi par Y. Chevallard (Chevallard, 1985), mais en incorporant a
cette derniere, les raffinements introduits par N. Balacheff, via la notion de transposition
informatique (Balacheff, 1994). Le concept de transposition didactique renvoie & un besoin :
celui de ne pas confondre les mathématiques enseignées avec de simples élémentarisations de
la connaissance savante et de se donner les moyens, pour les comprendre, de prendre en
compte les processus qui les fagonnent. Méme dans les cas, fréquents en mathématiques, ol le
savoir enseigné semble dériver directement des mathématiques savantes, ces processus sont
en effet complexes. La théorie de la transposition didactique nous aide a éviter toute naiveté
dans ce domaine, elle nous aide aussi a repérer les régularités existantes dans les différentes
étapes du processus de transposition, des savoirs de référence aux savoirs effectivement
enseignés dans les classes et a en identifier les raisons.

L’introduction d’environnements informatiques nous conduit & complexifier le schéma
classique : savoirs de référence - savoirs a enseigner - savoirs enseignés, en prenant en compte
les contraintes liées a I'implémentation informatique des savoirs (transposition informatique).
Ces nouvelles contraintes vont intervenir a deux niveaux différents : celui de la représentation
et du traitement interne des savoirs en machine, et celui de la représentation et du traitement a
’interface.

Le travail analytique d’identification des contraintes est essentiel pour comprendre les
fonctionnements possibles du savoir permis par un logiciel donné, pour analyser les décalages
nécessairement existants avec les fonctionnements scolaires usuels de ce savoir et identifier
les conflits et les problemes de 1égitimité institutionnelle qui peuvent en résulter. Il permet
aussi, & un second niveau, comme le souligne Balacheff d’aborder la question de la validité
épistémologique du logiciel, une validité qui, selon lui, s’inscrit dans trois dimensions au
moins : celle de I’espace de problémes auquel I’environnement donne accés, celle des
caractéristiques fonctionnelles et sémiotiques de I’interface, celle enfin de la cohérence interne
et de la tolérance du dispositif qui met en jeu 4 la fois I’univers interne et I’interface.

C. Ce que nous retenons en priorité de I'approche anthropologique

Nous nous référons ici a ’approche anthropologique du didactique développée ces derniéres
années par Y. Chevallard et ses éleéves (Bosch, 1994). Cette approche nous semble essentielle
pour plusieurs raisons.



Tout d'abord, elle nous permet de penser la question de I’intégration, de fagon globale, en la
considérant comme un phénomene social et institutionnel, et de prendre de la distance avec les
cadres d’analyse épistémologiques et cognitifs, qui sont le plus souvent utilisés, pour restituer
leur place nécessaire aux dimensions écologiques et institutionnelles de 1’analyse.

En particulier, elle nous conduit & interroger, en termes de viabilité écologique, les
environnements utilisés, qu'il s'agisse de DERIVE ou de la TI92, compte tenu des contraintes
institutionnelles actuelles et a rapporter les données recueillies a cette analyse. Elle nous
conduit aussi & nous interroger sur le colt didactique des fonctionnements observés et a
analyser, en fonction de ces coiits, leurs possibilités d’intégration par le systéme. Ces

questions, de 1’ordre du macrodidactique, sont essentielles dans la perspective qui est la notre.

Ensuite, I’approche anthropologique nous aide également a penser la dimension technique et
instrumentale du travail mathématique qui, dans les analyses didactiques, est souvent laissée
au second plan, au profit d’analyses de nature plus conceptuelle. Pour Y. Chevallard, les
objets mathématiques n’existent pas en eux-mémes mais émergent de systémes de pratiques,
des pratiques qui sont nécessairement des pratiques institutionnelles, au sens large donné a ce
terme dans la théorie. Il appelle “praxémes” ces objets pris dans des pratiques, en insistant sur
le fait que, si certains objets mathématiques nous paraissent exister par eux-mémes, ¢’est du
fait de la naturalisation des pratiques associées : stables, naturalisées, elles nous deviennent
transparentes.

Cette approche par les pratiques conduit & accorder une attention toute particuliére a la
dimension “technique” de l’activité mathématique ainsi qu’a ses moyens sémiotiques. En
effet, toute activité mathématique provient alors de la mise en pratique, par les acteurs de cette
activité, d’une technique - le mot technique prenant bien siir par 14 méme un sens beaucoup
plus général que celui qui lui est attribué usuellement - les techniques les plus fréquentes
tendant a étre normalisées au sein des institutions dans lesquelles elles vivent sous formes de
“techniques officielles”. Le travail technique s’appuie sur des “ostensifs” qui sont les moyens
sémiotiques de I’activité et appartiennent a des registres sémiotiques variés. La question de
I’analyse de I’activité mathématique se pose alors en termes d'analyse de techniques, de
technologies (discours accompagnant et justifiant ces techniques) et de théories congues, a un
second niveau, comme technologies de la technologie. La question de l'apprentissage
mathématique se pose, quant a elle, en termes de rapports personnels et institutionnels & des
objets donnés et de leur développement articulé.

Ce point de vue nous semble particulierement intéressant dans un contexte comme celui
étudié ici o P'introduction d’un nouvel instrument pour Pactivité mathématique peut
déstabiliser le champ des pratiques associées a un objet donné et ou il appartient donc, pour
comprendre certains phénomeénes didactiques, d’étudier ces déstabilisations. Pour ce faire, il
faut d’une part rendre & nouveau visibles et interrogeables par 1’analyse didactique, des
pratiques devenues transparentes, d’autre part s’interroger sur les modifications susceptibles
d’intervenir dans I’économie des techniques et leur signification en termes d’apprentissage du
fait des modifications sémiotiques et instrumentales apportées a 1’activité mathématique.

D. Ce que nous retenons en priorité des travaux en ergonomie cognitive.

Nous nous référons plus particulierement au cadre théorique développé par P. Rabardel a
propos de la notion d’instrument dans un ouvrage de synthése publié récemment (Rabardel,
1995). La transformation d’artefacts en instruments y apparait comme le résultat de processus
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complexes qui mettent en jeu a la fois le sujet avec ses compétences cognitives, 1’ artefact et
I’objet vers lequel ’action instrumentale est dirigée, les relations entre ces trois pdles (sujet -
artefact - objet) étant conditionnées par les environnements sociaux dans lequel elles
s’inscrivent. Ceci conduit P. Rabardel a considérer un instrument comme une entité mixte
formée :

¢ « d’une part, d’un artefact, matériel ou symbolique, produit par le sujet ou par d’autres,

e d’autre part, d’un ou des schemes d’utilisation associés, résultant d’une construction propre
du sujet, autonome ou d’une appropriation de schémes sociaux d’utilisation déja formés
extérieurement a lui . » (p.117)

Ces schémes d’utilisation sont pluri-fonctionnels : ils remplissent en effet « des fonctions
épistémiques tournces vers la compréhension des situations, des fonctions pragmatiques
tournées vers la transformation de la situation et ’obtention de résultats, des fonctions
heuristiques orientant et contr6lant I’activité » (p.116). Ils peuvent prendre différentes formes
et P. Rabardel distingue entre ce qu’il appelle des schémes d’usage associés aux tiches dites
« secondes » (relevant de la gestion des caractéristiques et propriétés spécifiques de I’artefact)
et des schémes d’action instrumentée, en référence a la notion d’acte instrumental chez
Vygotsky, associés aux tiches dites « premieres » (orientées vers 1’action sur objet de
’activité).

L’analyse de la genése instrumentale s’organise alors suivant deux dimensions principales :

o « I’instrumentalisation » dirigée vers I’artefact et pouvant produire, via Dattribution de
fonctions a I’artefact, des transformations de ce dernier ou des phénoménes de catachrése',

e « I’instrumentation » dirigée vers le sujet qui conduit & I’élaboration ou 1’appropriation de
schémes d’usage et d’action instrumentée.

L’analyse du rdle des artefacts dans 1’activité des sujets s’organise, elle aussi, suivant deux
dimensions principales :

¢ la premicre est celle des contraintes introduites par I’artefact et de leurs effets,

o la seconde est celle des possibilités permises par ’artefact, formulées en termes de
ressources, types d’actions, formes d’organisations.

Dans la recherche menée avec la TI92, la référence a un tel cadre théorique nous semble
particulierement utile pour essayer de comprendre les processus qui sous-tendent 1’intégration
de la machine a ’activité mathématique des €leves et les transformations que la machine fait
subir a cette activité, pour essayer de comprendre ce que peut signifier une instrumentation
mathématique efficace, au niveau d’enseignement considéré, identifier les contraintes
auxquelles elle doit faire face, penser des stratégies d’enseignement viables et
raisonnablement efficaces.

! « Métaphore lexicalisée (qui n'est plus sentie comme une figure). Ex. : les ailes d'un chateau, d'un moulin »
{Dictionnaire Le Robert).
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3. Méthodologie

Compte tenu de ce qui précéde, il nous a semblé nécessaire de recourir pour I'étude a un

recueil de données diversifié, concernant a la fois les enseignants, les éléves, le
fonctionnement des classes ainsi que plus globalement le fonctionnement institutionnel.

Pour ce qui est des éleéves, nous avons choisi d'essayer de cerner les processus d'intégration de
la calculatrice et l'effet de cette intégration sur les représentations des éléves et sur leurs
pratiques mathématiques, a la fois par des questionnaires et des entretiens. Les questionnaires
nous permettaient de nous adresser "économiquement” a l'ensemble des classes concernées
mais ne nous donnaient accés que trés superficiellement aux rapports que nous cherchions a
cerner. Les entretiens nous permettraient, nous l'espérions, d'appréhender plus en profondeur
les processus d'intégration et leurs effets, en nous aidant a reconstituer des biographies
d'éleves et a essayer de déterminer I'influence sur ces biographies de certaines variables qui
nous paraissaient a priori pouvoir jouer un role important dans les processus étudiés.

Pour ce qui est des enseignants, nous avons décidé d'essayer de cerner leurs stratégies
d'intégration de la calculatrice a travers les documents produits pour faciliter aux éléves la
prise en mains de la machine, la progression au fil de l'année dans [l'introduction des
commandes de la calculatrice, le type d'intégration effectivement pratiqué dans les séances
d'enseignement. Nous souhaitions nous appuyer sur trois types de données : les documents de
familiarisation, les cahiers de bord des enseignants, l'observation réguli¢re de séances
d'enseignement. En fait, la rédaction réguliére d'un cahier de bord mentionnant pour chaque
séance son théme et ses objectifs, les types d'utilisation et leur durée approximative au cours
de la séance, les applications et commandes sollicitées, en distinguant ce qui était a priori
prévu de ce qui résultait de décisions en temps réel, le tout accompagné des commentaires
nécessaires a la compréhension de décisions prises, s'est révélé beaucoup trop coliteux pour
cette premicre année d'expérimentation ol tout était & mettre en place dans l'urgence. Nous
nous sommes donc finalement contentés des deux autres sources de données.

Pour ce qui est du fonctionnement des classes, nous avons procédé a des observations
réguliéres : une par mois environ, l'éloignement des sites d'observation rendant une fréquence
plus grande peu réaliste. Nous avons cherché de ce fait a centrer les observations sur la partie
analyse de 'enseignement qui correspondait plus directement aux choix globaux effectués.

Pour ce qui est du fonctionnement institutionnel, nous avons profité du systeme de contrdles
communs bi-trimestriels qui existait dans 1'établissement de Chartres, pour, a partir des textes
de ces contrles négociés au sein de I'équipe enseignante, avoir acceés aux attentes de
l'institution a ce niveau. Les éléves de la classe expérimentale disposaient des calculatrices
pour ces contrdles. Nous avons systématiquement organisé les entretiens peu aprés un
contrdle commun pour pouvoir faire reconstituer par les éléves leur utilisation de la machine
lors du contréle et essayer de mettre en rapport cette reconstitution avec leur production écrite
et leurs résultats. Nous n'avons pas en revanche systématiquement comparé les résultats de la
classe a ceux des autres classes, comme nous aurions pu le faire. Selon l'enseignante,
l'utilisation des machines n'entrainait visiblement pas de décalage important entre les résultats
de la classe expérimentale et ceux des autres classes. Compte tenu de cette appréciation, il ne
nous a pas paru judicieux d'accorder plus d'importance dans le recueil des données et I'analyse
a cette dimension.

11



Nous avons enfin organisé en fin d'année, un contrdle spécifique machine pour les deux
classes. Lorsque les éleves disposaient de leurs machines pour les contrdles communs, les
rédactions fournies ne devaient pas porter la trace de I'utilisation de la machine. Le contrdle
spécifique visait & instaurer, quant & lui, un tout autre contrat plus conforme a l'idée
d'intégration et a étudier son fonctionnement. Il comportait des questions considérées a ce
moment 1a de I'année comme routiniéres du point de vue des techniques et compétences mises
en jeu. Pour ces questions, les éléves n'avaient pas a justifier les productions de la machine.
En revanche, pour les questions relatives a des taches que 1'on ne pouvait considérer comme
routini¢res, les éléves ne pouvaient se contenter de s'appuyer sur les résultats fournis par la
machine. Le contrdle spécifique se distinguait également des contrdles ordinaires sur d'autres
plans bien que la tache principale envisagée soit une tache classique d'étude de fonction : une
plus grande autonomie était laissée a 1'éléve dans son travail mathématique classique et le
contr6le comportait une question complétement nouvelle pour eux qui visait a tester leurs
possibilités d'adaptation a cette nouveauté dans un environnement instrumenté. Enfin, il
comportait également une question spécifique a l'instrumentation qui demandait d'expliquer
des différences constatées en production machine et production papier/crayon.
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PARTIE Il.
OBSERVATIONS DE CLASSE ET INGENIERIE

LE PROJET D’INGENIERIE : LES CHOIX INITIAUX

Notre ambition est de construire un produit raisonnable dans le domaine de I’analyse :
(dérivées, limites, études de suites), en tenant compte de la culture dominante au lycée et en
exploitant les potentialités de la TI92 pour engager I’éléve dans une réelle activité
mathématique. Le projet, conformément a I’esprit des programmes, est centré sur le pole de la
dérivation, méme s’il commence a donner sens a la notion de limite. L’exploitation de la TI92
est principalement guidée par deux principes :

¢ [’interaction du travail mathématique dans les cadres numériques, graphiques et algébrique,
e les potentialités offertes par le calcul formel de 1a machine :

- pour susciter et soutenir un travail sur I’analyse et le sens des expressions algébriques, sur
le pilotage des calculs algébriques,

- pour étendre le travail expérimental usuellement mené dans les cadres numériques et
graphiques au cadre algébrique, en prenant appui notamment sur la recherche d’analogies
formelles, ’

- pour faciliter ’intégration de 1’algébre au travail de preuve en mathématiques, a un
moment ot les compétences algébriques sont encore mal assurées,

- pour favoriser I’engagement des éléves dans des processus de généralisation.

Il nous semble en effet important, deés le niveau du lycée, au dela de I’étude d’objets
spécifiques, de commencer & faire rencontrer aux éléves des problémes amenant a des
généralisations. Nous le ferons d’une part a travers [’étude de quelques situations
fonctionnelles dépendant de paramétres et ol une premiere phase du travail sur des cas
particuliers met en évidence des régularités que 1’on met ensuite a 1’épreuve (le probléme de
la bille et celui de 1a cuve en sont des exemples typiques), d’autre part en cherchant a formuler
des lois générales a partir de données fournies par le module de calcul formel de la
calculatrice, dans un processus. analogue a celui développé pour les factorisations du

polyndéme X™-1 dans la recherche antérieure, au méme niveau d’enseignement (ceci se fera
notamment pour mettre en place 1’algebre des limites et celle des dérivées). Dans ces deux
types de situations, pour des raisons différentes, 1’appui de la TI92 et notamment de ses
possibilités de calcul formel joue un réle essentiel.

En ce qui concerne I’intégration de la TI92 & un tel enseignement, il nous semble important
¢galement de ne pas sous-estimer les problémes liés a ’instrumentation de la calculatrice et de
les prendre en charge dans 1’élaboration de I’ingénierie. Il s’agit de choisir quelles commandes
seront officiellement introduites et quand, de penser la construction des connaissances
spécifiques nécessaires a cette instrumentation, notamment celles nécessaires a I’interprétation
et au contrdle des productions de la machine, et leur articulation avec les connaissances
usuellement visées par P'institution. En particulier, pour éviter le développement de pseudo-
objets formels (Monaghan, 1994), il nous semble important de ne pas introduire trop
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prématurément les commandes de calcul formel de limites et de dérivées de 1’application
HOME.

Sur la base de ces principes généraux, de nombreux choix sont bien siir possibles. Nous
essaierons de préciser, de fagon argumentée, les principaux choix que nous avons faits. Nous
le ferons en distinguant trois grandes pdles dans I’ingénierie : le travail préliminaire sur
1’algebre et les fonctions, les limites, les dérivées.

L’expérimentation

Nous avons mené des expérimentations de décembre 1995 a juin 1997 dans les classes de
Premiére S de Michéle Duperrier (classes A, Chartres) et de Guy Juge (classes B, Caen) en -
nous centrant sur le domaine de I’analyse.

Sur le plan de la réalisation effective, nous nous appuyons i la fois sur les expérimentations
menées a Chartres et & Caen. Une fois les grands choix collectivement définis par le groupe,
les séances ont de fait été élaborées sur I’un des deux sites puis transmises a ’autre, les deux
groupes se partageant le travail d’élaboration. Les deux enseignants ayant des formes de
travail différentes, 1’un privilégiant plus un travail autonome des éléves a partir de fiches
détaillées, I'autre un travail plus collectif, les scénarios élaborés ont été adaptés par
I’enseignant récepteur a ses formes de travail en classe et donné lieu 4 des mises en scéne
sensiblement différentes. Nous ne chercherons pas 4 gommer ces différences inéluctables dans
le processus d’appropriation par un enseignant d’un scénario d’enseignement, qu’il ait ou non
participé a sa définition.

La premicre année, 1995-96, peut étre considérée, pour cette composante de I’étude, comme
une année de pré-expérimentation. Nous avons essayé de préciser les potentialités de la TI92
mais aussi de repérer les difficultés que pouvait poser ’intégration d’un tel outil et qu’il fallait
se préparer a gérer. Nous illustrerons cette phase du travail dans un premier chapitre, en
présentant quelques unes de ces situations et les analyses associées.

Sur la base de ces analyses, nous avons ensuite élaboré le projet global d’ingénierie
concernant le pdle : « limites et dérivées » qui a été expérimenté pendant 1’année scolaire
1996-97. Dans un deuxiéme chapitre, nous présentons les situations clefs de cette ingénierie
concernant le travail algébrique et I’introduction des notions. Dans un troisiéme chapitre, nous
exposons la partie de I’ingénierie qui porte sur les propriétés des limites et dérivées, ’aspect
cinématique de la dérivée et sur la dimension « outil » de la notion de dérivée dans I’étude de
situations fonctionnelles.

Précisons que nous nous appuierons plus spécialement sur 1’expérimentation menée 4 Chartres
pour ce qui concerne le travail préliminaire a 1’analyse, I’introduction des limites et dérivées
(chapitre II), et sur ’expérimentation menée a Caen pour ce qui concerne la mise en place du
calcul symbolique des limites et dérivées (chapitre III).

14



Chapitre 1
Observations de classe 1995-96

INTRODUCTION

L’objectif des observations de classe régulierement effectuées au cours de I’année 1995-96,
était d'avoir accés de fagon directe au fonctionnement de classes avec la TI92, de situer ce
fonctionnement par rapport a celui observé dans l'environnement DERIVE, pour étudier
notamment les modifications de contraintes apportées par le changement d'environnement, ses
effets sur la gestion des situations par l'enseignant ainsi que de fagon plus globale sur
'économie du systéme didactique. Nous précisons dans ce qui suit les situations observées
dans chaque classe, les conditions d'observation et leur évolution au fil de I'année scolaire.

A. Les situations observées en 1995/96

Dans la classe A, six séances ont été observées. Les themes, objectifs, et formes globales de
fonctionnement en sont décrites dans le tableau ci-apreés.

Date Themes Objectifs Type de séance
20 Prise en mains | Familiarisation TI92 Séance de deux heures
Décembre |de la TI92 Introduction cinématique de la notion |en classe entiére,
Notion de de dérivée alternant phases
dérivée Lien vitesse / notion "algébrique" de | collectives et travail par
tangente binémes

22 Janvier |Optimisation |Modélisation d'une situation physique | Séance en demi-groupes
Exploitation de la notion de dérivée | (1h par demi-groupe)

pour la résolution d'un probléme suivie d'une synthése
d'optimisation. collective d'une heure
11 Mars Limites a Exploration avec la TI92 de situations | Séance de deux heures
l'infini d'indétermination en classe entiere

Elaboration de stratégies d'étude pour
les limites de fonctions polyndmes et

rationnelles
1 Avril Dérivées de | Elaboration de conjectures par Séance de deux heures
fonctions utilisation du tableur en classe entiere
composees Formulation du théoréme et
exploitation
20 Mai Suites Introduction de la calculatrice dans Deux séances d'une
I'étude des suites (sens de variation) | heure en demi-groupe
3 Juin Suites Etude d'une suite définie par Séance d'une heure en
récurrence avec la T192 classe enti¢re

Toutes les séances observées alternent étroitement phases collectives de nature didactique et
phases de travail en bindmes de nature plus a-didactique.
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Dans la classe B, six situations ont également été observées. Le tableau ci-aprés les présente

globalement en distinguant trois types de fonctionnement

enseignement d'une notion, résolution de problémes.

manipulation guidée,

Séances Notions abordées Objectif Type de
situation

21 Décembre Gestion des variables et | Utilisation autonome Manipulation

Gestion de la "folders", échange de guidée

mémoire données entre machines

22 Janvier Limite d'une somme, Découvrir des régles, a partir | Enseignement

Opérations sur les
limites

d'un produit d'un
quotient.
Indéterminations

d'exemples donnés par la
TI192

d'une notion

12 Février
Le nombre dérivé

Vitesse moyenne et
instantanée, tangente,
approximation affine.

Introduction d'une notion

Enseignement
d'une notion

12 Mars
Opérations sur les

Dérivée d'une somme,
d'un produit d'un

Découvrir des regles, a partir
de la dérivation de fonctions

Enseignement
d'une notion

dérivées quotient. générales par la TI92

29 Avril Probléme | Etude de fonctions, Concevoir une méthode Résolution de

d’optimisation généralisation algébrique de recherche problémes
algébrique. d’extremums.

20 Mai Etude numérique, étude | Connaissance des Manipulation

Suites numériques

graphique, calcul de
valeurs exactes.

fonctionnalités de la TI92
pour I'étude des suites.

guidée suivie de
travail
autonome

¢ En « Manipulation guidée », le professeur indique, a I'aide de la tablette rétroprojetable des
actions a opérer sur la TI92, en lien ou non avec un contenu mathématique. L'éléve exécute

ces actions.

¢ En « Résolution de problémes », le professeur a peu d'interventions collectives. Il lance la
recherche, puis suit le travail des groupes. Apres cette phase principalement a-didactique, il
y a généralement un moment de synthese collective plus didactique visant en particulier
I'institutionnalisation des notions dégagées dans la résolution.

e Les situations « Enseignement d'une notion », enfin, fonctionnent suivant le schéma
classique d’alternance de phases a-didactiques et didactiques.

B. Méthodologie d'observation

Au cours de la recherche sur DERIVE, nous avions observé des groupes d'éléves travaillant
sur ordinateur, le plus souvent par groupe de deux. Les entrées au clavier, les affichages
obtenus a I'écran, ainsi que les interactions au sein des groupes avaient constitué la matiére
principale de l'observation. Dans le cas de la TI92, la petite taille de 1'écran et du clavier font
de la calculatrice un outil privé. Par ailleurs, la possession individuelle de la calculatrice ne
produit pas les mémes interactions que le travail en bindme sur ordinateur. Nous prévoyions
donc a priori plus de difficultés pour obtenir des observables.

Voici la méthode d'observation que nous avons élaborée au fil des séances.
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[ Tableau

La classe et le dispositif d'observation

e La disposition de la classe n'est pas modifiée par rapport a la disposition habituelle dans
I'établissement : les éléves sont répartis en rangées de tables faisant face au tableau et a
I'écran du rétroprojecteur (dans la classe B, les tables sont groupées par deux, ce qui n’est
pas le cas de la classe A).

L'observateur se place derri¢re une table (respectivement un ensemble de deux tables). Il
peut ainsi observer a la fois le professeur dans ses interventions collectives, et un
(respectivement deux) groupes de deux éléves. Dans chaque groupe, on confie 4 un des
éléves une calculatrice rétroprojetable. Cette calculatrice est reliée 4 un écran et 3 un micro-
ordinateur situés devant I'observateur. Ainsi l'observateur peut suivre a distance le travail
de I'¢léve sur la TI92, et enregistrer sur le micro-ordinateur I'écran aux moments qui lui
paraissent les plus significatifs. Un magnétophone est placé de fagon a recueillir les
échanges collectifs du professeur avec la classe, et les échanges entre les membres d'au

moins un des deux groupes. Le schéma ci-aprés figure le dispositif d’observation dans la
classe B.

En fait, dans la classe A, ce dispositif d'observation n'a pu étre adopté que relativement tard,
car nous ne disposions pas de tablette rétroprojetable, en dehors de celle utilisée par
l'enseignante. Pendant les premiéres séances, nous n'avons disposé que de l'enregistrement
audio de la séance et des prises de notes des deux observateurs, qui ont essayé de suivre

chacun quatre éléves voisins. Dés que cela a été possible, chaque observateur, s'est attaché
avec tablette rétroprojetable et ordinateur portable a suivre un bindme, dans les conditions

décrites ci-dessus. Dans la classe B, deux tablettes de rétroprojection ont été disponibles dés la
premiére séance et le dispositif définitif d'observation a pu se mettre en place a partir de la

deuxiéme observation.
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Nous avons choisi de reprendre dans cette partie quatre des observations réalisées lors de cette
premiére année parmi celles publiées dans le rapport intermédiaire de cette recherche. Deux
de ces séances correspondent a I’introduction de la notion de dérivée, respectivement a
Chartres et 4 Caen, les deux autres correspondent a I’exploitation de cette notion dans I’étude
d’un probléme d’optimisation : le probléme de la cuve. Ces deux types de situations nous
semblent illustrer clairement a la fois les potentialités de la machine dans ce domaine des
mathématiques mais aussi le travail didactique nécessaire pour arriver a exploiter de fagon
efficace ces potentialités dans les classes, un travail que nous avons essayé d’engager pour
construire le projet d’ingénierie présenté dans les parties suivantes.

18



OBSERVATION 1:
introduction de la notion de dérivée (Classe A)

A. Contexte et objectifs

Les machines ont été distribuées a la séance précédente ainsi que le document élaboré pour la
prise en mains. Quelques éleves absents regoivent la machine en début de séance. Sur le plan
mathématique, I’enseignement en cours concerne ’introduction de la notion de dérivée. Cette
notion a été préparée dans un cadre cinématique par I’étude du mouvement d’un mobile animé
d’un mouvement rectiligne, la distance étant une fonction polynémiale du second degré du
temps. Différents calculs de vitesse moyenne ont été effectués en considérant des. instants
donnés et des durées données.

La séance construite a pour objectif d’assurer le passage, dans ce contexte, & la notion de,
vitesse instantanée, de faire le lien entre la droite passant par le point d’abscisse a de la courbe’
et de coefficient directeur la vitesse instantanée et la tangente a la courbe au sens algébrique
du terme, c’est a dire la droite passant par ce point et ayant une intersection double avec la
courbe, enfin d’approcher le point de vue approximation en demandant d’évaluer I’erreur
commise en approchant la courbe par sa tangente.

Deux exercices sont prévus dont voici le texte.

Exercice 1

Un mobile se déplace sur un axe x’x et sa position a 1’instant t par rapport a ’origine O, est donnée
par son abscisse d(t) = 2*t"2 + 8*t avec t dans [0 ; 4]. '

1) Calculer la vitesse moyenne entre 1’instant a et 1’instant a+h.
2) Que peut-on dire de cette vitesse moyenne lorsque h tend vers 0 ?

3) a) Ecrire I’équation de la droite de coefficient directeur m, passant par le point A d’abscisse
a de la courbe représentative de la fonction d.

b) Peut-on déterminer m pour que cette droite coupe la précédente en deux points confondus ?

c¢) Déterminer la fonction g telle que y=g(t) soit 1’équation de la tangente en A a la courbe.

d) Quelle erreur commet-on lorsque I’on prend g(a+h) comme valeur approchée de d(a+h) ?
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Exercice 2
Soit f 1a fonction définie par f(x) = x3-6x+2.
1) Tracer la courbe représentative de f pour x appartenant a [-2 ; 2].

2) a) Ecrire 1’équation de la droite de coefficient directeur m, passant par le point d’abscisse -1
de la courbe représentative de la fonction f.

b) Peut-on déterminer m pour que cette droite coupe la droite précédente en deux points
confondus ?

c¢) Déterminer la fonction g telle que y=g(t) soit I’équation de la tangente en A i la courbe.
d) Tracer cette tangente.
e) Quelle erreur commet-on lorsque I’on prend g(-1+h) comme valeur approchée de f(-1-+h) ?

3) Mémes questions en remplagant le point A d’abscisse -1 par le point B d’abscisse 0.

4) Mémes questions en remplagant le point A d’abscisse -1 par le point E d’abscisse a.

Dans le premier exercice, la fonction est, comme dans le travail préparatoire, une fonction du
second degré mais on s’intéresse a un point d’abscisse a, dans le second, le méme travail est
proposé pour une fonction polynomiale du troisieme degré, pour deux abscisses numériques
-1, 0 avant de passer au ca général.

B. Scénario

Les éleves sont supposés travailler en bindme, sur une période de deux heures, ’enseignante
prenant en charge des bilans collectifs réguliers. L’enseignante fait 1’hypothése que le travail
dans le module formel de la TI92 va leur permettre de gérer plus facilement, les calculs
algébriques relativement complexes nécessités par cette séance et aider le passage au cas
général attendu.

C. Déroulement

Apres distribution des machines, la séance commence par une phase collective, avec appui de
la machine rétroprojetable, orientée vers la prise en mains de la machine, qui semble a
P’enseignante d’autant plus nécessaire que, pour des raisons de gréves, certains éléves étaient
absents a la séance précédente ol les machines ont été distribuées. Cette phase va durer un
quart d’heure, les éleves présents a la séance précédente y participent trés activement, les
réponses fusent.

8h20 : Les points suivants sont successivement abordés :

e Le changement d’applications : rappel des deux modes principaux, la touche diamant pour
les applications HOME, Y=, GRAPH, WINDOW, TABLE et Tblset et la touche APPS
valable pour toutes les applications.

e Latouche MODE déja utilisée pour changer les modes graphiques, pour partager 1’écran en
deux et préciser ce qui est mis dans chaque fenétre, choisir le nombre de décimales en
calcul approché, les unités d’angles, dans la séance d’initiation. L’enseignante passe en
revue les quatre premiéres rubriques du menu MODE : Graph, Current Folder, Display
Digits, Angle, en commentant chacune d’elles, puis elle passe a la page 2. Elle explicite les
différents types de partage d’écran puis montre comment choisir les applications
correspondant a chaque fenétre, rappelant qu’a la séance précédente, ils ont ainsi utilisé
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Window Editor pour sauver des calculs. Elle passe ensuite a Split Screen Ratio et explique
le sens des rapports donnés.

¢ La création d’un répertoire. Elle fait créer un répertoire Dérive ol sera sauvegardé le travail
de la séance. Elle effectue les opérations a la rétroprojetable et les éléves font de méme sur
leur propre machine. Elle précise que le nom d’un répertoire est d’au plus 8 lettres que la
commande Newfold non seulement crée un répertoire mais envoie automatiquement dans
ce répertoire, c’est a dire I’institue comme répertoire par défaut. Elle insiste sur la nécessité
de structurer en répertoires pour une machine dotée d’autant de mémoire pour s’y retrouver
aisément. Suite & la demande d’un éléve, elle montre comment changer de répertoire
courant dans MODE, en insistant sur la nécessité d’appuyer deux fois sur ENTER..

e La ligne d’état. Elle précise le sens de toutes les indications fournies.

¢ Le nettoyage de 1’écran par Clear Home dans le menu F1, et la désaffectation des variables
par F6. Elle montre sur un exemple que Clear Home ne désaffecte pas les variables mais
que F6 libére les 26 adresses mémoires d’une seule lettre de a 4 z. Elle insiste sur la
nécessité de le faire avant de commencer un nouvel exercice.

8h35 : Commence ensuite le travail sur les deux exercices qu’elle introduit en disant que, dans
le premier, ils vont reconnaitre quelque chose qu’ils ont fait pendant les deux séances
précédentes. Collectivement, elle prend en charge la définition de la fonction d(t). Plusieurs
éléves disent tout de suite qu’il faut aller dans F4 et faire Define, quelques uns disent F3.
L’enseignante précise que si I’on a oublié que c’est dans F4, on peut toujours taper « define »,
et que I’on peut aussi aller chercher la commande dans 2nd CATALOG. Elle montre comment
faire et leur montre qu’alors la ligne d’état précise la syntaxe de la commande, ici :
var(argl,...)=expr.

Elle entre ensuite I’expression sur la rétroprojetable, chacun le faisant a sa place et explique
. pour les absents qu’il n’y a pas de touche carré comme sur les calculatrices, que pour les
puissances, il faut utiliser la touche *. Plusieurs éléves ne pensent pas a faire Enter quand ils
ont fini de taper I’expression, d’autres se sont trompés de signe -, chaque fois, 1’enseignante,
qui circule, répercute au niveau collectif.

| via |HlééEFaTngchDtm;rTPrrgsm I EJTIZIIF.-arE'i a-z.. ]

" Define dit)=-2-t2+8¢ Dohe
mdi2) 8
d<2>

MAIN RAD ERACT FUNC 2/30

Elle fait tester collectivement que tout va bien en faisant calculer d(2), puis passe au tracé
graphique, en demandant & un éléve de la piloter. Il propose d’aller dans Y=. Elle demande si
c’est la seule possibilité et un autre propose « diamant GRAPH ». L’enseignante montre que
¢a ne marche pas et indique elle-méme la possibilité utilisant la commande Graph du menu
F4 de HOME. Elle passe ensuite & Y=. Plusieurs éléves demandent comment effacer les
fonctions qui restent de la séance précédente dans Y=. D’autres éléves demandent s’ils
peuvent rentrer d(t) alors que la machine indique yl1(x). Elle fournit collectivement les
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informations correspondantes. Ensuite, elle fait fixer la fenétre de tracé. Il n’y a pas de
probléme, les éleves travaillant depuis le début de I’année avec les calculatrices graphiques et
elle propose de prendre [0,10] comme intervalle pour y.

Zgzgm Tr‘ace ReGr‘aPh Mrast‘,'h D:*E; Tr f? T ]

MAIN RAD EXACT FUNC

C’est la fin de ce lancement collectif qui a pris une dizaine de minutes et les éléves doivent
maintenant travailler de fagon autonome, 1’enseignante et les observateurs étant 13 pour
dépanner, en cas de besoin.

8h48 : Quelques problémes liés a la calculatrice sont rencontrés : utilisation de graph dans
HOME avec une syntaxe incorrecte : graph d(x)= , non nettoyage des fonctions de la séance
précédente dans Y= qui conduit & des messages d’erreurs lors du passage a GRAPH :
undefined variable, grille mise par inadvertance. L’enseignante reprend ce point
collectivement en montrant I’acces via Format dans le menu F1 de I’application GRAPH puis
les éléves se remettent au travail.

Visiblement, cela ne va pas de soi pour la plupart d’entre eux. Ils recherchent dans leurs
cahiers la définition de la vitesse moyenne et ont du mal a adapter les calculs faits a la
nouvelle situation ol interviennent deux variables : a et h. D’autres ont du mal a substituer
a+h dans 1’expression de d(t). La plupart font d’abord le calcul a la main avant de passer 4 la

d(a+h)-d(a)

machine, ils ne pensent pas qu’il suffit d’entrer le quotient pour obtenir le résultat.

Ils restent bloqués dans le calcul littéral a effectuer. D’autres demandent la résolution du
quotient en entrant : Solve (d(ath)-d(a))/h, sans succes. Au bout d’une dizaine de minutes,
I’enseignante décide de faire une intervention collective, sur cette notion de vitesse moyenne.
Elle dessine un axe : sur lequel elle place les instants et les noms des points :

0 ta ta+h
‘. ] ]
0 Ma Ma+h

Elle demande ensuite comment trouver la vitesse moyenne entre I’instant a et I’instant a-+h.
Elle évoque leurs déplacements quotidiens pour susciter des réponses. On entend un peu de
tout : le temps divisé par la vitesse, le temps par la distance, la distance par le temps.

Les discussions entre éléves sont animées avant d’arriver a la réponse : M, ,M,/h. De plus
cette intervention n’est pas suffisante pour un certain nombre qui n’arrivent pas a exprimer ce
quotient avec la fonction d. Finalement, un seconde intervention collective s’avére nécessaire

d(a+h)-d
pour que tout le monde dispose de la formule : %@ .

L’enseignante demande de faire les calculs a la main et de vérifier & la machine ensuite.
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On note de grands décalages entre éléves. Certains ont terminé et passent & la suite, d’autres
en sont toujours a calculer d(a+h).

9h15 : Point collectif avec détail du calcul de d(a+h)=-2(a+h)*+8(a+h). L’enseignante fait
expliciter par les éléves la suite des opérations a effectuer pour terminer le calcul, ce qui n’est
pas inutile, certains ayant perdu le fil, s’apprétant a factoriser par (a+h).

Ceux qui, en avance, en sont & la question suivante : « Que peut-on dire de cette vitesse
moyenne lorsque h tend vers 0 ? » concluent en général rapidement au vu de 1’expression
formelle, en remplagant h par 0 pour obtenir -4a+8. Le groupe de Vincent, lui, se lance dans
des calculs numériques avec la calculatrice, en prenant des valeurs de h de plus en plus
petites : 3/4, 0.5, 0.1, 0.01, 0.00001 et arrive & la méme conclusion.

9h30 : L’enseignante récapitule le calcul au tableau arrivant & 1’expression : 8-4a-2h pour la
vitesse moyenne que tous ou presque ont fini par obtenir. Elle prend en charge ensuite le
passage a la limite qui visiblement ne pose pas dans ce cas particulier de probleme aux éleves
et essaie de faire faire le lien avec la notion de vitesse instantanée. C’est difficile. Les éleves
sont d’abord silencieux. Elle évoque alors I’affichage du compteur de vitesse et la réponse
inattendue qui se dégage est que ce qu’affiche le compteur de vitesse est faux. Enfin, un éléve
parle de vitesse instantanée. L’enseignante lui demande ce que ¢a veut dire pour lui. Il
répond : « une vitesse croissante ». Les autres sont appelés a 1’aide et quelqu’un propose : « la
vitesse a I’instant t » sans pouvoir préciser plus. Un autre dit alors : « la vitesse entre deux
points treés proches ». L’enseignante confirme que ce qu’affiche le compteur, c’est bien une
vitesse moyenne entre deux instants trés proches puis définit théoriquement la vitesse
instantanée comme limite de la vitesse moyenne lorsque I’intervalle de temps tend vers 0.

Elle essaie ensuite de faire le lien avec le travail de la séance précédente ou un calcul analogue
avait été fait avec non pas t=a mais t=1 et avec des valeurs de h successives de 0.1, 0.01....
pour lequel ils étaient déja passés a la limite. La plupart n’ont pas 1’air de se souvenir
vraiment. Elle les envoie chercher dans leur cahier. L’attention baisse.

Un éleve ne trouve pas comme les autres parce que sa variable h était déja affectée.
L’enseignante le mentionne collectivement et insiste une fois de plus sur la nécessité de
libérer les variables, chaque fois que 1’on commence un nouveau travail. Elle précise aussi
comment libérer une seule variable, par exemple ici h si ’on a fait des essais numériques et
que 1’on veut revenir au calcul littéral en utilisant la commande Delvar. Un éléve demandant
ol se trouve cette commande, elle répond puis leur rappelle que s’ils ont oublié dans quel
menu elle est, ils peuvent aller la chercher dans CATALOG, en tapant d pour avoir la liste des
commandes commengant par d et elle détaille & nouveau 1’opération correspondante.

On arrive maintenant a la question 3 : ’équation de la sécante. Les équations de droites ont
été revues la semaine précédente. Les éléves peuvent faire les calculs & 1a machine mais il leur
est demandé de marquer la définition et la fagon dont ils obtiennent 1’équation de la droite de
coefficient directeur m sur le cahier. En fait, les notes prises par les éléves jusqu’a présent sont
plutdt de type brouillon. Le temps avangant trés rapidement, I’enseignante reprend la main
assez vite et se fait dicter par les €leves la succession des calculs permettant d’arriver a
I’équation : y-d(a)=m(x-a).

Elle attire leur attention sur la nécessité, dans I’entrée en machine de cette équation de rajouter
un signe de multiplication entre m et (x-a) et demande pourquoi. Un éléve répond de fagon
floue : « sinon ¢a fait une variable ». Elle demande de préciser et un autre dit : « ¢a ferait
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comme d(a) ». Elle reprend et commente cette réponse, insiste sur I’importance de ce signe
multiplié et leur demande de le noter. Elle écrit elle-méme au tableau :

d(a) m*(x-a)
T 1t

fonction multiplication

Oh45 : Les €leves se remettent & travailler en bindmes. L’entrée de 1’équation ne pose pas de
probléme mais la question b : déterminer m pour que la droite coupe la courbe précédente en
deux points confondus, elle, arréte presque tout le monde. Certains égalent 1’équation de la.
droite et celle de la fonction et s’arrétent 1a. D’autres sont perdu au milieu des t et des x,
d’autres veulent faire tracer la droite pour voir mais la machine refuse vu la présence du
parametre m. Quelques uns enfin, avec une aide assez 1égére, arrivent a piloter la calculatrice
pour obtenir les deux racines de 1’équation d(x)=d(a)+m(x-a), en fonction de a et m, c’est &
dire en demandant la résolution par rapport a x, et concluent que les deux points d’intersection
seront confondus si ces deux racines sont égales. Il faut alors, si ’on travaille & la machine,
résoudre une nouvelle équation, de variable m cette fois, a restant un paramétre. Inutile de dire
que cela ne va pas de soi et que, la syntaxe de la machine obligeant & préciser par rapport a
quelle variable on résout une équation, ils ne peuvent éviter le probléme (aucun ne cherche ici
a procéder par essai/erreur).

i Fev Fv Y Fuv TS F&
- I—HE Algebra CalcTDther*TPrngUTClear a-z...]
my=d{a)+m(x-a)
g=m-x—2-a2+a-(-m+8]
lsulue[d(x)=m-x-2-az+a~( 'm+8),x]
(2-a+m-8)
X = 5 or Xx=2a

{2-a+m- '
-solue[( azm BJ=a,m] m=-4-a+8

solve( {(2¥%a+m—8)/2=a.m)

MAIN RAD EXACT FUNC &/30

Assez vite, I’enseignante va reprendre une fois de plus la main, pour faire détailler les étapes :

e entrée de I’équation de la sécante qui donne a I’affichage : y=mx-2a’+a(-m+8)

e résolution du systéme formé de cette équation et de I’équation de la courbe (sur proposition
d’un éleve).

L’enseignante fait préciser que les solutions du systéme seront les coordonnées des points
d’intersection de la courbe et de la droite s’ils existent, qu’il y a nécessairement au moins une
solution correspondant aux coordonnées du point A. Elle leur demande d’écrire le systéme sur
leur cahier avant de résoudre avec la machine.

En fait, cela n’a pas suffi a remettre tous les éléves sur les rails ; certains sont encore perdus
dans les t et les x, d’autres essaient toujours de faire tracer la droite. L’enseignante est obligée
une fois de plus d’intervenir pour régler le probléme de la dénomination des variables.

10h : Bilan collectif sur la stratégie de résolution du systéme. Les éléves proposent de
procéder par substitution, en gardant ’équation de la droite. L’enseignante écrit le nouveau
systeme au tableau :

y=mx-2a’+a(-m+8)
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mx-2a’+a(-m+8) = -2x*+8x

Elle rappelle que ’on connait déja une solution de la deuxieme équation que 1’on veut
maintenant résoudre x=a et leur demande comment, sachant cela, ils s’y prendraient s’ils
avaient a résoudre & la main. Elle veut les faire penser a la factorisation par x-a, mais ils ne
sont pas du tout branchés dans cette direction et elle les laisse retravailler seuls quelques
minutes.

Quelques éléves ont maintenant terminé et reconnaissent avec étonnement dans la valeur de m
trouvée, la vitesse instantanée en a, calculée précédemment : 8-4a.

La fin de la séance approche et I’enseignante fait un dernier bilan, détaillant la résolution avec
la machine rétroprojetable. Elle arrive ainsi & 8-4a mais n’a pas le temps d’aller plus loin. Elle
demande pour les vacances, c’était la derniére séance avant Noél, de se familiariser avec la
machine, de faire ’exercice 2 et d’apprendre a résoudre les systémes avec la machine en
suivant le document distribué (cf. annexe systémes).

D. Analyse

La premiére phase de cette situation laisse penser que la familiarisation avec la TI92 peut
s’opérer dans de bonnes conditions. Les nombreuses réponses qui fusent montrent que
beaucoup d’éléves se souviennent de ce qui a été vu lors de la séance d’introduction. Dans le
reste de la séance, tous les €leves ne manifestent pas le méme rapport a la machine mais on ne
note aucun phénomene de rejet.

Bien sir, la petite introduction faite ne suffit pas a rendre la machine opérationnelle dans
I’application HOME pour les calculs sollicités dans la suite et ’on voit I’enseignante
confrontée & la multitude de petits problémes qui se produisent dans une phase de premiére
initiation comme ici. Comme il s’agit en général de problemes classiques sur lesquels elle
souhaite attirer ’attention de la classe, elle va trés souvent les répercuter collectivement, en
s’appuyant éventuellement, pour reproduire les problémes éléves, sur la calculatrice
rétroprojetable. C’est sans aucun doute intéressant vis a vis de la connaissance de la machine
mais n’aide pas a maintenir le fil mathématique de la séance, déja trés difficile a tenir.

Dans la gestion de I’activité proposée ensuite pour I’approche de la notion de dérivée,
I’enseignante est confrontée & de multiples difficultés que nous allons essayer d’analyser.
L’hypothése faite est que ’utilisation de la TI92 va permettre une généralisation de calculs
numériques effectués dans une séance précédente et une approche cinématique de la notion de
dérivée. En fait, on s’apergoit que sur ce plan, les éleves, pour la plupart ne gardent que peu de
trace de ces calculs qu’ils ont du effectuer en position d’exécutants sans en percevoir
nécessairement bien le projet global. La désorganisation de cette fin d’année, du fait des
greves, n’aide sans doute pas non plus. La généralisation ne s’appuie donc pas sur un contexte
déja bien intégré. A ceci s’ajoutent des difficultés grandes dans le calcul algébrique demandé,
d’autant plus visibles que les éléves sont trop peu familiers avec la machine pour savoir la
piloter pour produire les résultats attendus. Le calcul de d(a+h) par exemple en arréte plus
d’un tres longtemps. Face a ces difficultés, I’enseignante est partagée entre deux choix :

e soit exploiter le plus possible la machine, mais en intervenant fortement du fait du manque
d’instrumentation constaté pour avancer dans la résolution, quitte a revenir plus tard sur les
déficiences algébriques constatées,
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e soit gérer ces déficiences, en exigeant un calcul papier crayon préalable i ’entrée en
machine, et en gérant tous les problémes liés a la réalisation de ce calcul.

Le premier choix permettrait certes d’avancer plus vite, mais on peut légitimement
s’interroger sur le sens que les calculs menés pourraient prendre pour les éléves.
L’enseignante privilégie donc le second.

Une seconde difficulté de la situation est liée 4 ’approche cinématique choisie ici et 4 la
notion de vitesse instantanée. Cette notion n’a rien de spontané et le travail que les éléves ont
pu faire par ailleurs en physique ne les y prépare pas puisque les vitesses 4 ce niveau sont
toujours des vitesses moyennes méme si 1’on parle de vitesse 4 I'instant t. En fait, il s’agit 13
d’un concept qui se construit par passage a la limite, comme 1’ont bien montré les travaux de
M.Schneider par exemple (Schneider, 1989) et on peut penser que le travail sur la notion de
dérivée peut aider cette conceptualisation plutt que I’inverse. A la réflexion, il nous semble
qu’un approche géométrique ou graphique serait sans doute plus appropriée.

L’enseignante essaie aussi dans cette séance de lier la tangente au sens algébrique du terme 2
la parabole a P’approche cinématique effectuée, faisant reconnaitre dans le coefficient
directeur de la tangente, la vitesse instantanée calculée précédemment. Il s’agit sans doute 13
d’un choix a priori tout a fait raisonnable, 1’enseignement faisant trop souvent 1’impasse sur
Particulation nécessaire des conceptions de la tangente héritées du cercle avec la conception
de I’analyse, avec des effets négatifs maintenant connus (Castela, 1995). En revanche, le
dispositif dans lequel s’inscrit cette articulation nous semble ici trés complexe, vu le niveau
des éleves. Il y a sans aucun doute a organiser cette articulation, en étant trés attentif dans le
choix des variables de la situation, au cofit technique de cette articulation.

Nous voudrions également souligner qu’une telle séance d’introduction de la notion de
dérivée, quelle que soit I’approche choisie, nous semble étre nécessairement une séance
complexe de gestion difficile. Il nous semble peu raisonnable d’espérer pouvoir I’instituer, vu
de plus les contraintes temporelles de I’enseignement, dans un fonctionnement
essentiellement a-didactique. Les propositions d’activités qui en apparence vont dans ce sens,
ne sont, nous semble-t-il, a-didactiques qu’en fagade et mettent généralement 1’éléve en
position d’exécution, dans une démarche expérimentale qui le dépasse. Une telle séance, si
’on veut que I’éleve n’en perde pas la cohérence globale, suppose nous semble-t-il une
gestion donnant & ’enseignant un réle plus important. Il importe de trouver les moyens de
problématiser réellement pour I’éleve les mathématiques qui vont intervenir, de lui laisser une
autonomie maximum, sans que les difficultés techniques de nature algébrique inhérentes au
type de travail demandé n’effacent la cohérence globale de la situation et ne fassent perdre son
fil. Méme avec I’assistance de la TI92, méme avec des éléves plus familiers avec cet outil,
comme cela sera le cas en 1996-97, au moment de 1’introduction des dérivées, ceci est loin
d’aller de soi. C’est ce qui nous a incité a privilégier, pour I’année 1996-97, au niveau
expérimental ce domaine de la dérivation, avec l’objectif de construire une ingénierie
didactique compléte et institutionnellement viable.
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OBSERVATION 2:
introduction de la notion de dérivée (Classe B)

A. Le point de départ : une situation avec DERIVE

La conception de la séance est reprise de la brochure DITEN (Hirliman, 1994), chapitre
"Introduction au nombre dérivé en Premiére scientifique”. Dans ce texte, l'auteur décrit une
activité en deux parties. Nous le citons :

e "La premicére partie est fortement guidée par le professeur; c'est essentiellement lui qui
dirige l'utilisation du logiciel (...). Un seul poste de travail peut suffire (avec tablette de
rétroprojection). L'enseignant peut bien slir mettre a contribution les éléves pour les calculs
avec le logiciel, mais il ne faudrait pas que les problemes d'environnement et d'options
perturbent trop la progression de 'activité".

¢ "La deuxi¢me partie de l'activité est prévue pour une utilisation individuelle, par chaque
éléve, du logiciel. Elle est donc prévue dans une salle équipée de plusieurs postes (...).
Cette deuxiéme partie est moins dirigée que la premiére."

La premiere partie nous intéresse ici: en reprenant notre classification elle s'apparente a
"enseignement d'une notion", alors que la seconde partie est du type "recherche autonome".
La présentation est faite a partir de 1'équation horaire de la chute d'un corps. Le nombre dérivé
en un point apparait comme limite du taux d'accroissement, vu sous trois aspects :

e La vitesse instantanée. Elle est vue comme limite de la vitesse moyenne entre deux points
proches. On calcule cette vitesse moyenne pour des valeurs de plus en plus proches de
fagon & observer la convergence vers la vitesse instantanée.

e Le coefficient directeur de la tangente. La tangente est approchée par une sécante en deux
points proches.

¢ La notion d'approximation affine. On montre que la position du corps a l'instant 0,8+ At,

s'écrit comme la somme de trois termes, 9, -4.At et -5.(At)2, et on constate que le
troisieme terme est négligeable.

La situation incorpore l'utilisation d'un ordinateur avec DERIVE dont 'écran est retroprojeté.
Le document est accompagné de douze renvois a une utilisation du logiciel en mode collectif.
Cette utilisation est congue pour gagner du temps sur les calculs et le tracé de graphique de
fagon a ne perdre "le fil conducteur et I'objectif de l'activité". On peut cependant penser que
cette utilisation n'interfére pas directement avec le travail mathématique des éléves. En effet,
les éléves n'ont pas une connaissance suffisante de DERIVE pour que les calculs et tracés
opérés avec le logiciel soient réellement discutés dans la classe. DERIVE sert surtout a
exposer des résultats comme point de départ d'une discussion.

B . Analyse préalable

Nous avons voulu reprendre cette premiére partie, en mettant a profit la disponibilité d'une
TI92 pour chaque éléve. Dans chacune des phases de travail le professeur indiquera les calculs
a réaliser, en donnant des indications sur les fonctionnalités de la TI92 utiles pour cette tiche.
Les ¢leves devront mettre en oeuvre ces calculs, en opérant certains choix (par exemple les
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points ou calculer le taux d'accroissement). Ils devront tirer les conclusions de ces calculs. Un
synthese fera apparaitre le lien avec les aspects vus dans la phase précédente.

Comme dans la situation avec DERIVE, l'utilisation de la TI92 a pour but de conserver "le fil
conducteur et l'objectif de l'activité". La disponibilité d'une TI92 par éléve, et la familiarité
qu'ils ont acquise avec cette machine doit permettre de plus un engagement réel des éléves
dans les calculs et les tracés. En effet, on peut penser qu'ils se construiront une conception du
nombre dérivé d'autant plus adéquate qu'ils auront eux-mémes mis en oeuvre les calculs o il

intervient.

Concréetement, la situation se divise quatre phases bien distinctes pour une durée totale de 1 h
30. La premiere phase vise a l'appropriation de I'équation horaire et les suivantes
correspondant aux trois aspects du nombre dérivé. Chacune de ces phases se compose d'une
présentation par le professeur, de la réalisation d'une tache par 1'¢léve, puis d'une synthése des
résultats.

C. Déroulement

Nous avons observé les interventions du professeur et les périodes de dialogue avec la classe.
Parali¢lement nous avons observé un groupe de deux éléves S. et A, travaillant ensemble. Les
écrans de la calculatrice de S. ont été enregistrés.

Premiére phase : I'introduction a la situation

La séance commence & 8h15. Apres une introduction sur I'importance de la notion de dérivée
dans le programme de Premiére, le professeur régle des détails techniques. Puis il explique la
définition de H(t), équation horaire de la chute de la pierre. Il commente les questions du
premier paragraphe (détermination de quelques instants particuliers).

Les éléves commencent a chercher vers 8h30.

S. et A. s'interrogent sur la fagon de

df’:ﬁ?ir h(t). I y a er'l effet. une | 4 5.4244.449+h 5. 4244, 4 +0,
dlfferenc'e entre affect.er lexpressm.r} L T T Done
une variable expression h (premicre hetolt

ligne de 1'écran ci-dessous), et définir | MaN RAD APPROR FUNC 2798

une fonction h(t) (seconde ligne).

Elles cherchent ensuite les questions du premier paragraphe. S. s'interroge sur la fagon de
"donner" une valeur". Elle essaie I'expression 4(2)|¢t=.., mais ne sait pas quelle valeur donner.
Par contre, A. a compris qu'il faut résoudre une €quation (a l'aide de la fonction Solve). En
effet, la question est de trouver le temps pour une hauteur donnée. Finalement S. recopie sur
A. la fonction Solve, mais résout pour la variable x au lieu de 7. La machine renvoie
I'expression en ¢ factorisée. Elle essaie ensuite en ¢, mais elle a entré 2 au lieu de 2, et £2 est
compris par la machine comme une autre variable. Elle tente de résoudre de nouveau
l'expression obtenue en x, sans succes, puis rajoute =0 a l'expression : "Ca ne marche pas"

Pendant ce temps, le professeur corrige I'exercice collectivement, puis passe aux explications
sur la vitesse moyenne. S. décide de recopier I'écran rétroprojeté par le professeur, mais il
manque une parenthése, et elle obtient
une erreur de syntaxe. Elle efface alors | = solvel -5-x2+4-x+9=0,x) L .
- : : x=1.8 or x= -1,

toutes ses tentatives de résolution et solue (-5 ¥x 2+ 4%x+9=0, 3

FAIN RAD APPRON FUNC 3/99

23




recopie I'écran de sa voisine. Elle obtient enfin les solutions : "J'ai mis des x, ¢a marche !"

Seconde phase : vitesse moyenne et vitesse instantanée

A 8h 50, le professeur a bien avancé

dans ses explications, et a demandé '%ﬁ S.(t1+t2-.8)
d'effectuer les calculs de vitesse het2) = hitl

moyenne. S. entre la formule de la -t tg-tcl : > um(ti, t2) Done
vitesse moyenne, en recopiant 1'écran %l%
rétroprojeté. Le professeur demande '
de calculer la valeur de cette fonction pour des valeurs "proches de 0,8". Elle propose 0,7 et
0,9, et se concerte avec sa voisine sur la fagon d'entrer ces valeurs. Elle tente sans succes
d'utiliser la forme "|".

Pendant ce temps, le professeur commente en collectif le résultat obtenu, et demande d'affiner
l'intervalle ("encore un peu plus prés de 0,8") d'abord 0,79 et 0,81 puis 0,799 et 0,801.
Pendant ce temps S. et A. s'interrogent sur leurs erreurs de syntaxe.

Le professeur intervient pour un éléve qui n'a pas défini h, et s'étonne de ne pas obtenir les
résultats, puis il demande d'approcher de la méme fagon la vitesse instantanée en 1,8 et 1.

S. et A. n'ont toujours pas terminé leur calcul pour la valeur 0,8. Le professeur demande a la
classe le résultat pour la valeur 1,8 et le note au tableau. Il se prépare a faire de méme pour la
valeur 1, mais S. et A. l'interrompent "Vous allez un peu vite, nous on en est toujours 13 & faire
ce calcul". Le professeur explique ce qui a été fait au rétroprojecteur, et elles recopient.

Troisiéme phase : les tangentes

A 9 h, le professeur explique alors qu'on va "faire une vision graphique" de la notion, Iui en
donner une "interprétation graphique”. I1 fait le lien entre le coefficient directeur d'une sécante
en deux points, et la vitesse moyenne entre ces deux points et rappelle le calcul du coefficient
directeur.

S. entre graphh(t), t. Elle obtient une erreur de syntaxe: il manque un espace ou des
parentheses. Elle supprime un des deux h et obtient le tracé d'une droite. Elle finit par corriger
et obtient la parabole attendue. Elle doit ensuite effacer la droite et y parvient en passant dans
la base de fonctions. Elle se fait expliquer par le professeur l'utilisation de la fonction Trace, et
du Zoom. Elle zoome une autre fois en

¢loignant  Ensuite, elle "zoome Zgzgm S ReGraph SESARLA fT ]
standard" par erreur, et se retrouve avec

le tracé initial, mais le réticule a
disparu. Elle zoome de nouveau sans
retrouver le réticule. Elle s'interroge
avec sa voisine sur "Zoom Dec", pose
la question au professeur qui répond de
fagon évasive, puis s'en va. Quand il
revient, il fait faire aux éléves un Zoom
standard, puis zoomer avant plusieurs
fois.

Txc:, 92436975 ycis. 4251818
MAIN RAD AFPROX FUNC
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S. et A. hésitent sur les points a repérer puis décident de prendre "n'importe lesquels". Elles
recopient les coordonnées de deux points qu'elles ont repérés sur la courbe, et passent dans
l'application =~ Home pour établir

I'équation de la droite passant par ces | ®Braph h(t),t Done

deux points. ® Graph h(t),t Dohe
w9243 - ,95588 -. 03158

S. écrit la différence des ordonnées, | 8 .4251—8.2549] -

puis la différence des abscisses. il FAD RPPROY AN 23798

Il'y a ensuite u\ne'.perlode de flottement | , go4x . gss8g - 03158

assez longue, a l'issue de laquglle e?le " -,03158-(y - 8.2549) - . 1702 (x - . 95588) p

adapte une formule de colinéarité -. 1702 x - .03158 -y + . 423380518 = 0.

qu'elle lit sur la machine de sa voisine.
Elle obtient une équation implicite de la droite passant par ces deux points. En principe, c'est
la pause, mais elles continuent a travailler.

Elle montre cette équation au professeur qui indique qu'il vaudrait mieux avoir "une équation
y=..". Elle tente de résoudre en papier crayon 1'équation implicite. Devant les difficultés
rencontrées, elle interroge 'observateur. Celui-ci indique d'utiliser la fonction SOLVE pour
faire résoudre a la machine.

Pendant ce temps certains éléves annoncent leurs résultats au professeur. Celui-ci les inscrit
au tableau : y=-5x+13 y=-6x+13,7.
B -.1702-x-.03158 -y + . 423380518 =0, )

IS,' _l.dlsc.“te are‘; sa  VoIsine ﬁe g = -5.3894870171 (x - 2. 48754710928)
utilisation de la fonction Solve. Elle | o . o0 -5 3894870170994 -(x - 2. 48754716
obtient sans difficulté une expression -5.3894870171 - % + 13. 4066028499

correcte, qui se simplifie en une | RO GUIARIRLYE LY D WIVEE t16 eI
équation réduite dont le second

membre est factorisé. Elle la développe avec la fonction Expand et annonce au
professeur :"Comme le premier, -5 et 13",

Le professeur indique qu'on va faire une vérification graphique pour savoir quelle équation
"donne la meilleure précision".

S. recopie dans la base de fonctions sa

. ] vy3=-5.38-x + 13

solution (elle tronque le coefficient | vué=-6-x+13.7
directeur a deux chiffres décimaux et le :SE;-g:g:§ I ﬁg
terme constant & sa partie entiére), et | &35l
d'autres solutions inscrites au tableau.
Apres différents essais de Zoom, elle

. . . . Fe FSv | Fév
obtient I'écran ci-contre : Zogm Trace ReBraph Math|Draw| / T ]
Elle essaie ensuite une équation que lui
a indiqué sa voisine

(-4x  +12.2). Curicusement,  c'est
I’équation exacte de la tangente en
t=0,8.

Il est probable qu'un des redoublants 1'a
obtenue par calcul et qu'elle a ensuite | s =5 FFFIOR FONE
diffus¢ dans la classe. A I'échelle
choisie cette solution parait plus tangente : "C'est la vraie !" Elle zoome de nouveau pour
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constater la coincidence de la courbe et de la tangente : "Elles sont pratiquement confondues...
clle est tangente...". Elle note I'équation de cette tangente sur son compte-rendu.

Pendant ce temps, le professeur fait rappeler aux éléves la définition de la tangente. ("une
droite qui n'a qu'un seul point commun, proche de la courbe, c'est une position limite du cas
ou il y a deux points d'intersection..." Il tente d'obtenir que les éleves précisent le coefficient
directeur de la tangente ("aux alentours de combien ? ... de -5").

Quatriéme phase : I'approximation affine

Le professeur explique "qu'on va essayer d'avoir mieux le coefficient directeur". I1 demande
de calculer la position du corps & l'instant 0,8 + At. Il est obligé de s'attarder sur un détail
technique : la maniére d'obtenir le caractére A. S. et sa voisine suivent pas a pas.

Le professeur indique d'utiliser 1'éditeur de données (Data-Matrix Editor) pour observer
chaque terme. Elles passent dans ce module, effacent les données qui y sont présentes, puis
entrent les titres, mais pas dans la bonne ligne.

Elles demandent au professeur comment entrer les données. Le professeur explique que le titre
n'a pas a étre en ligne 1 : "C'est du décor". Elles comprennent qu'il faut entrer des valeurs dans
les cases des colonnes cl et ¢2, et des formules dans les autres colonnes. S. hésite a entrer une
formule comportant la fonction h en colonne 6. Le professeur la rassure "il y a une liaison
entre les modules". S. est perdue, car les valeurs ne se calculent pas. Aprés un temps
d'hésitation, et de concertation avec sa voisine, elle positionne le format auto-calculate sur
ON.

Elle est inquiéte car, a cause d'une question de largeur de colonne, son tableau n'est pas le
méme que celui que le professeur a fait afficher sur rétroprojecteur. Elle parcourt les cases du
tableau, pour observer les résultats dans la ligne d'entrée. Mais elle ne s'y retrouve pas
davantage, car le tableau du professeur a une ligne de plus. En fait, le professeur a entré une
valeur de plus de At. De nombreux autres éléves sont perdus eux aussi, et le travail n'avance
pas pendant plusieurs minutes. Le professeur s'apergoit du probléme et en donne les raisons.
Puis il essaie, sur les quelques minutes qui restent, de tirer une conclusion, mais la séance se
termine.

D. Analyse

On sent, tout au long de la séance la volonté du professeur d"'avancer" pour présenter aux
¢€leves les trois aspects du nombre dérivé. Il y est aidé, dans les phases collectives, par les
résultats annoncés par les éléves, souvent redoublants qui vont le plus vite. La présentation
des calculs au rétroprojecteur est aussi un moyen efficace de faire "recoller" les éleves qui
comme S. et A. peinent 4 suivre.

Coté éleve, l'activité prend la forme d'une suite de tiches. Le lien entre les tiches et avec le
sujet n'apparait pas toujours :

e On aurait pu s'attendre a ce que des valeurs de la vitesse moyenne sur des intervalles
encadrant de plus en plus en plus finement 0,8, s'observent comme "convergeant" vers la
vitesse instantanée. Or les deux vitesses moyennes calculées autour de 0,8 sont égales. Il en
est de méme autour de 1. Ce phénomeéne ne fait pas l'objet d'un débat chez les éléves.

¢ Dans la troisieme phase, la recherche d'une droite approchant le mieux possible la courbe
constitue une motivation importante. C'est ce qui conduit S. 3 abandonner son propre
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résultat pour celui qui diffuse dans la classe. Comme, de plus, S. a utilisé une formule de
colinéarité ne faisant pas intervenir le calcul du coefficient directeur, elle ne peut pas faire
le lien avec la phase précédente.

e La quatriéme phase vient tard en fin de séance, les difficultés techniques dominent.

Beaucoup de difficultés mathématiques sont levées par la donnée de formules. Les éléves
rencontrent malgré cela des difficultés algébriques, comme en témoigne l'observation de
S. particuliérement dans la premiére et la troisiéme phase. Ainsi, les éléves maitrisent peu les
aspects mathématiques des notions présentées et ne font pas le lien entre les différents aspects
du nombre dérivé (cinématique, tangente, approximation affine).

En comparant avec la classe A, la séance a lieu, pour la classe B, deux mois plus tard dans
I’année. Les difficultés de manipulation sont moins présentes que dans la classe A.
Néanmoins, beaucoup des difficultés rencontrées par les éléves sont liées au fonctionnement
de 1a TI92 :

e Confusion entre fonction et expression dans la premiére phase,

¢ Difficulté dans la syntaxe des fonctions Solve et Graph et du Zoom,

¢ Difficultés dans ['utilisation de I'éditeur de données.

Ces difficultés contribuent a ce que les éléves "ne décollent pas" de la tache.

La classe B est ici beaucoup plus dirigée par le professeur. Les phases a-didactiques sont trés
courtes, vite interrompues par des synthéses collective. Cependant, 1’impression domine,
comme dans la classe A, que les éléves en restent a I’exécution de taches, a la résolution de
problémes locaux, sans compréhension des notions abordées par le professeur.

En fait, introduire le nombre dérivé sous trois aspects dans la méme séance est certainement
peu réaliste. La TI92 peut rendre possible certains calculs, et permettre d’aller plus vite sur
d’autres, mais elle ne résout pas les difficultés conceptuelles des différents aspects de la
dérivée. Bien que cette séance différe dans sa conception et dans ses conditions de mise en
ceuvre, de la séance sur I’introduction des dérivées, la conclusion que nous tirons est
semblable : si I’on veut des situations réellement problématiques pour 1’éléve sans que soit
perdue la cohérence globale de la situation, il nous faut organiser dans une ingénierie globale
’étude de la dérivation et des différentes situations qui lui donnent sens. C’est ce que nous
expérimenterons en 1996-97, comme ce sera rapporté dans le prochain chapitre.
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OBSERVATION 3 :
La cuve, un probléme d’optimisation (Classe A)

A. Contexte et organisation

C'était, a la fin du mois de janvier un des premiers problémes d'optimisation que les éléves
rencontraient. La notion de dérivée avait été introduite a la rentrée de janvier, aprés une phase
d'approche avant les vacances de Noégl.

L'observation s'est déroulée dans les conditions suivantes : deux séances de recherche d'une
heure en bindmes par demi-classe suivies d'une heure de synthése collective. 11 était d'autre
part demandé aux éléves de rédiger individuellement pour la semaine suivante un compte-
rendu du travail effectué, prenant en compte la synthése.

Le texte du probléme est en annexe a la fin de ce chapitre. L'enseignante avait réalisé dans le
module GEOMETRY de la TI92 rétroprojetable une représentation geometrlque de la cuve
qui servait & introduire collectivement le probléme.

B. Le probléme d’optimisation proposé

Il s'agit d'un probléme d'optimisation classique mais nettement plus complexe sur le plan de la
modélisation et sur le plan du traitement technique que les deux problémes déja traités par les
éléves (aire maximum pour un rectangle de périmetre donné, aire minimum pour une boite de
conserve de volume donné). C'est pourquoi la modélisation était relativement guidée,
l'enseignante pensant que les éleves ne pouvaient dépasser a ce moment de l'année le degré
d'autonomie donné ici. Les deux variables x et h étaient donc introduites et I'on précisait qu'il
fallait exprimer le volume en fonction de x seul.

Pour arriver a I'expression du volume, les éléves pouvaient :

e soit décomposer le volume en sous-volumes correspondant aux parois latérales et au fond
de la cuve et additionner les volumes correspondants. Les risques d'erreurs dans ce cas
étaient loin d'étre négligeables (problémes d'intersection, erreurs dans les évaluations de
dimensions notamment).

e soit calculer le volume de béton comme différence entre le volume extérieur de la cuve et
son volume intérieur, calcul facile dés que l'on avait déterminé les dimensions extérieures
de la cuve puisque le volume intérieur était connu. Il fallait en revanche penser a utiliser
une démarche soustractive.

Une fois cette expression obtenue, il fallait mobiliser la relation entre x et h fournie par la
donnée du volume intérieur de la cuve pour éliminer la variable h.

Ces deux opérations faisaient donc de l'opération de modélisation une opération relativement
complexe et l'enseignante avait prévu de faire le point au bout d'un quart d'heure environ, pour
faire expliciter I'ensemble de la démarche.

Ensuite I'étude du probléme commengait par une exploration graphique se situant dans la
continuité des approches développées en seconde pour ce type de probléme. Elle devait
conduire & conjecturer I'existence d'un minimum pour la fonction obtenu approximativement
pour x=2,
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La résolution exacte commengait avec la question 3 dans laquelle on demandait de calculer la
dérivée a la main. L'enseignante avait fait ce choix avec plusieurs objectifs :

¢ un objectif d'entrainement technique avec ici la possibilité ensuite de faire comparer divers
modes de calcul suivant la forme choisie pour I'expression du volume : forme semi-

factorisée :V(x)=(x+0.4)2(—i— +O.2) , forme développée ou fraction rationnelle et
x

attirer l'attention sur l'importance d'un tel choix,

¢ un objectif de comparaison d'écritures algébriques, a partir des différentes formes trouvées,
formes P/C et TI92. C'était la raison de la question 4.

La fin du probléme était classique mais n'était pas techniquement évidente. En effet, la dérivée
obtenue, a partir de l'expression développée était égale &

Vi(x) = 04x - 22 + 016 - 228

x? x*

La factorisation de cette expression n'allait pas de soi, sans la calculatrice. Si ’on partait pour
le calcul de la dérivée de la forme semi-factorisée, la factorisation était plus facile mais 1’étude

du signe du second facteur : 1- % risquait de poser problémes aux éléves.
x
2(x =2)(5x +2)(x* +2x+4)
25x°
fallait remarquer que x étant positif le signe de V'(x) était celui de x-2, pour aboutir au tableau
de variation et conclure qu'il y avait bien un minimum et un seul pour x=2

La TI92 permettait de mettre V'(x) sous la forme : . Ensuite, il

C. Déroulement

Nous présentons d'abord succinctement la recherche de deux éléves A. et son voisin C. dans le
deuxiéme groupe observé. On verra que l'enseignante, tirant les enseignements du
fonctionnement du premier groupe, ne laissera pas les deux éléves « sécher » trop longtemps
sur la modélisation. Dans le premier groupe, elle avait voulu laisser les €leves trouver plus
autonomes et avait finalement dii intervenir a plusieurs reprises, finir par faire préciser
collectivement les dimensions intérieures et extérieures de la cuve et insister sur la relation
donnée entre x et h via le volume intérieur. La démarche soustractive avait, quant a elle, fini

par diffuser.

9h15 : Apres le lancement de la séance, A. écrit sur sa feuille : "Le volume de béton" puis elle
s'arréte. Assez vite, l'enseignante (M.) qui circule dans la classe vient l'aider. Elle lui fait
formuler que le volume extérieur est égal au produit : longueur, largeur, hauteur. Puis elle lui
rappelle qu'avec ¢a, elle a aussi l'intérieur de la cuve. Puis M. passe a C. qui a écrit :

[(x+0.4)(x+0.4)(x+0.4)] - [(x+0.2)x.x]

puis s'est lui aussi arrété. Elle lui demande d'expliquer sa formule en montrant le début. C.
répond que c'est un cube. M. lui montre alors la hauteur marquée sur la figure. C. acquiesce
que ce n'est pas un cube mais en revanche ne voit pas comment faire les calculs sans h. M. lui
conseille de les faire d'abord avec h, qu'il I'éliminera ensuite. Elle lui fait également préciser
les dimensions extérieures et intérieures, remarquer le renseignement donné dans le texte
(volume intérieur) et conclut en lui disant que donc il est prét.
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C. réécrit alors correctement le volume de béton sous la forme :
[(x+0.4)(x+0.4)(h+0.2)] - [h.x.2]
A. ade son c6té écrit :
Vint : h.x.x
Vext : (h+0.2)(x+0.2)(x+0.2)

A. regarde ce que fait C. et lui demande pourquoi il a mis x+0.4. Il le lui explique et elle
corrige. Ensuite elle ajoutera une troisiéme ligne exprimant le volume de béton comme
différence des deux volumes.

C. se lance dans des transformations algébriques de V(x) écrivant successivement :
V(x) = [(x+0.4)2(1+0.2)] - [h.x.2]
V(x) = [(x2+0.16+0.8x)(h+0.2)] - [h.x2]

9h25 : 1l peine ensuite sur le développement du produit de facteur. L'observateur (O.) lui dit
qu'il peut s'aider de la TI. Il ne le fera pas.

A., aprés avoir demandé a C. comment il fait, transforme son expression en :
V(x) = [(x+0.4)2(h+0.2)] - 4.

Ils comparent leurs résultats mais se trouvent tous les deux bloqués. O. réintervient au bout
d'un moment et leur demande s'ils n'ont pas un renseignement qui leur permet d'exprimer h en

fonction de x. Cette question débloque instantanément la situation. Ils écrivent h= —5 puis font
X
. . . 1 4
la substitution, arrivant enfin a : V(x) = [(x+0.4)2(—2— +0.2)] - 4.
X

Ils passent alors a la suite. C. entre la fonction V dans la calculatrice par F4-Define
correctement, sans oublier de parenthéses, sans oublier non plus le signe de multiplication
entre les deux facteurs. L'enseignante passe et il lui demande ce qu'il doit faire maintenant
avec la calculatrice. M. lui dit de faire afficher V(x) pour voir ce que cela donne. 11 obtient :

[ E0la1gebralcaic|other Pronolclean: a=z.. ]

®Define w(x)=(x+ .4)2'[%+ .2]-4 Done
X
25- %% + 28 x> + 4-x2 + 400 - x + 80
B (X)) >
125-x
v -
MAIN RAD ERACT FONC 2730

M. lui demande ce qu'a fait la machine (C. répond qu'elle a développé) puis le renvoie au texte
du probléme.

De son c6té, A. a directement entré l'expression de V(x) dans Y= et elle demande a
l'enseignante si ¢a va. M. acquiesce et s'en va.

C. passe dans Y=, entre y1(x)=V(x) puis fait tracer.
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I1 utilise ensuite TRACE et se positionne au minimum négatif qui est effectivement le
minimum absolu. Il passe ensuite dans Tblset, fixe I'abscisse de départ a -4 et le passe 4 1 et
fait afficher un tableau de valeurs dans TABLE. Il passe ensuite 4 un pas de 0.1. Il va trés vite
dans ses manipulations et finalement stabilise 1'affichage autour de -0.4 :

1 F2 £ E 1 o [
v E'Setupﬁ:s-l iTI":i-B-;’:Sc T: ?-:::-JI s 5'"-::-=T__ lSetupT I3 \T g , 23 §-‘-::;-:TZ i E-‘-::-:T_]
X ul
_ 1,832 . 8 '_2_‘ 968

-3, « 59644444444 7 -3, 247306122
-2, -, 928 =6 -3. 547595356

-1, -2.488 =5 -3.838
0. undef -4 4.

1, 4,232 "3 -3, 993559996
2, 2.912 -2 . 008
ki 3.4497777778 32,018
x="4. x=".1 _

MAIN RAD EXACT FUNC MAIN RAD EXRCT FINC

Pendant ce temps, A. rencontre des difficultés a obtenir le tracé. En effet, elle a I'option grille,
ce qui lui donne ceci :

1 Fz F3 FE~ | FGY
- E Zogm Trace ReGr‘aph Mat,h Draw - f T ]

VAN FAD ERACT FUNG

et ne sait pas comment s'en sortir. O. finit par lui expliquer comment faire.

C. est satisfait de ce qu'il a trouvé, note les valeurs trouvées dans TABLE et est prét a passer a
la suite. O. intervient une fois de plus pour lui faire remarquer que dans son probléme, x est
toujours positif. C. rajoute des valeurs absolues a -0.4, puis repasse dans TABLE pour voir

I'évolution des valeurs, toujours par pas de 0.1 a partir de 0.
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A. lui demande comment il a fait pour obtenir le minimum. C. lui dit d'aller dans TABLE et
lui montre sa machine. Elle ne comprend pas bien alors il s'arréte et lui explique comment
utiliser Tblset pour fixer le départ & O et le pas & 0.1, puis dans TABLE faire défiler les valeurs
jusqu'au minimum. A. lui demande si le minimum c'est 0. C. répond que non. A. fait alors les
manipulations sur sa propre machine et déclare qu'elle trouve 2. C. est d'accord et ils notent le
résultat obtenu sous la forme :

"La fonction semble avoir un minimum pour x~2."

A. rajoute a c6té : ¢ Tblset.

9h40 : IIs passent ensuite au calcul de la dérivée. C. part du quotient donné par la machine, en
posant : u(x) = 25x4+20x3+4x2+400x+80 et v(x) = 125x2. A. part de I'expression qu'elle a
0.2[x* +8x* +16x> +16x +3.2]

x2

Elle n'a visiblement pas repéré que l'expression donnée par la machine contient les
coefficients .8 et .16 et non 8 et 16. O. ne le voit pas non plus.

obtenue : V(x) = et prend pour u(x) le terme entre crochets.

C. écrit la formule de dérivation d'un quotient avec un + au lieu d'un -. O. lui fait remarquer
son erreur. Ensuite il utilise la calculatrice pour faire tous les calculs de coefficients. Il réduit
ensuite l'expression obtenue a la main, obtenant :

(650x° +2500x* - 50000x - 20000x)
15625x*

Pendant ce temps, A. fait ses calculs complétement a la main et arrive &

Ax5+24x4+32x3+16x2-2x5-16x4-32x3-32x2-6.4x
4
X

expression qu'elle réduit en :

2x° +8x* -16x? - 6.4x

x4

et elle rajoute enfin le coefficient multiplicatif : 0.2. Ce calcul est correct, compte tenu du
point de départ.

2(5x* +2x° -40x -16)
25x*

la méme chose que ce qu'il a déja. M. passe et lui conseille de comparer les degrés. C.

constate que du point de vue des degrés, ¢a marche s'il simplifie son numérateur par x, mais

9h50 : C. fait dériver a la machine et obtient : . I se demande si c'est
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trouve quand méme les coefficients trés différents. Pour comparer les deux résultats, il a Iidée
de rentrer sa dérivée P/C et il constate alors que la machine lui renvoie I'expression de la
dérivée machine. Il est trés content et demande & A. ou elle en est. A. a elle aussi fait calculer
la dérivée a la machine. Elle est en mode automatique, ce qui explique les différences
d'affichage.

1 Fer F3 Fuv Y. FE F&
|v alﬂlgebrgﬁia i'cTUt,h;r* Pr‘ngUTClear* a=z.. ]
- 25-xT+20-x"+4-x=+ 400 -x + 80

vex 125 %2

s
i) 2(5-%x%+2-x3-40-x - 16)
dx 25')(3
4 3
l4' x +-4'>€ "8-')(_3-2

" de(v00) [ 3 )
duix), x>
MAIN RAD AUTD — FUNC 4720

Elle obtient en effet:
A(x*+.4x° -8x-3.2)

X3

qu'elle compare a sa valeur P/C :

0.2(2x* +8x* -16x - 6.4)

x4

et conclut que c'est bon.

9h55 : Ils passent a la question 5. C. définit la dérivée comme nouvelle fonction, en sachant
rappeler I'expression sur la ligne de commande pour éviter de la retaper, puis il s'arréte ne
sachant trop que faire. A. fait de méme, en appelant u la nouvelle fonction. Elle l'entre dans
Y= pour la faire tracer puis ne sait plus trop que faire non plus.

vﬁfﬂ Zrozgm Tr*aceTReGraphTNath Dr*aw - / T ]

-

TN

MAIN RAD AUTO FUNC

O. essaie de les aider, en leur demandant comment trouver le sens de variation. C. répond qu'il
faut trouver le signe de la dérivée mais lorsque l'observateur leur demande s'ils peuvent le
faire avec la machine, il n'obtient pas de réponse. O. demande alors s'ils peuvent le faire a
partir du tracer de A. et ils y arrivent mais ils ne voient pas d'autre moyen possible.

Note : dans un autre groupe, un éléve a pensé a demander les zéros de la dérivée mais il ne
sait pas quoi en faire. M. l'aide a faire factoriser par la machine.
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D. La synthése collective

M. fait d'abord préciser les méthodes utilisées par les éleves pour calculer le volume. Les deux
méthodes prévues ont été rencontrées mais, comme on pouvait s'y attendre, aucun éléve ayant
utilisé la méthode additive n'a abouti. M. ne rentre pas dans les détails de cette méthode et
demande I'expression finalement trouvée par différence. M. I'entre dans la rétroprojetable puis
fait raconter aux éléves ce qu'ils ont fait ensuite. Elle en profite pour montrer l'utilisation de la
barre verticale "tel que" pour les substitutions.

25-%x% + 20-%° + 4-3%2 + 400 x + 80

uQx) 5
125-x
B axpand(w(x))
X 4 16 16 4
expand{v{x)>
MAIN RAD ERACT FUNC 3711

Elle fait ensuite répertorier toutes les expressions différentes obtenues dans la classe a partir
de la question : « Est-ce I'expression que vous aviez obtenue ? » et les écrit au fur et & mesure
au tableau. Les éleves proposent bien sir l'expression semi-factorisée et I'expression
développée :
V(x) = 0.2x* + 32 + 0.16x + ggi + 0.032.
x x

Elle demande comment obtenir cette expression a la machine. Les réponses oscillent entre
Factor et Expand puis ce dernier 'emporte. Elle le fait et obtient une expression a coefficients
fractionnaires qu'elle écrit au tableau. Il s'agit maintenant de savoir si elles sont égales, ce que
les éléves vont vérifier collectivement, coefficient par coefficient. M. demande ensuite si 1'on
pourrait quand méme obtenir la premiére forme a la machine et un éléve propose de faire : ¢
ENTER. M. le fait et commente, en expliquant que la valeur approchée ainsi obtenue est en
fait une valeur exacte car les dénominateurs des fractions sont des puissances de 5.

| {{%’lﬂ 1 JéEFaTcgngD{ﬂ;PTPrrgsm IZ‘OTC lear a-z.. ]
125-x

® axpand(v(x))

® axpand(u(x))
2-%x2 4 16-x + 222 +-£’§-+ .032

X X
expand{u{x>>

MAIN RAD EXACT FUNC 12730

Elle passe ensuite a la définition et au tracé de la fonction qu'elle effectue a la rétroprojetable
puis demande quelles sont ses particularités. Un éleve dit qu'elle n'est pas définie en 0. A la
question de M. : « Est-ce une surprise ? Pouvait-on le prévoir ? » , aprés un moment de silence
quelqu'un répond : « Oui, parce qu'il y a un x au dénominateur ». M. acquiesce puis revient au
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probléme physique posé, en faisant remarquer que x représente une longueur et que donc
l'ensemble de définition de la fonction est ]0,+oo[.

10h30 : M. profite de la circonstance pour introduire la fonction When qui n'a jamais été
utilisée encore. Elle va la chercher dans CATALOG, explique la syntaxe :

when (x>0, v(x) , undef)

tout en faisant les manipulations : le symbole > est a aller chercher dans MATH Test, undef
qui est un mot réserveé, un nom de variable qui signifie que la fonction n'est pas définie... Ca
va trop vite, les éléves sont perdus, ils n'arrivent pas a faire les manipulations correspondantes
sur leur machine. Elle reprend en détail, en précisant que wher on peut le taper directement
puis en écrivant la syntaxe au tableau sous la forme : when (condition , valeur si oui , valeur si
non).

Elle passe ensuite a I'écran graphique pour leur montrer que la portion gauche de la courbe a
bien disparu, puis leur laisse le temps de faire eux-mémes les manipulations.

Certains cherchent sans succes undef dans CATALOG. Elle leur conseille de le taper. Elle
montre ensuite que l'affichage dans Y= se fait alors sur deux lignes puis précise qu'on aurait
pu utiliser la méme définition dans HOME.

via ZrozngEngi t,mFﬁETSt::vle i ;< ‘- T ]
&FLOTS

v‘91=0(>é)) 5o
(XD, X
“gziundef‘, else

MAIN RAD EXACT FLNC

On revient ensuite au graphe et M. demande si la fonction semble avoir un minimum. Les
éleves répondent qu'elle semble d'abord décroissante puis croissante puis proposent d'utiliser
Trace pour chercher le minimum. Elle le fait, tout en disant qu'avec 2nd ils peuvent faire
bouger le curseur plus vite et arrive & un minimum entre 1.93 et 2.10.

Elle demande ensuite comment faire pour avoir quelque chose de plus précis. Plusieurs éléves
proposent d'aller dans TABLE. Elle passe d'abord dans Tblset et conseille un pas de 0.1. Puis
elle revient & TABLE et fait défiler les valeurs en commentant : « On a l'air d'avoir un
minimum pour 2. Est-on siir ? ». Réponse en choeur : « Non », qui confirme ce que laissait
penser l'observation de C. et A.,, a savoir que l'attention des éléves a été attirée sur la
distinction exact / approché. Elle prend un pas de 0.05 pour confirmer puis demande comment
faire pour étre vraiment sfirs. Un éleve propose de faire F5-Min. Elle le fait, en commentant
encore une fois : « Vous savez que la notion de minimum est une notion locale, alors on me
demande l'intervalle sur lequel il faut chercher le minimum ».
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xct1,9999998 yc:2.912
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Finalement, elle obtient : 1.9999 et comme valeur 2.912 et demande : « Donc, la machine a-t-
elle fait un calcul exact ? » Plusieurs él¢ves répondent non et elle insiste fortement sur le fait
que, dans 'écran graphique, quand on utilise F5-Min, la machine ne calcule les valeurs que
pour un nombre fini de points : 238-1 correspondant aux 238 pixels, entre xmin et xmax,
qu'elle fait une table de valeurs pour ces points et ensuite donne la plus petite valeur de sa
table, que c'est du calcul approché.

Aprés cette parenthése, on revient a la question : comment trouver exactement ? A. propose la
dérivée, parce que quand la dérivée s'annule, il y a un extremum. M. demande si c'est bien siir
et fait expliciter la condition de changement de signe. Elle revient ensuite aux quatre formes
obtenues pour V(x) et demande laquelle choisir si on veut dériver a la main. L'accord se fait
sur l'expression développée décimale, plusieurs disent qu'ils ont commencé avec les autres et
ne s'en sont pas sortis. M. fait détailler ce premier calcul puis passe a la forme avec
dénominateur 125x2 et conseille dans ce cas 1a de mettre 1/125 en facteur pour ne pas avoir
des coefficients trop compliqués. Elle passe ensuite a la forme semi-factorisée et 13 fait
détailler les calculs car visiblement certains ont essayé et se sont trompés, en introduisant des

fonctions intermédiaires. Le calcul de la dérivée de (x+0.4)2 pose visiblement probléme et les
réponses fausses fusent. M. détaille la composition.

On arrive enfin au signe de la dérivée. L'expression de la dérivée dont on part est la derniére
obtenue :

8
V') = O.4x.(x+0.4)(1 - —3)
X
mais les éléves ne voient pas comment déterminer le signe du second terme. M. laisse ceci
momentanément en suspens, revient a la dérivée donnée par la machine et la fait factoriser,
obtenant :

m v Fiv Y Fuv FE F&
- "!2 ngebraTCalc Uther‘lPrngDTClear* a—z...]
d 215 xT+2-x°-40-x - 16
B (%)
B 100) 25 %
s, 0 D e A v =
_Factor[z (5-%%+2-x 349 ” 15]]
25-x
2 (x=2)(5x+2)(x2+2-%+4)
25 x°
W X2 F-40¥—16 D/ C25%x™F DD
MAIN RAD EXACT FUNC 14730
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Les ¢léves retrouvent les valeurs 2 et -0.4 déja rencontrées et il reste le trindme du second
degré. M. fait chercher les racines, et calculer mentalement le discriminant qui se trouve étre
négatif. Tout est préparé maintenant, M. fait détailler tous les raisonnements qui conduisent au
signe de la dérivée, tracer le tableau de variation et conclure 3 l'existence d'un minimum en 2,
en le faisant justifier soigneusement. Elle demande ensuite quelle est la valeur du minimum.
Plusieurs éléves répondent 2.912. M. fait remarquer qu'a priori c'est une valeur approchée, la
valeur exacte du minimum est V(2), soit : 364/125. En faisant ¢ ENTER, on obtient 2.912,
mais a-t-on égalité entre les deux nombres ou seulement égalité approchée ?

1 Fev F3v {_ Fuv F5 TG
- ~'{—"E ARlgebrajCalc UtherTPr*ngUTCIEar* a—z.]
205 xT+2-x7-4d40-x ~ 18]
® factor 3
25-x%
2-(x=2)(5-x+2)(xZ+2-x+4)
25 %3
364

" w2 1=
= y(2) 2.912
w(2) ]
MAIN RAD ERACT FUNC 16730

C. dit que ¢a doit étre égal parce qu'autrement y aurait d'autres décimales. M. fait lire 364/125
comme une fraction décimale et conclure. On conclut en cherchant la hauteur de la cuve : un
metre,

La séance se termine. L'enseignante demande aux éléves de rédiger individuellement un
compte-rendu du travail effectué.

E. Analyse

Le déroulement de cette séance est dans ses grandes lignes conforme 2 l'analyse a priori
effectuée. On voit bien que 1'autonomie donnée aux éléves dans la modélisation, bien qu'elle
soit réduite, est déja trop grande pour bon nombre d'éleves et que I'enseignante doit fortement
aider cette modélisation. En particulier, il est clair que les éléves n'ont pas I'habitude d'avoir &
gérer des éliminations de variables. Méme si les situations fonctionnelles font souvent
intervenir naturellement plusieurs variables, ce n'est pas eux qui ont a choisir dans les activités
usuelles les variables pertinentes et le travail éventuel d'élimination est guidé pas a pas.

Une fois l'expression du volume obtenu, on rentre comme prévu dans une activité plus
classique d'exploration graphique. On soulignera que les éléves observés sont en général
sensibles (au-dela du bindme cité) au fait que TRACE ou TABLE ne donnent que des valeurs
approchées, méme si ces valeurs, comme c'est le cas ici, ont l'air de valeurs exactes. On voit
sans doute 12 I'effet du travail soutenu sur ces questions, dans le cadre de l'instrumentation des
calculatrices graphiques, au premier trimestre. Ce n’est pas aussi net pour F5-Min, dont le
fonctionnement est plus caché et I’enseignante est obligée d’intervenir i ce niveau.

Pour le calcul de la dérivée, les éléves ne choisissent pas nécessairement la forme la plus
¢conomique, ce qui était prévu. Un certain nombre préfere partir du résultat machine, lui
donnant sans doute une autorité supérieure a leur production P/C. C'est ici une erreur si
l'expression machine n'est pas préalablement développée car cela les conduit 4 des calculs
compliqués. En général, ils n'ont pas pergu non plus l'intérét de la mise en facteur de
coefficients numériques et ceci renforce la complexité des calculs & mener. Quant & ceux qui
sont partis de I’expression semi-factorisée, ils ont rencontré des difficultés sérieuses,
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Iexpression dépassant les compétences de dérivation de la plupart des éléves & ce moment 13
de I’année. Néanmoins, dans les deux groupes, la plupart des éléves arrivent a obtenir
I'expression de la dérivée et sont donc confrontés au probléme intéressant de la comparaison
avec la production machine. Le constat d'une différence est d'abord surprenant mais, le texte
aidant, il n'est pas automatiquement attribué a une erreur dans le calcul P/C. Il faudra aider
certains €léves a trouver des moyens de comparaison, tous n'y arrivant pas de fagon autonome
comme le groupe observé décrit plus haut, 3 ce moment de I'année.

Ce qui est aussi 4 remarquer, c'est que le fait de disposer de la dérivée et parfois méme pour
certains éléves de ses zéros ne rend pas 1'étude du signe de la dérivée aussi facile que I'on
aurait pu le penser. On retrouve ici un phénoméne tout a fait cohérent avec les observations
faites peu aprés lors du premier entretien. Confrontés a une situation plus complexe que les
situations usuelles, ils se retrouvent démunis car ils n'ont pas réellement percu l'intérét de la
factorisation dans I'étude du signe de la dérivée.

La synthése collective ensuite se révele tout a fait riche et peut fonctionner comme il avait été
prévu. Les éleves y participent trés activement et les difficultés qu'ils ont rencontrées mais que
l'enseignante a aidé bon nombre d'entre eux a surmonter facilite la problématisation des
questions que l'on souhaitait soulever. Il est clair que la complexité non standard de la
situation est ici un atout pour soulever des questions intéressantes sur le plan mathématique
que la confrontation aux situations gérables dans le seul environnement P/C & ce niveau
d'enseignement, n'arrive pas aussi aisément a induire.

On notera aussi dans cette synthése l'imbrication de I'avancée mathématique et de l'avancée
dans la connaissance de la machine, l'enseignante saisissant visiblement toutes les
opportunités qu'elle peut rencontrer, & ce moment de I'année tout au moins.

Cette séance est organisée suivant le dispositif en trois temps déja utilisé dans la recherche
DERIVE : recherche - synthése - rapport de recherche. Ce dispositif nous semble ici bien
adapté. On aurait pu cependant profiter de la dimension « rapport » pour engager les éléves
dans un processus de généralisation. En effet, les valeurs obtenues pour le minimum cherché
présentent certaines particularités : la valeur de x trouvée est la moitié de la mesure donnée
pour le volume intérieur, la hauteur est le double de la valeur de x et ’on peut se demander si
ces rapports particuliers sont ou non dépendants des parametres du probléme, & savoir
I’épaisseur de la cuve et le volume intérieur. En fait, il y a indépendance de x par rapport i e,
mais non par rapport au volume intérieur, la valeur minimum de x étant donnée par la racine
cubique de 2V, Vo étant le volume initial. En revanche, dans tous les cas, la valeur de h
trouvée pour le minimum est bien la moitié de la valeur de x. Il y a donc dans cette situation
des régularités intéressantes a étudier. Cette généralisation aurait pu étre soulevée a la fin de la
séance, en relangant ainsi une recherche hors classe outillée par le travail de la synthése. Les
¢éleéves ont la possibilité de tester les régularités éventuelles par d'autres choix de valeurs de
'épaisseur et du volume initial. Prouver ensuite l'indépendance conjecturée dans le cas de
’épaisseur, trouver l’expression de la dépendance dans le cas d’un volume intérieur
quelconque, suppose que l'on introduise des parameétres et que l'on généralise & ce cas le
travail réalis¢ dans les cas numériques. La machine le permet en assurant les calculs et
factorisations de dérivée dans les mémes conditions. Il est évident qu'on est 1a complétement
sorti du type de travail accessible en papier/crayon a ce niveau, méme avec aide.

Cette généralisation a été en fait présente des la premiére année dans la classe de Caen et nous
allons en rendre compte dans le paragraphe suivant.
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OBSERVATION 4 :
La cuve, un probléme d’optimisation avec généralisation
(Classe B)

A. Contexte

Le méme probléme a été proposé aux éleves de la classe de Caen, a la fin du mois d’avril, lors
d’une séance de 2 heures. Un probléme du méme type mais avec des données moins
complexes avait été résolu au cours d’une séance précédente : « la boite de petits pois ». Il
s’agissait de déterminer les dimensions d’une boite cylindrique de volume donné, afin de
minimiser la consommation de matériau.

Le texte donné aux éléves était identique a celui proposé a Chartres mais proposait de plus
deux généralisations, le professeur estimant qu’a ce moment de I’année, la résolution du
probléme ne prendrait pas les deux heures de la séance.

Reprendre le méme probléme avec une épaisseur de la cuve de e métres (le volume de la cuve
est toujours 4m3)

Reprendre le méme probléme avec une épaisseur de la cuve de e métres, le volume de la cuve
a réaliser étant V.

B. Déroulement

Nous avons observé deux groupes de deux éleves (deux gargons R. Et S., deux filles E. Et L .)
Dans chacun des groupes, les écrans de calculatrice d'un éléve ont été enregistrés, et sont
restitués dans ce compte rendu.

Nous avons également relevé 21 compte rendu d'éléves. Ces compte rendu nous permettent
d'avoir un état de I'avancement de la recherche dans la classe et des méthodes utilisées.

Groupe R. et S.
Les écrans sont enregistrés sur la calculatrice de R.

A 8h20 le professeur présente le travail. Il précise qu'on laisse la liberté de travailler soit a la
main, soit 4 la machine, mais que "pour que ce soit utile" et "dans l'optique du baccalauréat",
on a imposé a certains moments du texte de travailler a la main.

Il indique qu'il s'agit d'un probléme d'étude de fonction a partir d'une situation concréte
analogue a la situation de "la boite de petits pois".

Il indique qu'on essaiera ensuite "de faire un petit plus général" et que la calculatrice sera
davantage utilisée.

I1 donne des indications sur le compte rendu a produire, et lance le travail en précisant que,
dans ce probléme, la calculatrice "aide bien".

Le cas numérique

8h25 Les éléves créent un nouveau répertoire
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®m NewFold cuve Done

NewFold cuve
CUVE RAD APPROR FONC 1799

R. travaille pendant une dizaine de minutes sur papier. Il établit h en fonction de x, puis V(x)
sous forme d'une somme de trois termes : deux "grands" panneaux latéraux, deux "petits"
panneaux latéraux et le fond. Il développe en papier crayon et obtient une fraction rationnelle

qu'il entre dans la calculatrice. Il y a une erreur sur le terme en x3 du numérateur. C'est la
conséquence d'une erreur de modélisation : dans les "petits" panneaux latéraux, il a pris h
comme hauteur au lieu de (h+0,2).

=

L2 XF+ .4 %+ .16 %2+ 16, X+ 3.2)
;

b3

8h45 11 graphe cette fonction, et fait afficher par la machine les coordonnées du minimum.

Fe F5v Y _F&¥ [F7
Zogm Tr*ac,e ReBr*aph Math|Draw]- ép T ]

\

Minimum
_Xc:2.0974016 yciZ. 7497289
CUVE FAD AFPROX FUNC

Il ne s'est donc pas aidé de la calculatrice pour la modélisation, et les transformations
algébriques qui l'accompagnent. Ce comportement est général dans la classe. On voit trés peu
d'utilisation de la calculatrice avant 8h45. Un éléve utilise sa CASIO fx7800 pour des calculs
du type 0,8x0,2. Questionné par I'observateur, il répond que sa TI92 n'a plus de piles.

L'autre éléve du groupe, S. se sert davantage de sa TI92 : il entre chacun des termes (panneaux
latéraux, fond) et les fait développer. Il obtient une fraction rationnelle correcte, différente de

0,2(x4 +0,8%% +0,16x% +16x+ 3,2)

x2

le minimum, qu'il obtient pour x=2. Il consideére que, ayant constaté un minimum, sa fonction
"est la bonne".

celledeR:

. Comme R., il trace la courbe et fait afficher

9h00 R. et S. comparent leur courbe. R. est ennuyé par le fait que les minimums ne sont pas
obtenus pour les mémes valeurs. A l'aide de la calculatrice, il factorise, puis développe son
expression pour pouvoir comparer avec S.

L2 X T+ 4%+ . 16-%X% + 16, X +3.2)
2 L= h A )
x

4 3 2
-2' +l4' +|16' +1 -’ +
I 2 (x*+ .4 %3+ .16-%2 + 16. -x + , p expand (x % — . X%y

factor 5 ’ ®
X

w2 o pon2 64 ;
.2-(x + . 200300903617) (% + 2. 5706325386, P2 RTH BB X T TG 03

A partir de 9h20, il abandonne cette recherche. Une modélisation différente diffuse dans la
classe : plutét que de calculer panneau par panneau, on peut calculer la différence du volume
extérieur et du volume intérieur. R. exprime V(x) sous cette forme, entre cette formule et
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obtient la forme fraction rationnelle. I fait développer et obtient la décomposition en éléments
simples. Il constate que sa fonction est la méme que celle de S. : "j'avais fait une erreur..."

|v1a IFl 1 Jé-vbraTCFagchOtfﬁ;rTPrrgsm I DTClearEs a-z.. ]

2 (%% 4.8 %3+ 162+ 16, x +3.2)

W
2 (xt 8 xP+ 16 %24 16, x+
® axpand 5 b
-4
.2-%x2 4+ ,16-x +1;<—21+'—52i+ .032

X

WX+ 16%xM2+16  ¥x+3 .20/ xM2)

CUVE RaD AFFPROX FUNC 5/99

11 fait tracer le graphe et afficher le minimum. Il porte sur son compte rendu la forme
développée, et les coordonnées affichées du minimum : (2 ; 7,9).

9h25 Le professeur indique pour toute la classe les deux généralisations demandées. Il précise
qu'on peut utiliser largement la calculatrice.

R. et S. continuent de travailler sur le cas numérique. IIs calculent la dérivée en papier crayon

a partir de la forme développée. Ils appliquent correctement la formule de dérivation de x. La
forme qu'ils obtiennent a la calculatrice différe seulement sur la position du terme constant : il
est en seconde position dans le calcul des éléves et en derniére position sur la machine. S. note
"Non, ils n'ont pas la méme forme. Il faut développer les résultats obtenus".

LAl

-l . 2 . ﬂ '_Gi
'dx[.z X<+ .16-%+ <t 2 +.032
3.2 1.28
-4'X" 2 - 3 +-16

* X

w2t 16%¥x+3 . 2/%+ .64/ %2+ .032 , x..

CUVE RAD APPROR FUNC 10/88

9h30 Ensuite R. et S. établissent le tableau de variations. Ce tableau est correct, mais la fagon
dont il est obtenu est curieuse. Sans chercher les zéros de la dérivée, ils portent la valeur x=2
dans le tableau. Ils calculent & la machine les valeurs de la dérivée pour x=1 et x=3, et
indiquent dans le tableau le signe - sur l'intervalle ]0;2[, et le signe + sur l'intervalle ]2; infini.

9h40 L'observateur leur fait remarquer que la valeur 2 peut &tre une valeur approchée (elle a
¢été obtenue par la machine & l'aide d'une méthode numérique). Il leur indique de mettre la
dérivée sous forme d'une fraction rationnelle, et d'étudier le signe du numérateur, ce qu'ils
font.

[ eRla1 gebralcalclotherPramiofclear. a-z.. |
XK=2, oF X= .4

lcomDenom[.‘l-x-i'zz- 1'§B + .16]
X x
dext 16 x5 -3.2-x-1.28
><3

wsolvel .4 %% +.16-x°-3.2.x-1.28=0, x)
X=2, or XxX=-.4

W dx™4+ . 16x"3-3.2x-1.28=0,x)

CUVE RAD APPRON FUNC 13/99
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9h50 Ayant obtenu la valeur 2 comme zéro de la dérivée, ils déclarent "C'est pareil”. IIs ne
factorisent pas le numérateur, mais calculent comme ci-dessus les valeurs du numérateur pour
x=1 et x=3.

ndxte16%%-3.2.x-1.28|x=1

-3.92
wodoxte 16 %% -3.2-x-1.28|x=3

25. 84
~Axxg+ 16%x3-3.2%x—1.281x=3

CUVE KAD AFPRDR FUNC 15/59

Dans le tableau de variations, R. porte la valeur exacte de V(2), calculée a la machine, alors
que S. se contente de la valeur 3.

® lim w(x) -‘}’%

X*2

Premiére généralisation

Ils abordent ensuite le probleme général. R. déclare "C'est le méme probléme, il faut
remplacer 0,2 par e. Je ne vois pas ol est le probléme". Sur son compte-rendu, il reprend la
formule de calcul de V(x), raye 0,4 et écrit 2e. Il raye aussi 0,2 et écrit e. Vers 10h, il entre
cette nouvelle formule dans la machine tente de la factoriser, mais, par la suite, sa recherche
n'avance plus; la séance se termine a 10h05.

1 Fe Fav [ Fu¥ F5 F&
- @ FllgeEr‘a Calc DtherTPrngUTClear* a—z...]
e-x¥+d-ef-xd+[4-09 - hx+4) x<+ 16-
2 | 4

X
ext+a.e2.x3+4.e3%2+16-e-x+16-22
w2
e-[x4+4-e-x3+4-ez-x2+ 16 x + 16~e]

2
%

L (ARe K 2 )16 ¥e Xxr16%e2) /.
CUVE RAD ERACT FUNC 22/99

Groupe L. et E.

Les écrans sont enregistrés sur la calculatrice de L.

Le cas numérique

Les deux éléves travaillent pendant environ 15 minutes sur papier seulement. Elles se mettent
d'accord sur une modélisation du volume de béton demandé : il suffit de faire la différence du
volume extérieur et du volume intérieur. L. dit "Au grand, tu enléves le petit". Elles notent sur
leur compte rendu les termes "Volume du grand cube", et "Volume du petit cube", avec les
formules correspondantes, et obtiennent une formule en x et 4 pour le volume de béton. Elles
développent cette formule, toujours sans utiliser la calculatrice. L. a entouré la partie de la
formule correspondant au volume intérieur, et a écrit =4 a coté. :

Elles discutent un moment sur la présence des deux variables. L. pose des questions a E. "h, tu
es obligée de le prendre ?"... "On n'a pas besoin d'avoir h ?" Elles résolvent a4 la main

e’ =4,
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Elles tentent de simplifier la formule toujours sur papier, L. en conservant h, E. en l'éliminant.
Mais elles rencontrent des difficultés. L. a pris 4 au lieu de (A+0,2) pour la hauteur du volume

extérieur. E. simplifie 4/ x% x 0,8x en 0,32x*.

8h50 L'observateur suggére de vérifier a la calculatrice les développements faits 3 la main. I
demande 4 L. s'il n'existe pas une fagon de remplacer 4 par sa valeur, de fagon 3 I'éliminer de
la formule.

. . . . 4
L. entre sa formule (toujours avec l'erreur sur la hauteur), puis remplace a la main 4 par —5 -
x

® NewFold cuve Done
" expand((x + .4)-(x+ .4) - h-x-xh)
Bhx+.16:h

4 4 3.2, .64
"eExg ez > t,2
0. 8%x*{4/x 2>+0.16%(4/x*2)

CUVE RAD AUTO FUNC 3/30

9h00 En comparant avec S., elle découvre son erreur sur la hauteur du volume extérieur. Elle
corrige, mais bizarrement ajoute aussi + 0,2 4 la suite du 4 de la seconde partie de la formule.

Elle confie cette fois la substitution de —47 a & a la machine.
x

|-1E |F| 1 ééBraTCFazngﬂtm;rTPrrgsm 1 DTC 1 earts a—i... ]

m dind(x + . 4)(x + . 4)(h+.2)=[xZ-h+.2)
%2+ ,2:%x24 .8 h-x+.16%+.16-h—.»
gx2+ .8 hx+.16-x+.16 h- .1es|h=—5§-

x
2x2 416 k422 428 _ 4 168
* ><2
w = 3I¥Cht  20—C(x*2%ht . 2 dx¥x¥kh)
CUVE R&D AUTD FUNC E/30

9h09 Elle corrige, toujours par comparaison avec S. Elle obtient une erreur "Memory", suite
sans doute a4 une erreur de substitution. Elle recommence, toujours en substituant a la
machine.

1 Fe Fev Y F4 F§ 6
Iv E |Fl 1 ge‘l;r*a Calc Ut.h;r*TPr*ngUTC lear a-z. |
emory

error.
Iexpand[(x+ A4)(x+.4)(h+ .2)-x2-h]
2-%24 .8 hx+.16%+.16-h+ .032

#2248 hx+. 16 %+ . 16-h+.032|h=)

-2')(2"' J16-% +.§_'_2_ +'_64..’. 032
X %2
¥t 16%x+ _16%ht 0321 h=4/x"2
CUVE RAD AUTO FUNC 8/30

Elle est satisfaite de la formule trouvée (identique a celle de S.).

9h10 E. et L. discutent alors de la suite du probléme. Elles affectent la fonction a la fonction
systeme y1(x) de fagon a obtenir son graphe. Elles y parviennent aprés une erreur de syntaxe.
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64

><2

Reserved name or system variab)

+.16- x+-:§—2-+ 624+.l332-391(x)
X

".2-%%+ .16 ><+3>< +.032 3yl

Errori

2
mL,2x %

Elles cherchent le minimum en suivant la courbe.

F5w Y _Fav

1 "Fiv
Pl Tr*aceTReGr*aphTMath Dra

w g | 20000

o 21 ]

\J

RAD AUTO

xcil1.76471
CUVE

yci2.95603
FUNC

Elles notent sur le compte rendu "Oui (il y a un minimum) en x=2 et y=2,9 est le minimum".

9h25 Elles cherchent la dérivée a 1la main. La TI92 leur sert a exécuter des calculs sur les
nombres décimaux.

8, 16+3.2+ .64+ .032 4,032
0.16+3.2+0.64+0.032
CUVE RAD AUTO FUNC 12730
9h30 Elles vérifient leur dérivée
_a 2 3.2 . 64
dx 2 XE+ 16— X +x2 + . 032
3.2 1.28
e = 2E — +.16
2 %>
et notent : "les deux résultats ont la méme forme".

Elles cherchent ensuite a tracer le tableau de variations. E. entre dans le tableur la dérivée et
cherche a obtenir un tableau de valeurs. Elle fait également un tracé dans la fenétre graphique.
Elle lit la valeur 2, qu'elle porte dans son tableau de variations.

9h45 L. appelle le professeur et lui demande comment faire. Celui-ci indique de réduire au
méme dénominateur. Comme elles n'avancent pas davantage, l'observateur indique que la
TI92 a une fonction pour réduire au méme dénominateur.

. E. "J'ai pas entendu ce qu'il t'a dit. Comment on fait pour réduire au méme dénominateur ?"

L. "Tu vas dans F2, il y a ComDenom pour réduire au méme dénominateur"

N alc Ut.her*TPr*ngDTClear a-z.. ]
’ 32  1.28
dex - - + .16
x2 ><3
.64 FHANEAY 1.28
: comDenom¢ |2 _1.28
" coml ipropFrace B ><3 +.16
nSolve( 3
Trig P+ ,16x°-3.2-x-1.28
Complex » 3
Extract » %
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A T'aide de cette fonction, la dérivée est mise sous la forme d'une fraction rationnelle.

9h50 Elles semblent perdues, a cause du numérateur de degré 4. L'observateur leur suggére
d'utiliser la machine pour factoriser, ce qu'elles font. '

x4 3 =3.2% -
-fa.:tor["‘ w0t o160 5o20x 21,28
X
.4-(x—2)-(x+.4)-[x2+2-><+4]
3
X

Apres cette factorisation, le professeur passe voir l'avancement du travail. Il est satisfait de la
factorisation et les guide pour trouver le signe de la dérivée.

"Vous savez que x est positif. Que peut-on dire du signe de x"2, de x"3, de x+ 0,4 ? Positif, il
reste juste a regarder le signe de x-2". Elles remplissent le tableau de variations et calculent &
la main la valeur de h pour x=2.

Seconde généralisation

10h00 L. et E. abordent d'emblée la seconde généralisation. Elles forment facilement
I'expression du volume en se guidant sur la résolution précédente, et remplacent h par sa
valeur.

[ff T (34 GERN R FS fa

- E FllgebraTCalcTDtherTPrngUTCIear a—z...]

= expand[(x +2-e)(x+2-e)(h+e)- xz-h]
ex?+4-e2.x+4.e-h-x+4-eS+d.e2-h

nex?+4-e?.x+4-e-h-x+4-e5+4.eZ-h|h

. el
+169+16e

S
” x2 +4-e

e x2+4-e2.x

L. cherche ensuite l'expression dans le cas plus général ou le volume intérieur est quelconque,
puis arréte de chercher jusqu'a la fin de la séance.

| -1a | :sva s ;E §7: Tt:: *TPr*ngm I DT e :s’*:s el ]

. Lol
16e+169
*® x2

+4-e5

e-xZ+4-e2.x+

nexZ+4-e2.x+4-ehx+tdeS+d-eZ-h|h

ufe*h¥x+4*e“3+4*e“2*hlh=u/x"2
CUVE RAD AUTO FUNC 1/49

E. quant a elle, calcule la dérivée de I'expression obtenue pour le volume de béton, puis
déclare :"On ne peut plus rien faire". L'observateur lui demande pourquoi. Elle répond : "On
ne peut pas tracer de courbe". L'observateur indique qu'il y a des méthodes pour se passer du
tracé : "Comme on a fait tout a I'heure". Elle factorise alors & la machine, interpréte le signe de
la fraction rationnelle en notant >0, remplit le tableau de variations et déclare : "C'est la
méme chose (que dans le cas numérique)".
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C. Analyse ‘

La modélisation

Elle conduit & une expression rationnelle, de degré 4 au numérateur et de degré 2 au
dénominateur, donc plus complexe que les expressions précédemment étudiées. Les éléves
valident leur résultat par comparaison avec leurs voisins. La recherche d'erreur est difficile.
Dans le cas numérique, peu d'éléves pensent a utiliser leur TI92 pour obtenir et transformer
cette expression, alors que c'est précisément 1a qu'elle serait utile. Des fonctionnalités
algébriques comme la substitution, le développement, la réduction au méme dénominateur et
méme la résolution d'équation ne sont pas employés spontanément. Elles sont moins
disponibles que les fonctionnalités d'analyse comme les calculs de dérivée ou les limites qui
sont employées systématiquement pour vérification de calculs & la main.

Au début de leur résolution du le cas numérique, L. et E. utilisent ces fonctionnalités
seulement sur la suggestion de l'observateur. Par contre quand L. opére sa recherche d'erreur,
elle se sert davantage de la machine : d'abord pour développer, puis pour substituer. Tout se
passe comme si, ayant fait des opérations algébriques a la main dans un premier temps, elle se
sent suffisamment familiére avec ces opérations pour les confier 4 la machine. De méme, pour
produire I'expression du cas général, elles se guident sur cette utilisation précédente de la
Ti92.

La détermination du minimum

Dans le cas numérique, les éléves réinvestissent sans difficulté les notions vues dans l'année.
Il est vrai que ce n'est pas le premier probléme d'optimisation qu'ils ont a résoudre.
L'observation du premier groupe (R. et S.) montre bien des perversions liées a I'utilisation de
calculatrices graphiques : l'abscisse du minimum est observée sur la courbe, et non calculée
comme z€ro de la dérivée, le signe de la dérivée est obtenu en prenant des valeurs approchées,
et non par raisonnement sur un tableau de signes. Il aurait sans doute été plus judicieux de
donner des valeurs numériques n'entrainant pas une valeur entiére de I'abscisse du minimum.

Le second groupe (L. et E.) est plus scrupuleux, mais est désorienté par l'expression de la
dérivée, plus complexe que les exemples qu'ils ont eu 4 traiter. Ici aussi, 'apport de la TI92 est
essentiel pour que les éléves puissent continuer leur travail.

La détermination du minimum lors des généralisations leur pose une difficulté, puisque, dans
ce cas, I'étude numérico-graphique n'est plus possible. Cette difficulté, et la proximité de la fin
de la séance, conduisent 3 des 4 éléves observés a arréter leur recherche. La quatriéme éléve
parvient sans trop de difficulté a une étude purement algébrique de la dérivée, en se guidant
sur I'étude faite dans le cas numérique.

Les productions des autres éléves
Parmi les 21 compte rendu relevés :

e Deux ¢€léves ne produisent pas de résultats significatifs. Les difficultés algébriques du cas
numeérique les arrétent.

e Deux €leves se contentent de donner la valeur de x minimisant la volume de béton dans le
cas numérique. L'un ne donne pas de justification. L'autre justifie par une fonctionnalité
(numérique) de la TI92 (FS mini du module GRAPH).
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e Les 17 autres ¢léves donnent les variations de V(x) dans le cas numérique. Parmi ces 17
€leves, 8 obtiennent les variations par factorisation du numérateur de la dérivée. Cette
factorisation d'un polyndme de degré 4 est obtenue a la machine dans 7 cas sur 8. Dans un
cas, I'éleve a anticipé le facteur (x-2) et procédé par division. Dans 8 autre cas, les
variations sont données sans justification, et on peut penser qu'elles ont été lues sur la
courbe. Un éléve donne des variations fausses.

¢ Douze éléves abordent la premiere généralisation. Parmi ces 12 éléves
¢ deux produisent seulement une formule du volume dépendant de 1'épaisseur

e deux éléves trouvent seulement la valeur de x minimisant le volume de béton. Ils
obtiennent cette valeur en calculant a 1'aide de 1a T192, les zéros de la dérivée. Ces
deux éleves avaient, dans le cas numérique, obtenu les variations par lecture de la
courbe.

e huit éleves justifient les variations par factorisation du numérateur de la dérivée. A
une exception pres, ce sont ceux qui employaient cette procédure pour le cas
numeérique.

e Huit éléves abordent la seconde généralisation. Parmi ces 8 éléves

e deux éléves avaient trouvé la valeur de x minimisant le volume de béton pour la
premiére généralisation en calculant les zéros de la dérivée a I'aide de la TI92. Ils
emploient la méme procédure ici.

¢ un éleéve calcule la dérivée, mais ne donne pas ses variations

—2e(2v -x )(x +2e)

x3

concluent sur la valeur de x minimisant le volume de béton. L'un d'eux donne

e cinq éleves produisent la factorisation donnée par la TI92 : et

comme valeur de x minimisant le volume de béton 342V . Les autres donnent la

valeur exacte sous la forme 32V . Il est & noter que cette forme est différente de la
I
forme donnée par la TI92 : (2V)/3 . On peut donc penser que ce résultat a été

obtenu par résolution de 2y - x° = Osans utilisation de la TI92.

Bilan : nécessité d’une dévolution spécifique de la généralisation

Dans la classe B, le probléme est posé bien plus tard dans I’année que dans la classe A. C’est
la conséquence des choix différents de progression dans les deux classes : dans la classe A,
approche des limites, dérivation puis calculs de limites ; dans la classe B, limites et calculs de
limites avant la dérivation. Il n’est donc pas étonnant que les éléves de la classe B soient plus
a I’aise avec ce probléme et avec I’utilisation de la TI92 que ceux de la classe A. IIs ont assez
bien intégré la recherche d’extremum dans le cas numérique, méme si, dans de nombreux cas,
leur procédure de recherche s’appuie fortement sur les capacités numériques de la TI92 dans
ce domaine. Ils rencontrent néanmoins d’importantes difficultés algébriques, et, pour les
¢leves observés, il faut une aide importante de 1’observateur pour qu’ils utilisent les capacités
algébriques de la TI92.

Ce n’est pas le premier probleme d’optimisation que les éléves ont eu a résoudre dans cette
classe. Mais ces problémes ont été abordés seulement dans le cas numérique. C’est pourquoi,
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la généralisation apparait ici la partie la plus féconde. En premier lieu, elle conduit a
l'utilisation consciente des fonctionnalités algébriques de la TI92, par généralisation des
calculs faits dans le cas numérique. On voit ainsi I'éléve L. prendre progressivement confiance
dans les calculs opérés par la TI92 et confier une part de plus en plus importante de ces calculs
a la machine.

De plus, la généralisation conduit les éléves a constater les limites de leurs procédures de
recherche d'extrema numérico-graphique, et motive ainsi I'étude algébrique de la dérivée. On
voit ainsi, dans les compte rendu, deux éleéves passer d'une observation de la courbe dans le
cas numérique, a une résolution algébrique : la recherche des zéros de la dérivée.

La lecture des compte rendu montre que la TI92 rend possible I'étude des généralisations.
D'une part elle autorise la manipulation d'expressions algébriques a plusieurs variables, trop
complexes en papier/crayon. D'autre part elle permet la factorisation de la dérivée, qui ne
serait pas accessible aux éléves en papier crayon.

Cependant, la généralisation n’atteint pas ici sa pleine efficacité. A ’image des deux groupes
observés, peu d’éleves dans la classe ont résolu les deux phases de la généralisation. De plus,
il n’est pas slir que I’intérét mathématique de ce travail de généralisation ait été réellement
ressenti par les éleves. Le texte propose de reprendre le méme probléme dans deux contextes
différents, de plus en plus généraux et les éieéves le font, respectant en cela le contrat
didactique mais sans plus. L’insertion des prolongements dans le texte de la fiche proposée
aux éléves ne semble donc pas, au vu de I’observation menée, suffisante pour permettre
d’exploiter réellement les potentialités de la situation par rapport & la généralisation et la
problématiser de fagon satisfaisante. Pourquoi chercher & généraliser si n’apparaissent pas des
phénomenes intéressants, des régularités dont on a envie de tester la résistance ? Pour des
¢éleves de ce niveau, se poser spontanément ce type de question ne va pas de soi et nous
semble nécessiter une mise en sceéne, une dévolution spécifique.

L’expérimentation du méme probiéme avec sa généralisation I’année suivante dans les deux
classes prendra en compte cette nécessaire dévolution. Cette situation y fonctionnera d’autant
mieux qu’elle s’adressera alors a4 des éléves qui disposent cette fois de la machine depuis le
début de I’année. Ceci permettra de mettre en scéne la premiére généralisation dans le cadre
méme de la séance en classe, les éléves ayant & étudier hors classe le probléme de la
dépendance du minimum par rapport a la valeur choisie pour le volume intérieur. Les
rédactions produites par les éléves seront en général de tres bonne qualité et montreront qu’ils
ont su exploiter la TI92 dans la généralisation & une situation dépendant de paramétres des
calculs effectués dans le contexte initial.
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Annexe : Enoncé donné aux éléves

Un magon doit réaliser une cuve en |
béton parallélépipédique de base carrée
de 20 cm d'épaisseur et pouvant
contenir 4m’

On désigne par x (en m) le c6té du
carré intérieur et par h (en m) la
hauteur intérieure de la cuve.

On veut déterminer x et h pour que le
volume de béton utilisé soit minimal.

1)Exprimer le volume de béton en fonction de x seul. On notera V(x) ce
volume.

2) Tracer la courbe représentative de V avec votre calculatrice.
3) La fonction V semble-t-elle avoir un minimum ?
4) Si oui, pour quelle valeur de x est-il approximativement obtenu ?

5) Calculer V'(x) a la main.

6) Vérifier votre résultat avec la calculatrice. Les deux résultats ont-ils la méme
forme ? Comment étre sur qu'ils sont identiques ?

7) Justifier le sens de variation de la fonction V. V admet-elle un minimum ?
Déterminer alors les dimensions de la cuve pour lesquelles ce volume est

minimal.

Prolongement (classe B) :

8) Reprendre le méme probléme avec une épaisseur de la cuve de e metres.
(le volume de la cuve est toujours 4 m’)

9)Reprendre le méme probléme avec une épaisseur de la cuve de e metres.
Le volume de la cuve a réaliser étant V, '
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Chapitre 2
Ingénierie : introduction des limites et dérivées

Apres les observations de 1’année 1995-96, les chapitres 2 et 3 exposent les ingénieries
développées au cours de I’année 1996-97. Ce chapitre 2 est consacré a I’introduction des
notions, alors que le chapitre 3 est orienté vers les propriétés algébriques et ’utilisation des
notions comme outil.

Nous présentons trois ingénieries dans ce chapitre :

La premicre ingénierie concerne le travail sur les expressions et les fonctions préliminaire a
I’analyse. Ce travail nous semble indispensable car les premiers apprentissages en analyse
s’appuient sur des compétences dans le domaine des expressions et des fonctions, et les
compétences en algebre sont loin d’étre solides pour bon nombre d’éléves a I’entrée en
premicre S.

L’objectif de la seconde ingénierie est de mener une premiére approche des limites,
préparatoire a la notion de dérivée. Nous restreignons volontairement 1’étude aux limites en 0,
en nous appuyant sur les conceptions spontanées des éléves. Les dimensions numériques et
graphiques du concept sont développées, la commande /imit de I’application HOME étant
introduite ultérieurement, lors de 1’étude des propriétés algébriques, exposée au chapitre
~suivant. ‘

La troisiéme ingénierie introduit les dérivées. Nous avons essayé de nous appuyer sur les
résultats des observations rapportées au chapitre précédent, et de prendre en compte les
différents aspects du concept et les difficultés de leur articulation : les dimensions « outil » et
« objet », les différents registres sémiotiques dans lesquels il s’exprime, les divers points de
vue géométrique, cinématique, numérique, algébrique. Dans une premicre présentation de la
notion, il importe d’opérer des choix pertinents dans ces différents aspects, de prendre en
compte les limites des compétences algébriques des éleves ainsi que la nécessité pour eux de
reconstruire le concept de tangente. Nous proposons donc un travail sur la dérivation en sept
phases, dont deux seulement sont traitées dans ce chapitre.
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INGENIERIE 1
Le travail algébrique et fonctionnel préparatoire a I’'analyse

Divers travaux didactiques montrent que 1’égalité d’expressions algébriques n’a pas forcément
un statut clair, que le calcul algébrique n’est pas encore un outil opérationnel et qu’en
particulier les éléves ont des difficultés 4 piloter les calculs, en fonction de ’objectif visé, en
prenant en compte 4 la fois le sens et la référence des expressions (Drouhard, 1995). La notion
de fonction occupe une place importante en seconde mais en dépit de 1’accent mis par les
programmes sur la modélisation, I’accés 4 la pensée fonctionnelle demeure limité (Pihoué,
1996). Les éléves ont pris ’habitude de travailler avec des calculatrices graphiques, mais ce
travail reste le plus souvent d’ordre privé et les éléves, divers travaux le montrent, sont peu
sensibles aux spécificités des tracés machine et aux effets induits (Trouche, 1996).

Ces difficultés algébriques nous conduisent a travailler les notions d’expressions et de
fonctions au début de la classe de premiére S, en paralltle avec le développement d’un
premier niveau d’instrumentation de la calculatrice, visant ’application HOME de calcul
formel et son interaction avec les applications de tracé graphique et de tables de valeur, déja
présentes sur leurs calculatrices graphiques.

Cette premiére instrumentation de 1’application HOME doit prendre en compte le fait que les
expressions entrées dans la machine sont automatiquement évaluées par cette derniére, cette
¢valuation ne conduisant pas nécessairement aux formes de présentation conventionnelle des
expressions. Il est donc important que les éléves soient sensibilisés & ce phénomeéne et
apprennent a identifier les transformations formelles opérées, a contrdler économiquement
I’équivalence d’un résultat obtenu en papier/crayon et la production de la machine et, dans
une moindre mesure, & piloter la machine pour lui faire produire des formes qu’elle ne produit
pas spontanément.

La machine, de plus, si elle gere formellement les calculs, laisse a la responsabilité des éléves,
jusqu’a un certain point, le controle des conditions de validité des calculs effectués. C’est en
particulier le cas dans la manipulation d’expressions avec des quotients, des radicaux ou dans
la résolution d’équations contenant de telles expressions. Il nous semble 14 aussi important
que I’€éléve apprenne a savoir ce qu’il peut déléguer & la machine et ce qui reste a sa charge, en
dehors de toute question de contrat didactique.

Dans I’expérimentation, la gestion de ces questions d’instrumentation se fait bien sir, en
continu, en fonction des opportunités rencontrées. Il nous a semblé cependant nécessaire de
construire quelques situations permettant de les travailler plus systématiquement et permettant
aussi de constituer, au sein de la classe, une référence. Elles ont visé plus particuliérement :

e le travail sur ’égalité et le sens des expressions algébriques,

¢ la résolution d’équations assistée par la TI92,

e [D’interprétation et la gestion des représentations graphiques fournies par la TI92,
¢ lamodélisation et I’étude de situations fonctionnelles.

Dans ce rapport, nous avons choisi de présenter la premiére et la derniére. Précisons que, pour
ce qui est du travail graphique, nous nous sommes trés étroitement inspirés du travail effectué
a 'IREM de Montpellier sur les calculatrices graphiques et déja publié (Guin, Delgoulet,
1997).
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SITUATION 1 : expressions algébriques

A. Contexte et objectifs

Cette séance, expérimentée en début d’année, alors que les éléves ne disposaient des
calculatrices TI92 que depuis quelques jours seulement, vise & travailler sur les expressions
algébriques en s’inspirant de situations élaborées par J. Delgoulet (Guin, Delgoulet, 1997)
dans le cadre de 1’expérimentation réalisée en seconde en 1995-96.

Il s’agit d’utiliser les transformations d’expressions algébriques possibles dans 1’application
HOME pour susciter un travail sur 1’égalité d’expressions algébriques, notion qui n’est pas
nécessairement bien maitrisée par des éléves entrant en premiére S, élaborer des moyens de
contrdle efficaces et économiques, enfin amorcer une réflexion sur I’intérét de choisir tel ou
tel type de forme par rapport a tel ou tel type de tiche.

Sur le plan de I’instrumentation de la TI92, il s’agit d’attirer I’attention des éléves sur le fait :

¢ que les expressions entrées dans 1’application HOME sont traitées par la calculatrice en
affichant sur la partie gauche de I’écran, une représentation spatiale de I’expression entrée
en ligne et sur la partie gauche le résultat du traitement,

* que le traitement effectué peut, plus ou moins modifier I’expression, qu’il ne correspond
pas nécessairement a une simplification de I’expression au sens usuel du terme en classe et
peut produire des expressions tout a fait inattendues,

* que ce traitement peut faire intervenir des simplifications qui ne sont pas nécessairement
toujours valides et qu’il importe donc d’apprendre & contrdler les productions de la
machine (aprés avoir contrdlé sur la partie gauche de I’écran que I’on a bien entré ce que
’on voulait entrer) et & déterminer éventuellement le champ réel de validité de 1’égalité
entre expressions.

Il s’agit aussi de les familiariser avec les transformations d’expressions permises par les
commandes usuelles : Expand, Factor, comDenom, de leur montrer les différences entre les
deux formes de factorisations associées & la commande Factor et, de leur apprendre 3 gérer
ces commandes pour organiser le passage entre deux expressions données.

B. Activités proposées

Elles sont au nombre de quatre.
Activité 1

Un certain nombre d’expressions rationnelles sont proposées. L’éléve doit les entrer dans la
machine, noter I’expression affichée par la TI92 et essayer d’exprimer mathématiquement le
traitement effectué.

On a choisi ici volontairement des expressions d’une complexité que les éleéves sont
susceptibles de rencontrer a ce niveau. Les expressions sont choisies pour faire jouer les
formes de traitement suivantes : développement, factorisation, simplification par un facteur
(choisi pouvant s’annuler en fonction des objectifs décrits plus haut), décomposition en
¢léments simples, changement d’ordre des termes, renvoi de I’expression initiale, qui sont
celles rencontrées avec les fractions rationnelles.
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Bien d’autres choix d’expressions rationnelles sont bien siir possibles avec les mémes choix
de variables didactiques.

On pourrait également mener un travail analogue avec des expressions incluant des radicaux.
Pour une séance d’une heure, comme c’est le cas ici, il nous semble cependant plus efficace
de centrer le travail sur les seules expressions rationnelles.

1 Fer F3v J_ Fyr [ {7 Fiv
|vElﬂlgebraTCalcTDtherTPrngUTCIEar‘ a-z...] |v F'ngebral alclUtherTPrg 10 Clear a=z.. ]
l—+— —_— =
-2 X-2 X
A | a(x-2)%-4%2 3xZ-4x+4 2 X 2 2
2 D |"x*%-7 -zt
B | "(-x+3)°+x(3x-9) (x-3)(4-x-3) XX X=e X
' 1 o2 || g | e-22 1
c |"x*z==2 7% x2-2:x X
2, _x 2 .2 F o |,__x-4
D |"x*%-zZ -z x*! %02 & 2)(2x N’
2/x+x/(x-2)
MhiN RAD ERACT FUNC 4/30 MAiIN RAD EXACT FUNC 6730
Ecran 1 Ecran 2

On notera également dans le choix des expressions, dans I’expression B, le signe « - », en
premiére place, pour attirer I’attention sur les erreurs liées a I’existence de deux signes « - »
sur la TI92 et le message d’erreur correspondant (syntax error), le facteur « x » précédant la
parenthése pour attirer I’attention sur la nécessité de rajouter le signe de multiplication et le
message d’erreur correspondant (invalid implied multiply).

Activité 2

On explore pour les mémes expressions le fonctionnement des commandes expand, factor
avec et sans variable précisée, et comDenom pour les expressions non polynomiales. Le fait de
choisir les mémes expressions permet de limiter le travail de frappe, une contrainte se rajoute :
choisir des expressions qui donnent une palette de transformées plus ou moins riche. Ici par
exemple, ’expression E est simplifiée en 1/x quelle que soit la commande, I’expression D
permet de différencier le fonctionnement de factor et de comDenom. On s’apergoit également
que les traitements automatiquement opérés sur les expressions C et D correspondent au
fonctionnement de la commande expand mais que ce n’est pas le cas pour I’expression F.

Activité 3

Trois expressions sont proposées et pour chacune d’elles trois expressions sont candidates a
I’égalité. Il s’agit de déterminer dans chaque cas celles qui sont égales, en se servant de la
calculatrice. Les expressions candidates a 1’égalité sont choisies pour étre toutes des
expressions a priori crédibles, par exemple les degrés, les racines évidentes, la valeur en 0 sont
respectées pour la premiére expression, les singularités respectées pour les expressions 2 et 3.

On peut, dans tous les cas, résoudre le probleme avec la TI92 par un test d’égalité mais ce
n’est pas la méthode la plus économique car elle oblige a rentrer toutes les expressions ; elle
ne permet pas non plus de rentrer dans les raisons de 1’égalité ou 1’inégalité. II nous semble
bien plus probable que les éleves se situeront dans la continuité de ce qui précéde et
essayeront de prévoir des modes de passage entre expressions.

Pour 1’expression 1 :
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G x°-1 H (52 +x+ 1) +1)(x° - 262 +2x-1)

I (x—l)(x+1)(x“+x2+1) J (x+1)(x2—-x—l)(x3+2x2+2x+1)
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Ecran 3 Ecran 4

Dans la mesure ou les trois expressions H, I et J proposées sont des produits de facteurs avec
des coefficients entiers, on peut penser que les éléves vont d’abord utiliser la commande
factor pour factoriser G, I’expression la plus simple a entrer. On obtient ainsi la factorisation a
quatre facteurs figurant dans I’écran 3, qui ne correspond a aucune des expressions proposées,
ce qui résulte bien siir d’un choix délibéré. En revanche, I’expression H contient déja deux des
facteurs de la factorisation de G. Pour vérifier 1’égalité, il suffit donc de vérifier que le produit
des deux autres facteurs est bien égal au premier facteur de H, ce qui peut se faire 4 la
calculatrice, soit en developpant par la commande expand le produit de facteurs (cf. écran 3),
soit en factorisant le premier facteur de H. La seconde expression proposée : I peut se gérer de
la méme fagon.

Pour I’expression J, compte-tenu de la similarité avec I’expression H, on peut penser a une
comparaison avec H qui a été prouvée égale a G, comme par exemple celle proposée dans
I’écran 4. Obtenant deux polynémes du cinquiéme degré de coefficients différents, on peut
penser que les éléves n’hésiteront pas & conclure que les deux expressions ne sont pas égales.
Dans le bilan, on pourra revenir sur ce pas de raisonnement et sur la propriété qui le fonde :
une fonction polynéme est la fonction nulle si et seulement si tous ses coefficients sont nuls.

Nous avons ici cherché a limiter les entrées en tenant compte des facteurs communs. Une
méthode plus brutale peut consister a entrer successivement les trois expressions H, I et J et a
les faire développer. Dans les deux premiers cas, on obtiendra ’expression G, dans le
troisiéme cas, on obtient le polyndme de degré 6 : x*+2x°-4x*-6x>-4x-1.

On peut aussi tester 1’égalité¢ en donnant des valeurs numériques a x. Les éléves, 3 ce niveau,
ne savent pas que si deux polynomes de degré n prennent les mémes valeurs pour n+1 valeurs
distinctes de x, ils sont nécessairement égaux, le test ne peut donc leur permettre de conclure
qu’en cas de réponse négative. Essayer une ou deux valeurs simples, dans un environnement
papier/crayon peut étre une stratégie économique, limitant les calculs algébriques a effectuer.
Par exemple, pour x=0, les quatre expressions prennent la valeur -1, mais pour x=1, G, Het I
prennent la valeur 0 et J la valeur -12. J ne peut donc étre égale & G. On peut penser que la
calculatrice ne va pas inciter 4 développer de telles stratégies. En effet, d’une part le cofit
faible des développements n’oblige pas a s’économiser de la sorte, d’autre part, le calcul de la

59



valeur d’une expression pour une valeur de la variable va passer, soit par ’entrée de
I’expression et ’affectation d’une valeur & x (par exemple : x%-2 |x=1), soit la définition de
Pexpression comme fonction et la demande ensuite de sa valeur pour une valeur de la
variable. Ceci n’est avantageux que si I’on a plusieurs valeurs 4 calculer successivement.
Néanmoins, il peut étre intéressant de pointer le test de valeur comme méthode dans la
synthése collective, méme s’il n’est pas apparu. Outre son intérét en environnement standard,
c’est une occasion de revenir sur le sens de 1’égalité.

Pour I’expression 2 :

G x> —6x+2 H 3 x N E
2x -1 42x-1) 2 4
I —11x+4+_)£ J (x+\/’7_:§)(x—m)
4x -2 2 2% -1
°E;:-E‘TPI"F95NIUT{: i:s-zzsi:E i ] .FIlt;égralcraglvc|0{P:EEPrgrqIUIClea_rE‘_a-z... l
. 1 4-(2x-1) 2
-3 “11-x+4
3 L x. (14 lcomDenom[—————‘;{z.x_ - 11/4] P
4(2x-1) 2 >
- Ceflx+d -ractor[x"—e'"-*—z- x]
u comDenom[m - 11/4] WOEVE 2x-1 7
(x+7-3){x-{7-3)
26+ 2 2-% -1
wtop(Cx*2-6%x+2)/(2%x-1) . %) WO 2-6%x+2)/(2%¥x—1), %)
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Ecran 5 Ecran 6

Les expressions proposées H et I étant des sommes, 1’expérience de I’activité 1 peut conduire
les éleves a développer G pour tester I’égalité (cf. Ecran 5). Ceci permet de repérer que H est
I’opposée de G, donc que, vu que 1’on n’a pas : pour tout x G(x)=-G(x), G et H ne sont pas
égales. On peut penser que cette derniére partie du raisonnement sera omise par les éléves qui
concluront immédiatement.

De méme, la forme factorisée avec radicaux de J peut conduire les éléves a faire factoriser G,
en utilisant la deuxiéme commande de factorisation. On obtient ainsi sans difficultés 1’égalité
de J et G (cf. Ecran 6). Pour I’expression I, qui est elle aussi égale a G, diverses méthodes sont
possibles. Sur I’écran 5, nous avons exploité la présence du x/2 et utilisé la commande de
réduction au méme dénominateur.

Pour P’expression 3 :

G , 1,16 H 1 3x-5
x x-17 x x-17

I —3x> +6x—7 J (Bx+7)(x+1)
x(x~7) x(x-7)
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Ecran 7

L’expression G est donnée développée. Si on la fait factoriser par la machine, on obtient
Pexpression figurant sur I’écran 7 qui, par un raisonnement analogue a celui effectué pour
I’expression 1, permet de conclure a la non égalité de G et I. La TI92 n’ayant pas factorisé le
numérateur, I’expression J n’est sans doute pas égale & G. On peut le vérifier aisément en
considérant une valeur particuliére, racine de J : J s’annule pour x=-1, ce n’est pas le cas a
I’évidence pour I’expression G. Mais on peut penser que les éléves choisiront plutét de faire
développer J ou son seul numérateur pour conclure. Enfin la comparaison de G et H peut, elle
aussi, &tre traitée de différentes fagons : réduction au méme dénominateur, développement de
la différence G-H ou d’une différence partielle comme dans I’Ecran 7, pour tenir compte du
facteur 1/x commun aux deux expressions au signe pres.

Comme ce qui précede le montre, Iutilisation de la TI92, en rendant ici compétitives une
diversité de méthodes de comparaison, modifie I’économie de ce type de tiche et sa richesse
potentielle sur le plan mathématique. Le fait collectif, associé & la proximité de I’activité 1,
permettent de faire I’hypothése que vont apparaitre des méthodes variées susceptibles de
susciter une synthése riche, tant sur le plan mathemat1que que sur le plan de ’instrumentation
de la calculatrice.

Activité 4
I1 s’agit de trouver avec la TI92, le moyen de passer d’une expression A a une expression B et
vice versa. De B vers A, le passage est immédiat par expand (a I’ordre des termes pres), de A
vers B, I’utilisation de la commande comDenom donne le quotient non factorisé, 1’utilisation

de la commande factor donne le quotient factorisé au numérateur et dénominateur. Il faut
donc procéder en deux temps.

i YA A o ST T

A 3%
35 i
B = Fact.or*[s + F(x-3) A(x+ 1)]
(2-x+1)(3-x~-4)
(x=3)(x+1)
[ c...2 [~ 4l
wACCOXM2 524D/ (Cx—FI%(x+1D D)
MAIN RAD ERACT FONC 37 3

Ecran 8
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C. Déroulement

10h15 : L’enseignante (désignée par M. dans la suite) fait sortir cahiers et machines et
distribue la fiche de séance. Elle rappelle qu’il faut bien faire attention a ce qu’il n’y ait pas de
variable affectée et demande comment libérer les variables. Les réponses fusent : F6. Méme
chose avec la question suivante : comment nettoyer 1’écran ? F1-8. Elle précise qu’elle leur
donne 10 minutes pour la premiére question, installe la rétroprojection puis circule dans les
rangs. Ceci I’amene a faire préciser ou lire sur 1’écran ce qu’elle demande de noter. Plusieurs
éleves répondent simultanément (noté Es dans la suite) : « a droite ».

10h20 : M. écrit au tableau les expressions. Dans le groupe observé (sans moyens
spécifiques), A. (le gargon) en est a la 2éme expression, B. (la fille) déja a la quatriéme.

Un éleve appelle M. En rentrant la deuxiéme expression, il a obtenu un message d’erreur. M.
répercute collectivement et rentre I’expression, comme I’a fait A. sans signe de produit.
Plusieurs réagissent immédiatement : il a oublié le signe multiplié.

M. acquiesce et demande de noter.

M. intervient auprés d’un autre éléve ; visiblement il n’a pas rentré correctement 1’une des
expressions et s’étonne du résultat. M. lui indique son erreur et la encore répercute
collectivement en conseillant de bien vérifier a gauche sur I’écran, si ce qui a été entré est
correct.

Flle leur conseille aussi de rentrer d’abord toutes les expressions et de noter avant de chercher
a identifier les transformations faites par la machine.

A. appelle M. qui lui explique que ses problémes sont dus au fait qu’il n’est pas en pretty
print ; elle lui montre comment s’y mettre.

A. et B. ont maintenant fini de rentrer les expressions. Ils discutent ensemble de ce qu’a fait la
machine, reconnaissent développement et factorisation, mais n’écrivent rien.

M. presse les quelques retardataires.

10h30 : M. fait un bilan collectif, expression par expression. Elle entre les expressions sur la
rétroprojetable et pendant ce temps, des éleéves, a tour de role vont écrire le résultat au tableau,
ce qui permet de conserver I'information. Chaque fois, les éléves précisent ce qu’a fait la
machine : « Elle a développé », « Elle a factorisé », « Elle a changé 1’ordre, rien d’autre ».
Pour la seconde, elle fait détailler la factorisation en demandant comment passer de
I’expression entrée a 1’expression donnée par la machine (x-3)(4x-3). Elle les aide & formuler
que (-x+3)%, c’est la méme chose que (x-3)* car (-x+3) et (x-3) sont opposés donc ont leurs
carrés égaux.

M. passe ensuite a la quatrieme expression. Un ¢éleve dit : « Elle a évité qu’il y ait un x en

) 2 , . .
haut », d’autres font remarquer qu’il y a 3 des deux cotés, qu’elle a juste transformé : < ©n

2
')-(-_—2' + 1.

10h35 : M. leur demande de le vérifier eux-mémes a la main, commence a circuler et trés vite
reprend collectivement : « Comment passer de la premiere expression a la seconde ? » Un
X-2
x-2
cela revient a réduire au méme dénominateur. Elle conclut ensuite en disant que la machine a

¢leve propose d’écrire 1 comme . Le calcul est écrit au tableau et M. fait remarquer que
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mis Pexpression entrée sous forme de la somme d’une constante et d’une fraction dont le
numérateur est une constante.

Elle passe ensuite a la cinquiéme expression. Les éléves en choeur disent que la machine a
simplifié I’expression. M. demande : « Ca ne vous pose pas de probléme ? »

Visiblement non, & voir leur réaction. Elle insiste alors en demandant par quoi la machine a
simplifié.

Es:x-2

Elle fait ensuite préciser que le dénominateur est x(x-2) puis revient au probléme de la validité
de la simplification.

M. : « L’année derniére, est-ce que vous simplifiez comme cela ? »

Une éleve Pinterrompt : elle n’a pas compris comment on arrive a 1/x. M. se fait dicter la
suite des transformations algébriques et les écrit au tableau, puis revient a la question initiale.

M. : « Si vous simplifiez comme cela, croyez-vous que je serais tout a fait contente ? »
Les éléves semblent se demander ou elle veut en venir.

M. choisit alors plusieurs valeurs de x : x=1 puis x=3 et fait comparer les valeurs des deux
expressions : elles sont égales, ce qui n’étonne personne. Elle demande alors :

M. : « Est-ce que ce sera encore vrai pour toutes les valeurs de x ? »
B. : « Sauf pour x=0 »

M. : « Pourquoi ? »

B. : « Parce qu’on peut pas diviser par 0. »,

M. fait constater que, pour x=0, les deux expressions n’ont pas de sens, puis revient a la
question initiale, en excluant 0. Un éléve propose alors 2. M. détaille les calculs
correspondants pour les deux expressions et on constate que I’expression de gauche n’est alors
pas définie tandis que celle de droite 1’est.

10h45 : M. précise que dire que deux expressions sont égales, c’est dire qu’elles sont
identiques pour toutes les valeurs de x, puis elle demande : « Toutes les valeurs, qu’est-ce que
ca veut dire 7 »

E. : « Les entiers relatifs. »
M. : « Mais il n’y a pas que les entiers relatifs, parmi les nombres ! ».

Elle fait élargir a tous les nombres connus : décimaux, rationnels, nombres exprimés avec des
radicaux..., puis demande d’écrire dans le cahier : « Pour que deux expressions soient égales,
il faut qu’elles soient identiques pour toutes les valeurs de la variable ». Elle précise :

M. : « La variable, ici c’est x mais ce pourrait étre t »
A :«Ouy»
M. passe ensuite a la derniére expression que la machine renvoie sous la méme forme.

A. dit 4 B. en aparté : « Si tu veux qu’elle fasse quelque chose tu fais : DIAMANT ENTER »'

! L’utilisation de cette commande au lieu de la simple commande ENTER donne Paffichage suivant :
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10h48 : M. demande aux éléves de passer a la partie 2 et vérifie collectivement qu’ils savent
ou trouver les commandes concernées. Les éléves répondent en coeur : « F2 ». Elle demande
ensuite de prévoir la factorisation par la machine de ’expression : x2-4.

Es : (x-2)(x+2)

Elle le fait a la rétroprojetable, ce qui confirme la prévision. Elle propose ensuite de remplacer
4 par 3 et demande aux éleves comment factoriser cette expression.

B.: « onn’a qu’a remplacer -3 par -4+1 »

M. : « Quand on a factorisé x*-4, qu’a-t-on utilisé ? »

Les éléves répondent qu’ils ont utilisé I’identité remarquable a’-b? et M. écrit, sous la dictée :
xX*-4=x*-22

x2-4 = (x-2)(x+2)

Puis elle demande si x%-3, c’est trés différent.

Es : « Non »

M. : « Alors que fait-on ? »

B. propose a nouveau son idée.

M. écrit, sous sa dictée : x*-3 = (x*-4)+1 = (x-2)(x+2)+1

M. accepte la réponse mais fait remarquer que 1’expression n’est pas factorisée. Les éléves
sont d’accord. Un éléve propose alors de « mettre 3 sous la racine ». M. lui fait préciser son
idée puis écrit :

x-3=x2-(\[3)

Ils arrivent alors & prévoir la factorisation associée.

M. fait factoriser par la machine en utilisant la commande factor. L’expression n’est pas
modifice.

Elle demande comment faire alors pour faire produire la factorisation a la machine. Un éléve
propose aussitot de marquer la variable et lui rappelle qu’elle en a déja parlé en cours.

M. conclut alors : « Factor factorise en utilisant des entiers, si on veut factoriser avec des
racines, il faut préciser la variable », puis leur demande de faire la partie 2. Pendant ce temps,
elle circule dans les rangs.

10h55 : M. : « Les expressions, vous étes obligés de les retaper ? »
Es : « Non »
M. : « Non, vous allez les rechercher avec votre souris. »

B. travaille et dit a A. : « C’est marrant ¢a »

S(x-4.)

x2)x-5) T2
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Un éléve demande s’il faut faire comDenom pour les premiéres. M. reprend collectivement et
précise que I’on utilise la commande comDenom que lorsqu’elle a un sens, c’est & dire
lorsqu’il y a un dénominateur’.

M. intervient ensuite aupreés de Benoit qui, sur sa feuille, a écrit : « expand = ... ». M. insiste
sur la nécessité d’écrire correctement : ce n’est pas expand qui est égal au second membre.
Voyant que certains ont du mal 4 organiser leurs réponses, elle leur propose de faire un
tableau.

A. se lance aussitdt dans la construction du tableau. B., elle, continue a travailler avec la
machine. Elle est génée parce que la commande expand, pour la deuxiéme expression, lui
donne exactement ce qu’elle avait déja et se demande si elle ne se trompe pas. Je la rassure.

11h : B. a du mal a gérer les parentheses associées a la commande factor. Si ’on entre la
commande par F2-2, factor( s’inscrit sur la ligne d’édition, il suffit ensuite d’entrer ou
recopier 1’expression a factoriser et de rajouter une parenthése correspondant a celle ouverte
automatiquement a la fin. B., visiblement, trouve qu’il y a trop de parenthéses, en efface et se
retrouve avec un message d’erreur. Je lui explique la syntaxe de la commande.

M. passe et dit & A. qui est toujours en train de tracer son tableau, de se dépécher.

11h03 : M., collectivement, fait le point pour les deux premiéres expressions, en utilisant la
rétroprojetable.

M. précise que I’on peut aller chercher les commandes dans F2 ou les taper directement. Elle
fait expliquer aussi pourquoi, pour les deux premiéres expressions, les deux commandes de
factorisation donnent le méme résultat. Elle les aide a formuler que les deux expressions se
factorisant en deux facteurs du premier degré a coefficients entiers, on obtient cette
factorisation avec la commande factor simple, et elle précise que ce serait aussi le cas si les
coefficients étaient rationnels.

Elle demande ensuite si tout le monde a fait I’expression 3. Seuls quelques doigts se 1évent.
En effet, la plupart des éléves ont mis du temps & s’organiser, a tracer le tableau, certains ont
fonctionné par commande et non par expression, ce qui accroit encore le temps passé dans la
recherche des expressions sur 1’écran, si on veut éviter les recopies.

M. relance le travail individuel. A., qui a fini son tableau, avance maintenant rapidement, B.,
elle, se met a faire un tableau pour noter les résultats.

11h10 : M. fait le point pour I’expression E, en demandant ce que donnent les commandes
pour cette expression.

Es : « On a toujours 1/x »

M. acquiesce. La sonnerie retentit. M. demande de terminer la fiche pour le lundi suivant en
faisant un tableau propre pour cette activité 2.

Elle conclut ensuite rapidement la séance : elle souligne qu’on peut obtenir une méme
expression sous plusieurs formes et elle leur demande combien ils en ont obtenu pour D ; les
réponses données sont 3 pour les uns, 4 pour les autres. Elle demande alors laquelle on
prendra si I’on veut résoudre I’équation D=0 et plusieurs éléves répondent : « La factorisée »

? Précisons que la commande ne bloque pas en 1’absence de dénominateur, elle renvoie simplement 1’expression
initiale.
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M. acquiesce et ajoute que, suivant le travail que I’on veut faire, que I’on ait ou pas la
machine, il faut choisir la forme la plus adaptée.

D. Analyse
Il ressort du déroulement de cette séance, nous semble-t-il, un certain nombre de points :

1. La familiarité déja acquise par les éleves avec leur machine, pour ce qui est de ’application
Home, alors méme qu’ils n’en disposent que depuis quelques jours. Ceci tend a confirmer les
résultats obtenus en 1995-96.

2. L’intérét de ’activité 1 et du choix effectué au niveau des variables prises en compte. Elles
permettent effectivement de faire émerger les points que ’on souhaitait faire émerger. De
plus, les réactions des éléves confirment la nécessité de prendre en charge effectivement, en
début de premiere S, un travail sur 1’égalité d’expressions algébriques et de revenir sur les
questions de simplification, & la fois pour les besoins du travail mathématique en
environnement papier/crayon usuel et pour une instrumentation efficace de la TI92, qui les
amene a bien distinguer ce qui est géré par la machine et ce qu’ils ont, eux, a gérer.

En fait, & travers ces questions de simplification, se pose celle du sens de la notion d’égalité
entre expressions algébriques, qui met en jeu deux dimensions :

e une dimension formelle ol ce qui est pris en compte, c’est la capacité de passer d’une
expression  une autre, par des manipulations algébriques syntaxiquement valides,

¢ une dimension sémantique ou ce qui est pris en compte, c’est ’identité des dénotations des
expressions, c’est & dire des références, ici des fonctions a une ou plusieurs variables qui
leur sont associées, un ensemble de référence, ici les nombres réels, étant choisi’.

La définition de 1’égalité d’expression repose sur cette dimension sémantique et donc met en
jeu, méme si cela reste le plus souvent implicite dans 1’enseignement, le choix d’un ensemble
de référence. On voit trés bien, dans cette séance, les difficultés réelles que cela souléve et
aussi la difficulté qu’il y a a trouver des formulations qui soient & la fois correctes et
accessibles aux éléves, qui prennent en compte a la fois 1’égalité des domaines de définition
des expressions dans un ensemble de référence donné et I’égalité des valeurs prises sur cet
ensemble commun de définition*. Ceci est d’autant plus difficile que les éléves n’ont plus 2
gérer ces questions dans le domaine fonctionnel, les programmes imposant de préciser
systématiquement a I’éléve 1’ensemble de définition des fonctions introduites. On peut penser,
au vu de leurs réactions, que les conditions comme x-2#0 qu’ils écrivent réguliérement sur
leur feuille sont vécues comme des sortes de rites auxquels on sacrifie pour des raisons de
contrat didactique uniquement. C’est d’ailleurs ce niveau du contrat que I’enseignante, a un
moment, va essayer, économiquement, de faire jouer en demandant : « Si vous simplifiez
comme cela, croyez-vous que je serais tout a fait contente ? », sans succeés d’ailleurs, les
¢éleves ne la connaissant pas encore assez, avant d’en revenir au sens, donc a la référence.

* 8l s’agissait d’équations et non d’expressions algébriques comme ici, la référence serait définie comme un
sous ensemble de I’ensemble sur lequel est considérée la résolution ou, si I’on veut se situer encore dans une
perspective fonctionnelle, comme la fonction caractéristique de ce sous-ensemble ou comme une application de
I’ensemble de résolution dans I’ensemble {vrai, faux}.

* Sur ce point, on peut penser que les formulations proposées ici dans 1’action pourraient étre améliorées, tout en
respectant les contraintes citées.
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Mais d’autre part, ce que le travail sur les expressions algébriques met en jeu, c’est
essentiellement un travail qui s’inscrit dans la dimension syntaxique et va permetire de
transformer les expressions formellement, en étant assuré de conserver leur dénotation. Le fait
que deux expressions aient la méme dénotation en soi en soi nous intéresse moins que le fait
de pouvoir passer de I’'une & ’autre (deux identités faisant intervenir le méme nombre de
variables, quelles qu’elles soient, ont toujours la méme dénotation). Dans le travail algébrique,
les deux dimensions donc se conjuguent et I’on sait trés bien, cette séance ne fait que le
confirmer, que pour les éleves de niveau lycée, tout ceci est loin d’étre clair.

3. Le fait que, méme si les éléves manipulent leur machine sans rencontrer de difficultés
particulicres, I’activité 2, telle qu’elle est organisée, est coiiteuse en temps. Méme en utilisant
les possibilités de recopie d’expressions de 1’écran dans la ligne d’édition, en procédant,
expression par expression, pour limiter les déplacements dans I’écran, I’obtention des résultats
machine prend du temps. Si ’on ajoute a ce temps celui de la constitution du tableau, cela en
fait une activité qui présente un déséquilibre trop grand entre temps d’exécution et
productivité.

Diverses solutions sont envisageables : par exemple fournir un tableau aux éléves pour noter
les résultats, répartir les expressions dans la classe, par rangée par exemple, pour que chaque
¢leve n’ait a gérer que deux expressions, tout en s’arrangeant pour qu’elles soient
« contrastées », voire se limiter & quelques expressions. Il est peut-&tre aussi inutile de prendre
en charge collectivement, avant le travail des éléves, la distinction entre les deux commandes
Jactor. Cela fait partie des propriétés qu’ils vont nécessairement découvrir, en suivant les
consignes.

Une telle modification du scénario permettrait d’aborder en séance I’activité 3, beaucoup plus
riche sur le plan mathématique et avoir de ce fait un bon équilibre dans la séance entre ce qui
releve de P'instrumentation de la TI92 et ce qui reléve des objectifs mathématiques au sens
strict.

SITUATION 2 : une situation fonctionnelle - la bille

A. Contexte et objectifs

Cette séance a été expérimentée au début du mois de décembre avant que ne débute
Penseignement de l’analyse proprement dit. Elle conclut en quelque sorte le travail
fonctionnel pré-analyse.

Elle vise a faire travailler les éléves sur un probléme dont la résolution est susceptible de
mettre en jeu les différentes techniques & ce moment 13 disponibles pour étudier un
phénomeéne de variation continue et leur articulation (approches numériques, algébriques,
graphiques). Le probléme est choisi pour que des preuves algébriques soient accessibles avec
’aide de la machine et qu’elles soient susceptibles de mettre en jeu divers points de vue sur
les équations et les polyndmes. Le probléme est de plus choisi pour que cette étude
mathématique de la variation mette en défaut I’intuition et suscite assez naturellement le désir
de dépasser le cadre de la situation particuliére étudiée. Il y a 13 le souci d’engager les éléves,
dans les processus d’élaboration de conjectures, de preuve et de réfutation, de recherche de
résultats généraux, propres au travail mathématique, mentionné plus haut.
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B. Le probléme proposé

Il s’agit du probléme suivant, adapté d’une activité proposée dans le manuel Terracher de
lereS.

Dans un cylindre  base circulaire de 10 cm de rayon et de hauteur aussi grande que 1’on veut,
repose une bille de 8 cm de rayon que I’on recouvre d’eau jusqu’a affleurement.

On remplace la bille par une autre bille de rayon x cm, la quantité d’eau dans le cylindre
restant la méme.

On se propose d’étudier le probléme suivant :

- la bille est-elle sous ’eau ?

- la bille sort-elle de I’eau ?

- la bille affleure-t-elle ?

On supposera que les billes reposent toutes sur le fond du cylindre.

Indication : Appeler V(x) le volume d’eau qui permet de recouvrir exactement la bille de
rayon X.

e Meéme probléme si le rayon de la bille initiale est 3 cm au lieu de 8 cm.

e Généralisation : Le rayon de la bille initiale est a (en cm).
Suivant les valeurs de a, peut-on trouver des valeurs de x pour lesquelles la bille de rayon x
reste totalement immergée ?

Nous en ferons d’abord 1’analyse sur un plan mathématique, dans le cadre d’une résolution
assistée par la TI92, avant d’envisager, en nous appuyant notamment sur les données issues de
’expérimentation, les scénarios didactiques qui nous semblent les plus appropriés.

On propose donc de traiter deux situations particuliéres, le cas oti la bille initiale a un diamétre
de 8 cm, puis le cas ou la bille initiale a un diamétre de 3 cm, avant de passer 4 une
généralisation.

Dans le premier cas, la fonction V introduite dans le texte a pour expression :
V(x) = 200nx - 4/3nx’

et le volume initial de I’eau est V(8).

e Si V(x) =V(8), labille de rayon x affleure juste,

e si V(x) = V(8) la bille sort de I’eau

e et si V(x) < V(8) la bille est sous 1’eau.

On est donc amené & étudier les variations de la fonction V et résoudre I’équation et les
inéquations ci-dessus. Ceci peut s’appuyer sur une exploration graphique qui conduit a
conjecturer qu’il existe deux solutions & I’équation dans V’intervalle [0 ; 10] : o et 8 et que ’on
a les resultats suivants, non évidents a priori :

e six <a labille est sous ’eau
e six = o labille affleure
e sio <x< 8labille sort de ’eau

si x > 8 la bille est de nouveau sous 1’eau.
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Cette exploration graphique peut étre justifiée algébriquement, en étudiant I’expression :

V(x) - V(8). Cette expression est égale a : -4/3.m(x’-150x+688). Elle est nécessairement
factorisable par (x-8) ce qui nous raméne & la résolution d’une équation du second degré qui

admet bien une racine dans I’intervalle considéré : /102 - 4.

Iv1 E Iﬁléégacragchﬂtf}:;rTPr;m I UTC 1 va-arz‘i a-z.. ]

gD
8 Define l\,u:><)=‘}.‘&'lfﬂ-r:-x—'4HT}< Done

gy 2881. 88766089
® factor(v(x) —= v(8), %)
“4-w-(x - 8)[x +[102 + 4)-(x - [TOZ + 4)
3

Factor{ulx)—uv{(8) x>

DERIVE RAD EHACT FUNC 3/30

Dans le cas ou le rayon de la bille initiale est 3 cm, on a a étudier V(x) - V(3). Cette fois-ci la
racine positive de I’équation du second degré est supérieure a 10. On est donc cette fois dans
la situation conforme a I’intuition ou si x < 3, la bille est sous I’eau et si x > 3, la bille est hors
de I’eau.
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Dans le cas général d’un bille de rayon a cm, on a a étudier V(x) - V(a). L’exploration
graphique systématique, prolongeant celle déja menée dans les deux cas particuliers étudiés,
conduit a conjecturer 1’existence d’une valeur a, voisine de 3,7 telle que :

e si 0 < a < a, la droite d’équation : y = V(a) a un point d’intersection unique (celui
d’abscisse a) avec la courbe représentative de la fonction V dans P’intervalle considéré et
I’on est dans une situation analogue a celle rencontrée pour a=3,
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® si a = a, la droite d’équation : y = V(a,) a deux points d’intersection avec la courbe
représentative de la fonction V sur [0 ; 10], les points d’abscisse a, et 10 et la bille affleure
en ces deux points,

® sia, <a < 10, la droite a deux points d’intersection avec la courbe d’abscisses a et a
strictement inférieures a 10. C’est dans cette situation que I’on se trouve pour a = 8.

Dans cet intervalle, I’étude graphique conduit aussi & conjecturer I’existence d’une valeur a,
pour laquelle les deux points d’intersection se confondent, cette valeur correspondant au
maximum de la fonction V. Dans ce cas particulier la bille ne sort jamais de 1’eau, résultat qui
14 encore n’a rien d’évident.

e enfin si a = 10, on retrouve la situation déja rencontrée en a,.
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Les conjectures issues de cette exploration graphique peuvent étre prouvées, avec 1’aide du
module de calcul formel de la TI92, en adaptant les calculs faits dans les deux cas particuliers
a cette situation plus complexe puisque dépendant d’un paramétre.

Par factorisation, on obtient le facteur du second degré x* + ax +a? - 150. Il y a donc pour a
dans [0 ; 10] toujours deux racines de signe contraire et la racine positive est inférieure & 10 si

et seulement si a>+10a -50 < 0, soit : a < 5(\[5 - 1) avec 5(\/3 -1)=3,7.

1
v"'"lJ lgebra Calc, DtherTPr*ngDTClear* a-z.. ]
Factor{uix) = vl a))
“4-m-(x-a) [x +a'x+a —15El]
3
lsolue[a2+ 1El-a—5El=l3,a]
a=-5-(3+1) or a=5-({3-1)
Isolue[a2+ 1El-a—5El=El,a]
a=3,66025403784 or a= -13.6602540378
solve(a™2+10*%a-50=0,a>
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On peut aussi chercher a quelle condition 10 est racine de I’équation V(x) = V(a) c’est & dire
résoudre 1’équation en a : V(10) = V(a).
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a=-5([3+1) or a=5-({3-1)
lsolue(a2+ 1l3-a—5|3=l3,a]
a=3.660253403784 or a= -13.6602540378
Ecoluve(u(10)=v(a), a)
a=-5(3+1) or a=5-(3-1) or a=10

= solyelyw(l0) =via), a)
a=10. or a=3.66023403784 or a= -13.¢

solveu{10d=vu{ad, . a>
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ce qui conduit bien slir au méme résultat.

En ce qui concerne la recherche de la racine double, celle-ci peut s’effectuer,
économiquement, en cherchant a quelle condition a est racine du trinéme : x*> + ax +a* - 150,
ce qui conduit a I’équation :
3a’ =150, soit a = 5\/5 puisque a est positif. Pour cette valeur de a, on a :

V(x) - V(a) = -4n/3(x-a)*(x+2a)

ce qui permet de conclure que la valeur trouvée correspond bien a un maximum de la fonction
V et que, pour cette valeur, la bille ne sort pas de 1’eau.

Précisons que si I’on résout 1’équation du second degré et si I’on cherche a résoudre 1’équation
en a correspondant & 1’égalité des racines, la machine ne fournit pas directement la solution.

Ty Fev Fiv | Fuw F5 7]
|v I—IngebPaTCalc DtherTPrngDTClear* a—z...]
®zoros x4 +a-x+ac-150,x)

{-[m+a1 ma}

2 2

-z.[52 - -
lsolue[a=” 3[a 2290] a,a]

-3-(a2-200)-3-a=0
wela=(J{ 3xa*2-200>>-ad>/2,.a>
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C. Déroulement

Apres lecture du texte et un rappel collectif sur les formules donnant le volume du cylindre et
de la sphere, les éleéves se lancent dans le calcul de V(x). Comme 1’on pouvait s’y attendre, un
certain nombre d’entre eux vont éprouver des difficultés a définir une stratégie de calcul. Un
point collectif sera effectué au bout de cinq minutes, avec 1’aide de la TI92 rétroprojetable, les
éleves dictant a I’enseignante les expressions a entrer et les calculs & effectuer. Cette phase
collective se termine par la formulation de conjectures concernant la position de la bille
suivant les valeurs de x. Comme prévu, la conjecture qui est formulée et écrite au tableau est
la suivante :

« Six <8, labille est totalement dans 1’eau
Si x =8, elle affleure 1’eau,

Si x > 8, la bilie est hors de I’eau. »

71




Suit une courte phase de travail autonome ot les éléves ont a trouver les moyens de prouver la
véracité de leur conjecture. De fait, comme I’on pouvait s’y attendre, la reformulation du
probleme en comparaison de V(x) et V(8) ne va pas de soi et I’enseignante va de nouveau
assez vite intervenir et s’appuyer sur des schémas dessinés au tableau pour amener
collectivement a la formulation souhaitée.

Toujours collectivement, I’enseignante engage alors 1’exploration graphique, les éléves
conduisant parallélement I’exploration sur leur propre machine : entrée de V(x) et V(8) dans
Y=, définition d’une fenétre d’affichage : [-1, 11], apreés avoir fait préciser les valeurs a
considérer pour x, utilisation de ZoomFit pour ajuster la fenétre verticalement, utilisation de la
commande Intersection du menu F5 pour trouver les coordonnées approchées des deux points
d’intersection, en insistant sur le fait qu’il s’agit ici de coordonnées approchées. Certains
éléves ne connaissant pas bien le fonctionnement de cette commande d’intersection n’y
arrivent pas et elle recommence plus lentement en précisant la fonction de chaque étape.

L’exploration graphique conduit sans difficultés a la disqualification des conjectures initiales
et a leur rectification.

Cette phase a duré 12 minutes.

L’enseignante annonce que maintenant on va s’appuyer sur le calcul et non plus seulement sur
le graphique et demande aux éléves s’ils ont des suggestions a faire. Vincent, un éléve
observé, va répondre tout de suite en proposant de résoudre 1’équation V(x) = V(8). En fait, il
avait anticipé sur ce travail dans la phase collective d’exploration graphique et déja résolu
cette équation dans HOME apres avoir calculé une valeur approchée de V(8). L’enseignante
lui demande a4 quoi va lui servir cette résolution ; pour lui, il s’agit de trouver les points
d’intersection mais elle insiste sur le fait que pour connaitre la position de la bille, il faut aussi
comparer V(x) et V(8). La tache est reformulée en étude du signe de V(x) - V(8) et les éleves
sont renvoyés a un travail autonome qui sera entrecoupé de points collectifs. Le lien : étude du
signe / factorisation émerge sans difficulté, mais la factorisation obtenue par la commande
Factor n’est pas compléte puisque les racines ne sont pas toutes rationnelles. C’est
I’enseignante qui va rappeler I’utilisation de Factor(expression, x) qui permet d’arriver & un
produit de trois facteurs. Elle les aide aussi a obtenir des valeurs approchées des racines, en
utilisant la commande Zeros associée a la touche diamant. Cette manipulation visiblement ne
leur est pas familiére, ce qui I’ameéne a rappeler les liens entre les commandes Zeros et Solve.
Suit la réalisation autonome d’un tableau de signes qui ne pose pas, elle, de probléme et la
conclusion. L’ensemble dure environ 15 minutes.

On passe ensuite a la seconde bille. Les €leves pensent au départ que la situation va étre la
méme. La situation va étre gérée en une dizaine de minutes, sans difficulté particuliére,
toujours dans un travail autonome coupé d’interventions collectives. Les stratégies utilisées
sont soit graphiques, soit algébriques comme celle de Vincent qui, tout de suite, entre
I’expression V(x) - V(3), la fait factoriser et fait aussi résoudre I’équation correspondante.

Un bilan collectif est effectué et le tableau de signes tracé au tableau.
C’est la fin de la séance et I’étude du cas général est donnée a chercher en travail a la maison.

Une synthése collective sera organisée la semaine suivante 4 partir de ce travail.
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D. Bilan et scénarios possibles

L’expérimentation de cette séance a confirmé globalement les attentes que nous avions a son
sujet. C’est une situation intéressante du fait des résultats inattendus, de la richesse des
techniques et raisonnements intervenant dans la résolution, de I’articulation qu’elle met en jeu
entre travail algébrique et graphique. C’est également une situation ou I’apport de la TI92 est
évident, tant dans 1’exploration graphique que dans le travail algébrique. Elle permet
d’ailleurs de faire le point sur I’instrumentation de la machine & ce moment la de I’année,
globalement au niveau de la classe et est utilisée par I’enseignante pour faire fonctionner des
commandes comme Zeros, Intersection, Factor(expression,x) qui sont moins souvent utilisées
par les éléves que les commandes Solve, Trace, Factor.

Ce n’est pas non plus une situation facile et des médiations de 1’enseignant y sont nécessaires.
Il est donc important de chercher a construire des scénarios ou cette nécessité de médiation
soit prise en compte, avec le souci de laisser aux éléves le maximum d’autonomie dans la
recherche. Ceci n’a rien d’évident et nous pouvons chercher a déterminer ce que nous apporte
ici I’expérimentation menée.

L’introduction de la situation par une phase de conjecture, qui fait ici ressortir la conjecture
erronée attendue (certains éléves pourraient cependant douter de sa véracité en pensant que
lorsque la bille est trés grosse, il suffit de peu d’eau pour la submerger car elle occupe une
grande part du volume du cylindre), nous semble tout & fait intéressante par 1’enjeu qu’elle va
donner au travail mathématique.

Dans le texte, nous avons choisi d’introduire la fonction qui va servir a le résoudre, estimant
que le travail laissé ainsi & la charge de 1’éleéve était déja suffisamment important.
L’expérimentation tend a conforter ce choix. Il est évident que ce faisant, nous privilégions
une approche du probléme parmi d’autres possibles, par exemple celle qui consiste a
introduire la fonction h(x) donnant la hauteur d’eau dans le cylindre en fonction du rayon de
la bille, pour une bille immergée, puis a résoudre 1’inéquation h(x) < 2x qui traduit le fait que
la bille est bien immergée.

Une fois le probléme reformulé en termes de comparaison de V(x) et V(8), ce qui on I’a vu ne
pas de soi, I’exploration graphique qui va conduire a la formulation des conjectures nous
semble tout a fait a la portée des éleves, dans un travail autonome, méme si ici elle est gérée
collectivement.

La justification algébrique ensuite nous semble intéressante et indispensable : elle met en jeu
le caractére outil de la factorisation dans 1’étude du signe d’une expression polynomiale, elle
met en jeu le lien racine d’un polyndéme / factorisation, un des points forts du travail sur les
polyndmes en lereS qui permet ici , en prenant en compte le fait qu’une racine est connue, de
se ramener a une équation du second degré que ’on sait résoudre. Vu les compétences des
éleves, elle nous semble devoir étre guidée par 1’enseignant et prise en charge collectivement,

pour ce premier exemple. La TI92 sera mise a contribution pour produire racines et
factorisations, allégeant la charge technique du travail.

Le travail peut étre repris, avec plus d’autonomie cette fois, dans le cas ol a = 3.

Pour le cas général, si ’exploration graphique et la formulation de conjectures nous semblent
tout a fait accessibles de fagcon autonome, la preuve algébrique devrait nécessiter pour
beaucoup d’éléves, encore une fois, I’aide de I’enseignant qui pourra aussi faire ressortir la
diversité des démarches possibles et leur économie respective.
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Lors de I’expérimentation, pour cette situation, nous avons affaire a une recherche conjuguant
trés étroitement les phases collectives et les phases de travail autonome des éléves. D’autres
gestions seraient sans doute possibles, en ménageant des plages suffisamment longues
réservées au travail autonome des éléves. Dans cette situation d’autre part, les éléves
travaillent, comme c’est habituel dans la classe, par bindmes. Comme le souligne L.Trouche
dans (Trouche, 1997), cette taille de groupe est bien adaptée aux échanges dans le travail avec
la TI92, vue la visibilité limitée de 1’écran. On peut penser cependant que des groupes un peu
plus nombreux, face a une situation aussi complexe, pourraient étre plus productifs que de
simples bindmes. L’expérimentation enfin semble montrer la nécessité dans le scénario d’au
moins deux phases avec apport important de I’enseignant : une premiére phase ou on fait le
point sur les calculs a mener et on reformule le probléme en termes de comparaison de V(x) et
V(8), qui peut succéder a une phase d’appropriation du probléme, et une seconde phase ou se
gere la premicre preuve algébrique.

Dans le cadre de I’expérimentation, la séance ne permet de traiter que les cas particuliers. Ceci
ne nous semble pas génant. La conclusion de cette séance peut justement viser a assurer la
dévolution du probléme de la généralisation a partir de la comparaison des deux cas
particuliers (cette généralisation n’a pas nécessairement a étre présente dans le texte distribué
initialement aux éléves) et renvoyer les éléves a un travail de recherche hors classe avec
production écrite. On pourrait d’ailleurs dans ce travail écrit demander a chaque éléve de
choisir une valeur particuliére de a, distincte des deux valeurs déja étudiées, avant de passer
au cas général, pour renforcer 1’appropriation individuelle du travail effectué en classe et le
passage a 1’écrit. Une synthése collective serait alors organisée sur la base des productions
écrites des €leves.
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INGENIERIE 2
Une premiére approche des limites

L’objectif de cette partic de I’ingénierie est de mener une premiére approche des limites,
préparatoire a la notion de dérivée. On s’y limite volontairement de ce fait aux limites en 0, le
théme des limites sera retravaillé ensuite, en liaison avec 1’étude des branches infinies de
courbes représentatives de fonctions et sera I’occasion de reprendre et adapter aux nouveaux
cas considérés le travail effectué ici.

Nous souhaitons dans cette approche nous appuyer sur un langage des ordres de grandeur.
Divers travaux menés (Deledicq, 1991), (Lutz et al., 1996) semblent montrer qu’il est
accessible aux éléves et peut les aider a soutenir leur activité mathématique par un langage
cohérent et opérationnel. Nous souhaitons ainsi introduire la notion de négligeabilité relative,
a partir de la comparaison expérimentale de vitesses de convergence vers 0 et exploiter ensuite
cette notion pour caractériser en analyse la tangente a une courbe en un point, parmi
’ensemble des droites qui tendent a se confondre avec la courbe lorsque 1’on effectue des
Zooms.

Nous nous appuierons dans cette approche sur les conceptions dynamiques et statiques
spontanées des €léves, en essayant de montrer la nécessité de leur dépassement mais sans
chercher a contrecarrer systématiquement les conceptions monotones qui ne peuvent qu’étre
_ renforcées par les fonctions que rencontrent les éléves, & ce moment de 1’année. Ce point sera
repris lors de 1’étude des fonctions trigonométriques en fin d’année.

Enfin, nous n’introduirons officiellement que relativement tard, dans cette approche, la
commande algébrique de calcul de limites de I’application HOME. Une introduction trop
précoce nous semble préjudiciable au travail que nous voulons mener, en enfermant
prématurément la notion de limite dans un cadre formel. L approche, en revanche, exploitera
dés le départ, les dimensions numériques et graphiques du concept.

Le scenario est construit autour d’un ensemble de séances que nous allons présenter dans la
suite. Dans cette partie du rapport, nous nous centrerons sur la phase d’introduction et, en
particulier deux séances : la séance d’introduction proprement dite et la séance qui, & Chartres,
a conclu cette phase d’introduction ol n’était pas mobilisée la commande de calcul formel des
limites de la machine. La partie de cette approche concernant la mise en place des régles de
calcul algébrique sur les limites est regroupée avec la séance analogue concernant les dérivées
(chapitre3). Nous joignons de plus en annexe le document distribué aux éleves, destiné a
assurer la trace collective du travail effectué pendant les quatre premiéres séances.

SITUATION 1 : l'introduction des limites

Il s’agit dans cette premiere séance, prévue pour une durée de deux heures, de problématiser la
notion de limite, en s’appuyant sur des approches numériques et graphiques, de mettre en
place des formulations associées 4 la situation de limite nulle en 0 pour une fonction et les
raffiner progressivement, tout en constituant un premier ensemble de critéres positifs et
négatifs, pouvant servir de repéres aux éléves.

Nous en décrivons ci-aprés le scénario tel que nous 1’avons reconstruit en prenant en compte
les résultats de la premiére expérimentation. I1 comporte cing phases.

75



Phase 1 :

Cette phase est collective et vise a situer le travail mathématique qui va étre effectué, en
particulier en faisant émerger le sens que donnent les éléves au mot « limite » qui ne leur est
bien siir pas inconnu. Pour cela, on leur demande ce qu’évoque pour eux le mot limite, dans
quels contextes ils ’ont déja rencontré, utilisé, hors mathématiques et en mathématiques.

¢ On peut s’attendre a ce que ce soit plutdt les limites infinies qui soient ici évoquées, au
moins sur le plan mathématique, associées a 1’idée de grandes valeurs et de croissance,
ainsi que les conceptions culturelles communes (limite comme borne, barriére, point
inaccessible, fin d’un processus...), c’est ce que s’est effectivement produit lors de
’expérimentation.

¢ On introduit & cette occasion les distinctions entre nombres “ trés grands ”, “ trés petits ”,
de taille “ normale ”, en précisant qu’elles portent sur les valeurs absolues des nombres et
restent nécessairement un peu floues.

Phase 2 :

Cette phase est une phase d’exploration numérique et graphique, elle aussi collective, menée
avec le support de la calculatrice. Elle concerne une fonction usuelle simple. Dans
I’expérimentation, nous avions prévu de travailler trés banalement avec la fonction : x > x2,
fonction qui a d’ailleurs été citée par les éleves dans la premiére phase (comme associée a la
rencontre de limites infinies en mathématiques, 1’année précédente). La calculatrice
rétroprojetable est manipulée par I’enseignant, les éléves reproduisent tout au partie des
manipulations sur leur propre calculatrice. La fonction choisie est explorée au voisinage de 0,
apres que ’on ait précisé que c’est & des problémes de “trés petit” plutdt que de “trés
grand ” que 1’on va s’intéresser pendant cette séance.

* Que peut-on dire du comportement de f(x) au voisinage de zéro ?
¢ Que se passe-t-il quand x devient trés petit, et par exemple que peut-on dire de f(x) si :

-102<x<107
-107% <x<10°®
-10" <x<107"°

L’exploration s’effectue en utilisant TABLE, GRAPH avec Trace, voire GRAPH avec Zoom
(ceci a été proposé par les éleves de Chartres mais les a dégus car, contrairement a leur attente,
les zooms n’aplatissaient pas nécessairement la courbe sur 1’axe des x, donc ne renforgaient
pas la visibilité du phénomene). Il peut étre intéressant de partager 1’écran en deux sous-
fenétres 1’'une graphique, I’autre correspondant a ’application TABLE, pour pouvoir gérer
simultanément les deux approches.

Il s’agit ici d’arriver 4 une premicre formulation, nécessairement proche des représentations
spontanées, une formulation que I’on fera fonctionner dans la phase suivante.

La formulation qui a été proposée par les éléves de Chartres lors de I’expérimentation était la
suivante : “ Quand x devient trés petit, f(x) devient trés petit ”

Elle est assez naturelle, si ’on prend en compte la situation fonctionnelle qui lui donne
naissance et la force des conceptions dynamiques spontanées, renforcée ici par le travail
d’exploration. On notera que les éleéves se sont emparés sans difficulté du langage des ordres
de grandeur qui avait été introduit préalablement par ’enseignante. A Caen, ol ce langage
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n’avait pas été introduit, les formulations ont été du type : « Quand x se rapproche de 0, f(x)
se rapproche de 0 ».

Phase 3 :

Il s’agit d’exploiter cette premiére formulation dans un travail autonome en binémes, a partir
de la fiche graphique ci-aprés, associée a la consigne suivante : « Pour chacune des
représentations graphiques proposées, dites si, a votre avis, elle correspond a une fonction qui
satisfait la définition que vous avez donné de la limite O en 0, en justifiant soigneusement
votre réponse ».

v, P N N N

AN ENE
VTN =

A4
N 7

Fonction f Fonction h Fonction n
Fonction g
N N N
Fonction k Fonction | Fonction m

Les exemples sont choisis pour metire en place, en s’appuyant sur la définition provisoire
donnée, un certain nombre de reperes. On a aussi introduit la fonction nulle en faisant
I’hypothese que, pour les éléves, elle soulévera débat, f(x) ne devenant pas trés petit lorsque x
’est puisqu’il I’est déja.

L’expérimentation menée montre que le travail ici proposé est tout a fait accessible aux
¢éleves, en travail autonome et qu’il est productif. La mise en fonctionnement de la définition
sur ces différents exemples a permis de faire ressortir, aprés un débat collectif, conformément
aux attentes, un certain nombre de criteres positifs et négatifs :

e Le probléme de la limite en 0 ne se pose pas si f n’est pas définie au voisinage de 0.
¢ Il ne suffit pas que f(0) = 0 pour qu’il y ait une limite nulle en 0.

¢ Quand on cherche s’il y a une limite 0 en 0, on ne s’intéresse qu’a ce qui se passe pour X
tres petit. Pour d’autres valeurs f(x) peut étre grand et méme “ trés grand .

¢ Si une fonction est nulle sur un intervalle autour de 0, elle a forcément une limite nulle en
0.

Le cas de la fonction nulle, trés discuté, conduira lors de I’expérimentation, les éléves a
reformuler leur définition en :
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“ Quand x devient treés petit, f(x) reste ou devient tres petit ”
Phase 4 :

Lors de cette phase, on introduit une nouvelle fonction destinée a mettre en évidence les
limitations de la définition proposée. Cette fonction est choisie, pour que graphiquement et
numériquement, dans une exploration comparable a celle menée précédemment, et sur la base
de la définition adoptée, on soit amené a conjecturer que la limite en 0 est 0. On fait cependant
I’hypothése que certains éleves peuvent, lors de 1’exploration s’apercevoir que les valeurs de
la fonction ne descendent pas au-dessous d’un certain seuil non nul au voisinage de 0 ou au
moins avoir un doute. Si ce n’est pas le cas, il est prévu que I’enseignante rende ce
phénomeéne perceptible par un questionnement comparable & celui introduit pour : x = x*>. La
fonction choisie est la fonction f définie par :

2x* +1
x + 1000

La question posée est : « A votre avis, la fonction f a-t-elle une limite nulle en 0 ou non ? »

f(x)=

Nous donnons ci-dessous des représentations graphiques machine et tables de valeurs qui lui
sont associées. les deux premiéres représentations sont obtenues dans la fenétre standard et en
ZoomFit pour ’intervalle [-10,10] de cette fenétre, la troisiéme correspond a un ZoomFit sur
I’intervalle [-1,1].
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Lors de I’expérimentation menée, le doute apparaitra chez certains éléves qui concluront que
la limite n’est pas 0 mais 1/1000. Les justifications proposées seront reprises par I’enseignante
qui en tirera les conséquences par rapport a la nécessité de remanier la définition proposée :
« Il ne suffit pas que f(x) devienne tres petit, il faut qu’il devienne aussi petit que ’on veut »,
conclusion qu’elle précisera ensuite en complétant la premiére définition par 1’énoncé
suivant :

“ Pour tout nombre a positif, aussi petit que l’on veut, on est siir que |f(x)|<a dés que x
devient assez petit ”
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On cherchera ensuite collectivement, une valeur de a qui permette de prouver que la fonction
donnée ne satisfait pas cette condition.

Phase 5 :

Dans cette cinquiéme et derniére phase, il s’agit de tester I’opérationalité du nouveau critére

avec la premiére fonction rencontrée : x> x”, puis de mettre en place sa visualisation
graphique sous forme du critére des bandes et 1’appliquer aux tracés étudiés dans la deuxiéme
phase. L’enseignante souligne a cette occasion que ce critére graphique donne une indication,
non une certitude dans le cas ol I’on veut 1’utiliser pour conclure que la limite est O (cf. phase
4).

SITUATION 2 : les limites des fonctions de référence

La deuxiéme séance est consacrée aux limites des fonctions de référence de limite nulle en 0.
Dans chaque cas, on articule exploration numérique et graphique, ainsi que [’utilisation de la
définition. Comme toutes les fonctions envisagées dans cette séance ont pour limite 0 en 0, ce
qui les distingue et est particuliérement visible dans 1’approche numérique, c’est leur rapidité
de convergence vers 0. On profite donc de cette séance pour classer les fonctions de référence
suivant leur rapidité de convergence et pour introduire la notion de négligeabilité d’une
fonction par rapport 4 une autre au voisinage de 0 pour traduire ces différences de vitesses.

SITUATIONS 3 ET 4 : prolongements a d’autres cas possibles simples
Dans ces deux séances, on va aborder trois prolongements de la situation initiale :

e le cas d’une limite finie non nulle en 0. Ceci s’effectue avec les deux fonctions suivantes :

1
X cos(x) et x> Tx

e le cas d’une limite infinie en 0 : x = — et les inverses des fonctions de référence.
X

Dans chacun de ces deux premiers cas, il y a adaptation et formulation des nouvelles
définitions, & partir de I’exploration numérique et graphique, par les éléves.
sin(x)

e le cas d’une limite finie pour une fonction non définieen 0 : x>
X

Dans ce cas 13, un programme spécifique s’appuyant sur le module géométrique de la TI92 a
été construit et la preuve est étroitement gérée par 1’enseignante.

Ces deux séances se terminent en complétant ’herbier des cas rencontrés par un exemple plus
complexe de fonction sans limite en 0. L’exemple choisi est celui de la fonction f définie,

sin(i)

pour x non nul, par: f(x) =
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SITUATION 5 : réinvestissement

A. Contexte et objectifs

I1 s’agit dans cette séance de réinvestir le travail effectué jusqu’a présent dans une situation de
recherche, en conjuguant une fois de plus les approches numériques, graphiques et
algébriques. Cette séance est prévue pour fonctionner sur une durée de deux heures, dans un
travail en bindmes entrecoupé de phases collectives.

En ce qui concerne I’instrumentation de la TI92, elle sera aussi ’occasion d’introduire d’une
part la notion de liste et le tableur.

B. Le probléme proposé

Le probléme proposé, adapté d’un exercice proposé dans le manuel de lereS publié chez
Hachette est celui de I’étude de I’évolution des racines d’une équation du second degré
dépendant d’un parametre lorsque le paramétre positif tend vers 0. Dans le cas ou a est nul,
cette équation se réduit de fait & une équation du premier degré admettant une racine unique :
1/2.

Le travail proposé, guidé par la fiche donnée en annexe 2, propose d’abord une approche
graphique du phénomeéne : 8 fonctions sont introduites correspondant & 8 valeurs successives
de a, de plus en plus proches de 0. On demande aux éléves de les faire tracer, de donner les
valeurs approchées des racines que permet 1’approche graphique et de conclure en répondant a
la question : « Que devient chaque racine quand a tend vers 0 ? ».

Cette partie exploratoire nécessite une bonne instrumentation graphique de la machine, pour
pouvoir étre menée dans un temps raisonnable. En effet, la fenétre standard ne permet de
visualiser correctement que les deux premiers cas. Il faut ensuite adapter les fenétres a chaque
nouvelle fonction considérée, en prenant en compte la croissance rapide de la plus grande
racine. La détermination des valeurs approchées des racines, dans le mode graphique, peut se
faire avec la commande Trace ou avec les commandes plus spécifiques : Zeros et Intersection.
La précision de I’approximation trouvée dépend bien siir de I’amplitude de la fenétre puisque
1’écart entre deux valeurs calculées est donné par : _X_m_g.);9-6_Xnnr3 . De plus, un travail efficace

suppose des sélections et désélections de fonctions.

Cette exploration graphique améne a conjecturer que lorsque a tend vers 0, la plus petite

. 1 ' s
racine tend vers 3 et 1a plus grande vers ’infini.

-La deuxiéme partie consiste en une approche numérique : on fait calculer par la machine les
racines de 1’équation en fonction de a. La commande utilisée est Zeros car c’est celle qui
donne les résultats sous forme de liste. Le tableur de la TI92 est ensuite utilisé pour obtenir
rapidement des valeurs approchées des deux racines de 1’équation. On met ainsi en évidence
I’intérét du tableur dans la gestion de ce type de probléme par rapport a 1’approche graphique.

Pour la derni¢re valeur de a proposée, on obtient un résultat non conforme a 1’évolution
conjecturée que 1’on demande d’interpréter. Cette valeur a bien siir ét¢ introduite pour poser le
probléme des limitations d’une telle approche numérique des limites avec la machine.

La troisi¢me partie vise a prouver les conjectures qui ont été établies & partir des études
précédentes. Vu ’expérience trés limitée des éleves & ce moment de ’année dans le calcul des
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limites, on fait I’hypothése que cette preuve va nécessiter ’aide de I’enseignante. On
commence par la limite en +oc qui peut s’appuyer sur une algébre des limites intuitive, dont
on se satisfera. Pour la plus petite racine, I’expression algébrique obtenue conduit & une
indétermination. II est prévu que le probléme soit explicitement posé, avant de proposer le
détour consistant a passer par le produit des racines qui permet de lever I’indétermination.

I nous semble intéressant méme si ce n’est pas mentionné dans la fiche de faire ensuite le lien
avec le cas a=0.

C. Déroulement

Nous rendons compte ici synthétiquement du déroulement de P’expérimentation de cette
séance a Chartres. La premicre partic va occuper environ 45 minutes, la seconde et la
troisieme environ 25 minutes.

Comme I’on pouvait s’y attendre, 1’exploration graphique prendra du temps, et ce méme si les
éléves montrent dans leur grande majorité une aisance certaine dans le travail graphique avec
la machine. Suivons par exemple le travail de Vincent observé pendant cette séance. Ne
suivant pas exactement les consignes, sans doute par souci d’économie, il commence par
définir la fonction f dans HOME puis entre la fonction correspondant a a=1 dans I’application
Y= par : yl1=f(x) |a=1. La TI92 semble accepter cette définition mais lui renvoie le message
d’erreur : « Undefined variable » lorsqu’il demande le tracé dans GRAPH. 1l aurait fallu en
effet qu’il définisse f comme une fonction des deux variables x et a pour pouvoir procéder
ainsi.

11 entre alors les deux premiéres fonctions dans Y= de fagon standard et les fait tracer :

1 Fe 72 9 3 TEv Y77
|v a|20c:m TraceTReGraphTMatrh Dravwlv | l

P

MAIN RAD AUTO FUNC

puis désélectionne yl1 pour pouvoir visualiser les zéros de y2 seule. Ensuite il définit y3,
désélectionne y2 et fait tracer, obtenant le tracé ci-apres :

[+ e [zoon|Trace Redraphliathloraule ¢ | |

MAIN RAD ALTE FUNC

Il passe alors dans Windows, choisit I’intervalle [-2, 22] pour y et obtient :
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Il passe alors a y4, fait tracer la courbe en ZoomStd puis en ZoomFit, obtenant ceci :

' lZoom TraceTReGr*aphTMFastTh Draw|v f? m

[

MAIN

RAD AUTD

FUNC

Dix minutes se sont écoulées, ’enseignante fait un point collectif, & partir des deux premiéres
fonctions, montrant comment lorsque I’on utilise Trace, on bascule d’une courbe & ’autre
avec les fléches haut et bas de la souris. Pour mieux visualiser 1a racine inférieure, les éléves
proposent de faire ZoomBox, ’enseignante explique que ’on peut faire aussi Zoomln et
. ZoomOQOut, et donne les facteurs correspondants. Un éleéve propose ensuite d’utiliser la
commande Zeros. L’enseignante la fait fonctionner puis demande comment utiliser la
commande Intersection, avant de faire le point sur les différentes méthodes a leur disposition.

Pendant ce temps, Vincent avance, exploitant la commande Zeros avec y4 avec d’abord une
inversion des bornes inf et sup de ’intervalle qui génére un message d’erreur.

I IZoomTracéﬁeGrapﬁhg?hDrawv ¢9T—_]

v l"ﬁ
ZaomTraceReGraphMathDrghv

Zero I
xct39.493589

yct -1.g-12

Zero
®Ci. 50641131 ycid.e-14

MAIN RAD ALTO

FUNC

MAIN RAD ALTO FUNC

Il passe ensuite a y5, la fait tracer et par deux ZoomOut successifs & partir de I’origine obtient
un tracé adapté puis utilise la commande Zeros pour approcher les racines :

F2w

v!-Zoon

1

Fzw

1 FR¥ (F7
v E ZooM Trace ReGraph Mat,h Dr;wlv | I

XMin
XMax= .
xscl=16,
umin=-160.
ymax=160.
gscl=16.
xres=2,

MAIN RAD AUTO

FUNC

MAIN FAD AUTO FUNC
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Zero Zero
Xt . 90125629 ycil.g-14 %1 199,.49374 yct.
AN + RAD AUTD FUNC AN RAD AUTO FUNC

Au bout de 20 minutes, Vincent en est a y7. A ce moment, répondant a une question d’un
éleve, I'enseignante s’adresse a toute la classe pour savoir si la machine calcule exactement
dans le module GRAPH. La réponse est clairement : « Non ». Elle est également obligée de
revenir sur la commande d’intersection que des éléves ont du mal a utiliser. Vincent continue
a travailler, adaptant ses fenétres par le choix de valeurs, sans plus faire de zooms et utilisant
systématiquement la commande Zeros. Il note soigneusement au fur et & mesure les valeurs
approchées trouvées pour les racines.

Quand I’enseignante interrompt le travail individuel pour un bilan au bout de 30 minutes, il a
pratiquement termine.

Dans le bilan, mené avec la calculatrice rétroprojetable, 1’enseignante s’intéresse d’abord 4 la
racine inférieure dans un tracé en ZoomStd.

i fev {_F3 Y. M1 Fiv Y_Fav |F7
IvaIZOOMTTPac.eﬁ?eGraph'MathIDr‘awL / | l

o

MAIN RAD ALTD FUNC

La premiére constatation faite par les éleéves est que les courbes ont toutes 1’air de passer par
le méme point mais que ce n’est pas tout a fait vrai, puis que les courbes ressemblent de plus
en plus a des droites. Ceci va conduire a tracer la droite d’équation y=-2x+1 proposée comme
un éléve comme trés proche de y8 et qui effectivement ne s’en distingue pas graphiquement.
Ensuite I’enseignante oriente les éléves vers des conjectures concernant la racine. Elle obtient
sans difficulté que cette racine a I’air de tendre vers 1/2. Les différents constats sont écrits au
tableau puis I’enseignante revient sur la proximité parabole/droite en demandant la différence
entre les valeurs correspondantes de y pour une méme valeur de x : ax’ et en la faisant évaluer
pour x=1/2 et différentes valeurs de a.

Pour la seconde racine ensuite, les éléves disent successivement qu’elle est positive et
s’éloigne de 0, qu’elle est de plus en plus grande, puis qu’elle a I’air de tendre vers I’infini.

- Pour démarrer ’approche numérique, 1’enseignante fait nettoyer les variables, en précisant
que F6 ne nettoie que les variables a une lettre. Elle demande aussi de mettre si ce n’est pas
déja fait les machines en mode exact. Vincent démarre tout de suite et ne rencontre pas de
difficulté a suivre les instructions de la fiche.
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Iﬁ T Fev F3w Y. Fav TS I Fev Fev Y Fuv TS5 ]
- E FllgebraTCalcTOtherTPr*gnIOTClear a-z...] |vlalﬂlgebr‘aTCalcTOther‘TPr‘ngUTClear a-z...]
1 a a
_{-(J-(a—lJ-IJ [G=1+1],,
a a
8 Define f‘(x)=a~x2-—2-x+1 Done -[[-(3—1)—1] |'(a-1)+1
" zeros(f(x), X) a a
{-[.I a-1-1] [(a-1)+ 1} * Define p(a)y=1[2] Done
a a 8 Define g(a)=1[1] Done
zeros(F (x>, x) Define g<a)>=1[1]
MAIN RAD EXACT FUNC 2730 MAIN RAD EXACT FUNC 5730

Les éléves travaillent avec leur fiche et I’enseignante effectue parallélement les manipulations
sur la rétrojetable. Elle précise assez vite que ceux qui n’obtiennent pas les racines correctes
ont vraisemblablement oublié le signe * entre a et x, la TI92 considérant alors ax comme une
seule variable. Elle demande ensuite quelle est la plus petite racine et fait détailler le
raisonnement. Un éléve demande ce qui se passe quand a est supérieur & 1. Cette question est
réglée par le calcul du déterminant et on précise que 1’on se limite bien aux valeurs de a
comprises entre 0 et 1. Dans la définition des fonctions p et g, un petit probléme apparait car,
suivant les EPROM, c’est la plus petite ou la plus grande racine qui est le premier terme de la
liste. Ce probléme est rapidement réglé et 1’enseignante passe au tableur en soulignant qu’il va
permettre d’automatiser le calcul des valeurs de p et g pour différentes valeurs de a. Pendant
la phase suivante, les éléves reproduisent sur leur machine ce que 1’enseignante fait avec la
rétroprojetable, en le commentant. Soulignons que Vincent avait déja ouvert le tableur que
visiblement il a déja utilisé seul. Il commet d’abord une erreur en définissant ¢2 comme p(c2)
mais rectifie rapidement, agrandit la taille des cellules quand il voit I’affichage, puis définit
c3=g(cl).

i ER < b T [ _F? 1 3 FT & 3 F6¥ [ _F7
- ﬂ Prind Sl =.=3*T€ i T“ 3::%1-3112&&-;&5 3 i Stat] |valPlot Setup'Cel1|Header~|Ca1c,lUt,illStat.l
DATA DATR | |
T cl c2 c3 cl c2 c3

1

2 2 JC(2)+2 2 ’2 JC20+2 “(J(2)=-22
3 /10 kL 10+, 3 #10 L@+, | -3k C10..]
4 ,20 24CL¢95)... 4 /20 24CLC95) .| 2% (J(93..
S 7100 Dk 3k, 3 Z100 Qe ( 3ok d (] 100k C Ik,
6 #200 D4 (¢ 39... 6 #200 Ak (L¢3, | -10%CTC3.
7 1000 O 3HIC ] 7 [1-1000 Dk (SHTC [ - 10K CIHT]
c3= Bric3=1

MAIN RAD EHACT FUNC MAIN RAD EXACT FUNC

L’enseignante dit aux éléves de nommer leur fichier (Vincent le fait), puis leur indique
comment mettre les colonnes a la méme largeur que sur la rétroprojetable. Elle passe ensuite a
la définition des colonnes, en commengant par les titres et en expliquant la fonction des
guillemets. Voyant cela, Vincent rajoute des titres & ses colonnes. L’enseignante explique
ensuite comment remplir la colonne c1, comment aller sur c2 et la définir. Un éléve s’étonne
de voir apparaitre un cadenas, I’enseignante explique. Assez vite, aprés un petit moment de
flottement, les tableaux sont remplis et I’enseignante demande de passer en mode approché
puisque ce sont les valeurs approchées qui les intéressent ici.
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Pour 10", 1a TI92 renvoie la valeur 0 pour la plus petite racine. Ceci suscite des questions. Un
éléve explique que c’est « parce que la machine n’est pas capable d’aller jusque 13 » mais il
n’est pas capable de préciser davantage, I’enseignante fait remarquer que le numérateur et le
dénominateur de la racine sont alors trés petits puis exploite le doute suscité par ce zéro
intempestif pour proposer de démontrer les conjectures faites.

La justification de la limite infinie visiblement ne pose pas de probléme et 1’enseignante fait
détailler le raisonnement. Pour la petite racine, face au produit d’un nombre trés petit par un
nombre trés grand, les réponses sont variées : une éléve propose R tout entier, un autre dit que
1/2, ¢’est comme la moitié entre 0 et I’infini. L enseignante va alors revenir aux fonctions de
référence et étudier divers cas conduisant a des limites nulles, finies ou infinies, avant de
conclure que I’on ne peut a priori rien dire et que 1’on reviendra sur ces questions quand on
retravaillera les limites plus tard. La preuve est ensuite gérée collectivement, sans difficulté
particuliére, une fois retrouvée 1’expression du produit des racines.

L’enseignante leur demande ensuite de faire un travail analogue, de fagon autonome lorsque a
est négatif et tend vers 0, en regardant ce qui va changer. Vincent reproduit en ’adaptant le
calcul de la limite de g(a) puis utilise le tableur pour vérifier. Ensuite il adapte aussi la preuve
pour la seconde racine. Au bout de cinq minutes environ, I’enseignante qui circulait dans la
classe, fait formuler les conjectures, réadapter la preuve puis termine la séance en revenant sur
ce qu’ils avaient dit au départ : que la courbe se rapprochait d’une droite et en faisant le lien
avec I’expression de la fonction pour a=0 et la limite 1/2.

D. Bilan

L’expérimentation de la séance confirme globalement les prévisions qui avaient été
initialement faites. Sans doute grace aux interventions de 1’enseignante, mais aussi parce que
les éléves, a ce moment de I’année, commencent a disposer de stratégies assez efficaces pour
gérer le fenétrage, la premicre phase a pu se dérouler en un temps raisonnable. On peut voir
cependant que la succession des actions de la commande Intersection, qui apparait ici comme
un raffinement de la commande Trace, n’est pas encore maitrisée par beaucoup d’éléves.
Cette phase aboutit sans difficulté particuliére a la formulation des conjectures attendues.
L’introduction du tableur, trés soigneusement gérée ici collectivement, compte tenu des
difficultés réncontrées la premiere année, ne pose pas elle non plus de probléme particulier.
Enfin la phase de démonstration, a laquelle la valeur aberrante trouvée apporte une motivation
particuliére, semble, telle qu’elle est conduite, avec ’aide de 1’enseignante, accessible aux
¢leves.

C’est a I’issue de cette séance que, dans 1’expérimentation, est introduite officiellement la
commande formelle de calcul des limites et précisée sa syntaxe.
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Annexe 1 : Rappel des étapes du cours sur les limites

LIMITES EN UN POINT

I Fonctions ayant une limite nulle en zéro.
a) La fonction carré :

1 Fzw | 3 T4 FEv Y FEv (F? ‘
Ol ce Retrapnlathlorale & |

.....

MalN RAD ERACT

TUNC

THNC

by

Apres étude graphique et numérique avec la calculatrice on est arrivé a une premiére

définition :

On dit que la fonction f a pour limite 0 en 0 si :

“ quand x devient “treés petit” f{x) devient “trés petit”.

»

b) On fait fonctionner cette premiére définition sur des fonctions données par leurs

courbes représentatives :

N N ~
——
E
< > \ > > >
X
| \ N |
Fonction n
Fonction f Fonction g Fonction h
5 5 M Les seules fonctions
qui semblent vérifier
cette définition sont :
/‘ f ketn
Fonction k Fonction |
Fonction m

Premiéres remarques :

e Le probléme de la limite en 0 ne se pose pas si f n’est pas définie au voisinage de 0

(fonction 1 ).

e Il ne suffit pas que f(0) = 0 pour qu’il y ait une limite nulle en 0 (fonction h ).
¢ Quand on cherche s’il y a une limite 0 en 0, on ne s’intéresse qu’a ce qui se passe pour x
“tres petit ”. Pour d’autres valeurs f(x) peut étre grand, voire “ trés grand .
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e Si une fonction est nulle sur un voisinage de 0, elle vérifie automatiquement le critére que
’on s’est donné( cas de la fonction nulle n en particulier ).
e Les seules fonctions ayant une limite nulle en zéro sont /', k ef n. On constate qu’alors

(0)=0. ;
c) Cette premiére définition est mise en échec avec la fonction f telle que
2% +1
S =000

En effet, bien que f(x) devienne “ trés petit ”, on ne peut pas le rendre aussi petit que I’on

veut, plus petit que 10'4 par exemple, et ceci pour x aussi petit soit-il.

Il ne suffit pas que f(x) devienne “ trés petit ”, il faut qu’il puisse devenir aussi petit
que ’on veut. ’
D’ou la définition que nous allons retenir :
On dit que la fonction [ a pour limite 0 en 0 si :
“ Pour tout nombre strictement positif a, aussi petit que ’on veut, on est siir que | f(x) |[< a
dés que x devient assez petit. ” et on note : }(1_{% f(x)=0

d) La fonction carré vérifie-t-elle cette nouvelle définition ?
La fonction est définie en zéro et sur un intervalle contenant zéro, elle est paire, on connait
son sens de variation, on peut donc essayer de répondre a la question “ f(x) peut-il étre aussi
“ proche ” de zéro que 1’on veut dés que x est suffisamment “ proche ” de zéro ?
Dans quel intervalle doit-on choisir x pour que | f(x)|< 102
il suffit que | x | < 1073
Plus généralement, comment choisir x pour que | f(x)|< 102

il suffit que | x | £ 1072 .
¢) Le critére graphique correspondant : -

Pour n’importe quelle bande & bords paralléles a ’axe des abscisses,
aussi étroite que 1’on veut, symétrique par rapport a ’axe des
abscisses, on peut trouver un intervalle non vide, autour de 0 tel que :
si x est dans cet intervalle, alors la courbe représentative de f est dans
la bande.

f) On cherche parmi les courbes représentatives du début, celles pour lesquelles ce
critére semble fonctionner.
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Y ‘ Les seules fonctions
qui semblent vérifier
ce critére sont celles du
bas c’est a dire les

T, | fonctions f) k et n
X \\\%\ 1 .

mmm\&w

ey
AR Y

ETREREIRATIT NI

Le critére graphique permet d’éliminer les fonctions du haut mais il n’est pas assez précis
pour garantir que les autres conviennent. L’étude algébrique est indispensable pour avoir une
certitude.

II Fonctions de référence en zéro

Le travail sur la fonction carré a déja été fait.

La fonction nulle est définie par f(x) = 0 pour tout x réel, donc :  |lim f(x)=0

Pour les autres fonctions de référence, on fait I’étude graphique, numérique ainsi que 1’étude
algébrique pour le cube et la racine carrée.

1 Few Fav F&r
L T ace RetraphMathlDrole ¢ | [+ islzoon|Trace Retraph|Math|Drawle &

"‘Hq..__‘_‘_____‘_‘_,_#_,.ﬂ-"'

BERIV EAD AUTO FUMC DERIY RAD AUTO FUMC
La fonction identité définie par f(x) = x

La fonction définie par f(x) = x2
FEv FE™ I
- {— Zaom Tr*ac,e ReEir\aph I’Iat,h Di~aw|- - {— Zoom Tr*ac,e ReEraph Math Dratw|= ﬁ?

o

e » e o

DERIV RAD AUTO FUNC DEERIY RAD AUTH FUNC

La fonction définie Ear f(x) = x3 ~La fonction définie par f(x)= x4
TR Tmy(_Fev | F2 FE™
- {—- Znnm Tr*a-:.e ReGPaph Math Draw!|« i w = |Zoom[Trace ReEir‘*aph I"Iath Dt~aw|~

L_ KAD ALTO FUMC DERIV RAD ALTO FLUMC
La fonction définie par f(x) = | x | La fonction définie par f(x) = Vx
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Plus généralement on admet :

Les fonctions puissances définie sur IR par : f(x)=x" avecn €% '
limx" =0 avecne &~
x—0

La fonction racine carrée définie sur [0;+oc|.

limite a droite ' li_I}(} Jx =0

X
x>0

La fonction valeur absolue définie sur IR .
lim|x| =
x—0

111 Fonctions ayant pour limite 1 en zéro.
a) La fonction cosinus
Avecla TI:  On observe la courbe, on fait des zooms,
On observe des tables de valeurs :

1 F2' F3 (L] F& F6 7
- E Zogm Trace|RelGraph Matrh Dr*gw - /
| 1 ®
e .03 . 9995'5003
- 02 . 99980001
-.01 . 99995
1.
.01 . 99995
02 - . 99980001
.03 + 59955003
.04 + 999200 1 1!
XGt < 0] 260904 yct . 99992006 x=0.
DERIY RAD alTO FLMC DERIY RAD AUTO FUNC

Il semble cette fois que lorsque x (en radians) tend vers 0, alors cos(x) tende vers 1. C’est a
dire que cos(x) - 1 tende vers 0.

On connait le sens de variation de la fonction cosinus et sa  [F&ligebralcbiclotherrantolciear” a-z..
parité. : '
On peut donc cherche, par exemple, s’il est possible de
choisir x pour que | cos(x)-1| <10 )

On trouve, en utilisant les propriétés de la fonction et la ff'“[i =1079) 0447250872
calculatrice, qu’il suffit que | x |< 0,0447 - S S

On généralise et on démontre donc que : |limcos(x) =1

1 .
b) La fonction f telle que f(x)= —;

Aprés étude graphique et numérique, on calcule f(x)-1 et on démontre que I’on peut toujours
trouver des x, proches de 0 tels que |f(x)-1| soit plus petit que tout nombre réel strictement
positif, aussi petit soit-il.
1

On écrit alors que llml—_; =1

¢) Définition de f a pour limite 1 en 0.
On dit que la fonction f a pour limite l en 0 si :
“ Pour tout nombre strictement pos:tgf a, aussi petit que I’on veut, on est sir que | fx) -1|<

a dés que |x| devient assez petit. ” et on note : hrr(} f(x)=1
. sin(x) o . L
d) La fonction g telle que g(x)= X x exprimé en radians. Elle n’est pas

| Jdéfinieen 0
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d) La fonction g telle que g(x)= sm(x), x exprimé en radians. Elle n’est pas

définie en 0
En utilisant des zooms successifs et des tables de valeurs :

& 7 ‘ [fi Trsz F3 T T Trsj F6 Tr_ﬁ?
- {— Zoom Tr*ace ReGraph Mat,h Dr*.;w - - E Zzoom|Trace|ReGraph Matrh Dr*gw v /

P 1 gl
Hse B34 1660 -.008 . 9999393334
-.08 . 9989336746 -. 006 . 999994
-. 06 . 999400108 -. 004 . 999997
-, 04 . 9997333547 -, 002 . 9999993333
-, 02 9999333347 undef
Q. undef . B02 . 999999 3
.02 9999333347 . 004 . 999997 3
.04 . 9997333547 . D06 . 999994
x=".1 x=0.
[MAIN RAD EXACT FUNC [MAIN_ kab ERACT FUINC

- La fonction g n’est pas définie en zéro, mais elle est définie sur ]-b;0[w]0;b[ ,b étant un réel
_strictement positif quelconque.

- il semble que g(x) est aussi proche que 1’on veut de 1 sitot que x est assez proche de zéro en

étant différent de zéro.

Avec la TI : illustration de ['interprétation en terme d aires en utilisant le module géométrie.

On a construit sur le cercle trigonométrique, le point M correspondant a ’angle x.

L’aire du secteur circulaire OAM est comprise entre les aires des triangles OHM et OAT.

En déplagant le point M, les aires des triangles et du secteur circulaire évoluent, on fait

sin(x)

égal a g(x).

également afficher le rapport

OAT=0.17 %x=0.33rd ORT=0.09 x=0.18rd
x/2=0,17 g¢x)>=0.98 x/2=0.09 g(x)=0.99
OHM=0. 15 OHM=0, 89
MyrT
+ Me T +
0 HR 0 H3
MAIN RAD EXACT FUNC AN RAD_ERACT FUNC

En utilisant le théoréme de Thalés, on calcule les aires des triangles et du secteur circulaire et
on démontre I’encadrement :

sin(x)

cos(x) < <1 pour —-%<x<%
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sin(x)
X
et une quantité qui est aussi proche que ’on veut de 1 est donc lui méme aussi proche

On connait la limite de cos(x) quand x tend vers 0, donc qui est “ coincé ” entre 1

sin(x)

que ’on veut de 1 et on peut done conclure que !‘lﬁl)lg X =1

sin(l)

IV Etude graphique et numérique de la fonction définie par f(x)=

[?1 TFZvT F3 T & Trs Trs TE? T ]
- E Zoom|{Trace{ReGraph Mat?h Dr;w v /

= 004

DERIY RAD ALTO FUNC DERIV RAD RUTD FUNC

Cette fonction n’a pas de limite en 0.
V Limite infinie en zéro.

a) la fonction f telle que f(x) = iz
X

Quand x devient “ petit ”, X2 devient “ encore plus petit ” et son inverse devient “ trés grand ™.

Peut-on, par exemple, obtenir f(x) > 1012 ?

Le sens de variation de la fonction carré et de la fonction inverse permettent de répondre :

Il suffit que | x | < 100 pour que f(x) > 1012

On peut sans difficulté généraliser :

lz peut devenir plus grand que n’importe quel nombre positif A, choisi aussi grand que
X

P’on veut, dés que x est assez proche de 0. On traduit cela !‘l_l}g r = 400

1
b) la fonction f telle que f(x)= <

Cette fois, f(x) devient toujours “ trés grand ™ en valeur absolue, mais avec le signe de x.
Il est donc nécessaire de distinguer le cas x positif du cas x négatif,

.1
lim — =+ et lim—=-w
x—>0 X x—0 X
¢) On généralise aux inverses des fonctions de référence :
lim— =+ |ainsi que pour les exposants pairs, lim — = 40
x=0 X x—)0.|x|
li L li L
Im — = +00 im—=—- |ainsi o
x>0 x° et e S ainsi que pour les exposants impairs
li !
im—= =+
X—>>0 ."x
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Annexe 2 : Limites de racines d’une équation du second d°

On considére I’équation ax’> —2x +1=0 dans laquelle a est un nombre réel.

On se propose d’étudier le comportement des racines de cette équation quand a devient
« treés petit ».

On se limitera dans cette étude au cas ou a est positif

1. Approche graphique expérimentale.
Soit la famille de fonctions définies par f(x) =ax* -2x+1.

Dans le module Y=,
Définissez dans Y1 la fonction correspondant a a = 1. Comment lit-on graphiquement les
racines de I’équation proposée ?
Définissez dans Y2, Y3, Y4,...Y8 les fonctions correspondant & a= 0,5, 0,1, 0,05, 0,01,
0,005, 0,001, 0,0001. Comment lit-on graphiquement les racines de 1’équation proposée ?

Vous préciserez les fenétrages que vous avez choisis et vous compléterez par lecture
graphique le tableau suivant :

a f(x)= plus petite racine de plus grande racine de
f(x)=0 f(x)=0
1 Y1(x)=
0,5 Y2(x)=
0,1 Y3(x)=
0,05 Y4(x)=
0,01 Y5(x)=
0,005 |Y6(x)=
0,001 |Y7(x)=
0,0001 |Y8(x)=

Que devient chaque racine quand a tend vers 0 ?

2. Approche numérique.
On se propose de calculer les racines pour les diverses valeurs de a.

Dans le module HOME]| :

Résoudre 1’équation ax® —2x+ 1= Oen utilisant la commande : zéros( ,x)
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Vous obtenez une liste de deux éléments, les deux racines de 1’équation f(x)=0.

Stockez cette liste dans la variable 1

Quelle est la plus petite des racines ? (a est toujours positif)

Définissez la fonction p de la variable a qui contient la plus petite racine.
Define p(a)=I[1]

Définissez la fonction g de la variable a qui contient la plus grande racine.
Define g(a)=1]2

Pour visualiser les valeurs des racines pour chaque valeur de a, on va utiliser le module
tableur de la T On I’obtient par : [APPS](6]

¢ Dans la colonne cl on met les valeurs de a.
¢ Dans la colonne c2 on met la plus petite racine par la commande : c2=p(cl)

¢ Dans la colonne c3 on met la plus petite racine par la commande : ¢3=g(c1)

a plus petite racine de plus grande racine de
f(x)=0 f(x)=0

1

0,5

0,1

0,05

0,01

0,005

0,001

0,0001

Que se passe-t-il lorsque 1’on donne 2 a les valeurs 107, 10®, 107, 102, 10 ?
Comment interpréter ce dernier résultat ?

Démontrer que la grande racine g(a) a pour limite +co quand a tend vers 0 ?

En utilisant le produit des racines d’une équation du second degré, exprimer p(a) en fonction
de g(a).

En déduire la limite de p(a) quand a tend vers 0
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INGENIERIE 3
Les dérivées

Nous avons essayé de définir tout d’abord un certain nombre de principes globaux, élaborés
en nous appuyant sur les résultats des observations menées en 1995-96 ainsi que sur la
littérature didactique importante dans ce domaine. Ces principes sont les suivants :

1. Prendre en compte dans I’ingénierie le développement des dimensions « outil » et « objet »

du concept de dérivée, les différents registres sémiotiques dans lesquels il s’exprime et se
travaille.
Nous voudrions sur ce point souligner que le concept de dérivée est, a travers la notion de
fonction dérivée, avant tout un concept outil au niveau de la premiére S, au service de
I’étude des fonctions, de la résolution de problémes divers en particulier des problémes
d’étude de variation et d’optimisation. L’objet fonction dérivée et son traitement
algébrique, par leur opérationalité en tant qu’outil, tendent ainsi & occulter I’objet dérivée
dans son caractere local et & assurer une domination forte du registre symbolique
algébrique sur les registres numériques et graphiques. Tout en prenant acte de cette
prééminence de la dimension outil, pour éviter un enseignement par trop réducteur, il nous
semble nécessaire, dans le projet d’ingénierie, de trouver 1’occasion de faire vivre 3
plusieurs moments ce caractére local, sans sous-estimer le réle que peuvent jouer dans la
conceptualisation les registres autres qu’algébriques.

2. Prendre en compte les divers points de vue s’attachant a la notion de dérivée : point de vue

géométrique, point de vue cinématique, point de vue numérique lié 4 1’approximation,

point de vue algébrique, notamment.
Conformément a I’esprit des programmes, il nous semble important de faire rencontrer aux

éléves ces différents points de vue dans I’ingénierie, méme s’il ne s’agit 1a que d’une
premiére approche.

3. Prendre en compte la nécessaire reconstruction du concept de tangente.
Quand débute I’enseignement de l’analyse, la tangente n’est pas un objet inconnu des

éléves. Il a d’abord été rencontré avec la tangente au cercle et s’est doté alors de propriétés
liées & cette situation particuliere : la tangente est perpendiculaire au rayon, elle coupe le
cercle en un point et ne le traverse pas. La tangente a donc des relations globales avec le
cercle et la notion de « communauté de direction » en est absente. C.Castela (Castela,
1995) a bien montré les effets pernicieux de I’enseignement usuel qui soit, ignore le passé
des éléves, soit laisse croire que la tangente de 1’analyse s’inscrit dans la pure continuité de
la tangente au cercle, mais aussi la possibilité, & un cofit raisonnable, de prendre en charge
cette reconstruction.

4. Prendre en compte les compétences algébriques limitées des éleves.
- Le travail en analyse s’appuie sur les compétences algebriques des éléves. Elles sont, nous

le savons, encore trés limitées quand débute I’enseignement des dérivées, en dépit des
reprises de début d’année. Les observations rapportées au chapitre précédent montrent
clairement que le fait de pouvoir déléguer des calculs a la machine ne permet de contourner
ces difficultés. Il nous semble important de les prendre en compte en limitant la complexité
algébrique des taches lors des séances d’introduction des dérivées.

5. En ce qui concerne ’instrumentation de la machine, il nous semble important d’utiliser les
potentialités offertes tant en calcul formel, par 'application HOME qu’au niveau

94



graphique.
Dans le module graphique, le menu F5 permet d’obtenir de fagon approchée des

maximums et minimums, des dérivées, des équations de tangentes. Il est ainsi possible de
rendre les éléves sensibles au fait que, méme si la machine est en mode exact, elle ne
fonctionne en calcul exact que dans Papplication HOME. Lorsqu’ils utilisent les
fonctionnalités de calcul formel, il nous semble important de les sensibiliser au fait que
reste & leur charge le contrdle du champ de validité des résultats obtenus, dans le cadre de
fonctions faisant intervenir des quotients, racines carrées et valeurs absolues.

I1 en découle un certain nombre de choix globaux, les principaux étant les suivants :

En ce qui concemne I’introduction des dérivées :

e En premier lieu, nous écartons une entrée “ boite noire ” souvent associée dans la littérature
a ’utilisation le logiciels de calcul symbolique car il nous semble important et possible de
jouer un jeu qui ne soit pas uniquement formel dans I’introduction de la dérivée, qui tend
déja trop facilement 2 se réduire, pour les éléves, a cette dimension. En revanche, nous
ferons intervenir ce type de rapport a la machine, dans la situation de mise en place des
régles de dérivation, c’est a dire de 1’algébre des dérivées (chapitre III). Dans cette
situation, les productions de la machine, seront prises comme des données que I’éleéve aura
a interpréter et modéliser pour conjecturer puis tester les régles conduisant a la dérivée
d’une somme, d’un produit, d’un quotient de fonctions dérivables, ainsi que leur champ de
validité, avant d’en chercher des raisons.:

Nous écartons également, en dépit de son intérét évident, une entrée cinématique par les
vitesses. Le concept de vitesse instantanée en effet nous semble un concept qui n’est ni
suffisamment préconstruit chez les éléves, ni suffisamment préparé par le travail en
physique qui ne porte & ce niveau 1 que sur des vitesses moyennes sans faire de distinction
claire entre “vitesse” et “ vitesse moyenne ”, pour pouvoir servir de base solide a
I’introduction des dérivées. L’analyse des observations de la premi¢re année a bien mis en
évidence les difficultés induites par cette stratégie, confirmant sur ce plan les résultats de
diverses recherches didactiques (cf. par exemple (Schneider, 1989)). En revanche, dans un
second temps, lorsque les concepts de dérivée et de tangente sont suffisamment installés,
les éleves peuvent passer de la notion de vitesse moyenne qu’ils connaissent, a celle de
vitesse instantanée et ainsi de mettre en place le point de vue cinématique sur la dérivée.
Ceci sera aussi I’occasion de revenir sur le sens local de la dérivée qui tend a disparaitre
derriére I’opérationalité de I’outil : fonction dérivée.

Nous choisissons une entrée géométrique, en essayant d’intégrer assez rapidement deux
points de vue complémentaires sur la dérivée :

a) le nombre dérivé comme limite des coefficients directeurs des sécantes pivotant
autour d’un point,

b) le nombre dérivé comme coefficient directeur d’une droite avec laquelle la
représentation graphique de la fonction tend a se confondre par zooms successifs, ce qui
revient A voir le nombre dérivé comme coefficient de linéarité dans 1’approximation
affine de la fonction.

Dans une telle approche, qu’il s’agisse du point de vue a) ou b), il nous semble important de
problématiser la définition et ’unicité de la tangente et de ne pas sombrer dans le travers de
nombreux textes: “par zooms successifs, on a 1’air de se stabiliser sur une droite de
coefficient directeur n et, en gros, comme n est entier, c’est forcément n. ”. Ceci ne peut se
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faire qu’en montrant que, parmi les droites passant par un point donné, c’est la seule
fournissant une approximation au premier ordre.

La présence dans la TI92 du logiciel de géométrie Cabri-géométre nous a incité a partir du
point de vue a) bien que le point de vue b) puisse paraitre a priori le plus facile & mettre en
scéne avec des calculatrices graphiques (Kuntz, 1997). En effet, ce logiciel va nous permettre
de gérer trés commodément 1’interaction numérique / géométrique dans la phase d’exploration
et de conjecture, en permettant d’avoir en permanence a 1’affichage le coefficient directeur des
sécantes considérées. Grace d ce dispositif, nous pensons limiter les effets de I’obstacle
géométrique en jeu dans ce type d’approche du nombre dérivé (Schneider, 1991). D’autre
part, le coefficient directeur des sécantes conduit naturellement & I’expression du nombre
dérivé comme limite du quotient des accroissements qui, on le sait, est plus facilement
opérationalisable par les éléves du secondaire que I’expression en ligne de ’approximation a
’ordre 1. Le point de vue b) nous semble, quant  lui, conduire plus naturellement a priori soit
a cette expression en ligne de I’approximation et au probléme du contrdle du reste, soit a la
notion de dérivée symétrique, dans la mesure o lorsque par zooms successifs on a rendu
« droit » le graphe de la fonction au voisinage d’un point, ce point lui-méme n’est plus visible,
ni méme souvent atteignable par des commandes comme Trace, vue la discrétisation des
tracés ; la droite trouvée est alors plus naturellement et précisément caractérisée en prenant les
coordonnées de points éloignés du tracé. Nous faisons donc 1’hypotheése que le choix du point
de vue a) facilitera la gestion du contrdle théorique de ’ordre d’approximation que nous
souhaitons mettre en place.

1

e Enfin, dés cette introduction, nous commencerons a retravailler les conceptions de la
notion de tangente pour montrer que 1’on ne peut pas importer en bloc en analyse les
conceptions issues de la tangente au cercle.

e L’expérience de I’année derniére nous a4 montré que la séance d’introduction, quels que
soient les choix effectués, est difficile et que le fait de pouvoir déléguer certains calculs a la
calculatrice ne change pas fondamentalement sa complexité. Il nous semble donc important

- de veiller trés soigneusement a garder une complexité raisonnable aux calculs a
effectuer,

- d’étre trés attentifs au nombre de variables et paramétres figurant dans les expressions
et au jeu : valeurs particulicres, valeurs littérales,

- de permettre aux calculs dans leur organisation de prendre sens dans un travail a la
main avant d’étre délégués a la machine, pour des situations un peu plus complexes,
partiellement ou completement.

e De plus, dans cette séance, le degré d’autonomie laissé a 1’éleve et 1’équilibre
travail éléve / travail professeur n’est pas facile a gérer. Il faut donner le maximum
d’autonomie a I’éléve, ne pas le limiter a des tiches d’exécution. Il faut que son activité
soit soigneusement problématisée, il faut s’assurer réguliérement que le fil global n’est pas
perdu. pour cela, I’intervention de I’enseignant est nécessaire sous de multiples facettes
(dévolutions successives, aides, maintien de la cohérence globale, bilans et
institutionnalisations locales) mais il ne faut pas que ce soit le seul acteur.

Au dela de cette introduction, nous essaierons de respecter les principes a la base de cette
partie de I’ingénierie, en prenant en charge la rencontre avec les différents types de problémes
ou, a ce niveau d’enseignement, la dérivée est susceptible d’apparaitre comme outil, les
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différents points de vue que 1’on peut développer a son propos, en revenant a plusieurs
reprises sur le sens local de la notion de nombre dérivé et en associant étroitement dans ces
reprises le travail algébrique et graphique, conformément au schéma figurant sur la page
suivante.

Le projet est ainsi construit autour de sept phases :

1. introduction de la notion de nombre dérivé

2. fonction dérivée et dérivées des fonctions de référence

3. dérivation formelle a la calculatrice et algébrisation du calcul des dérivées
4. dérivées et sens de variation

5. la dérivée au service de I’étude des fonctions et de la résolution de problémes
d’optimisation
6. approche cinématique de la notion de dérivée : la notion de vitesse instantanée

7. réinvestissement dans une situation de recherche : un probléme de raccords.

Dans ce chapitre, nous nous centrons sur les phases 1 et 2. Pour chacune de ces phases, une
situation est présentée. Les phase 3 a 7 sont développées dans le chapitre suivant. Des
ingénieries sont présentées sur les phases 3, 6 et 7. Concernant la phase 5, une situation (la
cuve) a été présentée au chapitre précédent, avec une observation, des propositions de
reconstruction, et des éléments d’observation de la séance reconstruite. Le lecteur trouvera
d’autre part en annexe, comme pour les limites, le texte distribué aux éleves a ’issue des
premieres séances.
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tangente :

droite ayant une droite perpendiculairg
intersection double Jau rayon (cercle)

tangente :

Point de vue géométrique

Dérivée

tangente : limite des linéarisation locale
—'ﬁsécantes jpar zoom A

Dérivée
Point de vue Objet

Point de v*enumérique V

Iimitek quotient seule approximation
différentiel au premier ordre

A

=4¢0]0]l= o2

tangente

¢Point de vue cinématique

lien dérivée/vitesse lien dérivée/débit

Point de vue algébrique

de la dérivée

*régles de transformation formelle
*dérivées somme, produit, quotient

* dérivées de fonctions composées

déri!ée nulle

Dérivée
Point de vue Outil

etude de fonctions

N <
FToDIe G
d'optimisation

contraintes

cinématique

Schéma : L’organisation des rapports entre les dimensions outil et objet de la notion de
dérivée et les différents points de vue dans le projet d’ingénierie
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SITUATION 1 : introduction de |la notion de dérivée

Comme nous l’avons précisé plus haut, I’introduction de la notion de nombre dérivé
s’effectue a partir d’une approche géométrique, en utilisant I’application de géométrie et un
programme qui permet d’explorer le comportement des coefficients directeurs des sécantes
(AM) a une courbe donnée lorsque M se rapproche de A sur la courbe. Le probléme posé est
celui de I’interprétation et de la modélisation de phénoménes numérico-graphiques produits
sur la calculatrice.

La séance d’introduction est elle-méme congue en trois phases, au cours desquelles le méme
probléme est abordé avec des fonctions et/ou des points différents, en augmentant
progressivement 1’autonomie de 1’¢léve. Elle est prévue pour une durée de deux heures et a été
préparée par un travail sur les équations de droites. Apres avoir présenté le scénario, nous
donnons des éléments sur le déroulement de sa réalisation a Chartres et dressons un bilan de
cette premiere expérimentation.

A. Scénario

Phase 1 :

On s’intéresse dans cette phase a la fonction x — f(x) =x*-2 au voisinage du point A
d’abscisse 1. La gestion est collective. En utilisant le fichier Cabri construit , I’enseignant
déplace le point M sur la parabole et donc la sécante (AM). Les coordonnées de M et le
coefficient directeur de la sécante s’affichent dans le coin haut - gauche de 1’écran.

coef: 2.62 )

gm;-i.ﬂﬂ .
coef: undef

0 i?'/
{

DERIV D DEG ERACT FUNC

La question posée aux éléves est la suivante :

DERIY

DEG EXACT FUNC

|

« Que se passe-t-il quand M se rapproche de A ? »

On notera que lorsque M et A sont confondus, le logiciel renvoie la valeur “ undef ” pour le
coefficient directeur. On peut s’attendre a ce que les éléves, dans cette situation, identifient le
mouvement géométrique de la sécante et conjecturent au vu de I’évolution des coefficients
directeurs que la sécante tend vers la droite passant par A de coefficient directeur 2, vu le
caractére attractif de cette valeur entiere. On peut s’attendre éventuellement aussi a voir
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apparaitre dés cette phase le mot « tangente » et, si c’est le cas, on demandera a quelles
caractéristiques la tangente est identifiée.

L’enseignant va alors utiliser I’application graphique pour problématiser ce “2” trop
facilement obtenu. Dans I’application Y =, ont été rentrées préalablement la fonction ainsi
que les droites passant par A de coefficients directeurs respectifs : 1,9 - 2 - 2,1. Pour faciliter
I’interprétation, les équations de ces sécantes ne sont pas réduites mais laissées sous la forme
Vi=ya+m(X-Xa). Au tracé, toutes les trois collent a la parabole. Cette constatation
permettra A ’enseignant de poser la question de la 1égitimité du choix de la valeur 2 parmi les
valeurs voisines.

T Fev | F3 Y FEv Y _FGv T7
v a Zoom|Trace|ReGraph|Math|Draw]»

aPLOTS
Plot 1:

~/ui=x2-2
vy2=1,9(x-1)-1
vy3=2(x-1}-1
vy4=2,1(x-1)~-1
yI3=l
4e=
b
uh(xI=
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Nous faisons ’hypothése que, dans cette situation, les éléves, habitués & la manipulation
graphique de la machine, vont proposer de faire des zooms, en pensant qu’ils permettront de
faire apparaitre la droite de coefficient directeur 2 comme celle collant le mieux a la courbe.
Le phénomeéne graphique résistant bien a des zooms effectués autour du point A, le probléme
devrait rester entier, les zooms successifs permettant cependant une premicre articulation
graphique des points de vue a) et b) cités plus haut. Nous faisons I’hypotheése que I’échec de
I’exploration va aboutir 4 la problématisation souhaitée du choix de la valeur 2 et faire
ressentir la nécessité de dépasser des critéres purement perceptifs pour analyser et différencier
les proximités droite / parabole. En revanche, il nous semble illusoire de penser que les €leves
de ce niveau peuvent découvrir, en ’espace d’une séance, par eux-mémes, une technique
permettant de dépasser ces critéres perceptifs. C’est pourquoi, dans le scénario, une fois la
question bien posée, nous laissons cette partie a la charge de I’enseignant : c’est lui qui

proposera d’étudier I’écart P,M, pour M, point de la courbe et P, point de la tangente
supposés de méme abscisse : 1+h, puis de comparer avec les valeurs obtenues en prenant Py,
cette fois sur I’une des deux autres droites.

Mh//

Py

A

o /71

11 nous semble raisonnable ici de mettre en place collectivement
le premier calcul & effectuer, vu la complexité formelle des
expressions a4 manipuler : 1’enseignant introduit donc
I’accroissement h, les notations M; et P, et fait évaluer
P.M, =f(1+h)-[f(1)+2h]

Le calcul est piloté par les éléves, apres précision collective du
sens de f(1+h).

Ce calcul n’est pas compliqué en lui-méme et comporte une
seule variable h. On arrive ainsi 2 : h® +2h - 1+ 1 - 2h =h°

On peut ensuite partager la classe en deux groupes, chacun ayant en charge d’adapter le calcul
précédent 4 I’'une des deux autres droites, ce qui permet une appropriation individuelle de la
-démarche collective. On arrive ainsi aux expressions :
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Coefficient PM,
directeur
1,9 W - L
10
2 h2
2,1 W+ h
10

qui tendent toutes trois vers 0 lorsque h tend vers 0, mais qui sont différentiables, compte-tenu
du travail sur la négligeabilité mené dans I’initiation aux limites, par la vitesse a laquelle elles
tendent vers 0. Nous faisons I’hypothése que cette différenciation est ici tout a fait accessible
et va conduire a la conclusion suivante :

« la différence tend plus vite vers 0 pour la droite de coefficient directeur 2, ou reformulé
autrement :

lim M,
h—0

= ( pour m = 2 mais pas pour 1,9 et 2,1,

P,M, est négligeable devant h pour m=2»

La valeur 2 est & ce moment singularisée mais il reste & montrer qu’elle est la seule a posséder
cette propriété 13. Le calcul fait nécessairement cette fois intervenir un paramétre mais il s’agit
de la reproduction d’un calcul déja effectué a trois reprises avec des valeurs particuliéres. 11
peut se faire collectivement, piloté par les éléves et toujours a la main.

P.M, =f(1+h)-[f(1)+mh]
PM, =h’+h(2-m)
Pth

=h+2-m donc P,M, est négligeable devant h pour m = 2 et
seulement pour m = 2.

La valeur 2 est maintenant complétement caractérisée. L’enseignant peut alors récapituler
Pensemble de la démarche et institutionnaliser le résultat local obtenu, introduisant a cette
occasion le terme de tangente, s’il n’est pas apparu spontanément.

Cette premiére phase se termine par le lien effectué avec la tangente “ancienne”, en
cherchant ’intersection de la droite avec la parabole. La encore, I’exemple numérique est
choisi pour que le calcul ne présente pas de difficulté puisque I’on aboutit & une identité
remarquable :

XX2=2(x-1)-1
X*2x+1=0
(x-1)*=0

La tangente apparait donc comme la droite passant par A qui a une intersection double en ce
point avec la courbe. Nous faisons I’hypothése que, pour les éléves de la classe expérimentale
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qui ont justement eu a travailler dans un devoir maison donné au premier trimestre sur les
intersections de paraboles avec des droites, le probléme de I’articulation avec ce qu’ils avaient
a I’époque dénommé tangente 2 la parabole par analogie avec la tangente au cercle ne sera pas
vécu comme un probléme artificiel.

Phase 2 :

Dans cette phase, il s’agit de reprendre intégralement la méme démarche avec cette fois la

X . .
au point d’abscisse 2.

fonction f: x > f(x) =

Pour cette adaptation i une nouvelle fonction, on va demander aux éléves de piloter
collectivement la démarche, les différentes étapes du travail étant au fur et 2 mesure notées au
tableau. L’exemple choisi a aussi pour fonction de faire rencontrer un cas ou la tangente a une
courbe recoupe cette courbe en un point autre que le point de tangence.

La question posée est la suivante : on cherche a savoir si ce qu’on a trouvé avec la
parabole est encore ici valable et si les mémes méthodes marchent.

e Le coefficient directeur de la tangente n’est cette fois plus entier (il vaut 1,5) et la tangente
recoupe la courbe.

e Les calculs sont faits maintenant & la machine, par ’enseignant, piloté par les €leves.
Soulignons que quand M = A la machine renvoie cette fois comme coefficient directeur

1.0, ce qui peut étre déroutant.
I1 nous semble important d’écrire le début des calculs sous forme littérale au tableau :
PM, =f2+h)-[f(2)+1.5h]

avant de les entrer en machine et de noter également au tableau les résultats obtenus.

P.M, h2 3h
n -2 +7 et on retrouve bien la négligeabilité ; dans le cas d’une

coefficient directeur m, s’y rajoute le terme : m - -;- , Ce qui prouve bien ’unicité.

Dans ce cas,

1 - F3w A F&
Iv {—lﬂlgebralCalclUther‘lPPgMIDlClear a-z.. ] |~ra|FI1gFébr~a|(Z.‘a1cr:.|Elffl'l!|r;-r~|Pr‘gmIlfllCle*ar}:.i a—z...l
¥ Z
BF(2Z+hy-(f(2)+ 1.5 h) 5 * 2 h _
JF(2+h) - (f(2)+1.5h) h-(h + 6) h2+6-h-2(2:n-3)
h 3 4
. 2 e e (P = D -
.lin[h(h+6)] o .lim[h +6-h 42(2m 3)] (22 3)
h+0 h+0
mit(h:*:(h+6)/4,h,0) 3/2
DERIY KAD ERACT FUNC 11/30 DERIY RAD EXACT FUNC 14730

e Le lien avec le point de vue algébrique se fait également a la machine :- résolution machine
de I’équation : :
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Si la recherche des points d’intersection par la commande Solve ne permet pas de distinguer
les racines, I’utilisation de la commande Factor, elle, permet bien de différencier les deux
racines trouvées.

I1 est bien siir prévu de pointer dans la synthése sur ce nouveau cas le fait que, contrairement a
ce que I’on avait constaté pour la parabole, les tangentes a cette cubique peuvent la recouper.

Phase 3 :

De fagon autonome, par bindmes, les éléves ont dans cette phase a traiter eux-mémes pour la
méme fonction le cas x = 0. Nous faisons ’hypothése que I’ensemble de la démarche doit leur
étre alors accessible. Ce nouveau cas les confrontera de plus & une situation d’inflexion,
permettant de mettre en débat la conviction sans doute forte pour eux que la tangente ne
saurait en aucun cas recouper la courbe au point de contact.

Phase 4 :

La phase 4 qui conclut cette séance est celle ou s’effectue la définition de la dérivabilité de f
au point d’abscisse a, en mettant bien en évidence 1’équivalence, pour un m quelconque, des
deux formulations :

lmf(a+h)—(f(a)+mh)=0 et lim

h—0 h h—0

f(a+h)~f(a) _

qui permet, dans la pratique, en recherchant directement la limite du quotient, de simplifier le
travail de conjecture et de preuve qui a été effectué sur les trois premiers exemples traités.

B. Déroulement

Ce scénario d’introduction a été expérimenté a Chartres, le 31 janvier, sur deux heures : une
séance collective d’une heure, suivie de deux heures de travail en demi-groupes.

Comme prévu, confrontés a I’interprétation du phénomene visuel montré a la calculatrice, les
¢éleves conjecturent que lorsque le point M se rapproche de A, le coefficient directeur dont la
valeur est affichée se rapproche de 2 et en concluent sans le moindre doute que la limite est 2.
Aucun ne parle cependant de tangente. Il semble bien ici que 1’affichage dynamique de la
valeur du coefficient directeur en haut de 1’écran attire suffisamment ’attention des €leves
pour constituer une situation ou les cadres numériques et géométriques jouent de fagon
équilibrée et interactive, dans le processus de limite.

L’enseignante fait formuler 1’équation de cette droite et la laisse volontairement sous la
forme : y = 2(x-1)+f(1) pour favoriser I’interprétation des équations introduites dans I’éditeur
de fonctions Y=. Tout cette phase, gérée collectivement comme prévu, ne pose pas de
difficulté. Les éléves semblent surpris ensuite par la proximité des trois droites tracées et
surtout le fait que les zooms effectués ne permettent pas de singulariser clairement la droite de
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coefficient directeur 2. Et, comme nous I’avions anticipé, ils n’ont pas a priori d’idée sur la
maniére de comparer la proximité respective des trois droites tracées et de la courbe. C’est

’enseignante qui propose donc d’étudier la valeur de P,M, et introduit les notations, comme

prévu. L’expression de la valeur algébrique de P,M, dans le cas de la droite de coefficient
directeur 2 est produite collectivement, sous la dictée d’un éléve, aprés une trés courte phase
de travail individuel. Le calcul et les différentes substitutions sont soigneusement explicités et
détaillés. L’enseignante demande ce que devient cette expression lorsque h tend vers 0. Les
réponses produites sont diverses : « elle devient nulle », « elle est nulle », « elle tend vers 0 ».
L’enseignante les reprend et fait reformuler et écrire dans le langage usuel des limites, en
soulignant que la fonction de h considérée ici est une fonction de référence. La classe se
partage ensuite en deux groupes pour traiter, 4 la main toujours, les deux autres cas. Ce calcul
soigneusement préparé : 1’enseignante a fait préciser ou allait se situer le changement dans
Pexpression formelle, est rapidement exécuté par la grande majorité des éleves. Ils semblent
décus de constater que toutes les expressions ont la méme limite 0, ce qui était pourtant
prévisible, pensant sans doute que la suggestion de I’enseignante devait mener directement au
résultat. Les résultats sont écrits au tableau dans un tableau a double entrée, 1’enseignante
faisant soigneusement justifier les calculs de limites, ce qui visiblement ne pose pas de
probléme a I’éléve interroge :

« Si h tend vers 0, h2 a pour limite 0 et h aussi, donc h/10 aussi donc la limite de h2+h/10 est
0»

Les trois limites nulles étant établies, I’enseignante demande ce que 1’on pourrait faire, quelle’
question on pourrait se poser. Elle obtient cette fois immédiatement une réponse : « On
pourrait chercher laquelle va le plus vite ». L’enseignante reformule aussitdt cette suggestion
en termes de négligeabilité, faisant appel a la mémoire de la classe. Peut-étre aurait-on pu
laisser ici davantage I’initiative aux éléves, un bon nombre se souvenant visiblement de la
notion et plusieurs se proposant pour rappeler sa définition. Une colonne est rajoutée au

tableau initial pour noter les limites des quotients P,M, /h et les limites sont trouvées et
justifiées sans aucune difficulté. L’enseignante demande aux éléves de conclure, fait noter
cette conclusion sur le cahier a la suite du tableau, avant de relancer le probléme, comme
prévu, en posant la question : « La droite de coefficient directeur 2 est-elle la seule a posséder
cette propriété ? »

Un éléve propose aussitét de refaire le calcul pour x, précisant ensuite sur demande qu’il
s’agit du coefficient directeur. L’enseignante suggére d’utiliser la lettre m pour éviter les
confusions (les éléves visiblement préféreraient la lettre a) et les laisse faire le calcul.
Visiblement, pour la plupart des éléves, la structure de ’expression est maintenant bien
comprise et les adaptations sont faites rapidement. Un éléve demande cependant si f(1-+h) est
bien égal 4 h2+2h-1 et I’enseignante redétaille collectivement la substitution. On arrive ainsi
pour le quotient a I’expression h+2-m et les éléves concluent rapidement que 2 est bien la
seule valeur possible. L’enseignante fait récapituler le raisonnement et noter le résultat
obtenu, avant de conclure : « Donc cette droite joue un rdle bien particulier par rapport a la
parabole au point d’abscisse 1. »

Un éleve demande : « C’est ¢a la dérivée ? ». L’enseignante lui demande de préciser et 1’on
entend, de ci de 1a fuser le mot « tangente ». Elle en profite aussitét pour leur demander a
quelle occasion ils ont déja entendu parler de tangente. Les éleves parlent de la tangente au
cercle qui est perpendiculaire au rayon, de la tangente en trigonométrie. Faisant appel a la
mémoire de la classe, elle leur demande s’ils ne se souviennent pas d’un travail effectué cette
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année. Des éleves se souviennent alors d’un devoir a la maison sur des positions relatives de
fonctions « ol les courbes se touchaient en un point ». L’enseignante fait le lien avec la
situation présente en revenant 2 la visualisation géométrique et fait rappeler la stratégie suivie
dans le probléme : écriture du systéme associé 4 la recherche de I'intersection, recherche des
solutions par substitution et obtention d’une racine double dans le cas de la tangente
correspondant & deux points d’intersection confondus. Les éléves prennent ensuite en charge
le calcul dans le cas de la parabole P et de D2. Cela va trés vite.

L’enseignante récapitule alors I’ensemble du travail effectu¢, annonce que ce coefficient
directeur de la tangente va jouer un rdle trés particulier et que, dans la séance qui suit; en
demi-groupes, ils vont refaire la méme chose avec d’autres fonctions.

Pour la séance qui suit, en demi-groupes, nous suivrons plus précisement deux éleves :
Amauld et Marianne, dont les calculatrices étaient reliées 4 des ordinateurs portables et
1’écran 2 une tablette rétroprojetable, suivant le dispositif classique dans 1’expérimentation.

L’enseignante lance la séance en rappelant le point ou ils sont arrives puis en annongant qu’on
x* - 6x
4
du point A d’abscisse 2. Elle fait évaluer f(2) et écrit au tableau les coordonnées de A sous la

forme A (2 f(2)) suivies de f(2) = -1.

Elle passe ensuite, comme prévu, dans 1’application géométrie et déplace M sur la courbe en
le rapprochant de A. Le coefficient directeur se rapproche de la valeur 1,5 mais cette fois
quand les deux points semblent confondus, la valeur bizarrement devient 1. Ceci perturbe
certains éléves qui pensent que c’est la droite de coefficient directeur 1 qui sera donc la plus
proche de la courbe au voisinage de A. L’enseignante fait afficher une droite de coefficient
directeur 1 en bougeant le point M et la conjecture est invalidée. Elle passe ensuite a I’éditeur
d’équations Y= dans lequel elle a préalablement rentré outre la fonction f, les équations des
droites de coefficient directeur 1.5, 1.45 et 1.55. Cette fois les éléves ne sont pas étonnés du
résultat : « c’est comme la premiére fois », et plusieurs suggérent de faire les limites comme
pour la fonction précédente. L’enseignante fait produire collectivement les coordonnées de
My, (2+h,f(2+h)) et Ph(2+h, 1.5h+{(2)), puis leur demande de prendre chacun leur machine et
de définir 1a fonction f dans le module HOME.

Elle conseille aux éleéves de libérer les variables avant de commencer le travail. Arnaud va
“dans VAR-LINK pour vérifier. Marianne aide son voisin Nicolas qui a libéré les variables par
F1-6 mais aprés avoir défini f et qui ne comprend pas ce qui lui arrive.

va faire un travail analogue avec la fonction f définie par : x - f(x) = au voisinage

L’enseignante se fait ensuite dicter les calculs & faire a la machine par les éleves, chacun les
faisant parallélement sur sa proche machine.

Arnauld et Marianne ne rencontrent pas de difficultés. Nous reproduisons ci-aprés les
premiers écrans d’ Arnaud. Ceux de Marianne sont quasiment identiques, mais sans I’erreur de
parenthésage présente dans la premiére entrée d’ Arnaud et immédiatement rectifiée.
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L’enseignante note dans un tableau comme précédemment les differentes expressions trouvées
et demande les limites lorsque h tend vers 0. Cela ne pose pas de difficulté et les formulations
des éléves sont claires quand il s’agit de justifier. L’enseignante leur propose d’utiliser ensuite
la commande Jimit pour obtenir ces mémes résultats, pour vérifier qu’ils connaissent bien la
syntaxe.

Arnaud le fait :
v!—- ngebra Calc, ther*TPrngOTClear‘ a-zJ |v{—-IHlgebraglcrherngmmrear a=z... ]
-lmlT 32h‘J -4—+32h‘ -l1mlT+ 5 J o)
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3 2
. h 3h . -h
n 11m[-—+ ] 0] L] 11m[—+ +.ElS-h] o.
heo b 4 2 h+0 2
3 e 3
. 1m[hT+ 0 +.95-h] 0. || = 11m[’:‘ + 2"‘ —.as-h] 0.
h+0 h+0
limit(h*3,4+3%h*2/2+ _05%h.h, 0. Wit <h*3,4+3%h2,2—_.05%h,. h, ()
FAIN RAD AUTD FUNC B/30 MAIN &AD AUTO FUNC 9/30

et change ensuite le MODE AUTO en EXACT. L’enseignante demande ensuite que faire.
Nicolas explique qu’il faut regarder si ¢’est négligeable par rapport a h. Les ¢léves le font
individuellement. Amaud et Marianne, comme beaucoup d’éléves, font tous les calculs a la
machine, comme en témoignent les écrans suivants :
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L’enseignante se fait ensuite dicter les résultats obtenus, en soulignant qu’ils pouvaient étre
obtenus facilement & la main comme les précédents et en faisant remarquer que la machine
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réduit automatiquement les expressions au méme dénominateur et, dans certains cas, les
factorise.

Les éléves concluent ensuite sans difficulté et certains suggerent ensuite de remplacer m par
1.5 pour voir si c’est bien la seule droite, comme dans le cas précédent. L’enseignante le fait

en allant rechercher I’expression de P,M, dans les premiers écrans et en substituant m a la
valeur 1.55. Marianne le fait sur sa propre machine en retapant ’expression .

lvii-wﬂ |F1 1 ééEraETcEtm;rFrrgsm I l'JTl'Jl@arEﬁ a-z.. |
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La suite du raisonnement est faite collectivement, sans recourir cette fois a la machine et sans
difficulté. Les éléves concluent et notent.

L’enseignante revient ensuite dans Y=, désélectionne les deux droites auxiliaires et leur
demande d’étudier plus globalement les positions de la droite et de la courbe.

Arnaud fait tracer les deux courbes en ZoomDec, puis, il change de fenétre, choisissant [-
10,10]x[-20,20] :

| |Zoc-m Trace ReGraPh athﬁ awT:- / T J

MAIN RAG ERACT FUNC

Marianne, elle, choisit d’abord cette fenétre puis passe a [-100,100]x[-100,100] :

| |Zoom Tr‘-ac.e ReGraph FastThTD?awrr f m

MaIN RAD EXACT FUNC

puis réduit sa fenétre :
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Trés vite, ’enseignante de son coté, passe dans la fenétre standard puis agrandit jusqu’a avoir
tous les points d’intersection de la courbe et de la tangente visibles et demande aux éleves
d’interpréter les tracés. Les éléves disent d’abord massivement que la droite est tangente a la
courbe, ensuite les formulations divergent : « elle n’est plus tangente », « autour de A, elle est
tangente », « elle coupe deux fois ».

Amaud avec la commande Intersection cherche a déterminer les coordonnées du second point
d’intersection.

l:ﬁ' Echm T;;CETREGF:‘BPhTMF;{h Dlﬁ'sgw v? f? | |

ﬁ//

?

Intersection
=XC8 4. i yc: -10.
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Marianne suit la phase collective. Des éléves disent que la courbe recoupe en -4 et
’enseignante demande comment le vérifier formellement. Les éléves proposent d’utiliser les
commandes Trace, Zoom, Intersection, Zeros. L’enseignante insiste sur la vérification
formelle demandée, se fait dicter le systéme qu’elle écrit au tableau, puis demande comment
résoudre dans HOME avec la machine. Un éléve propose de faire la différence des deux
expressions de y et de résoudre en x. L’enseignante entre cette différence puis se fait dicter la
suite des manipulations a effectuer, arrivant ainsi aux deux racines 2 et -4.

Arnaud, de son c6té a utilisé d’abord la commande Zeros, puis ensuite la commande Solve.
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= solve(f(x) - (372:(x ~2) + £(2)) = 0, x) (x = 2)2(x +4)

X=2 or x= -4

. 3
solve (f (- (3,2(xx—2>+f(2))=0,.. Factor(F(x)—(3/2(x—-22+£(2)))
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Marianne et Nicolas réagissent au fait qu’il n’y ait que deux racines alors que le polynéme est
de degré 3 et disent qu’il doit y avoir une racine double et que ce doit étre 2. L’enseignante
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demande comment vérifier et Nicolas propose de factoriser. L enseignante le fait, Arnaud et
Marianne aussi sur leur propre calculatrice et I’expression obtenue satisfait tout le monde.

L’enseignante commente cette situation, en soulignant la différence avec la parabole et en
insistant sur le fait que la propriété de tangence est une propriété locale : une droite est
tangente en un point.

Elle leur demande ensuite d’étudier seuls, comme prévu, le cas x=0 pour cette méme fonction,
mais comme il reste moins de 10mn, elle va reprendre la main trés vite.

Arnaud calcule f(0) puis va dans GRAPH.

I’enseignante demande quel intervalle choisir. Un éleve propose [-1,1] et elle fait un
ZoomFit, obtenant 1’écran suivant :

Few FEw Fa~r
Zoom Trace ReEraph Math|Drawl~ / T ]

HMAIN RAD ALUTO FUNC

Un éléve fait remarquer que la fonction est comme impaire. L’enseignante lui demande de
préciser et fait démontrer par un raisonnement sur les exposants que la fonction est réellement
impaire.

Elle leur demande ensuite comment ils vont faire pour savoir s’il y a une droite pour laquelle ,
lorsque h tend vers 0. Un éléve propose tout de suite la droite de coefficient directeur -1.5. Il
I’a trouvée en utilisant la commande Derivative du menu F5. L’enseignante leur montre alors
qu’il existe aussi une commande Tangente.

Arnaud, pendant ce temps, a fonctionné avec d’abord un ZoomBox puis un ZoomFit, obtenant
les écrans suivants :

o[t ace RedraphlMathiDrowle | | wwhhath oraule ¢ |

— =

MAIN RAD EXACT FLNC MAIN RAD EXACT FUNC

I1 change ensuite de fenétre [-1,1]x[-1.25,1.25] et, entendant I’enseignante, décide d’utiliser la
commande Tangente :
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Marianne de son coté était aussi dans une phase de tracé, changeant plusieurs fois
d’intervalles avant de faire un ZoomFit sur [-1,1].

L’enseignante fait remarquer que la commande Tangente donne une valeur différente de -1.5
et en profite pour faire repréciser aux éléves que I’application graphique ne fonctionne pas en
calcul exact. Elle demande ensuite aux éléves comment savoir alors si -1.5 convient bien ou
non. Les éleves suggerent de calculer les limites avec -1.5. L’enseignante accélére le
processus en proposant de faire directement avec m cette fois-ci. C’est Marianne qui dicte les

coordonnées de Py, My, et ’expression de M, : f(h)-mh. Les éléves terminent ensuite a la
machine (la sonnerie vient de retentir). L’enseignante se fait donner les résultats par Marianne
(cf. I’écran de Marianne ci-aprés) et conclut rapidement en disant qu’a la séance suivante, on
définira le nombre dérivé en s’appuyant sur ce qui a été fait.

1 Fuv
vE FI1gebPaTCalcTDtherTPrngDTCIEaP a~Z... ]
s h°-&h h-Th= - &)
4 4

h-(h2-6)

T S hZ-6
h 4
2
hlhc-2(2-m+3

" f(h)=-m-h [ 4( )]
f (h)—m+*h
MAIN RAD ERACT FUNC 18730

Dans le deuxiéme demi-groupe, I’enseignante rencontre lors de I’exploration un petit
probléme technique : elle n’arrive plus a séparer les points M et A, ayant 1aché la souris alors
que les deux points étaient trés prés ’un de ’autre. Ne parvenant pas a le régler rapidement,
elle passe a I’éditeur d’équations. La séance se déroule ensuite approximativement comme
pour le premier groupe pour le premier cas traité, mais avance un peu plus vite. Amandine,
’une des ¢léves observées, bien que d’un niveau trés moyen, participe trés activement. C’est
elle qui reformule par exemple la stratégie utilisée a la séance précédente, pour particulariser
la droite de coefficient directeur 2 parmi les droites passant par A. Elle aura cependant un
probléme en calculant & la machine la limite en 0 pour I’expression dépendant de m car elle
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oubliera le signe de multiplication entre m et h. L’enseignante en profite pour reprendre ceci
collectivement et expliquer pourquoi, alors que les expressions ont I’air identiques a 1’écran,
’une a pour limite -mh et 1’autre 0.

Dans le second cas, apres affichage de la courbe, un éleve déclare qu’il ne peut pas y avoir de
tangente (et il montre de la main I’inflexion). Les autres ne sont pas d’accord. L’enseignante
propose alors de recourir & la commande Tangente du menu F5. Les éleves constatent que la
machine donne 1’équation d’une tangente (y=-1.5x+0.), la trace et que cette tangente coupe la
courbe en 0.

Plusieurs trouvent cela bizarre : « elle a I’air tangente, mais elle traverse ». Un certain doute
s’installe. L’enseignante demande de compter les points d’intersection. La plupart répondent
qu’il n’y en a qu’un mais un éléve suggére qu’il pourrait compter pour 3. L’enseignante
demande comment vérifier et le méme éléve propose de faire comme précédemment avec un
point P et un point M. Ceci réoriente le travail sur la stratégie classique et ils arrivent en fin de

séance 4 la conclusion que P,M, est négligeable devant h si et seulement si m = -3/2.

L’enseignante conclut que cette droite va étre la tangente a la courbe a I’origine, méme si elle
la coupe et que le nombre m sera le nombre dérivé de la fonction en 0. Elle introduit aussi a
cette occasion la commande Derivative du menu FS qui avait été utilisée spontanément par un
éleve de I’autre groupe et de ce fait présentée ensuite a tous. Elle leur demande de chercher
pour la séance suivante le nombre de points d’intersection entre la tangente a 1’origine et la
courbe.

C. Bilan

L’expérimentation de cette séance d’introduction des dérivées nous semble positive. Si I’on
compare en particulier aux expérimentations effectuées la premiére année, on voit bien que les
choix effectués permettent une introduction beaucoup plus satisfaisante. La problématique
choisie d’interprétation d’un phénomeéne produit sur I’écran de la calculatrice, mais avec la
volonté de ne pas céder a la facilité, semble accessible a ces €léves qui sont pourtant d’un
niveau trés moyen. L’idée de s’intéresser aux vitesses de convergence vers 0 est spontanément
formulée et la notion de négligeabilité relative réinvestie de fagon pertinente dans le
fonctionnement collectif de la séance. L’attention portée aux variables permettant de gérer la
complexité formelle des calculs, le jeu construit entre le collectif et I’individuel sur ce plan,
semblent avoir permis de situer le calcul symbolique 1a encore dans une zone accessible a la
trés grande majorité des éléves. Le fait de reproduire, a diverses reprises, au cours de la
séance, des calculs similaires mais nécessitant chaque fois des adaptations, prenant en compte
le sens des expressions et 1’objectif des calculs a sans aucun doute joué un rdle décisif.
L’interaction du travail a la main et du travail & la machine semble elle aussi avoir rempli le
role qui lui était assigné. Il est clair que la premiére séance essentiellement collective ne
permet pas de savoir avec précision I’engagement de chacun dans la séance. Ce qui y est
plutdt testé, c’est la viabilité d’un jeu collectif, avec des prises d’information ponctuelles via
les éléves sollicités a tel ou tel moment de la séance. Les deux séances menées ensuite en
demi-groupe ou nous avons suivi de plus prés, quatre éléves de niveaux différents tend
cependant i confirmer I’impression de viabilité de cette introduction donnée par la séance
collective. On y voit cependant aussi que le scénario prévu est trop long pour la durée prévue,
surtout si I’on ne veut pas trop réduire 1’autonomie des éléves : dans les deux groupes, la
phase 4 ne sera pas abordée et la phase trois un peu trop rapidement gérée. De plus, le
scénario de la troisieme phase ol les éléves doivent réinvestir individuellement les stratégies
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mises au point dans le cas de la tangente en O est loin d’étre optimal. Les éléves travaillant
individuellement ne disposent pas en effet du moyen de conjecture qui était fourni par le
programme réalisé dans I’application géométrie. Deux stratégies nous semblaient a priori
disponibles pour surmonter ce handicap : par des zooms ou le choix d’une fenétre convenable,
arriver & un graphe quasiment linéaire et 1’exploiter pour faire une conjecture, mener
directement un calcul avec le paramétre m. Nous pensions que la premicre était
raisonnablement accessible méme si elle ne situait pas dans une continuité directe avec ce qui
précédait et que la seconde apparaitrait peut-étre mais de fagon trés ponctuelle. Comme le
montre 1’expérimentation, ces prévisions ne se réaliseront dans aucun des deux groupes, dans
le premier, parce que des éléves vont exploiter des commandes spécifiques non encore
introduites du menu F5, dans le second parce que va s’engager un débat sur I’existence ou non
de la tangente dans ce cas d’inflexion. Il est clair que, au vu de I’expérimentation, nous ne
pouvons savoir ce qui aurait pu se produire si les éléves avaient disposé réellement de temps
pour résoudre ce probléme, mais, compte-tenu des observations, il nous semble plus
raisonnable, pour rester dans le fil de la séance, de laisser I’exploration se dérouler pour ce
troisiéme cas, comme pour les deux premiers, de laisser s’il se présente émerger le débat sur
’existence ou non de la tangente, sans le trancher prématurément, et de renvoyer en travail
autonome comme prévu, la preuve du fait que la droite de coefficient directeur -1.5 vérifie
bien la propriété de proximité énoncée et est la seule dans ce cas, ce qui légitimera la décision
prise ensuite de lui donner le nom de tangente, méme s’il s’agit d’un objet non conforme a
P’intuition géométrique que I’on a d’une tangente.

Si le temps de la séance ne permet pas raisonnablement d’accorder un temps suffisant a cette
phase 3, il nous semble préférable de poser le probléme et de le donner a chercher hors classe,
pour la séance suivante, les productions de groupes étant admises.

“SITUATION 2 : dérivées et fonctions de référence

A. Scénario

Aprés la séance d’introduction, le scénario prévoit de gérer sur deux séances, les fonctions
suivantes :

X 2x+3 XI—)% Xl—)\/)—( X | x| xi—>|x2-4x+3| xt—)xsin(%)

en faisant calculer directement les limites en divers points avec I’aide de la machine, dans un
scénario qui alterne le travail algébrique et graphique, en fonction des spécificités des
fonctions considérées. Ces séances doivent aussi permettre de repérer quelques cas de non-
dérivabilité qui seront rassemblés dans le « récit » distribué ensuite aux éléves. C’est a I’issue
de ces séances qu’il est prévu d’introduire la commande de dérivation formelle de la machine.

¢ Pour la premiére fonction, on prévoit de demander aux éleves d’anticiper le résultat en
posant la question de savoir quelle est la tangente a4 une droite en 1'un de ses points
(question qui, on le sait, n’est pas triviale pour les €léves qui ont du mal & se départir de
I’idée que tangente et courbe se touchent en un point mais sont bien distinctes au voisinage
de ce point) avant de vérifier que la démarche algébrique mise en place la fois précédente
conduit bien au méme résultat. On généralisera ensuite au cas d’une droite quelconque.

e Pour la seconde fonction, on prévoit de demander un calcul a la main qui sera suivi d’une
vérification a la machine.

112



¢ Pour la troisiéme fonction, on prévoit de débuter cette fois par un calcul a la machine. On
cherchera ensuite collectivement comment retrouver le résultat A 1 fourni par la machine
a
et la méthode de produit par la quantité conjuguée sera identifiée.

Cet exemple devrait également servir & poser le probléme du domaine de validité de la
formule obtenue et & relier la non dérivabilité en 0 de cette fonction a I’existence d’une
tangente verticale.

e Pour la quatriéme fonction, il est prévu de demander aux éléves de formuler une conjecture
a partir du tracé de la courbe représentative de la fonction. On utilisera ensuite le calcul
machine pour tester les conjectures. Précisons que la TI92, dans ce cas, renvoie sign(a)

. |a+h|-|a| . s . .
pour llmT; c’est une fonction que les éléves ne connaissent pas encore et il leur
h—0

faudra interpréter cette production.

e Pour xx sin(l ) enfin, il est prévu de faire une exploration a la calculatrice par zooms
X

successifs. Il n’est pas question de mener une étude précise de cette situation mais
simplement de I’utiliser pour enrichir I’herbier des images associées aux cas de non
dérivabilité et montrer qu’il existe des cas plus compliqués que ceux qu’ils seront amenés a
rencontrer pendant cette premiére année de contact avec les dérivées.

L’ensemble se terminera par une synthese sur les différents cas rencontrés de non-dérivabilité,
on introduira aussi a cette occasion la commande de dérivation formelle de la calculatrice et
on la fera fonctionner sur les exemples déja traités.

B. Déroulement

Cette partie du scénario sera gérée en deux séances de deux heures, 35mn de la premiére heure
étant consacrée a la phase 4 de I’introduction non abordée pendant la séance précédente.

Séance 1 :

L’enseignante fait rappeler ce qui a été fait a la séance précédente et le fait adapter au cas
geénéral d’une fonction f étudiée au voisinage de a. Une figure est tracée au tableau (cf. résumé
de cours en annexe). Ni le rappel, ni ’adaptation ne posent de probléme, ’enseignante ayant
cependant & reprendre des formulations un peu floues. On arrive ainsi 4 la formulation : on

cherche s’il existe m tel que P, M, soit négligeable devant h et a I’expression associée :
lim f(a+h)—-(f(a)+mh) _

h-0 h

0

L’enseignante propose alors de transformer cette expression. Un éléve propose de simplifier
par h. En fait, il est prét a simplifier par h y compris dans f(ath). L’enseignante lui fait
réexpliquer le sens de la notation f(at+h), puis reprend cette idée de simplification pour arriver
a:

o flath)—f(a)

h—0 h

m=0
Elle demande ensuite si I’on peut encore écrire autrement cette limite, en les invitant 4 se

remémorer ce qu’ils avaient fait quand ils avaient défini qu’une fonction avait pour limite 1 &
partir des limites 0. Amandine trouve trés vite et propose :
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h—0

1imf@_+£12“_f(9=m

L’enseignante numérote les trois formes, fait rappeler ce qui était en jeu dans le travail du
vendredi précédent et demande quelle est dans ce cas ’expression la plus commode. Les
¢leves n’hésitent pas, c’est la 3 car on n’a pas besoin de connaitre m.

L’enseignante dicte ensuite la définition du nombre dérivé en a puis fait écrire 1’équation de la
tangente et relier nombre dérivé et coefficient directeur de la tangente.

Au bout de 25mn, elle passe & I’approximation affine et 1a va rencontrer des difficultés
sérieuses. Visiblement les éléves n’arrivent pas a4 donner sens a la fonction ¢ introduite (cf.
résumé de cours), pas plus qu’ils n’arrivent a suivre I’enseignante quand elle essaie de faire
dire que he(h) est négligeable par rapport & h pour justifier le choix de f(a)*mh comme
approximation affine. Le contraste est saisissant si on compare 4 tout ce qui précéde, montrant
clairement qu’il y a 1a pour les éléves, méme si toute I’argumentation précédente était basée
sur un questionnement de proximité, deux mondes différents qu’ils ne peuvent relier par une
simple transformation d’écritures.

Au bout de 35mn, I’enseignante passe & des fonctions particuliéres, reprenant d’abord la
fonction f définie par f(x)=x2 et posant la question de sa dérivabilité en a. Les éléves se
mettent au travail rapidement et visiblement geérent bien le calcul qui est & faire a la main,
arrivant pour le quotient & I’expression 2a+h. Le passage 4 la limite crée un flottement chez
certains €léves du fait de la présence des deux lettres a et h, facilement géré en proposant deux
valeurs particuliéres pour a. On arrive ainsi a la conclusion que la fonction est dérivable pour
tout a, de nombre dérivé 2a et ’enseignante fait vérifier que c’est bien compatible avec le
résultat obtenu en 1, 4 la séance précédente. Elle demande 1’équation de la tangente au point
d’abscisse 3, fait tracer la courbe et la tangente sur la TI92 rétroprojetable :

[ Emltr sce Retraphliachbraal e 1 |

MAIN RAD ALTO FLUNC

Elle essaie ensuite de revenir a la question de ’approximation affine, en demandant une
approximation affine de (3+h) 2 en précisant qu’il s’agit donc d’une approximation affine de
f(3+h). Les éléves regardent leurs notes, I’enseignante circule puis aide collectivement les
¢leves & produire I’approximation et & 1’ interpréter :

M : Alors f(a+h) a pour approximation affine f(a) plus ?
E: mh

M: mh, que vaut mici ? .....

E’:2a
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M. écrit au tableau :

M: ¢a vous fait penser & quelque chose?

E: Le début de I’identité remarquable.
M: Oui et qu’est-ce qui manque?

E: h?

M: Il manque h?% oui et......

E’ : C’est le carré de h

E’’ : C’est négligeable

M: Et le h? est négligeable devant h, ce qui manque c’est le P,M,, et c’est le h?,
d’accord ? Eh bien on va continuer tout a I’heure avec d’autres fonctions.

C’est la pause.

Aprés la pause, ’enseignante propose la fonction f définie par f(x)=-3x+5 et, comme prévu,
demande si elle admet un nombre dérivé en tout point, aprés 1’avoir faite tracer sur la machine
rewroprojetable. Les réponses fusent :

« Elle est dérivable en tout point », « La tangente, elle est confondue avec la droite », « La
dérivée vaut toujours pareil »

L’enseignante demande des précisions. Un éléve répond que m vaut toujours -3.
L’enseignante demande si 1’on pourrait vérifier par le calcul. Loic dit le calcul a effectuer et
’enseignante leur demande de le faire individuellement. Cela ne pose pas de probléme.
L’enseignante vient de conclure quand 1'un des éléves Pierre demande : « mais la limite de la
fonction du départ, c’est pas 5 ? ». L’enseignante fait préciser a Pierre en quel point il prend la
limite, puis explique que ce n’est pas la limite de la fonction en 0 qu’ils calculent mais la
limite du quotient quand h tend vers 0. Pierre réfléchit puis explique qu’il était géné parce
qu’il confondait la limite de f(x) quand x tend vers O et la limite de f(a+h) quand h tend vers 0
parce qu’on avait posé x=ath. L’enseignante explique pour tous que chercher la limite de
f(ath) quand h tend vers 0 c’est la méme chose que chercher la limite de f(x) quand x tend
vers a et non pas la limite de f(x) quand x tend vers 0.

Elle leur demande ensuite de prendre leurs machines pour étudier si la fonction f définie par
f(x)=1/x pour x différent de 0 est dérivable en a pour tout a différent de 0.

Marianne et Vincent sont les ¢léves dont les machines sont reliées aux ordinateurs pour cette
séance. Ils définissent la fonction dans HOME puis font les calculs. Marianne oublie, pour la
limite, d’indiquer la variable et regoit un message d’erreur qu’elle interpréte immédiatement et
obtient trés vite la limite. Vincent de son c6té utilise la commande ComDenom avant de
prendre la limite :
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Voyant que les éléves ne rencontrent pas de difficultés, ’enseignante se fait dicter les calculs
a faire a la machine. Elle demande ensuite aux éléves s’ils sauraient les faire & la main. La
réponse est massivement « Oui ». Elle fait conclure et noter le résultat. Un éléve Emmanuel
Pinterrompt car il n’arrive pas a obtenir le résultat. En fait, il a libéré la variable f aprés avoir
défini la fonction. L’enseignante repére immédiatement I’erreur et la lui indique. Elle fait
ensuite préciser le signe de la dérivée puis se fait dicter le détail des calculs qu’elle écrit au
tableau.

1 1
f@a+h)-f@) _a+h a_a-(a+th) __ —h

h h aa+hh  a(a+hh

-]
im qa+h) ~ a2

Elle demande ensuite 1I’équation de la tangente au point d’abscisse -2 et fait rappeler la forme
générale : m(x-a)+f(a) avant de laisser les éléves faire individuellement le calcul. Vincent fait
une erreur de calcul, écrivant :

-1

y=m(x-a)+f(a)=—_4—1 (x+2)+ % = Tx

L’enseignante assez vite fait, de son c6té, les calculs a la machine puis entre dans 1’éditeur
d’équation y=1/x et y=-x/4-1 pour vérifier graphiquement la tangence. Les él¢ves reproduisent
que leur écran (cf. I’écran de Marianne reproduit ci-apres) :
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L’enseignante introduit ensuite une nouvelle fonction définie par f(x) = | -3x+5 !

Marianne la définit puis demande directement la limite du quotient différentiel en une seule
opération. Trés étonnée par le résultat, en reprend le calcul en détaillant les étapes, aboutissant
au méme résultat :
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Vincent, de son c6té cherche la fonction valeur absolue, puis ne la trouvant pas tape
directement abs. Il calcule ensuite le taux d’accroissement.
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Environ la moitié des éléves a démarré comme Vincent et Marianne, tandis que I’autre a
démarré en faisant tracer la fonction. Ceux qui ont obtenu 1’expression formelle ne savent
visiblement pas quoi en faire. L’enseignante intervient alors et aprés avoir fait remarquer qu’il
y a deux stratégies, montre ce que 1’on obtient avec chacune d’elles et souligné le probléme
posé par la fonction sign, elle oriente les éléves vers 1’exploitation du graphique.

Few FS~ (_Fav {F7
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Elle veut faire produire aux éléves collectivement 1’équation des deux demi-droites et ceci ne
va pas aller sans mal. Les éléves disent que les coefficients directeurs sont 3 et -3 mais
visiblement n’arrivent pas & exploiter rapidement 1’expression donnée pour trouver ces
équations. Pour le point d’intersection avec 1’axe Ox, on entend successivement : 5, puis 3/5
et enfin 5/3. Pour I’équation, un propose y=-5/3x que 1’enseignante fait tracer puis un autre
y=-3x+5/3. L’enseignante fait de nouveau tracer. Finalement, au troisi¢éme essai, on arrive 3 -
3x+5. Pour la branche de droite, les avis sont partagés entre y=3x-5 et y=3x+5 et les éléves
proposent d’essayer pour choisir. L’enseignante déclare qu’ils exagérent et les oblige 4 revenir
a la définition de la valeur absolue. Cela ne va pas de soi. Enfin, les deux expressions sont
disponibles et I’enseignante passe a la question de la dérivabilité. D’emblée un éleve
(Emmanuel) dit qu’elle n’est pas dérivable 1a ot f(x)=0 mais il ne sait pas dire pourquoi, les
autres non plus. L’enseignante laisse momentanément le probléme ouvert et passe aux autres
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points. La, pas de probléme, les éléves sont convaincus que c’est dérivable et que la dérivée
vaut -3 sur la demi-droite de gauche et 3 sur la demi-droite de droite. Ils expliquent sans
difficulté pourquot : « C’est un point d’une droite, la tangente est confondue avec la droite ».

L’enseignante revient ensuite au module formel pour gérer le cas laissé en suspens. Elle fait
afficher -3sign(-3a+5) en spécifiant a<5/3, mais ceci ne change rien. Vincent le reproduit sur
sa machine, tandis que Marianne fait la spécification au niveau de la limite, obtenant le méme

résultat,
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L’enseignante constate que 1’on n’est pas plus avancé et leur demande s’ils ont une idée de ce
que peut signifier I’expression sign(-3a+5). Un éléve dit que cela varie avec le signe, Vincent
que ¢a vaut 1 ou -1, puis précise a la demande de I’enseignante : « 1 quand le signe est positif
et -1 quand le signe est négatif ». C’est testé a la machine avec 2 et -2 :

[Fi T Fz Faw | Fur FE FG
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msign-2) -1
wsign(2) i
_
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L’enseignante interprete alors la limite donnée par la machine, montrant que I’on retrouve
bien les deux valeurs 3 et -3 qu’ils ont conjecturées.

Elle demande ensuite si, a leur avis, il y a une tangente, des tangentes au point d’abscisse 5/3.
Des éléves proposent 1’axe des abscisses mais tous ne sont pas d’accord car I’axe des
abscisses ne colle pas a la courbe. L’enseignante tranche en reprenant cette idée et en
rappelant la séance précédente.

Un autre éléve dit qu’il y en a deux. L’enseignante reprend cette idée, fait un dessin et
introduit la notion de demi-tangente, tout en insistant sur le fait que ces deux demi-tangentes
ne sont pas confondues. Un éléve demande s’il y a une limite alors. L’enseignante affecte la
valeur 5/3 & « a » puis cherche la limite a la machine, obtenant la réponse : undef, mais montre
que si I’on demande la limite & droite ou a gauche, on obtient un résultat. Tous les éléves
reproduisent ceci sur leur machine.

118



Eu m v 3w | Fiv TS FE
ngebra Calc. Ot,herTPrngDTCIear a~z.. ] va FIlgré-braTCalcTOtherTPrngDTClear a—z...]
'lin—-— -3-sign(-3-a+5) T e _ T

h30 h J = lim [__—P(a+h|3 P(a)] undef
m3/3+a 93 h20
. 1im[’°(a+hpi' P(a:'] undef | | = lim[———r(a'.'hg_ﬂa)] 3

h»0 h+0* v
. 1in[f‘(a+h|:-f‘(a)] || 1im[“a+h|,),"°(a)] -3

h+0* h20"
limit({fCa+hd)—f<(ad> h h 0.1)

MAIN RAD AUTD FUNC 10730 AN RAD AUTD FUNC 11730

Elle conclut ensuite : « on dira qu’on a une fonction qui est dérivable a gauche, que le nombre
dérivé a gauche va étre : -3 (valeur donnée par les éléves), qu’elle est dérivable a droite; le
nombre dérivé & droite ¢a va étre : 3 (idem). Mais comme ces deux nombres ne sont pas
égaux, on dit que la fonction n’est pas dérivable en 5/3. Et ¢a se traduit comment ? Eh bien ¢a
se traduit par une demi-tangente de coefficient directeur -3 et une demi-tangente de coefficient
directeur +3 ».

La séance se termine 13, les €léves ayant a étudier pour la séance suivante la dérivabilité de la
fonction f telle que f(x)=|x>-5x+4|.

Séance 2 :

La séance débute par I’étude collective de la dérivabilité de la fonction introduite a la fin de la
séance précédente. Nous suivrons ici plus particuliérement le travail d’Arnaud relié a
’ordinateur.

Visiblement les éléves n’ont pas réussi a résoudre complétement 1’exercice. Ils ont le plus
souvent fait tracer la courbe, calculé avec la machine le quotient différentiel dans le cas
général, cherché sa limite mais été rebutés par la complexité du résultat :
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35mn vont étre consacrées a cette fonction particuliére. L’enseignante suit au départ les
propositions des éléves. Elle fait donc tracer la courbe représentative de f, d’abord dans la
fenétre standard puis dans la fenétre [-10,10]x[-1,10]. Un éléve Pierre propose de décomposer
la courbe en deux équations, d’autres disent qu’il y a trois morceaux. Pierre, sollicité par
I’enseignante, explique le paradoxe apparent en disant que deux morceaux ont la méme
équation, et que les équations changent & cause de la valeur absolue. Ceci étant précisé,
collectivement, les deux équations sont trouvées et leurs intervalles de validité exprimés en
fonction des racines de 1’équation : 1 et 4, sans difficulté.

L’enseignante propose alors de visualiser graphiquement le changement de signe sur
I’intervalle [1,4]. Pour cela elle entre x2-5x+4 dans Y= et la fait tracer. Les éléves constatent
que les deux courbes coincident en dehors de P'intervalle et sont symétriques sur [1,4].

Elle pose ensuite la question de I’existence de tangentes. Visiblement, pour les éléves,
I’existence de tangentes en dehors des deux points d’abscisse 1 et 4 va de soi. L’enseignante
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le justifie en s’appuyant sur les relations de coincidence et de symétrie avec la parabole tracée
qui, on le sait, a une tangente en tout point. Plusieurs éléves disent qu’en revanche la fonction
n’est pas dérivable en 1 et 4. L’enseignante commence a réduire I’étude au cas x=1, en faisant
remarquer que la courbe admet un axe de symétrie.

Arnaud a pendant ce temps, rentré les différentes fonctions sur la calculatrice :
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L’enseignante leur demande comment ils ont fait ensuite. Plusieurs éléves disent qu’ils ont
calculé la limite & la calculatrice et que ¢a faisait un truc immense. Elle leur propose de
chercher juste en 1. Elle suit leurs instructions et Arnaud reproduit pas a pas ce qu’elle fait 4 la
rétroprojetable, arrivant comme elle a la réponse : undef.
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Les ¢leves ne sont visiblement pas étonnés par le résultat et Arnaud dit tout bas : « c’était
prévisible ». L’enseignante leur propose alors de revenir au graphique et de regarder ce qui se
passe pour les tangentes au point d’abscisse 1. Arnaud va dans GRAPH et, utilisant deux fois
la commande F5-Tangent pour les deux paraboles obtient le résultat suivant :
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L’enseignante fait, elle retracer les deux paraboles symétriques par rapport & Ox, puis
demande aux éléves si elles ont des tangentes au point d’abscisse 1, puis ce qui se passe si
’on s’intéresse a la courbe représentative de la fonction f, ¢’est a dire si ’on cache la partie
correspondant aux y négatifs. Un éleve répond qu’il ne reste que des demi-droites.
L’enseignante, pour le vérifier, fait tracer la tangente & la premiére parabole au point
d’abscisse 1, obtenant I’équation y=3x-3, puis pour 1’autre parabole, obtenant y=3x-3, puis
fait le lien entre demi-tangentes et rapprochement du point d’abscisse 1 sous les conditions :
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x<1 et x>1. Elle repasse ensuite au module formel et leur demande ce qu’elle doit faire pour
ne plus obtenir undef. Quelqu’un suggére de prendre les limites 4 gauche et a droite. Elle fait
prévoir les réponses avant d’entrer les commandes et obtient sans difficulté les réponses
attendues. Arnaud avait en fait anticipé cette derniére partie et déja obtenu :
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L’enseignante fait ensuite expliquer pourquoi il est logique que les deux nombres trouvés
soient opposés, puis demande aux éléves de détailler les calculs a la main, en séparant les
deux cas possibles. Il n’y a pas un grand enthousiasme. Arnaud consulte son cahier puis écrit :

Cinq minutes plus tard, I’enseignante se fait dicter les calculs pour la limite 3 gauche et
conclure. Elle demande ensuite s’il faut refaire les calculs pour la limite & droite. Un éléve
répond tout de suite que non, car f change juste de signe et qu’on va obtenir donc comme
limite 3.

L’enseignante récapitule alors 1I’ensemble et fait noter :

« La fonction f est dérivable a gauche en 1, et son nombre dérivé a gauche est -3
De méme la fonction f est dérivable a droite en 1, et le nombre dérivé a droite est 3.

La courbe de f admet donc au point d’abscisse 1 deux demi-tangentes, I’une de coefficient
directeur -3, I’autre de coefficient directeur +3. La fonction f n’est pas dérivable au point
d’abscisse 1 car le nombre dérivé a droite et le nombre dérivé a gauche sont .... ». Un éléve
continue : « opposés ». L’enseignante insiste sur le fait que c’est parce qu’ils sont différents et
non parce qu’ils sont opposés que la fonction n’est pas dérivable.

Apres avoir rappelé que pour le point d’abscisse 4, la fonction n’est pas non plus dérivable, en
raison de la symétrie, elle passe ensuite a la preuve formelle dans le cas général. Les éléves,
une fois de plus, dictent les manipulations a faire sur la TI92 rétroprojetable et trés vite, la
classe arrive & I’expression (2a-5)sign(a2-5a+4) qu’un certain nombre d’éléves avait déja
obtenue. Cette expression n’est toujours pas parlante et I’enseignante va devoir les aider a en
faire ’analyse en faisant rappeler les valeurs prises par la fonction sign, pour trouver les
valeurs 2a-5 et -2a+5 du nombre dérivé suivant la valeur de a par rapport a 1 et 4.

Finalement, tout est récapitulé au tableau :

nombre dérivé en a

Si a<1 2a-5

1<a<4 -(2a-5)

a>4 2a-5

en a=1 ~ nbre dérivé a gauche : -3

nbre dérivé a droite : +3
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en a=4 nbre dérivé a gauche : -3

L’enseignante fait en méme temps contrdler graphiquement les valeurs données par symétrie
pour x=4 et termine cette étude par un petit commentaire général sur les fonctions ou
interviennent les valeurs absolues.

On passe ensuite a la fonction f définie par f(x) = \/)_( , comme prévu. Les éléves peuvent
utiliser la machine, précise-t-elle, et ensuite on essaiera de retrouver le méme résultat a la
main. Arnaud définit la fonction dans HOME, demande un calcul de limite mais obtient undef
car il a fait une erreur de signe dans l’entrée. Il fait alors tracer la fonction, regarde
attentivement le graphe, repasse en HOME, repére son erreur et obtient la valeur du nombre
dérivé en a :
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Visiblement, les éléves ne rencontrent pas ici de probléme et assez vite, I’enseignante fait un
bilan collectif. Elle fait tracer la courbe représentative dans la fenétre [-1,10]x[-1,4], les éléves
disent que c’est dérivable en a si a est positif ; I’enseignante fait alors tracer la tangente au
point d’abscisse 3 en insistant sur le fait que I’expression donnée est une expression
approchée, avant de poser la question de savoir si elle peut faire tracer comme cela des
tangentes partout. Un éléve dit qu’il y a un probléme en 0. L’enseignante demande alors la
tangente en 0 obtenant I’écran suivant :
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L’enseignante propose de zoomer autour de 1’origine pour voir un peu mieux ce qui s’y passe.
Elle prend en fait la fenétre [-.1,.5]x[-.1,.2] et obtient ceci :
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A sa place, Arnaud, lui, utilise les commandes Zoombox et ZoomlIn pour ajuster son tracé.

Plusieurs éléves disent qu’on dirait quand méme qu’il y a une tangente ’axe des ordonnées.
L’enseignante demande si cet axe des ordonnées a un coefficient directeur, puis en faisant
rappeler ’expression du coefficient directeur comme quotient b/a, obtient sans difficulté le
fait que lorsque a tend vers 0, ce coefficient directeur tend vers plus ou moins 1’infini suivant
le signe de a.

Elle fait ensuite le rapprochement avec la parabole d’équation y=x2, en demandant la nature
de la courbe tracée. Plus répondent que c’est une portion, une moiti€é de parabole. Elle
introduit alors la parabole mentionnée ci-dessus, fait préciser sa tangente a 1’origine, puis
demande comment géométriquement, on passe de la courbe représentative de la fonction
racine carrée a cette parabole, en précisant que 1’on a changé x en y et y en x. Un éléve
propose d’abord une rotation, proposition qu’elle écarte en disant qu’une rotation qui
transforme x en y, transforme y en -x, et trés vite la symétrie orthogonale par rapport a la
premiére bissectrice sort. L’enseignante la visualise & la machine, en passant en ZoomSqr,
pour avoir un repére orthonormé, en tragant la parabole et la premiére bissectrice :

l lZoom Trace ReGr‘aph M?{h D:*s;w - ﬁ? T ]

MAIN RAD EXACT FUNC

Elle exploite ensuite cette symétrie pour justifier la conjecture faite d’existence d’une tangente
verticale a la parabole symétrique a 1’origine, donc d’une demi-tangente verticale a la courbe
représentative de la fonction racine carrée qui, elle, n’est définie que pour x positif.

Elle passe ensuite au module de calcul formel, leur demandant ce qu’ils ont trouvé comme
expression du nombre dérivé en a, et en leur faisant préciser le domaine de validité de cette
expression, non indiqué par la machine. Ceci ne pose pas de probléme.

Le calcul 4 la main est fait ensuite collectivement. Elle fait mettre en évidence
’indétermination puis présente la technique de multiplication par la quantité conjuguée, qu’ils
ont déja utilisée a d’autres occasions, comme une technique qui permet de lever
I’indétermination dans ce type d’expression. Ensuite, ’ensemble des résultats obtenus est
récapitulé et noté. Et ’enseignante fait bien remarquer que dans ce cas, il n’y a pas
dérivabilité mais il y a cependant une demi-tangente verticale.

C’est la pause.

Aprés la pause, est introduite la derniére fonction qu’il était prévu d’étudier dans ce scénario,
.1
f(x)=xsin(—) x=0
x
f(0)=0

L’enseignante explicite la syntaxe de définition par cas qu’ils rencontrent pour la premiére
fois. Arnaud qui avait tout de suite entré la fonction sans distinguer les deux cas et vérifié que

la fonction définie par :
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la valeur en 0 donnée était bien 0, n’intervient pas et rectifie sa définition puis fait tracer dans
la fenétre standard :
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Il se place ensuite dans la fenétre [-1,1]x[-1,1], avant de faire des ZoomlIn autour de 0 avec
xres=1 au lieu de 2, comme le conseille I’enseignante.
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Les ¢éleves en fait sont frappés par les oscillations mais tout autant par la symétrie de la
courbe. L’enseignante fait prouver la parité, puis elle fait remarquer qu’au fil des zooms
successifs dans ce cas, on ne voit pas la courbe autour de 0 devenir de plus en plus droite
comme dans les cas ot il existait une tangente. Elle fait examiner ce qui se passe pour le sinus
et ’expression globale lorsque x tend vers 0, puis conclut qu’effectivement cette fonction
n’est pas dérivable en 0.

Elle repasse en HOME, leur montre que la TI92 donne bien 0 comme limite en 0 et conclut
cette phase par : « Donc j’ai une fonction qui est définie en 0, qui a une limite en 0 qui est
égale a f(0), mais qui n’est pas dérivable en 0. Donc toutes les fonctions ne sont pas dérivables
partout. Il y a des fonctions qui ne sont pas dérivables en certains points, et puis vous verrez
aprés quand vous serez en fac qu’il y a des fonctions qui ne sont dérivables nulle part. Mais
nous celles qu’on va étudier cette année ce sera exceptionnel qu’elles soient pas dérivables.
Les fonctions pas dérivables qu’on va rencontrer, ce sera des fonctions qui seront pas
dérivables en des points particuliers, c'est-a-dire dans 1’exemple de celles qu’on vues |-3x+5|

au point d’abscisse 5/3; v/x au point d’abscisse 0; |x*-5x+4| aux points d’abscisses 1 et 4,
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d’accord ? Donc on a vu des fonctions qui étaient dérivables partout, des fonctions qui étaient
dérivables presque partout sauf en certains points. »

Les derniéres 20mn de la séance vont étre consacrées a I’introduction de la notion de fonction
dérivée et a I’introduction de la commande de dérivation formelle de la calculatrice. Aprés
introduction de la notion de fonction dérivée, les résultats déja obtenus sont tous reformulés
dans le nouveau langage (cf. résumé de cours). Ceci prend une dizaine de minutes. Puis
Ienseignante revient & la calculatrice, introduit la commande de dérivation formelle et fait
remarquer aux éléves la notation adoptée par la machine, différente de celle qu’elle a
introduite. Elle précise qu’il s’agit d’une notation différentielle, souvent utilisée en mécanique
et en physique et profite de 1’occasion pour leur dire qu’en physique, on utilise aussi des
notations avec des points, lorsque la variable est le temps et que ’on travaille avec des
vitesses et des accélérations. Quelques uns disent avoir déja vu ces notations.

Ensuite, elle leur demande de faire fonctionner la commande formelle sur les exemples déja
étudiés et de vérifier qu’ils retrouvent bien les résultats déja établis. Arnaud, & son habitude, a
déja commencé a le faire et a obtenu les deux écrans suivants :
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L’enseignante, apres avoir circulé dans la classe, précise que s’ils n’ont pas défini la fonction -

ils peuvent demander la dérivée par exemple, en tapant : d(- Jx ,X) pour la fonction racine, mais
qu’ils doivent bien faire attention que, ce que leur renvoie la machine, dans tous les cas, ¢’est
le nombre dérivé en x, c’est I’image de x par la fonction dérivée. S’ils veulent travailler avec
la fonction dérivée, ils doivent la définir comme fonction.

Elle demande ensuite : « & la main, si vous dérivez la fonction qui 4 x associe ax-+b, qu’est-ce
que vous allez obtenir ? ». Les éléves hésitent. Quelques « a » timides sortent mais le doute
semble planer. L’enseignante repose la question et leur demande de laisser de c6té la
calculatrice pour ’instant. Un éléve propose la fonction x— x, visiblement il n’y a pas accord,
puis un autre dit : y=a et ’enseignante reformule de fagon fonctionnelle, puis leur demande de
vérifier a la calculatrice (Arnaud avait déja fait le calcul dés qu’elle avait posé la question
initiale). Elle demande ensuite, toujours sans machine, de prévoir quelle est la dérivée d’une
fonction constante. La encore il y a des flottements et ’enseignante fait détailler le
raisonnement en passant par la tangente cette fois. Chacun vérifie sur sa machine et ensuite
I’enseignante fait faire le calcul a la main. la séance se termine 1a.

C. Bilan

La premiére séance est composée de deux phases : la premiére correspondant a la définition
du nombre dérivé, la seconde & 1’exploitation de cette définition pour étudier la dérivabilité et
déterminer le nombre dérivé quand il existe de fonctions choisies pour confronter les éléves a
un certain nombre de situations typiques.
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Le déroulement de la premiére phase montre un fonctionnement correspondant a celui prévu
dans I’analyse a priori, sauf en ce qui concerne le passage a 1’approximation affine, pourtant
implicitement en jeu dans tout ce qui précéde. L’introduction de la fonction ¢ semble inscrire
ce passage dans un jeu formel qui perd tout sens pour les éléves. La dimension purement
formelle du passage, constatée ici, aurait pu étre sans doute atténuée par le recours i la
visualisation graphique de la dérivabilité en un point, en termes de linéarisation locale par
zooms successifs c’est a dire suivant le point de vue b) mentionné dans I’introduction de cette
partie. Ce point de vue b) ne donne pas d’information directe sur I’ordre de la différence entre
f(a+h) et f(a)+f ’(a)h comme nous I’avons déja souligné mais nous semble plus proche d’une
visualisation de 1’expression en ligne que le point de vue a). Les difficultés rencontrées nous
incitent cependant & faire I’hypothése que le recours a cette visualisation ne suffirait pas 4 lui
seul a résoudre de fagon satisfaisante le probléme qui se pose et qu’il est nécessaire de
construire une problématisation spécifique de cette dimension d’approximation, & un autre
moment du processus d’ingénierie, en reportant 3 ce moment 1a l’articulation des deux
formulations de la dérivabilité en un point présentées ici comme des définitions équivalentes.
Cette problématisation pourrait s’effectuer, nous semble-t-il, dans un contexte
d’approximation de variation de grandeurs géométriques, aires et volumes, associées a un
solide, en fonction d’incertitudes sur les dimensions, exploiter d’abord le tableur de la TI92
pour I’exploration numérique des variations, un tracé des nuages de points associés en passant
dans le module statistique et l’utilisation de régressions linéaires pour rendre compte des
quasi-alignements constatés, puis une mise en rapport de cette linéarisation statistique et de
’approximation fournie par la tangente, en exploitant cette fois les applications graphiques et
de calcul formel. Une telle situation sera expérimentée en 1997-98.

Le déroulement de la deuxiéme phase de cette premiére séance est globalement conforme aux
prévisions. Le jeu construit entre prévisions et vérifications, travail papier/crayon et travail
machine, dans le cadre graphique ou formel, semble fonctionner correctement pour la grande
majorité des éléves. On notera cependant la perturbation créée par le choix de la fonction f
définie par f(x)= | -3x+5 | au lieu de la fonction de référence valeur absolue. On retrouve ici les
difficultés bien connues des éléves avec la gestion des valeurs absolues. Les éléves
rencontrent aussi a cette occasion la premiére situation de non dérivabilité avec existence de
demi-dérivées a droite et a gauche. Leurs réactions, dans cette situation, semblent montrer, au
moins chez certains, le repérage rapide d’une configuration graphique qui pose probléme mais
de fagon trés floue. L’association fonction dérivable en un point / fonction dont le graphe est
localement presque affine, ne semble pas opérationnelle pour statuer dans ce cas. On peut
penser que la difficulté est ici renforcée par le fait que le graphe est affine par morceaux. La
mise en place de la notion de dérivée a exploité cette caractéristique mais surtout dans une
perspective de questionnement de représentations graphiques. On n’a i aucun moment
institutionnalisé cette image graphique de la dérivabilité en tant que telle. Méme si I’on
réserve 4 une phase ultérieure I’introduction de 1’approximation affine, il nous semble
nécessaire a posteriori d’étre plus attentif dés la premieére phase 4 la mise en place de cette
visualisation de la dérivabilité et de I’exploiter ensuite systématiquement a 1’occasion de la
gestion des exemples dans la deuxiéme phase, pour installer un contrdle graphique par zoom
de la dérivabilité en un point.°

® Nous savons bien que ce contrdle n’est pas parfaitement fiable (cf. les exemples fournis par A.Deledicq et
M.Diener dans (Deledicq & Diener, 1989) mais, dans ce premier contact avec les dérivées, il nous semble tout 4
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Soulignons que les entretiens réguliers menés avec six éléves en 1996-97 montreront que trés
peu d’éléves construiront spontanément ce type de contrdle graphique de la dérivée. Compte-
tenu des fonctions rencontrées et travaillées, c’est plut6t la liaison continuité-dérivabilité, avec
I’exception des demi-tangentes verticales associées & la fonction racine carrée qui s’installera.

A la fin de la séance, I’enseignante décide de donner & étudier hors classe, pour la séance
suivante, une autre fonction avec des valeurs absolues, du second degré cette fois. Comme le
montre la reprise dans la seconde séance, 1’étude menée pour |-3x+5| dans la premiére séance
n’a pas suffisamment armé les éléves pour faire face a I’augmentation de complexité, méme
avec 1’aide de la calculatrice. Ceci était a priori prévisible, si I’on envisage le détail des calculs
et de ’argumentation a développer pour résoudre de fagon satisfaisante le probléme posé. En
revanche, le repérage des points de non-dérivabilité ne semble plus ici poser probléme, la
situation étant de ce point de vue visiblement rapprochée de la situation précédente. En fait,
I’enseignante ne se contente pas dans cette situation d’effectuer le travail mathématique
nécessaire a la résolution. La situation est travaillée également dans le cadre géométrique, en
faisant appel aux deux paraboles naturellement associées a la fonction f et a des arguments de
symétrie, la propriété de tangence étant implicitement considérée comme une propriété
conservée par symétrie. Cette volonté d’associer le cadre géométrique au travail d’analyse se
retrouve d’ailleurs lors de I’étude de la fonction racine carrée puisque c’est via le cadre
géomeétrique que s’effectue la premiere preuve de la conjecture sur la tangente. Ces
interactions avec le cadre géométrique sont ici a la charge de 1’enseignante, sans faire 1’objet
d’une dévolution particuliére en direction des éléves. En revanche, on notera que ces derniers
participent sans difficultés au jeu collectif qui s’établit ainsi. Le jeu entre travail papier crayon
et travail machine nous semble, lui, moins convaincant que dans la premiére séance,
notamment pour I’exemple de la fonction valeur absolue. Il apparait aprés les 30mn de travail
sur cet exemple, comme une excroissance un peu gratuite et on le sent d’ailleurs a
I’atmosphére de la classe. Pour la fonction racine carrée, le cas est différent, le travail a été
plus court et la technique utilisée, invisible dans la production de la machine, a d’autre part
valeur de méthode.

La derniére fonction introduite est gérée assez rapidement comme prévu dans le scénario : il
ne s’agit pas ici d’en faire une étude « sérieuse », il s’agit simplement d’introduire 1’idée que
les exemples rencontrés ou qui seront rencontrés au cours de cette premiére année de travail
avec les dérivées ne sont pas les seuls exemples possibles de non-dérivabilité, que des
situations beaucoup plus complexes peuvent se produire.

L’introduction de la fonction dérivée, comme 1’on pouvait raisonnablement s’y attendre se fait
sans poser de probléme particulier. On notera cependant le flottement qui se produit lorsque
les éleves ont a effectuer des prévisions sur les fonctions affines. Pour de telles fonctions, on
peut penser que I’image de la tangente superposée avec le tracé de la représentation graphique
en tout point peut induire I’idée que la fonction et sa dérivée coincident aussi et contribuer au
flottement constaté.

En résume, on voit 13 une partie du scénario qui semble opérationnelle, méme si elle est
encore susceptible d’améliorations. Le temps qui lui est consacré ici peut-étre aisément réduit,
si I’on rencontre des contraintes plus strictes. Il suffit pour cela, par exemple, de se limiter
comme le prévoyait le scénario initial a la fonction de référence valeur absolue au lieu de

fait inutile de soulever ce type de problémes et plus important d’ancrer une image graphique robuste et
opérationnelle de la dérivabilité en un point.
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s’engager dans 1’étude de fonctions plus complexes. Il est clair que si I’on se limite a cette
derniére, I’identification des équations des demi-droites qui constituent le tracé, ne posera pas
les mémes difficultés. En revanche, le probléme d’interprétation de la fonction sign demeure.
Le recours au cadre géométrique n’avait pas été prévu dans le scénario mais la perspective
ainsi introduite nous semble tout a fait intéressante et viable a posteriori.

Le lecteur trouvera en annexe le résumé de cours distribué aux éléves a I’issue de la premiére
expérimentation de ce scénario.
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Annexe 3 : Résumé de cours sur les dérivées

DERIVEES

I Etude locale de deux fonctions.

a) Soit f Ia fonction définie sur IR par f(x) = x*- 2.

On se propose de faire une étude locale de f au voisinage du point A d’abscisse 1 et en
particulier d’essayer d’approcher la courbe représentative de f par une droite. Pour cela, on
considére une sécante (AM) a la courbe et on regarde ce qui se passe quand M “ tend ” vers A.

%me 1.62 THIS LINE xmil,17

yms 0.63 . ymi ~0.63 .

coefi2.62 Jg-——ceme————o coef:2.17 4
B i 7 o

BERY B IEG
[Fi sz' T?s@
- k - - -
xm: .92
) ymi—1.15 )
coef!undef coef:1.92 4
THIS POINT
ﬁ # rd
0 1 0 11
l i
p——— == yat - ===
BERIV B GEG ERACT FURE |BER DEG ERACT FIIHE

Quand M est en A la sécante n’existe plus (“undef” pour son coefficient directeur), mais
cette droite a-t-elle une position limite quand M tend vers A, et quel est alors le coefficient
directeur de cette droite “ limite ” ?

L’étude graphique & partir du module géométrie de la TI, nous amene a penser que la droite
qui nous intéresse a un coefficient directeur voisin de 2. On va donc utiliser le module
graphique de la machine, en tragant :

- la courbe représentative de la fonction,

- trois droites passant par A, celles de coefficients directeurs 1,9 ; 2 et 2,1.

i (33 F¥ FYy FEwr F& 7
I ﬁ|20.:Tm|Tr~ac.e|Reeraph||~1a+,h|nr~§w|vi [ |

aFLOTS
Plot 1:

~/91=><2 -2

vy2=1.9(x-1)-1

vy3=2-(x -1}~ 1

DERIY RAD EXACT FIINC DEEIY RAD EXACT FUNC
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Des zooms successifs centrés en A ne nous permettent pas de choisir la droite “ la plus proche
de la courbe . Il apparait donc nécessaire de définir un critére pour pouvoir choisir la droite.

Pour cela, Mj, étant le point de la courbe d’abscisse 1+h, Py, point de la sécante d’abscisse 1+h
(h20), on va calculer P,M, et étudier pour chacune des droites la limite de P,M; quand h
tend vers 0. -

Coefficient | PM,
directeur
1,9 |2 h
10
2 h?
2,1 S 2. h
s . h + =
10

Dans les trois cas la limite en 0 de PM, est 0.

On va donc chercher s’il y en a une qui “ tend plus vite vers 0 que les autres.

. P,M
Pour cela, on cherche la limite du rapport “—hh— en 0

Parmi les trois droites étudiées, seule celle de coefficient directeur 2 fournit une limite nulle.

Est-ce la seule ? Peut-on trouver une autre droite de coefficient directeur m pour laquelle
. PM
lim-h—b

h—0 h

=07?

On fait les calculs a la main, puis avec la machine :

- F3w Y F& N} Fer F3w Fyv F& Fa
|v1E|F|1gfébr*a[t:alc.lﬂtfher-|P|"ngmIU|CIEaP a-z...] \|rE'ngebralﬁalc|Dt.her‘-|Pr*ngD|Clear~ a—z...]
B Define F(x)=x‘—2 Done + k- +1.9

o nl s l,im[ﬁl h) “;1(1) 1.9-h) 118

BfCL+hy=(fC1)+ 1.9 h) h +—1"B— ‘h20

' 2 -
+h) - +1.9h EfCl+h)~(f(1)+m h he+h({-m+2
lexpand[ fl +hy - (FCL)+ L j] h+1-10 )~ (fC1) ) ( )
h . 1im[f‘(1+h)—[f‘(1)+n-h]] tn-2)
- + - . .
. lim[f‘(l+h) (r};:n 1.9 h)] 110 | heB h

hB up =2 n=2

WL = D+1 . 9%h) ) /h, h. 0> B

FINL 7750

DERIV KAD EXACT FUNC 4/30 DERIV KAD EXACT

et on trouve que :

PM ; ]
h™h — () si et seulement sim =2

lim
h—0

On va donc retenir que, au voisinage de x = 1.:

Les droites passant par A et de coefficients directeurs 1,9 ; 2 ; 2,1 et peut-étre d’autres
sont “ proches > de la courbe représentative de f,
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La seule droite passant par A pour laquelle

PM

h

est négligeable devant h, c’est a

P M
b2 — 0 est celle de coefficient directeur 2.

dire lim
h->0

Cette droite particuliere, est appelée tangente en A i la courbe représentative de f.

Ce nom de tangente fait penser a la tangente & un cercle. On connait ses propriétés. Il semble
normal de chercher dans le cas que 1’on vient de rencontrer quels sont les points d’intersection
de cette “ tangente ” avec la courbe représentative de f.

Pour cela, de fagon classique, on résout le systéme formé par 4?2 -2=2(x-1)-1
I’équation de la courbe et celle de la droite. < —2x+1=0

On trouve que la tangente “coupe” la courbe en deux points (x-1)>=0
confondus.

x® - 6x

4

b) Etude de la fonction définie sur IR par f(x)= au voisinage de 2

On procede comme pour la premiere fonction.

IFIi IFZ 'FBE jli'ls E’]is l?ﬁl]’?? IF! ] 3 3 Y
hd v ="+ v'_v-'.vv-AIva hd v~"|v v 2

’ THIS Pﬂlﬁ; ’
pad
§ i ™ ) I o
xmsi2, 19 S + xmi1.94 1
gm:—TEI:?" it Rl i gm:—l.i R K
soef: 1.8 soefil.4 "
| DERIY DEG AOTD FONC [DERIV D DEG AUTD FUNC

I1 semble cette fois que ce soient les droites dont le coefficient directeur est proche de 1,5 qui
soient susceptible de convenir.

L’¢tude avec le module graphique et numérique ne permet pas davantage de trancher,

[F: Trsz_rz T Y TFSvT rs-rTFr T ] [ﬂ Trsz 3 T Y TFSvT rhTFr T ]
- a Zoom|Trace|ReGraph|Math|Draw|~ - ZE Zoon|Trace|ReGraph|Math|Drawir

FURE

M,

On fait de nouveau les calculs de , cette fois avec la machine,
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1 Fzw F3wr Fywv FE Fa 1 ; Fzw F3v Fyw FE
lv a|Fllgebr*a|Ca1c.|Uther~|Pr*ngD|Clear~ a-z.. ] I" Elﬂlgebra lE:alt:,|IZH:J"|E-|"-lPr"gmIlillttle'anEli a-z.. ]
T 8 ¥ ra "
I 2 L2+ hy = ({21 +n-h)
N FC2 + h) = (FC2) 4 1.5h) ) | h
G ft2+hy -(f(2)+1.5h) h-(h+6) h2+6-h-2-(2-m-3)
h 4 - 4
2
. + -2 oy - -2y =
-1im[h('?4 5)] 0 _lim[h +6-h 42(2m 3)] (22 )
h+0 h+0
mit Ch*(h+6>/4,.h, 0 _
DERIY RAD EXHACT FUMC 11/320 DERIY RAD EHACT FUMC 14720
PM, P,M,

La seule droite pour laquelle =0 est

est négligeable devant h, c’est a dire }]m%
-
celle de coefficient directeur % C’est par définition la tangente en A 2 la courbe.

Quelles sont les intersections de cette tangente avec la courbe ?

LN A R T_"Trs UL 1| Fev | F3 ] FE¥ Y _FE™ [F7
[ a-,‘;s-a:?*.s:Tz. ;s:Et?:s-z* Prrgm IO sy geeil, ] w f|Z00m|Trace |ReGraph|Math|Draw|

_hljglh*+s-h-42-[2-ﬁ-3JJ -Lz-;—m o ///

wsolve(fix)=1.5(x-2)-1,x)
®x=2 or x= -4

o, x)

®factor{f(x) - 1.5(x-2]+1=
|

DERIY RAD EXACT FUNC 1/i56 | |DERIV RAD ERACT FUMC

Comme précédemment la tangente “ coupe ” la courbe en deux points confondus en A mais
elle recoupe la courbe en un autre point d’abscisse -4

¢) Etude de cette méme fonction au voisinage de 0.

Cette fois, la courbe “ traverse ” sa tangente au point d’abscisse 0.

II Définition de la dérivabilité en un point a.

Soit f une fonction, définie en a et sur un intervalle ouvert contenant a

On trace la droite (D,,) de coefficient directeur m
f(ath) MhV passant par le point A d’abscisse a de la courbe

/ représentative de la fonction f, '
f(a)+m

P, On trace la droite (AM,,) pour My, point de la courbe
d’abscisse a+h, "

f(a) Soit P}, le point de (D,,)d’abscisse a+h,

Si P,M, est négligeable devant h, on dit alors :

0 // / a ath
— - que la droite de coefficient directeur m est

tangente a la courbe (C) en A

- que la fonction f est dérivable en a et que son
nombre dérivé en a est m.
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dire que P,M, est négligeable devant h signifie que Llrrgfl‘—ﬁl\ih— =0

PM, = f(a+h)—(f(a)+m h)
o f@+h)—(fa)+mh) _

0
h—0 h
Les 3 expressions suivantes sont équivalentes ]imi(f‘jllzﬁ)_ —m=0
h—>0

lim_f_(ELg"f(_al:m

h->0

Définition 1
Soit f une fonction, définie en a et sur un intervalle ouvert contenant a

f(a+h)-f(a)
h

Si le quotient a une limite finie m lorsque h tend vers 0, alors on dit que la

fonction f est dérivable en a ; m est appelé nombre dérivé de fen a.

o S’il existe, le nombre dérivé m est le coefficient directeur de la tangente en A 4 la courbe

e Le coefficient directeur de la tangente en A est la limite quand h tend vers 0 du coefficient

f(a+h)-f(a)
h

directeur de la sécante (AMy,) : en effet est le coefficient directeur de la

sécante (AM,;)
o La tangente en A d’abscisse a a la courbe représentative de la fonction est la droite
d’équation y =m(x—a)+f(a)

e La tangence est un phénomene local. La tangente en A et la courbe ont en commun au
minimum le point A compté 2 fois, - Il peut y avoir d’autres points communs, la courbe
peut traverser sa tangente en A, et dans ce cas A est compté un nombre impair de fois,
minimum 3.

3 3
. . , X X
Fonction racine carrée f(x)="—-4x f(x)="—— 4x
3 3
= Zoon|Trace[Reraph|iathiDrauls ¢ v 6 lZoon[Trace|Redraphathorawl = & © =zoon|Trace|Rebraphlath|or auls &
N
] /
|EERw, RAD EXACT FUNC | (147 RAD AUTO FONC |SERE RAD AUTD FUNC

La tangente au poin{lLa tangente au point d’abscissdla tangente au point d’abscisse
d’abscisse 1 ne recoupe pas 141 recoupe la courbe au point0 traverse la courbe en ce point.
courbe. ’abscisse -2.
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Approximation affine,

Si on pose P“:I“ = @(h), on obtient f(a+h)=f(a)+m h+h ¢(h)

e f(a)t m h est une approximation affine de f(a+h) au voisinage de a. C’est celle pour
laquelle la différence avec la valeur de la fonction est négligeable devant h.

Définition 2

Soit f une fonction, définie en a et sur un intervalle ouvert contenant a

S’il existe un nombre réel m et une fonction ¢ tels que :

f(a+h)=f(a)+mh+h ¢(h) avec Ll_r)rg o(h) =0, alors f est dérivable en a et son nombre

dérivé est m.

III Quelques exemples de recherche de nombre dérivé en a.

La fonction . Son nombre dérivé en a.
f(x)=x’ 2a
f(x)=-3x+5 -3
B La tangente est confondue avec la droite.
f(x)=_1_ pour a#0 —-—!2—
X a
f(x)=+x our a>0 ——
P 2a
f(x)=|-3x+5 5
() I x | Poura<-— -3
3
5
Pour a> 3 +3

5
Pas dérivable en :3._

IV Dérivabilité 4 gauche et dérivabilité a droite

¢ Soit f une fonction, définie en a et sur un intervalle [a ; b], avec b différent de a

f(a+h)-f(a)

Si le quotient a une limite finie m lorsque h tend vers 0 en étant positif, alors

on dit que la fonction f est dérivable 4 droite en a ; m est appelé nombre dérivé a droite de
fena.

¢ Soit fune fonction, définie en a et sur un intervalle [b ; a], avec b différent de a

f(a+h)-f(a)
h

Si le quotient a une limite finie m lorsque h tend vers 0 en étant négatif, alors

on dit que la fonction f est dérivable & gauche en a ; m est appelé nombre dérivé a gauche de
fena.
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V Cas de non dérivabilité en a .

o fpas définieen a

o fdérivable a gauche en a et a droite en a mais nombres

dérivés a gauche et a droite différents.

f(x) =[x* - 5x+4]
poura=1

Deux demi-tangentes.

-

F 1)

fe F3 Fy FS» ¥ Fav (F?
£2|zoom|Trace|ReGraph|Hath|Draul ¢

{oER

RAD EXACT FUNC

a une limite infinie quand h

) le rapport _f(a-*-hhﬂ

tend vers 0 (resp. une limite infinie & droite ou a

gauche)

Une tangente paralléle a ['axe des ordonnées (resp. une

demi-tangente paralléle a ['axe des ordonnées.
f(x)=x

pour a=0

Une demi- tangente paralléle a ['axe des ordonnées.

D=l RN A FARR

[DERIY

RAD EXACT FUNC

f(a+h)~f(a)

e le rapport n’a pas de limite quand h

tend vers 0
f(x)=x sin(—l—) si x20 et f(0)=0
X

poura=0

Pas de tangente en A.

e M A AN

(w

RAD ERACT FUNC
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Chapitre 3
Ingénierie : propriétés et applications des limites et
dérivées

A la suite de Pintroduction des limites et des dérivées présentée au chapitre précédent,
I’algébre des limites et des dérivées va se mettre en place, en faisant cette fois fonctionner la
commande de dérivation formelle en boite noire. Nous présentons deux séances de
I’ingénierie correspondante dans le premier paragraphe de ce chapitre (ingénierie 4). Elles
visent a faire travailler les éléves sur les principes et régles du calcul symbolique des limites et
des dérivées, et préparent 1’utilisation de ces notions pour les études de fonctions.

La phase suivante de 1’ingénierie aborde la question du lien entre signe de la dérivée et sens
de variation de la fonction. Elle ne fait pas I’objet d’une présentation de situations dans ce
rapport. Nous donnons ici quelques indications sur son déroulement. Il est prévu de partir des
fonctions affines et du lien connu pour ces fonctions entre sens de variation et signe du
coefficient directeur, puis de passer aux fonctions du second degré mises sous forme
canonique, pour lesquelles le sens de variation a également été déja déterminé avec des
moyens purement algébriques. Les conjectures issues de ces deux cas particuliers sont ensuite
mises 4 1’épreuve sur des fonctions plus complexes pour lesquelles sont données des
reproductions de tracés machine de la fonction et de la dérivée. Le théoréme liant sens de
variation et signe de la dérivée est ensuite admis comme le prévoient les programmes. Pour lui
donner sens, on revient 4 la visualisation de la dérivabilité en un point introduite initialement,
qui permet de voir dans le cas général une généralisation du cas affine. ‘Ce travail se poursuit
par une tiche d’association entre graphes de fonctions et graphes de dérivées, les choix étant
effectués pour prendre en compte les différentes valeurs possibles des variables en jeu dans
T’association et présenter des associations erronées mais tentantes. Il se termine enfin par une
tiche de production de tracé de fonction dérivée pour une fonction donnée par sa
représentation graphique.

Puis, I’interprétation cinématique de la notion de dérivée est abordée. Deux situations sur ce
théme sont présentées dans le second paragraphe de ce chapitre (ingénierie 5). L’interprétation
cinématique se fait bien aprés 'introduction de la notion de dérivée, et postérieurement au
calcul symbolique des fonctions dérivées. C’est ’occasion de remettre en scéne le caractére
local de la dérivée en un point, dont on pense qu’il s’est effacé derriére le caractére global de
la fonction dérivée. La notion de vitesse permet aussi de faire le lien entre le coefficient
directeur de la tangente et le nombre dérivé, et donc de préparer 1’étude du sens de variations.

La dimension « outil » de l1a notion de dérivée se développe ensuite avec I’étude de situations
fonctionnelles diverses : un probléme d’optimisation, le probléme de la cuve (exposé dans le
chapitre I) et un probleme de recherche de fonctions sous contraintes, le probléme du raccord
de tuyaux, que nous exposons dans le troisiéme paragraphe (ingénierie 6) de ce chapitre.
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INGENIERIE 4.
Propriétés algébriques des limites et dérivées

Nous commengons par présenter les notions. Puis nous examinons comment 1’introduction
d’un instrument de calcul symbolique s’insére dans I’apprentissage. Pour chacune des
séances, nous exposons les choix qui ont présidé a la mise en place, une observation et un
bilan. Les observations ont été ici réalisées dans la classe de Caen (Classe B).

A. Les notions

Limites

Comme nous I’avons vu au chapitre précédent, les concepts d’analyse combinent de
nombreux aspects dans une méme symbolique. Parmi ces aspects, on retrouve dans les
différents concepts deux aspects généraux : le méme symbole représente a la fois le résultat
d’un processus et un objet sur lequel des calculs sont possibles.

Ainsi (Monaghan, 1994), limf(x)peut &étre congu comme «un processus dynamique

d’approche d’une valeur donnée », et aussi comme une expression algébrique dépendant de a.
Le processus d’approche donne un sens a la notion, mais il faut le dépasser pour traiter les
entités de 1’analyse comme des quantités algébriques. Cette nécessité est visible par exemple
dans la situations 5 de I’ingénierie sur les limites du chapitre précédent.

Dans I’ingénierie du chapitre précédant, différentes situations numériques, graphiques et
algébriques ont été présentées, permettant d’introduire la notion de limite. Il s’agit maintenant
de traiter les limites comme des entités algébriques. Dans les programmes actuels de la classe
de Premiére scientifique, ’introduction de la notion de limite est I’objet de la rubrique « le
langage des limites ». L’algébrisation des limites est traitée dans la rubrique « Enoncés usuels
sur les limites » et comprend des énoncés sur les opérations algébriques et sur la comparaison
des fonctions. Il est précisé que ces énoncés sont admis (sans démonstration) et que « toute
régle relative a des cas d’indétermination est hors programme ».

Dans la pratique, les éleves auront a calculer les limites de fonctions dans les études de
variations. Pour cela, ils disposent du répertoire de fonctions de références dont les limites
sont connues & partir de I’étude menée dans la rubrique « le langage des limites ». Les
propriétés de conservation des opérations algébriques sont appliquées de fagon naturelle

quand elles ne conduisent pas a un cas d’indétermination.

Par exemple, il est clair que, puisque lim(i“) =00 et lirr(—%) =co, alors

-0\ x
) 1 1 ] 1 ) 1
l‘fﬁ(?*?) = "“H ¥ 1:‘(—) =

. 1 1 . .
Par contre, hrn(—‘; — — | suppose un raisonnement passant par une factorisation :
x—0

X X
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(1 1) . (1 2\) .1)_ . 2\ :
ll_‘;f,(x_‘;‘x—z)—ll_‘:‘g(x—‘;(l—x ))—oo,car ll_l)lg(;: =o0 et ll—»o 1-x )-lou la mise en ceuvre

. . 1 . v g 1
de la « croissance comparée » : —- « tend plus vite » vers I'infini que —-.
x x

Dérivation

Les différents points de vue liés & la dérivation ont été présentés au chapitre précédent. Il
s’agit ici de développer le point de vue algébrique par lequel la dérivation prend 1’aspect
d’une opération sur un ensemble des fonctions. Les dérivées des fonctions de référence sont
connues a partir du calcul de nombres dérivés sous forme algébrique. On a ainsi un « tableau
des dérivées » qui sert de référence. Les dérivées des autres fonctions, polynémes, fractions
rationnelles, trigonométriques sont obtenues a 1’aide de régles symboliques de transformation.
Ces régles concernent en premier lieu les sommes, produits et quotients de fonctions, et, en
second lieu, la composition des fonctions

Le programme actuel limite les applications de ces régles & « des exemples ne présentant
aucune complication technique » et précise que la composition des fonctions est abordée
seulement dans le cas de la dérivée de x - f(ax +b).

Les séances d’introduction du nombre dérivé et de calcul des dérivées des fonctions de
référence ont été exposées au chapitre précédent. Dans ce chapitre, nous allons exposer une
séance consacrée au calcul symbolique des dérivées.

B. L’intervention d’un instrument de calcul symbolique

Pertinence des techniques

Le calcul des limites et des dérivées est un domaine d’application du calcul symbolique.
Utilisant des régles, les logiciels et calculatrices peuvent donner les limites et dérivées des
fonctions usuellement étudiées dans les classes du secondaire. La question de la pertinence
des pratiques « papier/crayon » dans ce domaine peut donc se poser. Comme dans d’autres cas
ou cette question se pose, elle n’est pas véritablement tranchée : au baccalauréat, la TI92 est
actuellement autorisée, mais on exigera de 1’éléve qu’il restitue les étapes d’un calcul de
dérivée « comme s’il I’avait fait 4 la main ». Nous pensons pour notre part que les techniques
(au sens de Chevallard, 1991) mises en ceuvre par les éleves pour le calcul « papier/crayon »
des limites et dérivées sont des connaissances utiles pour accéder aux théories (Lagrange,
1997). En ce sens, il est aussi important qu’ils apprennent a « se faire aider » de la TI92 pour
les parties les plus calculatoires, pour vérifier tout en gardant la maitrise de leur calcul.

Par ailleurs, nous avons montré au chapitre précédent ’importance de ne pas considérer
d’emblée les notions de limite et de dérivée a partir des résultats donnés par un systéme de
calcul symbolique comme le module HOME de la TI92, si I’on veut donner un sens autre que
formel aux concepts. Apres les phases d’introduction, il devient certes 1égitime d’utiliser cet
artefact pour obtenir des valeurs de limites et de dérivées, dans la mesure ou les éléves
peuvent donner un sens a ces valeurs. Mais, ici aussi, des précautions doivent étre prises. En
effet, si ’on ne fait pas interagir les différents aspects du concept, il risque de prendre sa
signification seulement dans le contexte le plus accessible, c’est-a-dire celui ou 1’éléve utilise
le calculateur symbolique pour obtenir les réponses. Monaghan (1994) montre par exemple
que des éleves utilisateurs de DERIVE voient le concept de limite seulement comme résultat
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donné par ce logiciel, et éliminent 1’aspect infinitésimal du concept. De la méme maniére,
dans I’expérimentation qui fait I’objet de ce rapport, nous avons rencontré dans les entretiens

(partie III) des éleves ne sachant plus donner des limites comme lim(—l—) sans utiliser leur

X0\ ¥

TI92.

L’objectif des séances présentées dans I’ingénierie est donc que les €léves utilisent la TI92
comme calculateur symbolique, tout en ayant une réflexion sur les régles formelles qui
permettent de développer des techniques de calcul sans TI92, et en restant suffisamment
proche de la signification mathématique des concepts, pour que la réflexion ne soit pas
seulement de nature formelle.

Types de taches

Les taches qui paraissent appropriées a cet objectif consistent soit a généraliser & partir
d’exemples de calculs exécutés par la TI92, soit & comparer une anticipation de 1’éléve au
résultat donné par la TI92. Dans les deux types de taches, les exemples peuvent étre des

fonctions explicites (par exemple x — x*> —3) ou des fonctions abstraites (par exemple
x — f(ax)), ou une combinaison des deux (par exemple x—)#—)g). Ils peuvent étre
x P—

fournis par le professeur ou construits par les éléves.

Le premier type de tache (observation, généralisation) peut conduire a I’explicitation de régles
dégagées sur des exemples et/ou a leur mise en ceuvre sur d’autres exemples. La réflexion sur
les concepts en jeu intervient pour fonder la généralisation. Dans le second type de tache
(anticipation, comparaison) on suppose que des «régles en acte» sont construites
spontanément par les éléves et que la comparaison aux résultats de la TI92 permettra de les
adapter. La réflexion intervient notamment lorsque des divergences sont constatées entre
Panticipation et le résultat de la TI92.

Pozzi (1994) a étudié le travail d’éleves confrontés au premier type de tache. Il s’agissait de
découvrir les régles de dérivation des produits et des quotients. II montre les difficultés
rencontrées par les éleves quand ils essaient de raisonner sur un plan seulement
« syntaxique ». '

Par exemple, calculant a I’aide de DERIVE la dérivée du produit x — cos()c)(7x3 + 2x) , les
éléves obtiennent I’expression (21x* +2)cos(x) ——x(7x2 +2) sinx et restent bloqués parce

qu’ils ont repéré dans cette expression une partie centralecos(x)— x(7x2 +2) qu’ils trouvent

trés proche de la fonction initiale. Leur manque de connaissances algébriques, en particulier
leur inattention vis a vis du parenthésage, est un handicap pour franchir cet obstacle. L auteur
montre que les éléves peuvent accéder a un niveau « sémantique », dans la recherche d’une
regle de dérivation des quotients. La forme donnée par DERIVE aux dérivations, ou les traits
de fraction isolent les sous-expressions, l’incitation du professeur & utiliser des exemples
incluants des fonctions abstraites, leur permettent une meilleure réflexion sur la forme des
dérivations obtenues.

L’étude de Pozzi montre que tous les exemples et tous les résultats de DERIVE ne sont pas
équivalents quant a la réflexion qu’ils produisent chez les él¢ves. Il montre aussi que dans le
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cas de la dérivation, la réflexion est de nature algébrique. Le situations qui ont donné son sens
a la notion de dérivée sont difficilement présentes.

Contraintes de I’environnement technologique

Certaines contraintes conditionnent les exemples que les éléves peuvent expérimenter. Par
exemple, la TI92 ne simplifie pas les limites de fonctions abstraites. Le travail sur les limites
devra donc se faire sur des fonctions explicites

B lim (f(x) +a(x)) lim (F(x) + 9(x))
®+x0 ®X+x0

La TI92 dérive les sommes, produits et quotients de fonctions abstraites :

. jg;(f‘(x) alx))

-f—x(*‘(x:i) -g(x) + %(g(x)) - ()

EAR EXACT EUNCAS/DD ]

On s’apergoit cependant sur le cas du quotient et de 1’exponentiation que les formes obtenues
peuvent étre différentes des formes habituelles.

T vy
(P00 Flata)-#00 S (F60) (G0N

[ fix) -
[ ] a(x) (9(x)) 2 %E‘[( f(x)) n] f(x)

axl a(x)

La TI92 ne dérive pas les fonctions composées abstraites du programme x — f(x+£k) et
x> f(k-x)

S lF O+ ) 2 (rex+ k;)l L (rck) £ (F (k)

Plus que d’absence de capacité de calcul, il s’agit semble-t-il, de contraintes d’expression de

la notationg adoptée pour la dérivation. En effet, si la composée d’une fonction f et de la

fonction x — k-x s’exprime comme la fonction x — f(k-x), il n’y a pas de moyen
d’exprimer la composée de la fonction dérivée de fet de la fonction x > k- x.

Sur le plan du travail des éléves, ce phénomene est dangereux : il est apparu dans une séance
de la premiére année d’expérimentation que les éléves ne parvenaient pas a interpréter les
résultats de la TI92 comme le retour de la fonction de départ. Ils interprétaient ce résultat par

transcription de la notation > dans la notation « prime ». Cette transcription fonctionnait

dans presque tous les cas qui leur étaient présentés, y compris le cas "composé" f(k + x) . Elle
était fausse seulement dans le cas f(kx). Nous avions noté qu’il y avait tous les éléments
d'une "misconception", qui pouvait avoir des conséquences jusque dans I'application pratique
de la régle de dérivation de f(kx). Des incompréhensions profondes demeuraient de plus sur
la nature de la différence de notation de la dérivée sur la TI92 et en papier/crayon.
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C. SITUATION 1: Le passage a la limite dans les opérations
algébriques

L'objectif dans le cas des limites est que les éléves reconnaissent d'une part les propriétés
"naturelles” de conservation des opérations et d'autre part les cas d'indétermination ou ces
propriétés ne peuvent s'appliquer.

Le type de taches est le premier cité ci-dessus : observation d’exemples, puis généralisation.
Le but est que I’éléve congoive les cas d'indétermination comme limitation des
généralisations, et qu’il puisse faire référence a des exemples pour que les cas simples
d'indétermination et leur traitement soient disponibles. La justification mathématique n'est pas
oubliée : I'éléve est invité a trouver les raisons tenant aux propriétés des fonctions qui peuvent
justifier la propriété de fagon générale, ou le traitement du cas d’indétermination.

La capacité de la TI92 a donner les limites de fonctions explicites est mise a contribution pour
l'obtention des exemples. Souhaitant que les éléves étudient de nombreux exemples, nous
faisons le choix d’utiliser I'éditeur de données (DATA EDITOR) de la calculatrice pour
automatiser les calculs et préparer la présentation des résultats.

Dans une expérimentation menée la premiére année la possibilité avait été donnée aux éléves
de faire varier le point auquel les limites sont calculées. Cela permettait de multiplier les
exemples, mais, malgré 1’utilisation de 1'éditeur de données, cela donnait une trop grande
complexité. D’une part, le pilotage de la TI92 devenait difficile, d’autre part, les
connaissances sur les fonctiois de référence devenaient vraiment instables quand on variait le
point ol est prise la limite. C’est pourquoi nous choisissons d’étudier seulement des limites en
zéro, et nous évitons de proposer des exemples ol les limites par valeur supérieure et par
valeur inférieure ont distinctes.

Les choix pour la séance de travaux dirigés

Sur un plan technique, nous compensons une difficulté relative a la machine apparue dans la
premicre expérimentation : I'éditeur se bloquait lorsque 1'él¢ve tentait de rajouter des fonctions
dans I'éditeur. Pour éviter cela, nous faisons remplir dans une phase préliminaire les deux
colonnes de données de zéros en nombre suffisant. Ainsi, il n'y aura plus ajout de fonctions
nouvelles, mais remplacement, ce qui ne bloque pas I'éditeur. La méthode est donnée dans le
« Point technique préparation de la machine » en premiere page du polycopié éléve (annexe
1).

Nous faisons aussi le choix de conduire les éléves progressivement vers la production et
I’exploitation de leurs propres exemples. En effet, I’expérimentation DERIVE nous a montré
que le passage a un fonctionnement mathématique dans les phases de recherche suppose que
I’éléve soit & méme de mener une expérimentation autonome. C’est pourquoi nous prévoyons
trois phases ou la dévolution a I'éleve de la production d'exemples et de l'utilisation de
I'éditeur de données, ainsi que le passage a la réflexion mathématique se font progressivement.

e _Premiére phase (dirigée) : limites de sommes.

Dans cette phase, le professeur dirige les €leves pour l'entrée de fonctions dans I'éditeur de
données (Cf annexe 1 ci-dessous). Les fonctions sont données par le professeur. Les éléves
ont a remplir un tableau de propriétés préparant une synthése collective.
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Puis ils ont & construire un nouveau tableau d'exemples illustrant chacun des cas. Ce travail
est prépare dans les deux premiers tableaux de la page 2 du polycopié (annexe 2).

¢ Seconde phase (recherche autonome) : limites de produits.

Cette fois, les éleéves ont a trouver eux-mémes les différents cas et les exemples associés.

La synthése portera sur l'exhaustivité des cas. Ce travail est préparé dans les troisiéme et
quatriéme tableaux de la page 2 du polycopié.

¢ _Troisiéme phase (raisonnement puis vérifications) : limites de quotients

Les ¢léves auront 2 anticiper les cas et les propriétés a partir des cas et propriétés vus pour le
produit, en transformant le quotient en produit. Ils devront ensuite produire des exemples pour
ces différents cas, et, si besoin, les valider a l'aide de la TI92. Ce travail est préparé dans les
deux derniers tableaux de la page 2 du polycopié.

Déroulement

La séance de travail dirigé a été la cinquiéme séance sur les limites. Elle suit une séance ou le
calcul des limites avec la TI92 a été introduit pour le calcul d’une limite non accessible aux
éleves.

Premiére phase (dirigée) : limites de sommes.

8h15 Préparation du tableau dans l'éditeur de données

En début de séance le professeur commence par un rappel du sens de variation d'une somme
de fonctions, puis il pose le probléme de la limite d'une somme de fonctions, puis du produit
et du quotient.

Il présente le travail, rappelle que la machine "sait faire les limites" et indique qu’on va
utiliser de « DATA EDITOR » qu’il présente comme un "mini-tableur". 1l présente la
manipulation qui permet de I'éviter. le probléme technique qui se pose dans ce module
(polycopié éleve page 1).

Il indique comment passer dans le module "éditeur de données", (DATA EDITOR), donnant
un nom au tableau ainsi créé. Il guide les éleves pour remplir les colonnes de zéros a I'aide de
la liste définie précédemment. /

8h30
Il indique comment remplir la ligne de titre, le "décor".

Il vérifie auprés des éléves que le format des colonnes permet de voir les cinq colonnes (f, g,
lim £, lim g, lim f+g). Il indique qu'on doit obtenir le méme tableau que dans le polycopié, et
rappelle la commande "diamant ' pour le format des colonnes.

A 8h 40, la préparation du tableau est terminée. Il y a quelques difficultés techniques d'entrée
des formules. Certains éléves ont des erreurs "Dimension mismatch", comme si on n'avait pas
fait le remplissage par des zéros. Bizarrement, certaines colonnes sont de longueur 20, et
d'autres de longueur 19. Le professeur corrige sur les calculatrices en rajoutant des zéros. Les
€leves s'attachent & obtenir le méme écran que celui, rétroprojeté, du professeur.

Le professeur écrit les fonctions au tableau (Voir annexe 1 ci-dessous).
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Les éléves vont vite et a 8h 50, les fonctions sont entrées.

1 Fe F3 [£] FS [{3 F?
(v 2P 1ot Setuplcol 1 He ader ol Ut [sFat)

DATA 1§ g lim £ [lim g [limf+g
ci c2 c3 c4d cS

1 sin(x.|-1-2 |1 172

2 sin(x. | ~1-x"2]1 - -®

3 1/x°2 [1/x°4 | @ (]

4 Cx=1). [ q(. [ - [o] -®

L] 1/x7°2 [(x"2=- [® % i

6 2/,x72 [Cxn2— [ -® [

7 1/x72 | -1/x"4j¢ -% -

rici=(cos(x>-1>/x"2

OPELIM RAD AUTD FUNC

8h52. Reéflexion sur le tableau obtenu

Les ¢éléves recopient le tableau de leur calculatrice vers la page 1 de leur polycopié. Le
professeur demande d'abandonner ctte recopie, de passer a la feuille suivante du polycopié et
annonce qu'on "va réfléchir".

Il demande de remplir le tableau du haut de la page 2. "Est-ce que 4 la lumiére de ces
exemples (obtenus sur la calculatrice), on est capable d'obtenir un certain nombre de régles ?".
Il amorce le remplissage du tableau en collectif. Il obtient des éléves la régle L + L' et
l'exemple correspondant. Case a case, il demande les exemples du tableau. Mais pour + = + L,
iln'y a pas d'exemples, et une éléve en fabrique un a partir de - = + L .

Sur la derniére case (+ =~ - «), le débat s'engage spontanément. "Aprés c'est + ", dit une
¢léve. "Ben, non, pas forcément, répondent deux gargons, il y a - = ou + «" "Ou méme 1", dit
un autre.

Le professeur demande "Dernier cas, qui propose une réponse ?". Il répond Iui méme : "Les
trois derniéres cases sont contradictoires" et fait repréciser les trois réponse trouvées. Il fait
remarquer que la machine n'a pas donné "undef", mais qu'on ne peut avoir de régle, et fait
porter un point d'interrogation dans le tableau. Il précise "qu'il faudra bien apprendre comment
conclure", mais que c'est "une autre étape".

9h05 Production d'exemples sur la somme

Le professeur demande de remplir le second tableau (de la page 2 du polycopié) en "tableau
d'exemples”. Il précise "pas nécessairement en reprenant les fonctions (entrées dans la
calculatrice)".

Il donne 5 minutes.

L'exploitation des traces recueillies (annexe 3) montre que, sur 23 éléves, 4 n'écrivent pas
d'exemples, 6 éleves recopient les exemples entrés dans la phase précédente et que 13 éleves
créent de nouvelles fonctions, parfois en modifiant les fonctions données ("a la place du 1, tu

mets un 2..., 4 la place de x?, tu mets x*..." dit un éléve a son voisin), ou en reprenant des
fonctions des séances précédentes. Ils vont 4 des vitesses trés différentes.

Le professeur demande de s'occuper surtout de la derniére colonne (+ e - «),

A 9h10, il passe a la synthése. Il demande des exemples pour + « - =, donnant respectivement
bt 09 + o

On obtient le tableau suivant :

144



o L R SR e
x2 x2 x2
g -1 _-1__1 X -1
4 2
x x x2
. 0 1

Les exemples sont données par des filles qui ont fait la tache trés sérieusement (Gloria, le plus
souvent).

Le professeur conclue "qu'on peut trouver n'importe quoi". Il demande si on peut trouver 10.
Une des filles répond qu'elle peut trouver pour -2 et donne un exemple. Le professeur conclue
qu'il n'y a pas de régle, et passe a I'étape suivante.

Seconde phase : limites de produits.

9h18. Le professeur présente le travail des troisiéme et quatriéme tableaux du polycopié. 11
indique qu'on peut ou non se servir de la machine. Il indique de remplacer la somme par le
produit dans le "DATA EDITOR" ("décor" et formules).

9h 22. Les éléves travaillent dans un grand silence. Suite & une question d'une éléve, le
professeur précise qu'il faut s'assurer qu'on a tous les cas, mais que "c'est plus difficile que
tout a I'heure".

Production des éléves

On trouvera ci-dessous en annexe 3 une synthése des exemples produits par les éléves au
cours de cette phase de recherche. Au vu de cette synthese, on constate que quinze éléves sur
vingt trois se sont effectivement investis dans la tdche. La majorité d'entre eux se sert surtout
des exemples déja entrés dans 1'éditeur de données pour la somme. Ainsi, il traitent le cas des
limites finies, puis un cas de limites infinies (-= x =).

Dans les cas ol une limite est finie et l'autre infinie, ils sont seulement cinq a distinguer selon
le signe de la limite finie. Ces 5 éléves sont amenés & produire des exemples non déja
introduits pour la somme. Une seule éleve traite tous les cas.

Dans les cas ou une limite est infinie et l'autre nulle, seulement deux éléves proposent
plusieurs exemples donnant des résultats différents et mettent ainsi en évidence
l'indétermination. Sept autres éléves produisent des exemples isolés, en général inspirés des
exemples introduits pour la somme.

9h 30. Synthese

Tous les éleves ne sont pas arrivés au bout du tableau. La synthése est plus animée que
d'habitude, les éleves répondent aux questions posées par le professeur.

Pour le cas « x «, l'exemple donné est f(x)=—17 et g(x)=i4 . Le professeur demande la valeur
X x

de ce produit. La réponse est longue a venir. Le professeur essaie en fait de montrer qu'on peut
raisonner sans la machine et peu d'éleves comprennent cette démarche.

A partir de ce cas, le professeur fait raisonner sur +« x - «,
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(x-4)

Pour le cas - = x 0, les éléves donnent l'exemple f(x)=-¥ et g(x)= T Ils sont
) ;f
nombreux a conclure & la régle - < x 0=0.
Un éléve propose - = x 0= -4 et I'appuie par I'exemple f(x)=—l4— , g(x)= LXI—4) Le professeur
’ -

fait calculer le produit, puis la limite de ce produit par raisonnement.
On concluea -~ x 0="7?

Il y a ensuite une discussion sur le produit L x + «. Beaucoup d'éléves ont conclu & + « sans
distinguer selon le signe de L. Le professeur annonce que ca dépend de L. Il fait référence a ce
qui précéde pour L=0, puis fait distinguer L>0 et L<0. Des éléves proposent d'en déduire les
regles pour L x - «.

Le professeur demande ensuite si tous les cas ont été envisagés. Il reprend les cas précédents
en systématisant.

Troisiéme phase : limites de quotients

A 9h40 Le professeur annonce le travail sur le quotient. Il demande de réfléchir "sans la
machine", 4 partir des régles trouvées pour le produit. Les éléves protestent, puis se mettent au
travail. En fait cette phase de recherche tourne vite court, le professeur voulant passer a la
synthése pour des contraintes de temps.

A 9h44 il demande les réponses pour L (>0)/ +e. Certains éléves annoncent + «, d'autres -e,
et un autre "proche de zéro". On a la méme diversité de réponse pour L (>0)/ -, et les mémes
quotients avec L.<0. + «/ + = donnerait 1 ou "proche de 1" ou méme 0, et de méme + «/ - o
donnerait -1. Les éléves annoncent une indétermination pour 0/ + e,

A 9h52, devant cette confusion, le professeur fait reprendre des exemples, et, avec une partie
de la classe, obtient les régles, et les cas d'indétermination. Certains éléves ne suivent plus,
mais les autres proposent des exemples de fagon active.

Le professeur tente de faire le lien avec le produit (f/g= f x 1/g), mais il n'y a pas beaucoup
d'écho. Il faudrait pour cela que les éléves aient conscience de la limite de 1/g, en fonction de
la limite de g. Le professeur essaie de leur faire voir ces propriétés "Si vous avez trouvé
quelque chose de grand, son inverse va étre... petit", mais sans beaucoup de succes.

Phase de conclusion

ny

10 h Le professeur termine en annongant que les tableaux obtenus sont "a savoir par coeur”,
c'est-a-dire "a savoir retrouver”. Il souligne qu'on peut toujours conclure "sauf dans quatre
mauvais cas" qu'il désigne comme "indéterminés”. Il énonce les trois cas rencontrés et note
que le cas 0/0 n'a pas été envisagé dans I'étude du quotient.

Bilan et améliorations possibles

Les choix faits pour cette séance de travail dirigé ont permis aux éléves d’entrer effectivement
dans le travail de production d'exemples et de réflexion sur ces exemples.
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Nous avons fait le choix dans cette séance d’un seul point, fini, et nous avons pris la valeur la
plus simple, zéro. En comparant avec la séance organisée I’année précédente, le choix d’un
seul point a été déterminant pour la dévolution aux éléves de la production d’exemples.

Les difficultés techniques liées au fonctionnement de 1'éditeur de données se sont posées de
fagon fugitive, mais ont été bien résolues dans cette séance.

La phase dirigée pour I'addition a bien permis aux éléves de s'approprier 1'éditeur de données,
la notion d'exemple et de régles algébriques. Dans la phase sur la multiplication, on a pu
constater que 8 éleves ne travaillent pas ou ne laissent pas de trace. Ce comportement a été
observé dans d'autres circonstances et ne semble pas lié aux caractéristiques de l'activité. Les
autres adhérent bien & la tache de production autonome d'exemples. Cependant peu d'éléves
développent leur activité vers la production d'exemples nouveaux. Ceux qui le font sont
guidés par la volonté d'explorer tous les cas. Ce sont les plus actifs dans la synthése qui met
en évidence les régles et le cas d'indétermination.

Le travail sur le quotient n'a pas produit les effets escomptés. En fait les éléves ne peuvent pas
trouver les regles sur le quotient a partir des régles sur le produit dans les conditions de cette
séance. En effet, il y a une rupture par rapport a la tiche antérieure (produire des exemples et
réfléchir sur ces exemples) impossible & négocier dans le peu de temps restant. Par ailleurs,
nous avions supposées disponibles les propriétés de la limite de I'inverse d'un fonction, ainsi
que la conception du quotient comme produit du numérateur par l'inverse du dénominateur.

On aurait pu prévoir de traiter le quotient comme le produit en demandant aux éléves de
produire des exemples. Cela aurait comme intérét de consolider la méthode vue avec le
produit.

Si I’on souhaite, comme c’était notre intention, faire travailler sur le quotient a partir des
résultats sur le produit, il faudrait davantage de temps, et sans doute aussi que les éléves aient
mieux assimilé ces résultats, ainsi que I’équivalence quotient, produit par I’inverse.

D. SITUATION 2 : Regles de calcul des dérivées.

Les choix pour Ia séance de travaux dirigés

Dans une séance expérimentée en 1995-96, nous avions demandé aux éléves d’établir des
régles A partir de la dérivation, par la TI92 d’expressions abstraites (par exemple f{x)+g(x) ),

en "transcrivant" l'expression simplifiée lue sur la TI92 de la notation > a la notation

"prime". Il s’agissait donc d’un travail d’observation et de transcription. Dans l'analyse, nous
observions que le travail mathématique n'atteignaient pas son objectif :

e les éléves n'exergaient pas leur esprit critique sur les régles obtenues par transcription (par
exemple, la régle de dérivation du produit ne provoquait pas 1'étonnement attendu par le
professeur, bien qu'elle soit surprenante par comparaison avec la régle sur les limites).

e ils n'apercevaient pas le phénomene d'identité entre I'entrée et le résultat donné par la TI192,
phénomeéne qui se produit pour des formes composées générales telles que x — f(x + k) et
x—> f(kx).
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e ils transcrivaient l'expression rendue par la TI92 de la notation > a la notation "prime" y

compris dans le cas des formes composées générales que la TI92 ne simplifie pas. Cette
transcription donnait la regle pour les formes générales somme, produit, quotient et pour la
forme f(x + k) que la TI92 ne simplifie pas. Elle acquérait ainsi une légitimité, alors
qu'elle est illégitime dans ce dernier cas. Dans le cas de f(kx), la transcription donnait
f'(kx) ce qui correspond a l'oubli classique du coefficient k& dans la dérivation de cette
forme. Pour compenser cela, le professeur avait traité deux cas de composition sur des
fonctions explicites dans la synthése. Mais nous avions observé que pour les éléves, les
raisons pour lesquelles la transcription ne fonctionne pas restaient trés floues. Il y avait
donc tous les éléments d'une "mis-conception".

Si I’on compare avec la séance sur les propriétés algébriques des limites décrite ci-dessus, le
travail sur les régles de dérivation induit une réflexion de nature plus algébrique que
différentielle. Les éléves ont en effet peu de moyens de relier ces régles a la définition de la
dérivation. C’est pourquoi, une simple observation de la dérivation par la TI92 ne produit pas
véritablement de réflexion. Nous avons donc choisi ici une tache de type anticipation-
comparaison, ou les éléves ont a émettre des conjectures sur un certain nombre de dérivées,
puis & comparer avec la dérivation par la TI92. Comme nous I’avons dit en introduction, on
suppose que des « régles en acte » sont construites spontanément par les éleves et que en cas
de divergence, avec les résultats de la TI92 une réflexion interviendra sur ces regles.

Plus précisément, nous avons prévu :

1. de demander aux éléves une prévision (une anticipation) du résultat que pourrait donner la
calculatrice, de fagon a ce que les régles de dérivation qui ne vérifient pas la conservation
des opérations algébriques (dérivation du produit, de I'inverse et du quotient, dérivation de
x — f(kx)) provoquent effectivement I'étonnement des éleves. Nous estimons que la
confrontation anticipation/ résultat TI92 et I'étonnement que cette confrontation peut
provoquer, permettra de faire apparaitre nettement les cas de non-conservation.

2. de travailler d’abord sur des exemples de fonction, d'une part pour préparer le travail sur
les formes générales dont la TI92 donne la dérivation, et d'autre part pour la production
effective de régles pour les formes générales dont la TI92 ne donne pas la dérivation. On
demande seulement ensuite une anticipation des dérivations des fonctions abstraites que la
TI92 transforme. Il s'agit donc d'une démarche plus inductive que celle adoptée l'année
précédente. Elle se rapproche de la démarche adoptée pour les propriétés algébriques des
limites, mais, ici, on ne demande pas aux éléves de produire des exemples. En effet cette
production d'exemples visait a faire intégrer par les éléves la notion de forme indéterminée
et est moins pertinente pour induire des regles.

Le travail des éléves est prévu de la fagon suivante :

1. Le travail se fait en deux phases, séparées par une synthése. Dans la premiére, (polycopié
éleve ci-dessous annexe 4 pages 1 et 2) il s’agit d’établir les régles de calcul sur les
dérivées en s'aidant de la calculatrice. Dans la seconde phase (polycopié €léve page 3) des
exercices d'application de ces régles sont proposés aux éleves.

2. Dans la premiére phase, la TI92 sert a produire des dérivées, que ce soit sur des exemples
explicites ou sur des fonctions abstraites. Contrairement aux limites, les éléves ont peu de
moyen d’anticiper ou de contrfler ces productions. On s’attend cependant a ce que les
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¢leves veuillent appliquer la conservation des opérations algébriques qui fonctionne pour
les limites en dehors des cas d'indétermination. Cette conservation fonctionne pour la
dérivation de la somme et du produit par une constante, mais sera mise en défaut, par
exemple pour le produit et le quotient.

3. Dans la seconde phase, la TI92 est utilisée comme outil de vérification, avec les problémes
classiques posés par cette utilisation, particuliérement, le fait que 1'éléve peut trés bien
avoir trouvé un résultat correct mais sous une forme différente de la TI92,

Concrétement, la premiére phase débute par un rappel des dérivations de fonctions de
référence obtenues par passage a la limite au cours de la séance précédente (polycopié éléve
annexe 4, premiére demi-page). Le sinus fait partie de ces fonctions car les fonctions
polynémes ne permettent pas d'induire les régles sur des formes générales. Au contraire, de la
dérivation de x— sin(3x) en x— 3 cos(3x), les éléves peuvent facilement induire la dérivation
de x— f(kx), par exemple.

Les €leves vérifient ensuite ces dérivations avec la TI92, ce qui est l'occasion de prendre
connaissance de la fonctionnalité de dérivation et de la notation adoptée pour l'affichage.

Ensuite (seconde demi-page), les éléves ont & remplir un tableau de dérivées "en faisant
travailleur (leur) imagination". C'est la phase d'anticipation. Elle porte d'abord sur des
exemples de formes explicites, puis sur les formes générales ne faisant pas intervenir de

parameétre (somme, produit, quotient) pour lesquelles la transcription de la notation > ala
notation "prime" est légitime.
Ensuite (seconde page), on demande aux éléves de remplir le méme tableau avec les résultats

donnés par la TI92, pour permettre la comparaison, puis d’établir des régles générales. Une
synthése collective valide ces reégles.

En seconde phase (troisiéme page), un ensemble de fonctions est donné. L’éleve doit calculer
la fonction dérivée, vérifier avec la TI92. Il doit ensuite préciser I’intervalle dans lequel la
dérivation est valide, de fagon qu’il garde conscience de la nature fonctionnelle des
expressions. On lui demande aussi d’indiquer les régles utilisées.

Déroulement
Premiére phase

Rappel des derivations obtenues par calcul de limites

8h15 Le professeur présente le travail. Il rappelle que la semaine derniére des dérivées ont été
calculées "a la main". Il indique qu'on va essayer d'aller plus vite : "La machine va nous
donner des résultats de fagon automatique, mais nous on va essayer d'abord de jouer le jeu
inverse, de voir si on est capable de prévoir les résultats, de regarder un peu aprés si ¢a
concorde avec ce que donne la machine, puis comparer et de comprendre.."

Le tableau de la page 1 du polycopié est rempli en collectif. Le professeur demande de
travailler de mémoire, mais certains ont déja pris leur TI92.

Le professeur indique ensuite d'utiliser la TI92 pour retrouver ces résultats. Il explique la
notation TI92 en faisant le rapport avec le coefficient d'accroissement. Lorsqu'il s'agit de la
dérivée du sinus, certains éléves n'ont pas le méme résultat que le professeur. Le probléme
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vient de ce que certaines calculatrices sont en mode degré et/ou approché (Cf ci-dessous). Le
professeur profite de 'occasion pour rappeler que la dérivée de sinus est cosinus seulement si

x est exprimé en radians.

8h23. Recherche des dérivées des fonctions demandées dans la polycopié.

Ecrans enregistrés sur la calculatrice de Francis. La calculatrice est en mode degré

1My Fer F2 Fyv FE F&
» f==|A1gebralCa lvc, Other|PrgmlI0iClear a-z..
a
" =) | !
af.z2 :
n d)([x ] 2 j

l%[XS] 3%

N Ccos{x)

.%(Sin(x:') 180

REGAUTE T AT

Nouveau calcul avec mode radian, puis 1'éléve commence a chercher la dérivée de x*
demandée en anticipation.

Fi T Fev TravTru T F§ T F&
- E Algebral|Calc Dt,h;r PramlQiClear a—z..

" — LJ

dxl %

=X
b

L (%) =
0

=L (sin0x0) cos(x)

Igafux“‘l, x _
IR T AT

o X1

Travail de prévision

8h25 Le professeur demande de poser la calculatrice pour la deuxiéme activité. "La
calculatrice sait calculer des dérivées, peut-Etre en calculant des limites. On va essayer de voir
s'il y a des regles. Vous allez réfléchir et essayer de prévoir les résultats qu'on pense obtenir
sur ces diverses fonctions. Il faudra aussi que vous donniez des justifications : j'ai l'impression
que c'est le bon résultat parce que...". Il donne quelques minutes pour ce travail, et répéte de

ne pas utiliser la machine.
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Tableau des prévisions données par les éléves

Fonctions Commentaire

x—> x* Dérivée correcte pour la plupart des éléves, trouvée a partir des exemples
précédents (x et x°). Ségoléne a dérivé x* sous forme (x*)* avec le principe
() ="g’

x—> x sin(x) Deux éleves donnent la dérivée correcte (Cf remarque ci-dessus). Les autres
dérivent les deux fonctions et font le produit ou dérivent seulement le sinus.

x—> 2x+1 Quinze éleves donnent la dérivée correcte. Un éleve précise que la pente de
2x+1 est 2, un autre que la dérivée de 1 est 0. Les six autres éléves ajoutent
1 ala dérivée de 2x.

x—> sin(2x) Quatre ¢éleves appliquent la dérivation de flkx) (Cf remarque ci-dessus). 2
autres dérivent en kf” (x), et la majorité (11) en [ (kx).

x— 3 sin(x) Vingt éléves dérivent seulement le sinus. Valérie a vraisemblablement

appliqué la "regle" (fg) "=f"g’

x—>4 sin(3x)

Cing éleves appliquent la dérivation de flkx) (les mémes que pour sin(2x)
+1). Les autres éléves dérivent en kf” (x) ou en f’ (kx) comme ci-dessus.
Valérie dérive a nouveau en zéro.

x—> sin(x+1)

La réponse correcte est anticipée par 10 ¢éléves. Quatre autres dérivent le 1
de la parenthese en zéro.

x—> cos(x) Trois éleves connaissent la dérivée du cosinus. La majorité pense que sinus
et cosinus "s'échangent" par dérivation.
x—> cos(2x) Quatre éléves anticipent correctement a la fois la dérivée du cosinus et la

dérivation de f’(kx) (Cf remarque ci-dessus). Deux éleéves anticipent
seulement la dérivation de [ (kx). Sept éleves font les deux erreurs.

x> f(x)+g(x)

La régle est correctement anticipée par les douze éléves qui répondent.

x—> f(x)g(x)

Seul un éléve donne la régle de dérivation du produit. 10 autres supposent
la conservation du produit.

1 Dix éleves s'inspirent de la dérivée de 1/x. Trois autres dérivent le
= f(x) dénominateur. Un dérive le numérateur.
f(x) Peu d'éleves abordent cette derniére question. Les réponses supposent la
x> 2(x) conservation du quotient (Arthur, Marthe) ou s'inspirent de la dérivée de 1/x
(Luc, Corinne, Samuel).
Syntheése

9h34. Le professeur note au tableau les résultats donnés par les éleves (Cf tableau ci-dessus)
sans se prononcer. Pour les formules générales (somme, produit, inverse, quotient), il va plus
vite, prenant seulement les suggestions les plus évidentes.

Il demande ensuite de refaire avec la machine, de fagon a remplir le tableau de la page
suivante. Il note qu'il est arrivé que la machine donne des résultats faux, et qu'il faudra donc
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argumenter pour valider le résultat correct. It y a quelques problémes d'entrée (multiplication
implicite pour sin x).

Lorsqu'il s'agit des formules générales, un probléme est rencontré par un éléve qui a affecté
les fonctions f et g. Certains éleves omettent le' de la dérivée lorsqu'ils retranscrivent le
résultat obtenu avec la TI92.

8h 44 Veérification a l'aide de la TI92

Ecrans enregistrés sur la calculatrice de Francis.

Iviaiﬂléévbr‘aicraglvciotm;r iF'r*gsmIO |[.':1r='en":G a—Z..
X cos(x) + 5in(x) l?dg(}sin(x)) 3 cos(x)
2 [m-(4-sin(3 %) 12-cos(3- x)
2-cos(2-x) -%(sin(x+ b8} cos(x + 1))
3-cos(xy " -&d;( cos(x)) -sin(x)
I%fuc 052k, %)
T VT3 EAD AUTD AT ST
Iviaiﬂlééraraicglvc ithﬁ;r‘iPrrgsmIO |Clear’:s a-z. via Hlt::élv:ra Crasi'c, Utfﬁgr* PrrgsmID l:le\ar’:ﬁ a=z..
Axs ax
- cos(2 %)) -2-5in(2-x) *
ddx ) ) i1 £ (Fex)
= (F(x) + 9(x)) (O] + {900y |* '&;;[ e ] W
a 2 .
__d_[ f‘(x)] (=) _ 230 900) - £
axl g(x) () (g(x))2
Ra0 UI] FUNCZ0730

Comparaison des prévisions aux résultats donnés par la TI92.
Elle s'effectue en collectif a partir de 8h50.
4 x°

"Pourquoi pensez-vous que c'est le bon résultat,”

Une éléve: "pour x°, ca fait :3 x*, donc pour x* 4 X"

"Si je vous demandais pour x* ?"
Réponse générale "8 x™

Le professeur note qu'on trouve bien une formule générale, et qu'on y reviendra.

Lx sin x |

Il demande de comparer la "bonne réponse" (x cos x + sin x) aux anticipations de la phase
précédente.

Réponse "x cos x".
Une éléve justifie en disant que " la dérivée de sinus x, c'est cos x .

Réponse "cos x"
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Un éleve justifie : « la dérivée de x c'est 1, la dérivée de sinus x, c'est cos x, donc le produit
c'est 1 ».

[2x+1 |

Réponse « 2 ». Le professeur commente en remarquant que 2 est le coefficient directeur de la
droite représentant la fonction, et rappelle une activité précédente.

Réponse « 3 ». Un éléve indique que « la dérivée de x c'est 1, multiplié par 2, et aprés j'ajoute
1, donc 3 », mais d’autre disent « la dérivée de 1 c'est zéro » (Le dialogue est vivant).

[sin (2x) |

Le professeur note qu'on ne s’attendait pas a la réponse de la TI92, qu'on s'attendait plutot &
cos (2x). Il essaie ensuite de faire expliquer la réponse 2 cos x sin x sans succes. Il essaie aussi
de faire faire le lien avec sin (2x).

|3 sin x. |

Il passe vite en disant "Ca ressemble aux arguments qu'on a développés au-dessus"

Il insiste moins sur les questions suivantes (4sin (3x), sin (x+1), cos x). Pour sin (x+1), il
interpelle 1'éléve qui a donné cos x et tente de lui faire dire qu'il a dérivé 1 en zéro.

cos(2x)

Il fait le lien entre les anticipations erronées et les erreurs déja constatées aux questions
précédentes.

f(x)g(x)

Il note que le produit des dérivées était trés tentant. Les éléves dictent le résultat en

transcrivant la notation Y en notation « prime ». Il demande de faire le lien avec les résultats

précédents. "Est-ce que c'est bien en concordance ?". Une éléve propose de regarder x sin x.
Le professeur commente "La dérivée de x ca fait 1, multiplié par f{x)....". Il fait remarquer que
¢a concorde, méme si la somme n'est pas écrite dans le méme ordre.

1

Sfx)

1L » A . a . .
Les éléves transcrivent de méme la notation a en notation « prime ». Le professeur
remarque "la formule qu'on avait proposée tout a I'heure est tout a fait & c6té, méme si elle est

M A DY . 1
bien tentante". Un éléve fait le rapport avec —.
x

Sx)
g(x)

Méme processus.

Le professeur note ensuite que "la machine n'est pas courageuse", et que "la formule (obtenue)
n'est pas facile a retenir". Une éléve propose de réduire au méme dénominateur, ce qui est fait
en collectif. Le professeur tente sans succes de faire interpréter les anticipations obtenues (il y

153



a peut-tre un peu de lassitude sur ce travail de comparaison). Il fait le lien avec les deux
formules précédentes, et indique "qu'on fera les démonstrations la prochaine fois".

A partir de 9h04, il fait noter la synthése sur le second tableau de la page 3.

Arrivé 4 la dérivée de x— k f{(x), il demande sans succes la réponse a partir des exemples, puis
demande de le faire a4 la machine (Cf écrans de Francis ci-dessous). Il note le résultat en
inversant les facteurs, et déclare que "c'est la démarche que vous aviez naturellement tout &
'heure".

2 (ro0- 4

Pour f{k x), méme demande, en rappelant "ce qu'on a fait avec les sinus". Un éléve "f” (k x)".
Le professeur corrige "fois k". Il fait le lien avec "la dérivée de sin 2x". Il semble que des
éleve ont essayé a la machine, car il leur demande confirmation. Ils répondent "non". Il y a

comme l'année précédente, la difficulté d'interprétation de % (f (kx)) qui est compris comme

[’ (kx), alors que la machine retourne I'entrée sans la modifier.

Le professeur demande de substituer 3 & & (forme |k=3). Il n'y a pas davantage de calcul par la
machine. Le professeur fait noter la différence avec sin (3x). "Tout a I'heure pour sin 3x, la
machine a bien fait le calcul, et donc, semble-t-il la machine ne sait pas, £ pourrait dépendre
dex..." '

Il indique que les formules seront démontrées par la suite.

fix+k), il rappelle sin(x+1), obtient f”(x+k) et demande une interprétation graphique

"Comment obtient-on la représentation graphique de f{x+k), ..., par une translation de
- -
vecteur..." Réponse unanime "k". "Non", "k i ", "Non moins £ i

"

"Conclusion ? La translation transforme la tangente...". Cette tentative d’interprétation
graphique par le professeur ne rencontre pas beaucoup d'écho. Ca ressemble assez a la
situation de l'année précédente, mais cette année, il passe plus vite en indiquant "On y
reviendra".

) g

ZCF Chx) .30 — |
TR TP —

%(F(k-x)

)

L (fex+ k)

|
1T 7 T——

Seconde phase

Cette phase de mise en ceuvre du calcul symbolique des dérivées est lancée a partir de 9h29
par le professeur. Il indique de "faire d'abord a la main", puis de vérifier a la calculatrice. 11
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insiste sur la troisiéme colonne du tableau a remplir, ol le domaine de validité de la dérivation
est demandé. En fait, il s’agit du domaine de définition de la fonction pour laquelle la
dérivation est demandée. Le professeur souhaite que les éléves ne voient pas la dérivation
seulement sous son aspect symbolique. Il insistera & nouveau plusieurs fois au cours de la
recherche des éléves, mais sans grand succes. En fait les éléves ont bien compris 1’aspect
essentiellement symbolique de la tiche et pour eux, et voient la détermination de I’ensemble
de définition comme une tache différente de la dérivation.

Quelques observations sur cette phase :
|x = (3x +2)(2x +3)|

Quelques éleves dérivent d'abord en 6 (produit des dérivées), puis effacent apres essai sur la
machine.

x> 3x* +5x° —%xz +5

Une éleve dérive correctement, puis dérive a nouveau le résultat. Elle pense en effet que le
premier résultat obtenu est trop compliqué. Elle se tranquillise avec le résultat de la
calculatrice. Quelques éléves conservent le terme constant (5) dans la dérivation.

|x > sin(x) cos(x)|

2

x-sin2

Les éleves ont des difficultés a coordonner le résultat qu'ils obtiennent & la main cos
x et celui de 1a TI92 (2 cos2x -1).

Francis (écrans ci-dessous) fait tranquillement ses calculs a la main, puis note le résultat
obtenu 2 la machine sans se troubler de la différence: il a fait deux colonnes I'une pour son
calcul, I'autre pour la dérivée donnée par la TI92

Autres erreurs significatives relevées dans les protocoles.

x> (3x+2)(2x+3) 6 (Karine)

s 3%t +5x° — §x2 +5 |12x3+15x2-2/3x+5 (Damien)

x> 1+ 1 +/x 1/x dérivé en 1/x2 (Marthe,)
x

dérivé en 1/(2rac(x)) (1 dérivé en zéro Ségoléne)

x> Vx+1
x’+3x+1 (2x+3)/(2x+0) (Vincent) (2x+3)/(2x+1) puis & nouveau dérivé
X x:+1 (Ségoleéne) (2x+3)/(2x) simplifié en (x+3)/x (Damien)
x> (x+1)(x+3) développe (x+1)? en (x2+2x+1) puis (2x+2+1). Dérive finalement
en (2x+3)+2(x+3) (Valérie)
x> V2(x* = x+7) 0 car V2=0 (Fréderic). V2 dérivé en 1/(2V2)) (Frangois).

Les confusions portent sur la dérivation des constantes (Damien, Ségoléne, Frangois) et sur la
régle de dérivation du produit (Karine, Valérie) et du quotient (Vincent, Ségoléne, Damien).
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Il y a aussi de nombreuses erreurs algébriques dans les développements (Cf Charles ci-
dessus).

iStreé. j 1 F2¥ F3* 1 Fh FS F&
Ecrans enregistrés sur la calculatrice de FvETFIIgebraTCalcTﬂth;r‘iPr*ngDlClear‘- -z

Francis. )
I-E;E[(3-x+2)-(2-x+3)] 12-x+13

'%(sinCXJ'COS(X)) 2-(cos(x9)% - 1
'%{3«4 +5-x5 - 2,3.x2 +5]
12 %2 4 15-x2 _i%

% TR EUNCRE.50

Fz T rz""T rsz - T FS T F& 1 F2 F3v |_ F4¥ F& F&
va Fllgelvar*a Calc Dtmer* PramIQ|Clear a-z.. - E FIlgeTor*a Calc|{Other{Prgml0|Clear a-=z..
._@_ m) 1 u.xl xZ + 1 J [x2 n 1]4
dx 2'»])( + 1 d 1 1 1
) —_— i o ———
.Jz__[x2+3-x+1] '3~[x2-1] [ dx[1+x F‘] 2-Jx  x2
dx 2 2
o (24 1)° | fr-lixr 0202+ 9) (x+ 1)(3x+7)
d i 1 1
E';c'[l aievy +&] Z-1x "'X_g I%(sin(x)-cos(x)) 2-(cos(x))2 -1
EIRC 23730 EUNC 20020,

Bilan et améliorations possibles

Les résultats des éléves montrent que la dérivation des polynémes est généralement intégrée, a
l'exception de la dérivation de la constante en zéro qui peut étre omise par certains €leves.

La non conservation du produit par dérivation est certainement mieux mise en évidence dans
cette séance que dans celle de ’année précédente. Cependant, elle reste non intégrée par
certains éléves. Il en est de méme de la dérivation de l'inverse et du quotient.

La dérivation du 1 en zéro par Ségoléne dans \/x+1 montre les confusions qui peuvent
“persister dans la dérivation des fonctions composées. Il est regrettable qu'il n'y ait pas eu un
exemple du type x— sin(kx) pour évaluer l'intégration de la régle de dérivation de x — f (kx)

Le déroulement confirme que le travail est essentiellement d’ordre algébrique, et a peu de lien
avec les situations qui ont donné son sens 2 la dérivation. C’est particuliérement vrai pour la
dérivation des sommes, produits et quotients. Mettre en valeur la forme spécifique et nouvelle
que prennent les régles de dérivation du produit, de I’inverse et du quotient parait un objectif
pertinent, et I’anticipation demandée aux éléves, préalablement & I’observation des résultats de
la TI92 déclenche une réflexion qui conduit & un débat animé entre éléves et avec le
professeur.

La dérivation des fonctions composées du type x —> f(x+a) et x — f(kx)conduit a
davantage de difficultés. Certes, ’introduction de fonctions comme x—> sin(3x) et x—
sin(x+1) permet d’induire des régles formelles, mais cela ne semble pas suffisant. Les éleves
ne comprennent pas la réponse donnée par la machine pour la dérivation de fonctions
génériques. Cela reste donc flou pour eux, avec le risque de confusion qui en résulte. Le
professeur tente de faire appel a la transformation associant la courbe représentative de
x = f(x) respectivement 2 la courbe représentative de x — f(x +a) et 4 la conservation de
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la direction des tangentes dans cette transformation. Cette interprétation graphique de la
propriété de dérivation montre que, dans ce cas, il est possible de revenir aux situations ayant
~ donné son sens a la notion de dérivée. Il est donc dommage qu’elle n’ait pas été préparée par
un travail spécifique des éléves, par exemple, le tracé, sur le méme graphique, des courbes
représentatives de x— sin x et x— sin(x+1). On aurait pu d’ailleurs, avec plus de temps,
essayer la méme approche avec une fonction du type x — f(kx).

Avec le recul, il parait préférable de faire deux sé€ances distinctes : I’une, aprés la phase
d’introduction porterait sur I’algébre des dérivées (somme, produits, quotients) et I’autre, plus
tard dans I’année, sur les fonctions composées du programme. Les éléves seraient ainsi plus a
méme, dans cette seconde séance, d’interpréter les résultats de la TI92, disposeraient de
davantage d’exemples de fonctions, et de plus de temps pour I’interprétation graphique. Cette
séparation en deux séances a été expérimentée avec succeés dans la classe A.
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Annexe 1, limites : fonctions a entrer et résultats TI92

npm not "lim f" "lim g" "limft+g"
cosx —1 sinx -172 1 72
X2 5
sinx -1/x"2 1 - -
X
1 1 ” ) i
x2 X 4
x-1 (x-4) - 0 '°°
x? 1
x*
1 x% -1 > - !
X2 x2
2 x2 -1 = -w -
x? x2
1 L " ~ -
x2 X 4
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Annexe 2, limites : polycopié éléve

Limites techniques algébriques

Nous allons, en utilisant 1a TI-92, rechercher des régles de calculs sur les limites.

Le probléme est donc si 1'on connait lin(l) f(x) et lirr(} g(x) est il possible de déterminer :
La limite de la somme de f'et g c'est a dire lirrg(f (x)+g(x)).
La limite du produit de fet g c'est a dire lirrg(f (x)g(x)).

£(x)

La limite du quotient de fet g c'est a dire lim———.
x>0 g(x)

Point technique préparation de la machine :

Nous utiliserons le Data-matrix-editor afin d’éviter les blocages liées a la fonction de calcul
automatique nous allons initialiser notre tableau avec deux colonnes de zéros..

Créer un répertoire Opelim

Créer une liste nommée L de de 20

ZéI'OS " NewFold opelin Done)
"sex(@,1i,1,20)+1
6_6 0 6 0

0 6 0 6 6 0 0)
Y

Quvrir le Data-matrix -Editor nom du
nouveau fichier nu.

Se p]acer sur C1 tapez L [ENTER 11 Headerfcalcfut i stat, A Plot Setuplcel besdeckeale tillstat

c3 X} (- - 3 ez, [ cd c5

C1 est maintenant une colonne

de vingt zéro et chaque cellule est

verrouillée e
se replacer sur C1 puis{CLEAR] [ENTER

Initialiser de méme la colonne c2.

Recherche de la limite d’une somme

. F2 L
On placera : [C P10t setup|cel 1 Hebder [Catc Uty Listat]
. DATA 1§ [g lim f |lim g |limf+
Dans C1 la fonction f o1 (3 o3 oa 2 oS 3
. 1 3
Dans C2 la fonction g % 0 0
Dans C3 la limite de fen 0 ‘5‘ :
- 6 |G g
Dans C4 la limite de gen 0 7 [0 D
.. rici=0
Dans C5 la limite de la somme f+g en 0 (OFELIH KRG ERACT FIINE

Pour plus de confort, on remplit la ligne de
titre f,g, lim £, lim g, lim f+g

159




Nous allons traiter des exemples et noter les résultats dans le tableau ci dessous

rh T Fz T3 T Fu Trs TrsvTr? ]I
v E Plot SetupTl;ell Header|Calc|Util|5tat
DATA | § g_ lim £ [lim g {limf+
cl c2 C3 c4
1
2
3
4
2
&
7
CH= ____
[OFELIM RAD ERALCT FUNC
| Sifa pour limite L L L +o0 - +oo
Si g a pour limite L +00 - +00 -0 -

alors f+g a pour limite

Recherche de la limite d’un produit

De la méme fagon vous allez étudier le produit.

Trouvez tous les cas qui peuvent se présenter en vous aidant éventuellement d’exemples

Si fa pour limite

Si g a pour limite

alors f'g a pour limite

Pour chaque cas, donnez un exemple et contrélez avec la machine

Fonction f: x—

Fonction g : x—

Recherche de la limite d’un quotient

En raisonnant sur le cas du produit, trouvez tous les cas pour le quotient

Si f'a pour limite

L

L>0

L>0

L<0

L<0

+o0 [+o0 [0

Si g a pour limite

L'#0

+ o0

- 0

+ 0

- 00

+o0 [-00 |-

x> o)

alors £ a pour limite
g
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Annexe 3 : exemples des éléves pour les limites de produits

Produits de deux fonctions ayant des limites finies

15 éleves sur 23 proposent des exemples. Pour 8 d'entre eux, ce sont simplement les fonctions
introduites par le professeur a la phase précédente pour l'étude de la somme. 5 autres
introduisent des polyndmes simples pour g ou pour les deux fonctions.

f g éléves
cosx—1 | sinx Valérie Ségoléne Francis Clément Arthur Corinne Marthe
2 N Vincent
cosx—1 -1 Raoul
2
cosx—1|2x+3 Dorothee
2
sinx+1 |- cos x +|Samuel
2
—x2+1 %2 Gloria
x+1 x? -1 Myriam
x2+2  |x2+4 |Plise
x-1 23 +1 |David
x+1000

Produits de deux fonctions ayant des limites infinies

15 éléves considérent le cas + X += =+ »_la plupart utilise I'exemple de la somme.

15 éléves considérent le cas +e x -» = - o, A une exception pres, ce sont les mémes que dans
le cas précédent. Ils utilisent le plus souvent I'un des 3 exemples de la somme.

10 éléves seulement considérent le cas-~ x -= = + =, Ce cas n'était pas proposé pour la
somme, et ces éléves proposent une variété d'exemples plus large que dans les cas précédents.

Cas f g ¢éleves
Hoo X +oo =+ o0 1 1 Gloria Myriam Valérie Ségoléne Francis
;7 x_4 Simon Clément Arthur Emilie Raoul Elise
Marthe.Francis Vincent
1 2 Charles
x6 x®
o0 X ~00 = w0 1 2 -1 Valérie Ségoléne Simon Arthur Emilie
x2 2
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1 1 Gloria Francis Clément Elise Corinne Marthe
2 x4 Vincent
1 -1 Raoul Francis
X2 x*
1 1 Myriam
x* X2
=00 X =0 =+ oo x-1 1 Elise Vincent
x? x*
2 1 Valérie Francis
x? x*
1 1 Gloria
x% x®
L [ | Myriam
x* x?
1 2 Samuel
x5 x°
1 1 Clément
x5 x*
1 =3x Marthe
x? x?

Produits d'une fonction ayant une limite finie par une fonction ayant une limite
infinie

5 éleves seulement considérent le signe de la limite finie. Seule Myriam (qui redouble)
considére les 4 cas possibles. Les exemples sont trés divers, et témoignent de la capacité
d'invention de ces 5 éléves.

Cas f g éleves
L0 x+e=+|,2 4 1 Myriam
o« 4
sinx 1 Samuel
x x*
sinx 1 Emilie
x x*
2 1 Clément
x|, /1 + = %
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LG x-==-1.2_4 1 Myriam
oo 4
sin x 1 Samuel
5 X
1L “‘16 Clément
X x
-2
x
L(<0)x+e==-1.2_ 4 1 Gloria
- x*
21 1 Myriam
o
L(<0) x-==+|,2_4 1 Myriam
x

10 autres éleves donnent des exemples de produits d'une limite finie par une limite infinie
sans considération de signe. L'exemple le plus souvent considéré fait partie des cas proposés
par le professeur pour la somme. Dans 3 cas les éléves ne considérent pas une limite finie
générique.

Cas f g éleves
Lx+e=+0c _cosx—1 1 Marthe
x? x?
1 sinx Vincent
o 5
too x 1 = oo _!__2 sinx Arnaud
x? X
Lx-co=-c sinx 1 Valérie Ségoléne
x x? Francis Emilie Corinne Vincent
3xX->o=-0 3 1 Clément
cosx? - ;—
1X-0=-0o sinx 1 Francis
x i
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Produits d'une fonction ayant une limite infinie par une fonction ayant une limite
nulle

9 éléves proposent des exemples de produits d'une limite nulle par une limite infinie. Parmi
eux, on retrouve les 5 éleéves qui distinguaient le signe de L, dans le cas d'une limite finie.
L'exemple le plus souvent produit est, encore ici, celui proposé pour l'addition. Seules deux
éléves proposent plusieurs produits d'une limite nulle par une limite infinie donnant des
résultats différents (Valérie, Gloria).

Cas f g ¢leves
ox0=0 x+1 (x - 4) Valérie Ségoléne
x? 1
°
1 +* Vincent
x* (x-4)
w X () = 1 Jx Gloria
2
- x0=0 x-1 (x - 4) Valérie Ségoléne Francis Simon Bernard
2 1 Corinne Vincent
x4
1 x—4 Marthe
x2 1/ x4
-0 X (0 =-4 1 (x - 4) ValérieGloria
x* 1
4
“o0 X () = =00 252 1 Gloria
x4
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Annexe 4, dérivées : polycopié éléve

Calculs de fonctions dérivées

Votre TI-92 calcule trés bien les fonctions dérivées :

T T G [_ftmT 3 T r:vT Faw T 5 T T 1
;t 3P T 3i 'T e PrngO ----- ] v ngeBr‘a Calc{OtheriPrgml0 l:!lear*s a=z..
I l e

d [.i.ﬁ:.?..x_” EZCET] 5
“ax 24x-2 (x2+x-2]2 .- (3-x2+3-x+1)
. X 2
[x2 +x - 2]
@x+(sx2+3x+1)" [9 xZ+9:x -3,
r [ 24y~ 2]
T L )"5/(x"2+x—2 3°2 .. (3x"2+3x+1 DG /N 2+ Xx=2D72 , ..
MAIN RAD_AUTO FUNC 17 PAIN EAD AUTD ___ FUNC 2/98
vous utilisez : attention ne pas utiliser le d (droit du clavier)
soit le menu ® puis 1 : differentiate N’oubliez pas la variable de dérivation.
soit [a]
soit [CATALOG]
Rappeler les résultats trouvés lundi et vérifiez avec la machine
Fonction définie par Fonction dérivée

X
x2
X3
sin(x)

1

X

Comment faire pour aller presque aussi vite a 1a main ?
Comme pour les limites nous recherchons des régles:

Complétez le tableau suivant en faisant travailler votre imagination.

Fonction définie par Fonction dérivée
1. |x*
2. | xsin(x)
3. |2x+1
4, |sin(2x)
5. |3sin(x)
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4sin(3x)

sin(x+1)

cos(x)

ol 2o

cos(2x)

f(x)+g(x)

11.

f(x)g(x)

12.

1
Sf(x)

13.

J(x)
g(x)

A l’aide

de votre TI92 confirmez-vous les reégles ci dessus ?

Fonction définie par

Fonction dérivée

x4

xsin(x)

2x+1

sin(2x)

3sin(x)

4sin(3x)

sin(x+1)

cos(x)

Al R B Bl el B e

cos(2x)

,..‘
e

S(x)+ g(x)

—
p—
.

fF(x)g(x)

p—
N

1

S(x)

p—
W

Sx)

g(x)
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Synthése des résultats :

Fonction définie par Fonction dérivée avec la T192

L | f(x)+g(x)
2. | f(x)g(x)
3. | fx)

8(x)
4, 1

I
5. |kf(x) ouk est une constante
6. |flkx) ou k est une constante
7. |x"ou n est entier
8. |Ax+k)
9. [cos(x)

Nous démontrerons ces régles dans le prochain cours, elle découlent des régles de calculs sur
les limites.

Utilisation des regles de dérivation

En utilisant les régle précédentes calculez les dérivées des fonctions suivantes et préciser pour
quelles valeurs de x, le calcul est il possible. Vérifiez a la machine.

Fonction définie par

fonction dérivée

pour x, dans régle utilisée

x—x’

x5 GBx+2)(2x+3)

2
x— 3x“+5x’—§x’+5

l_>x+1
Xy =
x-3

1
x}—>1+;+\/;

xAx+1

x4+ 3x+1

x>
x'+1

x (x+1)*(x+3)

x b sin(x) cos(x)

x> 2> =x+7)
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Annexe 5, dérivées : prévisions des éléves pour les dérivées’

Fonction

Prévisions

x4

4 x* Victor Francis Hubert Antonin Arthur Jean-Frangois Jean Luc Bernard Charles
Corinne Simon Gloria Myriam Jacques Francis Valére Marthe Dorothée Valérie
4 x Ségoléne

xsin(x)

x cos x +sin x Victor Francis

cos x Hubert Antonin Jean-Frangois Bernard Myriam Jacques Ségoléne Dorothée Valérie
x cos x Arthur Luc Charles Corinne Simon Gloria Francis Valére Marthe

x/cos(x) Hervé

2x+1

2 Victor Fréderic Hubert Antonin Arthur Jean-Frangois Luc Bernard Gloria Myriam
Jacques Valére Marthe Dorothée Valérie
3 Jean Charles Corinne Simon Ségoléne Francis

sin(2x)

2c¢os(2x) Victor Hubert Gloria Dorothée

2cos x Myriam Marthe

cos(2x) Fréderic Arthur Jean-Frangois Charles Corinne Simon Jacques Ségoléne Francis
Valére Valérie

sin x cos x David

3sin(x)

3 cos(x) Victor Hubert Antonin Arthur Jean-Frangois Luc Bernard Charles Corinne Simon
Gloria Myriam Jacques Ségoléne Francis Valére Marthe Dorothée

4/cos(3x) Jean

cos(x) Frédéric

0 Valérie

45in(3x)

12 cos(3x) Victor Hubert Luc Gloria Dorothée

4 cos(3x) Arthur Jean-Frangois Charles Corinne Jacques Ségoléne Valére
¢os(3x) Francis Samuel

12 cos x Marthe

0 Valérie

sin(x+1)

cos(x+1) Victor Fréderic Hubert Jean-Frangois Luc Simon Charles Corinne Gloria Jacques
Ségoléne Valére
¢0s(x)+1 Arthur cos x Myriam Marthe Dorothée Valérie sin(-x) Antonin

cos(x)

- sin x Hubert Marthe Dorothée

sin(x) Victor Antonin Arthur Jean-Frangois Luc Bernard Charles Gloria Corinne Simon
Myriam Francis Valére Valérie

cos x Hervé

cos(2x)

-2sin(2x) Victor Hubert Marthe Dorothée

2sin(2x) Gloria Myriam

sin(2x) Antonin Arthur Jean-Frangois Corinne Simon Valére Valérie
cos 2x Hervé

10.

S(x)+ g(x

)/ (x)+ g/ (x) Victor Francis Hubert Arthur Jean-Frangois Luc Simon Gloria Myriam Valére
Marthe Dorothée

11.

f(x)g(x)

f7(x) g(x)*+ fx) g (x) Frédéric
S (x) g’ (x) Victor Hubert Arthur Jean-Frangois Luc Simon Gloria Valére Marthe Dorothé¢e

12.

1

Sf(x)

-1/j(x)2 Victor Hubert Jean-Frangois Simon Luc Charles Corinne Ségoléne Francis
Dorothée
0 Frédéric 1/f” (x) Arthur Valére Marthe

13.

f(x)
g(x)

(7 () g()- 17 (%) g(x))/g(x)? Frédéric,

J7(x) /g’ (x) Arthur Marthe j(x)/g(x)2 Luc Karine

! certains éléves (particuliérement Vincent, Henri, Frédéric), n'ont pas respecté la consigne de ne pas corriger
leur tableau a posteriori. Par conséquent, les dérivations exactes qu'ils donnent ne sont pas a prendre en compte.
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INGENIERIE 5. |
Interprétation cinématique de la notion de dérivée

Comme nous I’avons déja précisé dans I’introduction de cette ingénierie, 1’interprétation
cinématique de la notion de dérivée va se faire assez tard. Elle consiste & construire le concept
de vitesse instantanée a partir du concept de vitesse moyenne supposé maitrisé.

Une séance spécifique a été expérimentée dans ce but. Elle est suivie, pour les éléves, par un
probléme donné a chercher 4 la maison. En effet, nous pensions préparer une autre séance
problématisant les rapports entre vitesse et dérivée dans un autre contexte : celui de débits, en
reprenant une situation expérimentée par M. Schneider dans sa thése (Schneider, 1989) et
reprise dans I’ouvrage : « Vers I’infini pas a pas » réalisé par le groupe A.H.A. (Approche
Heuristique de 1’Analyse) de Louvain la Neuve (A.H.A., 1997). Mais, faute de temps, nous
déciderons de ne pas faire cette séance, et de réinvestir simplement la notion de vitesse
instantanée dans la résolution d’un probléme a chercher a la maison. Ce probléme est tiré du
méme ouvrage et comporte un extrait d’un texte de Pascal, un auteur étudié par les éléves
cette méme année en Frangais.

Nous décrivons dans ce qui suit le scénario prévu pour la premiére séance, donnons des
¢léments sur son déroulement, puis dressons un bilan de cette premiére expérimentation. Pour
la recherche du probléme, qui n’a pas été observée, nous donnons des éléments plus succincts.

A. Scénario de la premiére séance
Cette séance est congue en trois phases.
Phase 1 :

La premicre phase met en jeu uniquement la notion de vitesse moyenne. Elle doit permettre de
s’assurer que, conformément aux hypothéses faites, ce concept ne pose pas probléme aux
¢leves, elle doit aussi assurer la dévolution du probléme qui sera repris, dans un cas plus
complexe, dans la deuxieme phase. Les éleves regoivent un tracé graphique représentant la
distance parcourue en fonction du temps par un automobiliste circulant sur autoroute (cf.
annexe 1). Ils doivent :

e décrire le mouvement de 1’automobiliste

e déterminer sa vitesse et tracer la courbe représentative de celle-ci sur le papier fourni (le
choix des unités étant a leur charge)

e déterminer si ’automobiliste a dépassé la vitesse autorisée et, si oui, a quelles périodes.

Les éleves travaillent par bindmes de fagon habituelle. Cette premiére phase est prévue pour
durer une quinzaine de minutes et doit se terminer par une mise au point collective rapide, les
graphiques étant reproduits sur transparents. Cette mise au point doit permettre de
réinstitutionnaliser le lien vitesse constante / représentation affine et valeur de la vitesse /
coefficient directeur de la sécante joignant les extrémités de la représentation affine.

Phase 2 :

Dans la deuxiéme phase, les mémes questions sont reprises avec un autre tracé, cette fois non
affine par morceaux. Le tracé (cf. annexe 2) a été construit de maniére & passer par les points
correspondant aux extrémités des segments du premier tracé proposé. Nous faisons
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I’hypothe¢se que ceci disqualifie une résolution en termes de vitesse moyenne sur ces
différents intervalles car une telle résolution ne rendrait pas compte des différences évidentes
existant entre les deux tracés. De plus, si dans le premier cas, il n’y avait-pas dépassement de
la vitesse autorisée, ce n’est plus le cas, elle est dépassée sur chaque trongon excepté [BC]. De
plus, sa croissance continue sur le dernier trongon peut conduire les éléves a vouloir
déterminer la vitesse maximum atteinte sur le parcours et a raffiner le découpage, s’ils
procédent par vitesse moyenne sur intervalles.

Nous faisons I’hypothése que la description qualitative du mouvement ne devrait pas poser de
probléme. En ce qui concerne la tiche de tracé, diverses méthodes sont a priori envisageables.
La plus plausible est que, par analogie avec le travail précédent, les éléves découpent
I'intervalle [0,8], en sous-intervalles et calculent la vitesse moyenne sur chaque intervalle.
Pour une subdivision d’une demi-unité, I’approximation par un mouvement uniforme est
graphiquement tout  fait raisonnable. Le passage au tracé peut s’effectuer ensuite de plusieurs
fagons : soit les éléves associent 4 chaque intervalle, un segment horizontal, soit ils placent
une succession de points, ayant pour abscisse par exemple les centres des intervalles
considérés et pour ordonnée la vitesse moyenne sur I’intervalle et les joignent ensuite par une
ligne brisée ou un tracé plus régulier.

Méme si ce n’est pas a priori le plus prévisible, on ne peut exclure que certains éléves fassent

directement le lien entre vitesse et coefficient directeur de la tangente et donc essaient

d’évaluer ce coefficient directeur, par exemple aux points d’abscisse entiére puis a joindre les
. points, soit par une ligne brisée, soit par une courbe réguliére.

La nécessité de comparer a la vitesse maximum autorisée peut cependant amener les éléves 3
repérer et tracer la pente correspondante puis a essayer de voir sur quelles portions de courbe,
la pente est supérieure a cette valeur. Ceci conduirait a rechercher les points limites qui sont
justement ceux ol la tangente a la courbe a cette pente 14 et pourrait orienter vers une stratégie
de tracé faisant appel aux tangentes au lieu des sécantes.

Précisons que, pour des raisons de temps, les tdches d’associations graphes de fonctions /
graphes de fonctions dérivées et de production directe a partir d’une représentation graphique
du graphe de la fonction dérivée, n’ont pu &tre menées, comme prévu, dans cette premiére
expérimentation. Si cela avait été€ le cas, nous faisons ’hypothése que I’association vitesse /
dérivée / tangente aurait pu apparaitre plus facilement a travers la reconnaissance d’une
analogie méme floue entre les deux taches. Soulignons cependant que, les éléves ne disposant
pas d’expressions algébriques pour les différents trongons de courbe, 1’association vitesse /
dérivée, méme si elle était effectuée, ne rendrait pas le tracé plus rapide.

Pour cette phase, le scénario prévoit une vingtaine de minutes de travail en binémes, suivi
d’un bilan collectif ou les difficultés rencontrées, les diverses méthodes utilisées devraient étre
débattus et les résultats obtenus comparés. C’est dans le cadre de ce bilan collectif qu’il est
prévu de faire le lien entre les procédures de calcul de la vitesse moyenne sur des intervalles
de plus en plus petits, pour améliorer I’évaluation de la vitesse et le calcul des pentes de
sécantes qui a conduit & la notion de dérivée et d’institutionnaliser la notion de vitesse
instantanée comme limite.

Phase 3 :

Dans cette phase, un troisieme tracé est fourni (cf. annexe 3). Il correspond au mouvement
d’un point M sur une axe. Le tracé représente les variations de 1’abscisse de M en fonction du
temps. Les éléves doivent :
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e Décrire le mouvement du point M,
e Déterminer sa vitesse et tracer la courbe représentative de celle-ci.

11 s’agit donc d’une tache de réinvestissement dans laquelle ils seront cette fois confrontés a
un phénomeéne nouveau : I’existence de vitesses négatives.

B. Déroulement

Nous suivrons plus particulierement dans cette séance Marianne et deux de ses voisins
Stéphane et Fabien.

L’enseignante montre au rétroprojecteur la premiere représentation graphique, fait rappeler la
vitesse maximum autorisée sur autoroute. Elle lit le texte de la fiche distribuée puis demande
ce que veut dire a leur avis décrire le mouvement. les réponses fusent : « Dire s’il s’arréte »,
« §’il roule réguliérement », « si sa vitesse est constante », « si elle est nulle », « s’il ralentit »,
« s’il accélere »... Un éléve (Fabien) fait remarquer que la situation proposée n’est pas
possible puisque I’automobiliste part avec une vitesse non nulle. L’enseignante précise que
1’on ne commence pas forcément a mesurer quand la voiture démarre.

Marianne calcule et note les vitesses moyennes, en faisant une erreur pour la seconde qu’elle
ne détecte pas tout de suite malgré la contradiction avec 1’évolution des pentes : 110 - 125 -
pause - 120. Elle produit ensuite un tracé et corrige en comparant au graphe initial.

Stéphane note les vitesses sur les différents intervalles : Vi, Vi, V3, V4 et écrit des
inégalités : V1>Va, V4>V, V2>V4, puis V3=0 puis il ordonne les vitesses : V4>V {>V7>V3
avant de les calculer soigneusement en revenant a la formule v=d/t et en notant les unités :
km.h-1. Ensuite il marque les points correspondant aux extrémités des intervalles et les joint
par une ligne brisée. L’enseignante qui passe lui demande d’expliquer ce qu’il a fait et il
réalise tout de suite son erreur en disant : « Je me suis trompé, il faut des plats, la vitesse est
constante 1a. »

Fabien lui a écrit :
«de O a A : accélération constante,
de A a B, accélération constante mais moins importante que la précédente,
de B a C, arrét,
de C a D, accélération constante ».

puis, aprés avoir demandé a Marianne quelles sont les unités, fait les calculs de vitesse de téte
et fournit un tracé correct.

Les deux fiches de tracés ayant été distribuées ensemble, Marianne et Fabien se lancent dans
la seconde fiche avant le premier bilan qui a lieu au bout de 15mn environ. Tous les éléves ont
maintenant terminé. Durant le bilan, ’enseignante fait faire le lien entre vitesse constante et
représentation affine comme prévu; Elle fait de plus exprimer algébriquement la distance en
fonction du temps sur le premier intervalle d(t)=110t, expliciter que dans ce cas la distance est
proportionnelle au temps et que le coefficient de proportionnalité est la vitesse. Elle demande
ensuite comment ont été calculées les vitesses sur les autres intervalles. Elle commente
I’irréalisme du tracé proposé qui se traduit par des sauts dans la vitesse. Ce bilan se termine au
bout de dix minutes par le constat que 1’automobiliste n’a jamais été en infraction.
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Elle introduit ensuite la deuxiéme activité. Trés vite Stéphane intervient pour dire qu’il a la
méme vitesse moyenne, Amandine qu’il parcourt la méme distance. L’enseignante fait
préciser et vérifier en demandant 1’expression de la vitesse moyenne entre deux points. C’est
Stéphane qui dicte. D’autres disent que c¢’est quand méme pas pareil et I’enseignante conclut
qu’il faut alors qu’ils trouvent un moyen plus fin pour montrer les différences.

Diverses méthodes apparaissent. Marianne, d’emblée trace les tangentes a ’oeil en divers
points de la courbe, évalue leur pente assez grossi¢rement et reporte pour avoir ’allure des
vitesses. Mais ce n’est pas la stratégie générale. Vincent fait les vitesses moyennes de 1/10 en
1/10 et dit qu’il aurait bien fait les tangentes mais que comme il n’a pas I’équation de la
courbe, il préfere faire comme ¢a. Beaucoup commencent par faire d’heure en heure et
raffinent en fonction des besoins. Stéphane lui dit & ses voisins qu’il a trouvé un moyen pour
savoir si elle fait plus ou moins de 130 : il a tracé en rouge la pente qui correspond a 130 et il .
déplace parallélement le long de la courbe ; si la courbe est plus pentue dit-il, c¢’est qu’on
dépasse 130. Assez vite, dans le groupe observé, les éléve sont attirés par la question de la
vitesse maximum, se demandant si elle roule a plus de 200, de 250 et émaillant ceci de tout un
tas de commentaires. La compétition s’installe : c’est & qui trouvera la plus grande vitesse en
choisissant bien ses moyens d’évaluation. Les graphes produits (cf. celui de Marianne et
Fabien, annexe 4) sont souvent lissés, en respectant plus ou moins la courbure. Fabien, on le
voit, a construit les points en prenant les milieux des intervalles car ¢a lui parait plus juste
mais du coup est parti de 0. D’autres tracent des segments horizontaux. Toute la classe
travaille avec intérét pendant une demi-heure environ puis ’enseignante fait faire le point.
Tous n’ont cependant pas terminé le tracé.

Au cours du bilan, la premiére question abordée est celle du point de départ, avec un débat
entre les tenants du départ 0, parce qu’a t=0, d=0 et ceux du départ & 60. Les seconds finissent
par I’emporter. Ensuite est présentée la stratégie majoritaire consistant a partager en
intervalles et a calculer la vitesse moyenne sur chacun d’eux. Seul Vincent est descendu a
1/10h, la plupart se sont contentés d’intervalles d’une demi-heure. Les différents moyens de
tracés correspondants identifiés dans 1’analyse a priori sont présentés par les éleves et

’enseignante ne tranche pas entre ces différents choix.

Ensuite Marianne présente sa méthode : «j’ai pris des points et j’ai tracé les tangentes et je
me suis dit, c’est ¢a la vitesse ». L’enseignante annonce alors qu’elle a rentré la courbe dans la
calculatrice, la fait afficher, puis fait afficher les équations des tangentes pour 0, 0.5, 1, 1.5, 2.
Les équations sont notées au tableau.
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Quelqu’un demande aussi pour 0. Fabien attend de voir. La machine donne 70x+0 et
Marianne jubile.

L’enseignante demande ensuite 3 Marianne comment elle passait de la tangente a la vitesse.
Marianne explique qu’elle prenait le coefficient directeur de la tangente. L’enseignante
demande a chacun de reporter en couleur les points correspondants aux valeurs données par la
machine sur son propre tracé. Plusieurs trés vite font remarquer que les points sont alignés.
L’enseignante le fait justifier par les écarts : quand x augmente de 0.5, les ordonnées
augmentent de 20 et dit qu’elle a en fait tracé un bout de parabole et que c’est pour cela qu’il y
a proportionnalité.

Elle fait ensuite faire le lien entre coefficient directeur et dérivée, ce qui ne pose pas de
probléme puis s’engage dans 1’explication du lien vitesse / dérivée via I’articulation vitesse
moyenne / vitesse instantanée, en prenant appui sur ce qu’ils ont fait pratiquement. Ce sera un
peu plus laborieux : les éléves arrivent en effet, avec un peu d’aide, & traduire les calculs de
d(tp+h)-d(to)
tot+h-tg

formuler que quand h tend vers 0, ceci tend vers la vitesse qu’ils cherchent mais ils ne
reconnaissent pas 1a ’analogue d’un calcul qui a servi a définir la dérivée, car visiblement,
plus de trois mois apres, ils ont oublié cet épisode de leur rencontre avec les dérivées.
L’enseignante rappelle la définition de f (a) comme limite et cela revient. Elle conclut ensuite
en définissant la vitesse instantanée et en soulignant donc que pour avoir la vitesse instantanée
quand on connait I’expression de la distance en fonction du temps, il suffit de calculer la
dérivée.

vitesse moyenne qu’ils ont faits sur de petits intervalles par le quotient :

Elle fait tracer la dérivée par la machine et interpréter le tracé. Les morceaux de droite sont
reliés a la dérivation de fonctions du second degré, ce qui est vérifié ensuite en remontant a la
définition explicite de la fonction HOME. Les éléves rient de voir qu’elle a été chercher
quelque chose d’aussi compliqué.
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Reste la question de I’infraction a laquelle les éléves reviennent spontanément. Les éléves
proposent de tracer la droite horizontale d’équation y=130 et de chercher les intersections
avec la courbe de la dérivée. Ceci ne pose pas de probléme.
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Dans I’application HOME, on peut obtenir les solutions exactes, sans difficulté puisque la
TI92 résout directement I’équation
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L’enseignante insiste en conclusion sur le fait que, méme sans connaitre exactement
Pexpression de la fonction qu’elle avait utilisée, en interprétant géométriquement la vitesse,
ils avaient le moyen de résoudre de fagon approchée le probléme posé. Cette synthése a duré
environ 30mn.

Elle introduit ensuite I’activité suivante en rétroprojetant le graphe (cf. annexe 3) et en
expliquant qu’il s’agit par exemple d’une masse suspendue a un ressort vertical ou d’une bille
que I’on lache. Les éléves se mettent au travail. Marianne commence tout de suite a tracer des
tangentes. Fabien a visiblement des difficultés a interpréter le graphe. Il n’est pas le seul dans
ce cas. L’enseignante intervient, trace un axe au tableau avec une origine et demande de placer
sur cet axe la position du mobile aux temps t=0, 1...., 12 pour aider I’interprétation. Ceci
débloque la situation. Les premiers points & coordonnées entiéres (t=0,1,2) et ceux qui aux
changements du sens de déplacement sur 1’axe sont nommés et le mouvement est décrit en se
référant & eux. La séance est presque achevée et l’enseignante décide de terminer
collectivement, en demandant ce que 1’on peut dire sur les vitesses, par exemple entre t=0 et
t=1. Diverses réponses fusent : « I’abscisse diminue », « il recule ». L’enseignante insiste en
questionnant sur la tangente, sur la vitesse. Un éleve dit que le coefficient directeur de la
tangente est négatif, Marianne explicite le lien avec la décroissance de la fonction, un autre dit
que la vitesse est négative car il recule. La séance se termine en soulignant ce qui différencie
cette situation des situations précédentes : un mobile qui va dans les deux sens donc
Pexistence d’intervalles ou la vitesse est négative, c’est a dire la dérivée ou le coefficient
directeur de la tangente, négatifs et la fonction associée 4 1’abscisse du mobile, décroissante.

Lorsque la séance s’achéve, 1’enseignante précise que la courbe tracée est constituée de trois
arcs de paraboles raccordés aux points d’abscisses 2 et 7, de maniére & ce que la fonction
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associée soit dérivable partout, les sommets des paraboles étant situés exactement aux points
d’abscisses 0, 4 et 9. Elle leur demande de finir chez eux la représentation graphique
approximative de la fonction vitesse, puis de chercher 1’équation des trois arcs de parabole, de
calculer les dérivées et de vérifier que cela correspond bien a peu prés aux vitesses trouvées
graphiquement.

C. Bilan

Cette séance, si ’on excepte le fait que la phase 2 a pris plus de temps que prévu, nous semble
avoir fonctionné globalement conformément aux prévisions effectuées. La notion de vitesse
moyenne est réinvestie sans difficulté par les éléves dans la premiére phase de travail
individuel, le travail en bindmes et les échanges entre bindmes voisins permettent le controle
et la rectification des quelques tracés erronés produits, le bilan collectif qui suit s’effectue sans
probleéme. Dées le début de la phase 2, les réflexions de quelques éléves montrent qu’ils sont
sensibles aux choix effectués au niveau des variables pour disqualifier des procédures
d’évaluation grossiére et ceci aide sans aucun doute & la dévolution de la tache. Le travail en
bindmes fait intervenir les différentes procédures identifiées a priori, y compris 1’utilisation
des tangentes qui nous semblait moins assurée (elle n’est cependant le fait que d’un petit
nombre d’éléves). Au niveau des tracés également, les différents types a priori prévus se
retrouvent dans les productions des éléves, sans qu’un type particulier ne s’impose. La tache
est visiblement accessible aux éléves et le contexte dans lequel elle est située contribue
visiblement a la rendre attractive. Dans le bilan collectif, le choix fait de construire la fonction
a partir de polyndmes du second degré aide visiblement & formuler et surtout contrdler
expérimentalement le lien vitesse / coefficient directeur de la tangente / dérivée. En revanche,
la mise en évidence des raisons de ce lien en revenant a la définition du nombre dérivé est loin
d’aller de soi. Comme nous en avions fait I’hypothése en concevant 1’ingénierie, la définition
du nombre dérivée s’est effacée devant les techniques algébriques qui ont opérationalisé le
calcul des dérivées et si le lien coefficient directeur de la tangente / nombre dérivé est
réinvesti semble-t-il sans difficulté, au moins collectivement, c’est & une tangente pergue
comme droite qui colle & la courbe que les éléves visiblement se réferent. Ceci est d’autant
moins étonnant que la situation graphique qui a servi a introduire la dérivée comme limite ne
se retrouve pas du tout ici ; ce qui est en jeu c’est plutdt la possibilité d’approcher de fagon
raisonnable la courbe par une ligne polygonale. C’est donc 1’enseignante qui doit prendre en
charge cette réactivation et 1’exploiter pour définir la vitesse instantanée comme limite. La
derniere phase est trop rapidement menée pour permettre une véritable analyse mais nous
voudrions souligner que le travail demandé en fin de séance sera en général fait et
correctement fait.

D. Réinvestissement dans une situation probléme : le bateau de Pascal

Ce probléme, repris tel que de 1’ouvrage « Vers I’infini pas a pas » est donné a chercher a la
maison a la suite de cette séance. En voici le texte :
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Un observateur dont l'oeil est au point D (Figure) regarde a travers une fenétre AH un
bateau qui s'éloigne de lui sur la mer a la vitesse de 40km/h. La situation lui rappelle une
citation de Pascal:

~ horizon

1,60m

2m 4@7 bateau

« Si on regarde au travers d'un verre un vaisseau qui s'éloigne toujours directement, il
est clair que le lieu du diaphane ou | 'on remarque un point tel qu'on voudra du navire
haussera toujours par un flux continuel, @ mesure que le vaisseau fuit. Donc, si la course du
vaisseau est toujours allongée et jusqu'a l'infini, ce point haussera continuellement; et
cependant, il n’arrivera jamais a celui ou tombera le rayon horizontal mené de l'oeil au verre,
de sorte qu'il en approchera toujours sans y arriver jamais, divisant sans cesse l'espace qui
restera sous ce point horizontal, sans y arriver jamais. D'ou l'on voit la conséquence
nécessaire qui se tire de | 'infinité de | 'étendue du cours du vaisseau, a la division infinie et
infiniment petite de ce petit espace restant au-dessous de ce point horizontal et infiniment
petite de ce petit espace restant au-dessous de ce point horizontal. »

L'observateur voit sur la vitre I'horizon en H et le bateau en C. Ce point C est celui dont
parle Pascal: il s'approche continuellement de H sans jamais y arriver.

1) Calculez la hauteur h(x) du point C, x désignant la distance du bateau a l'observateur.
2) A quelle vitesse se déplace ce point C, image du bateau sur la vitre ?

Ce probléme nécessite d’abord une reformulation : la distance que les auteurs considérent
n’est en effet pas la distance du bateau a I’observateur mais la distance OB, la vitesse de
40km/h indiquée est celle de déplacement du point B par rapport au point 0.

Comme on le voit, le probléme est donné ici sans indication. Si le calcul de h(x) est un calcul
qui ne doit a priori pas poser de probleéme a ce niveau, avec les précisions ci-dessus, la
seconde étape de la mathématisation consistant & exprimer AC en fonction du temps pour
pouvoir étudier la vitesse du point C n’a rien d’évident. Les éléves ne sont pas guidés dans
cette phase et c’est méme a eux de choisir une position initiale pour le bateau, pour pouvoir
exprimer x en fonction de t. S’ils choisissent comme position initiale le point A (ce qui n’a
cependant rien de réaliste), et comme origine du repére le point 0, ils arriveront a 1’expression
x(t)=210-3 + 40t, s’ils utilisent les unités d’expression de la vitesse mais, avec ces mémes
choix de repére et d’origine des temps, ils peuvent obtenir d’autres expressions suivant les

.\ s . . 100t , )
unités choisies, par exemple I’expression x(t)=2+ 9 > fournie par les auteurs de I’ouvrage, si

le temps est exprimé en secondes et la distance en métres. Il leur faudra ensuite substituer
cette expression de x, dans 1’expression de h(x) pour obtenir I’expression de la distance AC en
fonction du temps. Dans le cas ou repere, origine des temps et unités sont choisis comme ci-
dessus, ils vont ainsi arriver a 1’expression :
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80t
hy() = 5550t

qui leur permettra de calculer la vitesse du point C, exprimée en metres par seconde.

A partir de ce moment 13, le probléme devient plus routinier. L’interprétation cinématique et
géométrique de I’étude fonctionnelle permet de retrouver les phénomenes que laisse supposer
I’étude qualitative de la situation que 1’on a pu mener dans un premier temps pour essayer de
comprendre la situation et le texte de Pascal : le point C se rapproche du point H sans jamais
’atteindre, la vitesse du point C est une fonction décroissante de t et tend vers 0 lorsque t tend
vers I’infini. Les écrans de la TI92 ci-aprés correspondent a la définition de la fonction h, et
de sa dérivée et a leur tracé dans la fenétre [0,5]x[0,2].

On notera que le tracé graphique de la fonction comme de sa dérivée peuvent amener a
conjecturer a tort une demi-tangente verticale en t=0. Le retour a ’expression de la dérivée de
la fonction montre qu’il n’en est rien : la dérivée est simplement grande puisque voisine de 9.
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En fait, on pourrait a ce point enrichir la modélisation en faisant intervenir la courbure de la
terre .... mais ce prolongement n’a pas été envisage.

Les ¢éléves ont eu ce probléme a chercher a la maison (il figurait sur la méme fiche que les
situations d’introduction de la premiére séance). Ils vont rencontrer des difficultés sérieuses
dans la modélisation fonctionnelle, certains ayant méme du mal a trouver 1’expression de h(x).
A la séance suivante, un temps sera donc consacré & 1’analyse qualitative de la situation via le
positionnement de points B; réguliérement espacés sur (OA) et la construction des points C;
correspondants, puis a la mise en place de la modélisation fonctionnelle et ils termineront
ensuite 1’étude, comme prévu, hors classe.

Encore une fois, si besoin était, cette situation nous montre la complexité des prises de
décision en jeu dans le processus de modélisation fonctionnelle et la difficulté qu’il y a a
construire des stratégies pédagogiques qui, sans sous-estimer ces difficultés, puisse permettre
a 1’éléve de construire progressivement une certaine autonomie dans ce domaine.
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Annexe 1 : Phase 1

Diagramme de la distance parcourue en fonction du temps

730
370 (
220
1 2 4 5 8 t
V
o 8 t

Diagramme des vitesses

178




Annexe 2 : Phase 2

Diagramme de la distance parcourue en fonction du temps.
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Annexe 3 : Phase 3

Diagramme de la distance parcourue en fonction du temps
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Annexe 4 : Graphes produits par Marianne et Fabien (ph. 2)
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INGENIERIE 6. ‘
Recherche de fonctions sous contraintes : le raccord de
tuyaux

Le probléme dont le texte est donné ci-apres a été proposé aux éléves de la classe A en fin
d’année, le 6 juin, lors d’une séance de 2 heures. Il s’agit d’un probléme de recherche de
fonctions sous contraintes qui s’inscrit dans la dimension « outil » de la notion de dérivée.

PROBLEME DE RACCORD

On veut raccorder deux tuyaux représentés en coupe dans la figure ci dessous.

Le raccord est engendré par la rotation d’une courbe autour de I’axe des tuyaux. Cette courbe
doit é&tre tangente aux deux tuyaux aux points de jonction et ne doit nulle part changer
brusquement de pente.

Le but de ’exercice est de trouver de tels raccords et de choisir, parmi ceux que ’on
aura trouvé celui pour lequel la pente est minimum.

A. Obijectifs et scénario

11 s’agit de faire travailler les éléves sur un probléme se modélisant en termes de recherche de
fonctions sous contraintes, les contraintes faisant intervenir a la fois les valeurs de la fonction
et de sa dérivée. Le probléme est proposé sans indication de modélisation, dans le contexte de
la situation. Il admet des solutions diverses, méme en se limitant aux fonctions connues des
éléves de ce niveau, et un critére d’optimisation est donné : « minimum de la pente » qui
devra sans doute étre explicité puisque ce que 1’on vise ici, c’est en fait la minimisation du
maximum de la pente sur I’intervalle considéré. De plus, la modélisation fonctionnelle passe
ici par le choix d’un repére. Si nous considérons la courbe dessinée dans la partie supérieure
du schéma fourni, deux repéres semblent bien adaptés au probléme : le repére R1 dont I’axe
des abscisses est parallele a ’axe des tuyaux et I’origine au début du raccord, le repére R2
dont I’axe des abscisses est lui aussi paralléle a I’axe des tuyaux mais dont 1’origine se trouve
au milieu du segment déterminé par les deux points de raccord. Suivant le repere choisi, les
contraintes fournies vont s’exprimer de facon différente et les éleves vont étre confrontés,
pour un méme raccord, a des calculs différents et & des expressions fonctionnelles différentes.
Il sera alors intéressant de vérifier graphiquement qu’il s’agit bien du méme raccord, puis de
chercher une justification analytique, en étudiant comment le changement de repére affecte
I’expression fonctionnelle, de comparer également 1’économie des calculs suivant le type de
repere choisi.

Méme si les éleves sont dans un premier temps tentés par une stratégie d’ajustement par essais
successifs de fonctions, les tracés étant aisés a la calculatrice, il y a treés peu de chances qu’une
telle stratégie aboutisse, compte-tenu de la nature des contraintes données. Il est prévu de ne
pas laisser les éleves s’enfermer dans cette voie et, pour cela, aprés une premiére phase de
recherche en binémes :
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o de faire exprimer par les éléves, collectivement, les types de raccord qu’ils envisagent
(nous pensons voir apparaitre des raccords avec des morceaux de paraboles, les éleéves
ayant déja rencontré ce type de raccord dans la séance d’introduction de la notion de
vitesse instantanée, et peut-é&tre aussi des raccords de type sinusoidal ou cubique),

¢ de décider avec eux de commencer a travailler sur un type donné de raccord et de les aider,
si nécessaire, 8 modéliser fonctionnellement la situation, avant de les engager dans une
deuxiéme phase de recherche en bindmes qui sera conclue par un bilan ou sera gérée
collectivement la recherche du maximum de la pente pour le type de raccord consideéré.

Dans une quatriéme phase de la séance, il est prévu d’envisager un second type de raccord, en
leur laissant cette fois une autonomie compléte dans la résolution. Cette phase conduira elle
aussi 4 un bilan ol le choix entre les deux raccords sur la base du critere de pente sera trait¢
collectivement, méme s’il n’a pas été abordé par les bindmes dans la phase de recherche.

A Yissue de cette quatriéme phase, il est prévu d’introduire un troisiéme type de raccord si
cela n’a pas été fait spontanément et de leur demander de résoudre le probleme correspondant
hors classe.

B. Déroulement

L’enseignante distribue le texte encadré ci-dessus et conseille aux éléves de travailler en
bindmes. Vincent est 1’éléve dont les écrans sont enregistrés.

Assez vite, elle va intervenir car un éléve dit qu’il ne comprend pas treés bien ce qu’on lui
demande. L’enseignante commente le texte puis trace au tableau deux raccords : un raccord
zigzaguant et un raccord droit en demandant si ces raccords respectent les conditions fixées.
Les éléves répondent que non, plusieurs précisant qu’il n’y a pas tangence. Un éléve propose
d’arrondir un petit peu le raccord droit et Vincent propose, quant a lui, de prendre une courbe
en x3. Quand I’enseignante lui demande d’expliquer pourquoi, il répond qu’une partie de la
courbe pourrait ressembler a ce dont ils ont besoin. Nicolas rajoute que ¢a pourrait marcher
parce qu’il y aurait un maximum et un minimum. L’enseignante utilise le rétroprojecteur pour
visualiser ceci avec une cubique déja tracée sur papier quadrillé, en marquant les tangentes
horizontales aux deux points de raccord, nommés A et B.

Elle demande ensuite aux éléves pourquoi ils sont passés directement d’un segment, c’est a
dire de la courbe représentative d’une fonction affine a une fonction du troisicme degré. C’est
Marianne qui lui répond qu’avec une parabole, elle ne pourrait pas avoir deux tangentes
horizontales. Un éléve rajoute que ce serait peut-étre possible avec deux paraboles.
L’enseignante visualise cette seconde proposition en rétroprojetant deux paraboles, ayant leurs
sommets respectifs en A et B et se raccordant entre ces deux points.

Elle demande ensuite s’ils ont d’autres suggestions & faire et un autre éléve propose de
prendre des fonctions sinus ou cosinus. L’enseignante, 13 encore, projette un morceau de
sinusoide qui assure le raccord, en les assurant que ¢’est bien un morceau de sinusoide qu’elle
a tracé.

Ces trois types de raccords ayant été envisagés, elle leur demande par quel type ils veulent
commencer la recherche, lequel leur parait le plus simple. C’est le raccord cubique qui
Pemporte nettement et il est donc décidé de commencer par ce type de raccord. Une dizaine
de minutes se sont en fait écoulées depuis le début de la séance et I’enseignante lance la phase
de recherche individuelle, sans entrer plus avant dans la modélisation fonctionnelle.
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Quelques éleves, dont Vincent, vont d’emblée écrire ’expression générale d’une fonction du
troisiéme degré et commencer a écrire des conditions. Vincent, sans le préciser, a choisi un
repére de type R1 mais travaille en millimétres puisque les premiéres conditions écrites sont :
f(0)=0 et f{60)=30. Il conclut tout de suite que le terme constant est nul puis passe au calcul de
A60) a la main.

Mais beaucoup d’éléves font des essais a partir de x3, avec leur calculatrice. Amandine par
exemple entre successivement dans Y= les expressions : x3, 2x3-3, 2x3-9, 3x3-4 et les fait
tracer.
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Elle déclare qu’il faut qu’elle arrive a faire quelque chose de « moins abrupt, de moins raide ».

Jérdme appelle 1’enseignante, en lui disant qu’avec x3, il n’arrive pas & avoir de maximum et
de minimum. L’enseignante répercute la question au niveau collectif. Elle entre la fonction
dans Y= et la fait tracer en ZoomSdt puis demande s’il y a, comme I’avaient dit Vincent et
Nicolas un maximum et un minimum. Les éléves répondent que non, que la fonction est
toujours croissante. 1’'un d’eux propose de diviser x3 par un entier. L’enseignante fait
remarquer que cela ne va pas changer le sens de variation.

Vincent, perplexe, fait tracer x3+x2+x+1 :
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L’enseignante insiste sur le fait que la dérivée peut s’annuler, comme c’est le cas pour x3,
sans qu’il y ait pour autant un maximum ou un minimum et elle pose la question de savoir si,

finalement, on peut obtenir un maximum et un minimum avec une fonction du troisiéme
degré.

Les avis sont maintenant partagés. Certains proposent d’abandonner les cubiques pour les
paraboles. L’enseignante ne les suit pas et revient & la question initiale. Vincent suggere de
prendre ax3+bx2+cx+d et de regarder la dérivée. L’enseignante lui demandant de préciser, il
ajoute que, comme elle est du second degré, elle peut s’annuler deux fois. L’enseignante
reprend aussitot qu’effectivement comme elle est du second degré, soit il n’y a pas de racines
et elle reste de signe constant, soit il y a une racine double, soit il y a deux racines et c’est

donc vraisemblablement possible d’avoir un maximum et un minimum. Et elle relance le
travail en binémes.
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Beaucoup d’¢leves se relancent dans des essais a la calculatrice, Amandine par exemple,
essaie 0.1x3+2x+1 :
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Voyant cela, I’enseignante réintervient assez rapidement, en soulignant que s’ils cherchent de
fagon complétement empirique des fonctions du troisieme degré, ils risquent d’y passer du
temps... Elle ajoute que, s’ils veulent chercher des fonctions, il faut qu’ils choisissent un
repere.

Elle circule dans la classe puis au bout d’un moment fait le point collectivement sur la
question du choix du repére. Pierre explique le premier qu’il a pris un repére vertical, en
mettant A en bas et B en haut, il fait le geste de tourner la feuille. L’enseignante dit qu’elle
préfere qu’on laisse le tuyau horizontal comme il I’est initialement. Grégory ensuite propose
de choisir le point A comme origine. Ce choix du repére R1 est le choix majoritaire mais
quelques uns ont choisi le repére R2 et le disent. L’enseignante laisse les éléves libres de
choisir un des deux repéres et annonce qu’ensuite ils discuteront les avantages et les
inconvénients des deux méthodes.

Elle guide ensuite I’expression des contraintes. Précisons que Vincent a de son cdté avance
dans la recherche, écrivant que £/ (0)=c. Il calcule maintenant f”(60). Il vérifie ensuite ses
calculs & la machine :
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® Define f‘(x)=a-x3+b'x2+c-x+d Done
= £{60) 216000-a+ 3600-b+60-c +d
'ﬁoz—x(f'(x)) 3-a-x2+2-b-x+c
® Define g(x)=3-a-><2+2-b-x+c. Done
u g(60) 10800 -a + 120-b + ¢
{60 ~
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L’expression des contraintes ne pose pas de probléme au niveau des valeurs prises par la
fonction, mais la classe peine davantage sur les contraintes qui se traduisent par des valeurs de
la dérivée. Ils formulent en effet sans probléme la contrainte en termes d’équation de la
tangente mais la reformulation en termes de valeur de la dérivée nécessite I’aide de
I’enseignante. L’extrait suivant I’illustre bien :

P. : « D’accord les coordonnées de A vérifient 1’équation donc f{0)=0 et qu’est-ce que
I’on doit avoir de plusen A 7 »

Plusieurs éléves : « une tangente horizontale »
P. : « Oui, une tangente horizontale ; et on le traduit comment Nicolas ? »

N. : « La tangente c’est y=0 »
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P. : « Oui, la tangente a pour équation y=0, mais par rapport a f? »

Silence

P. : « Qu’est-ce qui différencie une tangente horizontale d’une tangente comme ¢a ? »
(elle trace une tangente oblique)

N. : « Le coefficient directeur »

P. : « Oui, le coefficient directeur. Et c’est quoi le coefficient directeur de la tangente au
point d’abscisse a ? »

+h)-
Pierre ;: « C’est w »

D’autres éleéves : « C’est m »

P. : « Oui, mais cet m, comment on I’obtient quand on connait la fonction ? »
Silence puis Pierre : « C’est [ (a) »

P. : « oui f” (a), et alors ici quelle condition ¢a nous donne ? »

Plusieurs éléves : « £/ (0)=0 »

On notera que dans cet épisode, les éléves qui ont déja formulé les conditions sous forme de
dérivée n’interviennent pas. Peut-étre, comme Vincent, avancent-ils dans leurs calculs, sans
s’impliquer dans la discussion collective.

L’expression des contraintes en B se fait ensuite trés vite et les éléves se remettent 2 la
recherche. L’enseignante circule dans la classe. A un moment, elle reprend la parole suite a
une demande d’éléve pour faire préciser le nombre d’équations, le nombre d’inconnues. Les
deux nombres étant égaux a 4, elle souligne qu’il y a de bonnes chances pour que le systeme
ait une solution, qu’ils peuvent s’aider de la machine mais qu’ils peuvent aussi résoudre  la
main. A une autre demande elle répond que oui, c’est la méthode de Gauss qui est a utiliser
pour la résolution du systéme.

Au bout de 10mn, beaucoup d’éléves ont terminé. C’est en particulier le cas de Vincent qui a
repris ses calculs en revenant au centimeétre, résolu le systéme a la main, puis entré la fonction
obtenue dans Y= et I’a faite tracer.
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"Define a()=3-a-x2+2-b-x+c Done N
" 5(60) 10800+ a + 120-b + ¢ N
LE X)) 216-a+36-b+6-c+d
®g(6) 108 a3+ 12-b+c
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Mais un certain nombre d’éléves trainent dans la résolution du systeme. L’enseignante décide
d’arréter la recherche et récapitule collectivement, en utilisant la machine rétroprojetable. Elle
définit 1a fonction f et exprime les contraintes. Plusieurs éléves proposent de remplacer tout de
suite ¢ et d par 0, ce qu’elle fait en affectant la valeur 0 a ces deux variables.
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Elle recopie au tableau le systéme 2x2 résultant et le simplifie en :
72a+12b=1
9a+b=0

Puis elle fait oraliser les calculs et donner les résultats : a=-1/36 et b=1/4. Elle entre ensuite la
fonction et la fait tracer en Zoom standard obtenant le méme tracé que Vincent qui, entre
temps, a modifié la fenétre pour se limiter a [0,6]x[0,3]. Au vu du tracé, plusieurs éléves lui
suggérent d’ailleurs de se limiter & 1’intervalle [0,6], mais 1’enseignante dit qu’elle souhaiterait
visualiser la fonction entiére (elle trace au tableau). Un €leéve propose d’utiliser « when », ce
qu’elle fait en détaillant soigneusement la syntaxe. Les éléves doivent faire de méme sur leur
propre machine. Elle choisit ensuite de tracer la fonction g sur [-2,8]x[-1,4].
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L’enseignante en vient ensuite a la question du maximum de la pente. Pour les éléves, il n’y a
aucun doute : le maximum est atteint au milieu de ’intervalle pour x=3. Elle demande
comment le vérifier. Certains proposent de calculer 1’équation de la tangente, mais cette fois
le lien avec la fonction dérivée se fait plus facilement. Il est donc décidé de définir et tracer la
fonction dérivée et de vérifier que son maximum est bien atteint pour x=3. La premiére heure
s’achéve sur ce point.

Apres une pause qui est pour les éleves 1’occasion de demander des informations sur le choix
des options de terminale, la séance reprend. Suivant les propositions des éléves, elle définit la
dérivée dans HOME et la fait tracer. Les €léves y voient la confirmation de leur conjecture et
lorsque I’enseignant¢ demande comment obtenir la valeur de ce maximum, ils suggérent
d’utiliser la commande maximum. L’enseignante le fait, en commentant les différentes étapes.
Elle souligne également que la machine ne fonctionne pas ici en calcul exact, en dépit des
apparences.
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Un éléve appelle a I’aide. En fait il a oublié de définir la fonction.

L’enseignante demande ensuite de prouver que le maximum est bien 3/4. Un éléve propose de
calculer la dérivée de g et de chercher ou elle s’annule. L’enseignante demande la valeur de
cette dérivée mais les éléves, visiblement effrayés par la complexité de I’expression formelle
de g, ne peuvent répondre. Elle rappelle alors que 1’on s’intéresse a la valeur de g sur
I’intervalle [0,6] seulement et ceci débloque la situation. La dérivée est calculée mentalement :
-x/6+1/2, un tableau de variation tracé et la démonstration achevée. Personne n’a pensé a
raisonner directement en faisant appel aux propriétés de symétrie de la parabole.
L’enseignante demande en revanche si le point correspondant au maximum de la pente a une
autre propriété particuliére vis a vis de la courbe de f et plusieurs répondent que c’est un
centre de symétrie. Elle leur demande de le démontrer chez eux pour la séance suivante et
passe au second type de raccord : par paraboles, en disant aux éléves que cette fois, ils doivent
le faire sans aide. Cette premiére phase a duré une dizaine de minutes.

Vincent, pendant cette phase collective, a travaillé sur le raccord parabolique écrivant les
conditions : f{0)=0, f (0)=0 et f{3)=3/2. A partir de ’expression générale f{x)=ax2+bx+c, il a
ainsi obtenu 1’équation du premier morceau de parabole et contrdle avec sa calculatrice.

L’enseignante circule dans la classe. Visiblement la mathématisation du probléme du raccord
des deux paraboles ne va pas de soi. Au bout de 5Smn environ, elle intervient collectivement
pour aider cette mathématisation. Elle trace au tableau un raccord possible, C n’étant pas
spécialement au milieu de [AB], en précisant que les tangentes au point de raccord doivent
étre les mémes, puis demande comment choisir le raccord. Tout de suite, des éléves proposent
de fonctionner par symétrie autour du milieu de [AB]. L’enseignante acquiesce et lance tout le
monde sur cette piste. Certains ont quand méme du mal et elle sera obligée de faire préciser
les trois contraintes que 1’on va formuler pour trouver chaque parabole. Certains ont sans
doute été génés par ’expression de la contrainte de tangence au raccord qui, de fait, est
momentanément abandonnée.

Suit une dizaine de minutes de travail en bindmes. A ceux qui ont terminé, I’enseignante
demande de vérifier que le raccord se fait bien sans rupture de pente en x=3. Vincent a fini
assez vite, vérifie une fois de plus ses calculs & la machine, puis veut définir la fonction
globale en utilisant when et fait I’erreur de I’appeler g tout en utilisant g dans sa définition. Sa
machine se plante et, aprés avoir essayé diverses choses, il fait un Reset.

Suit une mise au point collective, les calculs étant dictés par les éleéves et écrits par
I’enseignante au tableau. On arrive ainsi aux deux expressions algébriques : f{x)=x2/6 et f{x)=-
x2/6+2x-3. L’enseignante fait remarquer que les coefficients de x2 sont opposés et fait
rapidement le lien avec la symétrie par rapport au point C. Elle définit ensuite la fonction et la
fait tracer, d’abord seule puis avec la cubique, la cubique étant tracée en plus épais.
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Les éleves sont étonnés par la proximité des deux courbes et ne savent pas trés bien dire
laquelle a « la plus grande pente ». Avant de travailler sur de probléme, 1’enseignante revient
sur le raccord des deux paraboles, qui est momentanément en suspens en demandant si les
deux paraboles se raccordent vraiment bien. Encore une fois, des éléves proposent de trouver
les équations des deux tangentes en x=3 et encore une fois, ’enseignante les raméne a la
comparaison des seuls coefficients directeurs et des nombres dérivés. Ceci étant explicité, les
calculs sont faits oralement et les résultats notés au tableau. Finalement, on peut conclure
puisque les deux nombres dérivés sont égaux a 1.

Pour comparer les pentes, ils proposent ensuite de tracer les deux dérivées. L’enseignante le
fait, tout en faisant remarquer que I’on peut déja conclure puisque le raccord des paraboles se
fait avec une pente 1 supérieure au maximum de % trouvé pour la cubique. Elle fait analyser
ensuite les positions relatives des deux courbes.
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Cette phase collective a duré une vingtaine de minutes. On passe ensuite aux sinusoides pour
les 10 derniéres minutes de la séance. Vincent, 3 son habitude a un peu anticipé. Il a
commencé & tracer diverses sinusoides correspondant aux expressions : sin2x, sinx et sin
(x/2). Il compare les pentes et semble satisfait.

|’f1 Trz T Fs T Z Trs Trs Tf? T ‘||[f1 Trz T F3 T Y Trs Trs TF?'T}
- E Zogm Trace|Rebraph Matfh Dr*;w v / - E Zogn Trace|Rebraph MatTh Dr*gw v /
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DERIVE RAD EXACT FUNC DERIVE RAD EXACT FUNC

Il passe ensuite a I’expression des conditions et écrit :
f(x)=a sin(b x)+c
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=a sin(0)+c
3=a sin(6 b)+c
0=ab cos(0)
0=ab cos(6 b)
I1 en déduit : ¢=0 puis reste en plan, ce qui se comprend aisément.

L’enseignante, dans cette derni¢re phase, va préparer collectivement le travail sur les
sinusoides que les éléves auront a achever seuls pour la séance suivante. Elle le fera en partant
directement des caractéristiques graphiques de la fonction sinus et non de la forme générale de -
I’expression a trouver, comme dans les cas précédents. Aprés avoir écarté la proposition d’un
¢leve : essayer sinx + x, déclarée trop compliquée, elle fait tracer la fonction sinus a la
calculatrice :

rfx T Fe T T2 T Y "Tj’rs F6 ]f? T ]
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puis demande aux éleves quelle partie de cette courbe leur parait intéressante par rapport au
probléme posé. Ceci ne pose pas de probléme. Elle reproduit cette partie au tableau, en faisant
préciser les coordonnées des extrémités : (-n/2,-1) et (n/2,1) et en faisant préciser les
caractéristiques que !’on doit avoir pour le raccord : un intervalle [0,6] pour les x, un
intervalle [0,3] pour les y. Les éléves proposent d’abord de remonter la courbe d’une unité.
Ensuite, elle attire leur attention sur ’amplitude qui est de 2 pour la fonction sinus et doit étre
ici de 3. Plusieurs proposent alors de multiplier le sinus par 3/2. Ensuite elle pose le probléme
de I’ajustement de I’écart sur les abscisses qu’il faudra gérer en multipliant x par quelque
chose et leur dit aussi qu’il leur restera ensuite & centrer la courbe en C en rajoutant quelque
chose aux x et quelque chose aux y. C’est la fin de la séance. Elle propose de faire des
rédactions par groupes pour la séance suivante.

D. Bilan

Divers points ressortent du déroulement que nous venons de décrire. Nous voudrions en
souligner principalement deux :

e le fait que les éleves font intervenir sans difficultés et trés vite les diverses solutions qui
nous avaient semblé envisageables 3 leur niveau.

e [’ensemble des savoirs et techniques nécessaires a la mathématisation et a la résolution du
probléme, au dela de la seule idée des différents types de raccords possibles.

Nous avions sans aucun doute sous-estimé la complexité des problémes que les éléves avaient
a gérer simultanément dans cette situation, complexité accrue par le fait que beaucoup d’entre
d’eux n’étaient encore en rien des problémes routiniers. On voit bien ainsi que la premiére
stratégie que développent beaucoup d’éléves consiste 4 essayer au hasard des fonctions du
troisieme degré, ce qui conduit généralement, vu le type d’essais effectués, a des fonctions
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monotones qui ne répondent pas aux attentes. Et ’on voit bien tout le travail mathématique
nécessaire pour comprendre ce phénomeéne lorsque I’enseignante 1’engage collectivement avec
les éleves. Il est clair que, méme nourri par une réflexion sur les dérivées, 1’ajustement
expérimental des cubiques est une voie pratiquement sans issue et dont la productivité
mathématique est limitée. C’est pourquoi, conformément a I’analyse a priori, I’enseignante ne
va pas laisser les éléves persister dans cette voie et les orienter vers une modélisation
fonctionnelle. Ce type de modélisation, qui fait intervenir des objets dépendant de quatre
parameétres, n’a rien de routinier a ce niveau. Il apparait cependant spontanément chez certains
éléves, comme Vincent, qui n’éprouvent pas par ailleurs de difficulté a formuler
économiquement les contraintes. Pour la plupart des éléves cependant, on voit bien que
Pintroduction d’un repére, qu’ils choisissent astucieusement sans difficulté et d’une forme
générale de fonction ne suffit pas a résoudre les problémes de la mathématisation. Les
contraintes sur la dérivée sont lues en termes d’équations de tangente et la reformulation en
valeur de la dérivée n’est en rien automatique. On retrouve 13 les difficultés dans la
construction de la flexibilité entre les différents points de vue et expressions autour de la
dérivée que nous avons déja mentionnées a diverses reprises. Le temps passé sur ce premier
type de raccord fera d’ailleurs que I’enseignante renoncera & aborder la question a priori
envisagée de la comparaison des résolutions suivant le repére choisi et se limitera
collectivement & la modélisation dans le repére massivement choisi par les éléves. Elle
renverra également en travail hors classe la question du centre de symétrie, plus facile a
traiter, avec le choix du repére R2.

Le second type de raccord avec les deux paraboles peut se gérer de plusieurs fagons. Ici, en
continuité avec ce qui précede (cette continuité étant d’ailleurs implicite dans les consignes
données), les éléves les premiers & démarrer vont partir d’expressions générales dépendant de
trois parametres cette fois et déterminer les parametres en traduisant les contraintes. Le
probléme est ici moins simple qu’il n’y parait & premiére vue, si ’on ne raisonne pas par
symétrie par rapport au point C milieu de [AB] et ce, méme si I’on décide trés
raisonnablement de raccorder les deux paraboles en C. En effet, 1a condition de tangence en C
rajoute une condition supplémentaire qui fait intervenir les deux fonctions, mais sera de fait
automatiquement satisfaite dés que les 6 autres le seront. On aurait aussi pu gérer le probléme
plus géométriquement en considérant la parabole de sommet A passant par C puis en
considérant la parabole image de celle-ci par la symétrie par rapport au point C. Si I’on admet
que la symétrie conserve la tangence, ce qui on 1’a vu a plusieurs reprises dans I’ingénierie
semble une évidence pour les éléves, le probléme du raccord en C est alors résolu puisque la
tangente a la premiere parabole est globalement invariante dans cette symétrie ; celui du
raccord en B peut étre géré ensuite de fagon analogue. On notera que 1’enseignante évoque
tres brievement cette possibilité dans le bilan collectif.

Le troisiéme type de raccord pourrait lui aussi étre géré via I’écriture d’une forme géncrale
dépendant de quatre paramétres : f{x) =a sin(b x + ¢) + d. Mais les équations que 1’on obtient
ainsi sont inextricables pour un éleve de premiére. C’est d’ailleurs la voie dans laquelle
s’engage spontanément Vincent, sans introduire cependant le parametre c, ce qui le conduit a
un blocage. En fait, pour ce troisiéme type de raccord, le raisonnement par transformations
successives, en prenant en compte les caractéristiques de la sinusoide cherchée et les rapports
entre fonctions associées, est sans aucun doute le plus économique. C’est dans cette voie que
I’enseignante engage les éléves a la fin de la séance, pour rendre raisonnable le travail
demandé¢ a la maison pour la séance suivante.
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Le probléme posé est donc d’une richesse trés grande, par les types de fonctions qu’il permet
de faire intervenir, les points de vue divers qu’il sollicite et améne & articuler, dans le cadre de
I’analyse mais aussi dans les interactions de ce cadre avec celui de la géométrie. Pour la
grande majorité des éleves considérés, rien dans les différentes étapes de la résolution n’est
routinier, tout est problématique. Dans ces conditions, dans le temps réduit qui est imparti a
cette recherche, on voit un fonctionnement ol les médiations de I’enseignante sont trés
prégnantes. Sans aucun doute, un tel probleéme serait-il mieux adapté, a ce niveau 13, a un
autre dispositif didactique qu’une séance de deux heures, par exemple & un travail de
recherche sur plusieurs semaines entrecoupé de points collectifs réguliers. Le systéme des
échanges entre classes, via Internet, que la commission InterJREM Informatique met en place
en 1997-98, sur des problemes de recherche, pour une durée de trois semaines, lui serait sans
doute mieux approprié.
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PARTIE IIl.
LES SUIVIS D’ELEVES

Nous avons cerné les processus d'intégration de la calculatrice par les éleves et l'effet de cette
intégration sur leurs représentations et sur leurs pratiques mathématiques, a la fois par des
questionnaires et des entretiens.

Les questionnaires nous ont permis de dresser, dans chacune des classes, une description
globale des processus d'intégration. Cette description est présentée et analysée dans le premier
chapitre de cette partie. Les entretiens, réalisés sur un nombre limité d’éléves des deux
classes, nous ont permis d’observer plus en profondeur les processus d’instrumentation et
leurs effets. Cette observation est présentée et analysée dans le second chapitre de cette partie.

Ce suivi a été réalisé au cours de 1’année 1995-96. Les résultats présentés devront étre mis en
rapport avec le caractére pré-expérimental des situations auxquelles les éleves ont participé :
calculatrices arrivées tard dans 1’année, situations de classe expérimentées pour la premiére
fois... Il était cependant important de réaliser ce suivi au cours de la premiére année pour qu’il
puisse orienter 1’ingénierie didactique développée en 1996-97 et présentée dans la partie
précédente.
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Partie Ill. Chapitre 1
Le suivi par questionnaires aux éléves

Les éleves des deux classes ont passé trois questionnaires : le premier en octobre, avant qu’ils
ne disposent des machines, le second juste avant les vacances de Paques, le troisi¢me au début
du mois de juin.

Pour chacun des trois questionnaires, nous débutons par une présentation, suivie du texte du
questionnaire, puis nous donnons les résultats de leur dépouillement pour les deux classes.

Nous dressons ensuite une synthése des informations recueillies dans chaque questionnaire, a
partir de la comparaison des réponses dans les deux classes. Des caractéristiques différentes
de I’instrumentation de la TI92 apparaissent ainsi, et nous tentons d’isoler des déterminants
susceptibles d’éclairer ces différences.
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Le premier questionnaire

Présentation du questionnaire

Ce premier questionnaire avait pour objectif de cerner, avant le début de I’expérimentation, le
rapport des éléves aux technologies informatiques (calculatrices et logiciels) ; il devait
également nous aider a choisir les éléves qui feraient 1’objet d’un suivi individualisé. Nous
nous sommes inspirés, pour le constituer du questionnaire réalisé dans le cadre de la recherche
DERIVE (Abboud & alt, 1995) (Lagrange, 1996) ainsi que d’un questionnaire réalisé par
L.Trouche (Trouche, 1997).

Ce questionnaire de 92 questions, reproduit ci-apres, est composé de quatre parties concernant
respectivement les calculatrices et les logiciels de fagon générale, puis les logiciels de
construction géométrique et le logiciel DERIVE.

Dans la partie « calculatrice », on cherche & savoir notamment :

¢ de quelle calculatrice disposent actuellement les éléves et depuis combien de temps ils en
disposent,

e quelle utilisation ils en font et quelle familiarité ils ont avec les fonctionnalités graphiques
s’ils disposent d’une calculatrice graphique,

e comment ils se situent par rapport aux résultats fournis par la calculatrice,

e leurs appréciations sur le role des calculatrices dans le travail mathématique de fagon
générale et plus spécifiquement dans les situations d’évaluation.

La partie « logiciel » a pour objectif de cerner 1’environnement informatique des éléves et leur
position vis a vis des logiciels dans une perspective d’apprentissage mathématique.

Les deux derni¢res parties ont pour objectif de connaitre les utilisations qu’ils ont pu avoir de
logiciels comparables aux applications HOME et GEOMETRY de la calculatrice TI92 et leur
opinion sur I’intérét de tels logiciels pour I’apprentissage des mathématiques.
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Le texte du questionnaire

QUESTIONNAIRE 1

1. Nom :
2. Prénom :
3. Classe :
4. Etablissement :
5. Sexe : FO GO
LES CALCULATRICES ET YOUS

6. Disposez-vous d'une calculatrice ? OuiO  NonO
7. Laquelle ? Marque : Nom :
8. Depuis combien de temps l'avez-vous ?

Moins de deux mois O Moins d'un an OJ Plus d'un an O
9. Est-ce une calculatrice programmable ? Oui O Non O
10. Est-ce une calculatrice graphique ? Oui O Non O
11. En aviez-vous une autre avant? Oui O Non O
12. Si oui, laquelle ? Marque : Nom :

L'année derniére, si vous aviez une calculatrice, l'utilisiez-vous ;
13. En classe ? Jamais O Parfois OJ Souvent (J
14. A la maison ? Jamais O Parfois O Souvent (J

Utilisez-vous_votre calculatrice actuelle :

15. Pour faire des calculs numériques ? Jamais OJ Parfois OJ Souvent OJ

16. Pour tracer des graphiques ? Jamais O Parfois OJ Souvent (J
17. Pour programmer ? Jamais (J Parfois O Souvent OJ
18. Utilisez-vous les mémoires ? Jamais OJ Parfois O Souvent OJ

19. Utilisez-vous des formules ou programmes que vous avez entrés dans votre calculatrice ?
Jamais (J Parfois O Souvent O

20. Pouvez-vous citer des exemples de formules et programmes que vous avez entrés dans
votre calculatrice ?

.................................................................................................................................................

.................................................................................................................................................

Si vous avez une calculatrice graphique, utilisez-vous :
21. Le zoom Jamais O Parfois O Souvent O

22. La commande "Trace" Jamais O Parfois O Souvent O
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23.La commaﬁde "Range" Jamais O Parfois@  Souvent O
24. Pensez-vous bien connaitre les possibilités de votre calculatrice ?
Oui3d Non O
25. Avez-vous appris a vous servir de votre calculatrice surtout :
Avec le professeur 0 En manipulant O Avec le mode d'emploi O Avec des copains O

26. Avez-vous eu en classe, les années précédentes, des séances spécialement consacrées aux
calculatrices ? Oui O Non O

27. A votre avis, les professeurs de maths doivent-ils faire une initiation aux calculatrices ?
Oui O Non O3

28. Si vous avez répondu "Oui", précisez ce qu'a votre avis les professeurs doivent apprendre
a leurs éleves ; Si vous avez répondu "Non", expliquez pourquoi :

29. Est-ce que votre calculatrice a parfois affiché des résultats surprenants pour vous ?
Oui O Non O

30. Si oui, pouvez-vous en donner un ou plusieurs exemples ?

31.. Est-ce que votre calculatrice vous a parfois entrainé 3 commettre des erreurs ?
Oui O Non O

32. Si oui, pouvez-vous donner un ou plusieurs exemples ?

.................................................................................................................................................

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

33. Vérifiez-vous les résultats affichés par votre calculatrice ?
Jamais OJ Parfois O Souvent 7.

34. Comment ? Donnez un ou plusieurs exemples :

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Pour chacune des phrases ci-apres cochez la case correspondant a votre opinion :

tout  a|plutot plutot pas du | sans opinion
fait d'accord pas tout
d'accord d'accord |d'accord

35. La calculatrice me fait
gagner du temps

36. La calculatrice m'aide a
résoudre les problémes
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37. La calculatrice me permet
de vérifier mes résultats

38. La calculatrice m’aide a
préparer les controles

39. La calculatrice me fait
perdre du temps

40. Avez-vous utilis¢ avant cette année scolaire votre calculatrice durant un contréle ?
Jamais O Parfois (J Souvent O

41. Etes-vous pour ou contre 'utilisation de la calculatrice aux contrdles ?
Oui 3 Non O Cadépend O

42. Pourquoi ?

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

43. Utilisez-vous la calculatrice dans d'autres matiéres ?  Oui O Non O
44, Si oui, lesquelles ?
LES LOGICIELS ET VOUS

Avez-vous déja utilisé avant cette rentrée scolaire un logiciel :

jamais |une ou]|entre trois |plus de | lequel ou lesquels ?
deux fois | et dix fois | dix fois

45, De traitement de textes

46. De mathématiques

47. De dessin

48. Un tableur

49, Un jeu informatique

50. D'autres logiciels

51.Y a-t-il un ordinateur chez vous? Oui O Non O3
52. L’utilisez-vous? Jamais OJ Parfois O Souvent (7.
Chez vous, y-a-t-il des personnes utilisant :
53. Une calculatrice scientifique?
Parents O Fréres ou sceurs 0 Autre O (précisez)
54. Un ordinateur ?

Parents O Fréres ou sceurs O  Autre O (précisez)
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-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

55. Avez-vous suivi I’option informatique, participé a des ateliers ou a un club informatique?

Ouid Non O
56. Pour apprendre des mathématiques, les ordinateurs sont-ils, a votre avis :
Utiles O Dangereux [J Sans effet O

57. Précisez vos raisons :

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

POUR CEUX QUI ONT DEJA UTILISE UN LOGICIEL DE CONSTRUCTION
GEOMETRIQUE

Quel(s) logiciel(s) avez-vous utilisé(s) ?

Oui Non

58. Le géometre

59. Géoplan

60. Géospace

61. Calques géométriques

62. Atelier de géométrie

63. Autres

En tout, vous les avez utilisés:

64. Une ou deux fois O Entre trois et dix fois OJ Plus de dix fois O

65. En classe (J AuCDIO En atelier ou club (J A la maison O
Autre (J (préciser)

66. Selon vous, que permettent de faire les logiciels que vous avez utilisés ?

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

.................................................................................................................................................

67. Trouvez-vous difficile de les utiliser? Qui O Non O

68. Précisez vos raisons :

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

S’ils ont été utilisés en classe, 1’étaient-ils :
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Oui Non

69. Surtout par le professeur

70. Surtout par les éléves

71. Pour quelles activités (par exemple, illustrer le cours, chercher des exercices, les corriger,
résoudre des problémes différents des problémes usuels...) ? Donnez si possible des exemples
précis :

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

A votre avis, de tels logiciels peuvent-ils aider &

72. Trouver les propriétés d’une figure

73. Démontrer ces propriétés

74. Résoudre des problémes de constructions géométriques

75. Pour apprendre la géométrie sont-ils, a votre avis :
Utiles O Dangereux (J Sans effet O

76. Précisez vos raisons :

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

POUR CEUX QUI ONT DEJA UTILISE DERIVE
En tout, vous I’avez utilisé :
77. Une ou deux fois O Entre trois et dix fois O Plus de dix fois OJ
78. En classe OJ AuCDIO En atelier ou club O A la maison O
Autre O (préciser)

S’il a été utilisé en classe, ’était-il :

Oui Non

79. Surtout par le professeur

80. Surtout par les éleves
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81. Pour quelles activités (par exemple, iltustrer le cours, chercher des exercices, les corriger,
résoudre des problémes différents des problémes usuels...) ? Donnez si possible des exemples
précis :

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

.................................................................................................................................................

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

.................................................................................................................................................

83. Trouvez-vous difficile de l'utiliser? Oui O Non O
84, Précisez vos raisons :

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

85. Savez-vous utiliser des fenétres graphiques ? Oui O Non O
86. Savez-vous utiliser les touches et ?  OuiO Non O

A votre avis, DERIVE peut-il vous aider a:

Oui |Non |Comment?

87. Organiser vos calculs

88. Vérifier vos résultats

89. Résoudre des problémes plus difficiles

90. Comprendre des notions mathématiques (préciser lesquelles)

91. Pour apprendre 1'algebre ou les fonctions, a votre avis, DERIVE est-il :
Utile O Dangereux O Sans effet O

92. Précisez vos raisons :

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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Résultats du premier questionnaire

Les trente éléves (22 gargons et 8 filles) de la classe A, et les 24 éleves (12 gargons et 12
filles) de la classe B ont répondu a ce premier questionnaire.

Les calculatrices des éléves

Tous les éléves disposent d’une calculatrice, toutes sont des calculatrices graphiques. Dans la
classe A, elles se répartissent relativement équitablement entre Casio et Texas, et dans la classe
B, elles sont plus souvent des Casio que des Texas comme en témoigne le tableau suivant

Marque Classe A Classe B
Types et nombres entre parenthéses Types et nombres entre parentheses
Texas TI80 (1) - TI81 (4) - TI82 (9) - TI8S TI81 (3) - TI8S (3)
(1) - non précisé (1)
Casio série 6000 (2) - série 7000 (5) série série 6000 (1) - série 7000 (9) série
9000 (7) 8000 (6) série 9000 (1)

Tableau 1 : Calculatrices des éléves

0% 10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80% 90% 100%

Classe A
Classe B

[ Casio
B Texas

Dans la classe A, sept éléves ont leur calculatrice depuis moins de deux mois, douze depuis
moins d’un an et dix depuis plus d’un an. Tous avaient une calculatrice avant. C’était en
grande majorité des calculatrices colleges :

e Texas Galaxie (1), TI30 ou 40 (6)
o Casio FX82 (8), FX92 (8)

Trois éléves avaient déja une calculatrice graphique, ’un une calculatrice Sharp (modéele non
précisé), les autres éléves ne répondent pas.

En fait tous les éléves sauf six avaient déja une calculatrice graphique avant les vacances.

Dans la classe B, dix éléves ont leur calculatrice depuis moins de deux mois, six depuis moins
d’un an et huit depuis plus d’un an. La majorité (19) avaient une calculatrice avant, en majorité
"colléges" :

o Texas Galaxie (1), TI30 ou 40 (6)
o Casio FX82 (5), FX92 (1), autre (6)

Utilisation I’année précédente

Pour ce qui est de Putilisation année précédente, tous les éléves utilisaient leur calculatrice a
la fois en classe et 4 la maison, un peu plus en classe qu’a la maison dans la classe A, un peu
plus a la maison qu’en classe dans la classe B
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Classe B

Classe A

O souvent classe/souvent maison
souvent classe/parfois maison
B parfois classe/souvent maison
M parfois classe/parfois maison

10

12

14

16

Graphique 1 : Utilisation ’année passée en classe / a la maison

Utilisation actuelle

En ce qui concerne I’utilisation actuelle, les réponses dans les deux classes opposent nettement
I'utilisation pour effectuer des calculs numériques et tracer des graphiques, tres fréquente, et

Iutilisation pour programmer, [’utilisation des mémoires, qui restent elles trés épisodiques :

Classe A Classe B
Types d’utilisation Jamais | Parfois | Souvent | Jamais | Parfois | Souvent
calcul numérique 0 6 24 0 4 20
graphiques 0 6 24 2 6 16
programmation 6 19 5 8 11 5
mémoires 8 19 3 10 10 4
programmes, formules 10 14 6 7 11 )
Tableau 2 : Types d’utilisation actuels
0% 10% 20% 30% 40% 60% 60% 70% 80% 90% 100%
i - =,v- : ,v.= : 1 - ! _: —] A
graphiques - . T . — r I —1 B [ Souvent
programmation : : : o LI ” A 8 Parfois
B | M Jamais
programmes, —F—F—T1—1
formules

Vingt et un éléves de la classe A, et treize éléves de la classe B fournissent des exemples de
formules et programmes entrés dans leur machine. Ils se répartissent de la fagon suivante :
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e Formules: 12 A, 6 B.

e Jeux:9 A, 1B.

e Tables de valeurs: 4 A,2B

e Equation du second degré : 3 A, 7B
e Courbes: 2 A

e Polyndmes: 1 A.

Précisons que treize de ces vingt et un éléves de la classe A, et huit des treize éléves de la
classe B ne citent qu’un exemple.

Les commandes graphiques

Comme D’attestent les tableaux et graphiques suivants, environ un tiers des éléves seulement
dans chacune des deux classes utilise fréquemment les fonctions graphiques : zoom, trace et
range. On peut donc faire ’hypothése qu’en ce début d’annee, les éléves, dans leur majorité, se
contentent des tracés fournis dans la fenétre standard et n’ont pas développé une réelle
instrumentation du module graphique de leur calculatrice.

Classe A Classe B
Commandes | Jamais | Parfois | Souvent | Jamais | Parfois | Souvent
Zoom 6 13 11 6 11 7
Trace 3 13 14 9 7 8
Range 4 18 8 9 8 7
Tableau 3 ; Utilisation des fonctions graphiques
0% 10% 20% 30% 40% 60% 60% 70% 80% 90% 100%
Zoom K "'. : 3 '. B g
lv I B Souvent
—t—1T——] p |BParfois
1 :I | B M Jamais
| | B
I 1

En pondérant par O, 1 et 2 respectivement les trois niveaux d’utilisation pour chaque
commande, on obtient la répartition suivante des valeurs possibles de 0 & 6 parmi les éléves :
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O Classe A
B Classe B

O a N W Hh M N

£ =5 =l 2l

2 3 4

Tableau 4 : Effectifs par niveaux d’utilisation (Zoom+Trace+Range)

Cette instrumentation limitée est confirmée dans la classe A par la réponse a la question 24 :
vingt sept éléves en effet estiment ne pas bien connaitre les possibilités de leur calculatrice.

Dans la classe B, quatorze éléves estiment ne pas bien connaitre les possibilités de leur
calculatrice. On a donc une séparation nette entre la dizaine d'éléves qui connait bien sa
machine et utilise les fonctions graphiques, et les quatorze autres dont I'instrumentation semble
trés limitée.

Apprentissage de la machine

Les réponses peuvent ici étre multiples et I’on a en effet les résultats suivants a la question 25 :

25. Avez-vous appris & vous servir de votre calculatrice surtout :

_, | 3 Avec des copains
I Avec le mode d'emploi

Classe A

Classe B En manipulant

M Avec le professeur

La moitié des éléves de la classe A a eu les années précédentes des séances spéciales
consacrées aux calculatrices. Quatre éléves seulement de la classe B ont eu les années
précédentes ces séances spéciales. Tous sauf un irréductible de la classe B, estiment que les
professeurs de mathématiques doivent assurer une initiation aux calculatrices.

En ce qui concerne le contenu de ’apprentissage a gérer par les enseignants, les réponses sont
en majorité de trois types :

e tout apprendre : « apprendre le fonctionnement de toutes les touches », « apprendre toutes
les possibilités » (9 A, 6 B),

e se centrer sur ce qui est nécessaire & une utilisation efficace (10 A, 10 B),

e apprendre a programmer (12 A, 5B).

L'éléve de la classe B qui refuse cet apprentissage justifie son refus par la diversité des
calculatrices présentes dans la classe.
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Attitude par rapport aux résultats fournis par la machine

Les réponses fournies aux questions de cette rubrique montrent une attitude de grande
confiance vis 4 vis de la machine.

La moitié des éléves de la classe A seulement déclare que leur machine a parfois affiché des
résultats surprenants et huit seulement en fournissent des exemples : des tracés graphiques (4
fois), des questions de décimales (1), parenthéses (1), des résultats liés a la confusion des
modes radian/degré en trigonométrie (1), des messages d’erreur bizarres (1).

Dans la classe B, la confiance est encore plus générale, puisquun seul éléve déclare que sa
machine a parfois affiché des résultats surprenants et il ne fournit pas d'exemples.

La majorité (18 A, 14 B) estiment que la machine ne les a jamais conduits a faire des erreurs ;
de plus, les huit types d’erreurs donnes en exemples sont exclusivement des erreurs lices aux
manipulations de I’éléve, puisque ces erreurs se répartissent de la fagon suivante :

e erreurs d’entrée de données (ordre et parenthésage) : 5 A,2 B
e erreurs d'interprétation : 2 B

o erreurdemode: 1A, 1B

e erreur de choix demenu: 1 A

e erreur dans la détermination d’équations de droites : 1 A

Les éléves s'attribuent ainsi exclusivement les causes d'erreurs, et ne mettent pas en doute le
fonctionnement mathématique de leur calculatrice.

En ce qui concerne la vérification des résultats affichés par la machine, les réponses, réalistes,
sont les suivantes :

33. Vérifiez-vous les résultats affichés par votre calculatrice ?

Classe A F Souvent
B Parfois
Classe B B Jamais

Les méthodes de vérification décrites dans les vingt réponses fournies sont, en revanche,
relativement variées : ~

refaire la méme chose (2 A, 5 B)

refaire en papier/crayon (6 A, 6 B)

o vérifier les régles (1 A)

e refaire en changeant de méthode (7 A, 2 B), deux éleves précisant : refaire a 'envers
e vérifier en tragant un graphique (2 A)

e vérifier en substituant des valeurs numériques (2 A)

o vérifier la plausibilité du résultat (1 B)
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Les opinions sur I’usage des calculatrices

Nous reproduisons ci-aprés le tableau associé aux questions 35-39, en mentionnant les effectifs
correspondant aux différentes réponses et les moyennes d’adhésion correspondantes sur une
échelle allant de 0 (pas du tout d’accord) & 1 (tout a fait d’accord).

‘Les réponses dans les deux classes sont ici nettes et opposent ’adhésion tres forte aux
affirmations sur le gain de temps et I’aide a la vérification, & I’adhésion plus modérée a la
calculatrice vue comme aide a la résolution de problemes.

tout a fait plutot plut6t pas |pas du tout taux
d'accord d'accord d'accord d'accord | d’adhésion

A{B{A|B|J]A|B|A|B|A]|B

35. La calculatriceme | 22 | 19| © 4 1 0 0 0 |0,9110,94
fait gagner du temps

36. La calculatrice 101 5 9 11 9 5 1 3 ]0,66(0,58
m'aide a résoudre les
problemes

37. Lacalculatriceme | 24 | 16 | 6 7 0 0 0 0 [093] 09
permet de vérifier mes
résultats

38. La calculatrice 5 0 l10]| 8 7 8 8 6 |0,47]0,36
m’aide a préparer les
contrdles

39. La calculatrice me 0 0 1 0 6 6 | 22117 {0,09]0,09
fait perdre du temps

Tableau 5 : Opinions sur la calculatrice

0% 20% 40% 60% 80% 100%

Calculatrice fait

gagner du temps Al A
B
Calculatrice aide
résoudre problémes A
- O pas du tout d'accord
B by A
@ plutét pas d'accord
Calculatrice permet (=] plutf)t d'accord
vérifier résultats A | Mtout a fait d'accord
B
Calculatrice aide -
préparer contrdles “1 A

Calculatrice fait =|
perdre du temps =

L

R
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Dans les réponses aux questions suivantes il apparait que la calculatrice est en majorite intégrée
au travail en contrdle dans la classe B, mais pas dans la classe A. Dans les deux classes, les
éléves sont en faveur de son autorisation comme en témoignent les réponses suivantes

40. Avez-vous utilisé avant cette année scolaire votre calculatrice durant un contrdle ?

0 5 10 16 20 25 3
1 I I ) I } { % Souvent
Classe A '
B Parfois
Classe B B Jamais

l Oui
Classe A B Ca dépend
Classe B B Non

Les raisons avancées sont cohérentes avec ce qui précéde puisqu’elles placent nettement en
téte gain de temps et possibilités de vérification :

e gain de temps (21A, 14 B)

e vérification, sireté, limitatiou des erreurs (104, 5 B)
e aide aux calculs (4A, 4 B)

¢ aide aux tracés graphiques (3A, 2 B)

¢ aide mémoire (2A, 1 B)

Dans la classe A, ceux plus rares dont les avis sont mitigés précisent qu’il faut savoir travailler
sans la machine, apprendre les formules et que ’autorisation de la machine en contréle (sans
doute pensée comme systématique) pourrait conduire & de moins bonnes capacités de calcul, &
moins de mémorisation. Un seul éléve de la classe B note : " Elle donne la réponse et nous ne
cherchons pas nous-mémes."

Tous enfin utilisent leur calculatrice dans d’autres matiéres. Dans les deux classes, les sciences
physiques sont citées en priorité, viennent ensuite la Biologie et I’Histoire-Géographie.

Environnement informatique et logiciels

Vingt éléves de la classe A et vingt et un de la classe B disposent d’un ordinateur a la maison
mais six de chaque classe seulement I'utilisent souvent (un méme déclare ne jamais utiliser).
Ce sont les logiciels de jeux et de traitement de textes qui sont les plus utilisés comme en
témoigne le tableau 6.
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jamais une ou entre trois | plus de dix
deux fois | et dix fois fois

Types de logiciels/Nombre CIA|CIB|CIA|CIB|CIA|CIB|CIA|CIB
d’utilisations
45. traitement de textes 0 3 3 6 {13 | 8 | 14| 7
46. mathématiques 3¥ 113 | 9 | 7T | 13% 1] 2
47. dessin 3 O | 12| 4 | 3 4 7
48. un tableur 8 | 15| 6 3 7 2 6 4
49. un jeu informatique 3 2 2 | 0 | 4|23 16
50. autres logiciels 0 9 0 0 0 1 7

Tableau 6 : Utilisation de logiciels

0% 20% 40% 60% 80% 100%
traitement de 1 : : : : :
textes
mathématiques
Cplus de dix fois
@ entre trois et dix fois
dessin B une ou deux fois
M jamais
un tableur
jeu
informatique

Les réponses de la classe A concernant les logiciels de mathématiques données ici ne sont pas
cohérentes avec celles données dans les deux derniéres parties du questionnaire : elles sont
systématiquement inférieures et nous renvoyons le lecteur a ces parties qui montrent qu’en fait
vingt éléves ont déja utilisé plus de 3 fois un logiciel de construction géométrique et neuf
éléves déja utilisé le logiciel DERIVE.

En revanche, seuls six éléves de la classe A ont suivi I’option informatique, participé a des
ateliers ou a un club informatique. Treize éléves de la classe B ont suivi ’option informatique,
participé a des ateliers ou 4 un club informatique, ce qui est une proportion plus élevée.

Les ordinateurs, logiciels et I’apprentissage des mathématiques

Les éléves ont a priori une représentation positive des logiciels de mathématiques, qu'ils ont
pourtant peu utilisé avant cette année.
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56. Pour apprendre des mathématiques, les ordinateurs sont-ils, & votre avis :

(i} 5 10 15 20 25 30 -
: ' ) : . — ) Utiles
] B Sans effet
M Dangereux

Les raisons avancées sont les suivantes :

o ordinateurs dangereux
"Il n’y a plus de calculs a la main, plus de dessin graphique en géométrie" (A)
"On ne respecte plus la logique humaine." (B)

"On fait faire & l'ordinateur et on ne comprend pas forcément. On ne sait peut-étre
méme pas le faire seul, le calcul." (B)

o ordinateurs sans effet . ce qui compte c’est le professeur, le professeur c’est mieux (4 A), il
y a moins d’échanges (1 A), peut faire commettre des erreurs (1 A), le travail est "méaché"
(1B), c'est mieux & la main (1 B).

Ces éléves expriment leur hostilité ou leur scepticisme sur l'apport a la compréhension d'une
pratique ou on "fait faire & l'ordinateur", sans faire soi-méme.

e ordinateurs utiles : beaucoup de réponses sont vagues et les deux raisons qui dominent sont
les suivantes : aide aux représentations notamment en géométrie, aide a la compréhension.
Dans la classe A elles ne sont citées que quatre fois chacune. En revanche, dans la classe B,
treize €leves citent la "meilleure perception de l'espace", comme un apport significatif. Ces
éleves ont manifestement été influencés par une utilisation récente d'un logiciel de géométrie
dans l'espace.

Les logiciels de construction géométrique

Cette partie a été remplie seulement par les éléves de la classe A. En fait, tous les éléves de
cette classe sauf un ont déja utilisé un logiciel de construction géométrique et le plus utilisé :
« Dessiner I’espace » ne figurait pas dans la liste.

Logiciels Nombre d’éléves
Le géométre 9

Géoplan 3

Géospace 7

Calques géométriques 0

Atelier de géométrie 2

Dessiner I’espace 20

Autres 2 (non précisés)

Tableau 7 : Logiciels de géométrie déja utilisés

Lutilisation reste néanmoins une utilisation épisodique, comme en témoignent les réponses a la
question 64, méme si I’on peut faire I’hypothése d’une sous-estimation systématique dans les
réponses.
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0% 20% 40% 60% 80% 100%

. ' Oplus de dix fois
T I entre trois et dix fois

B une ou deux fois

En tout, vous les &
avez utilisés:

i

L

Les logiciels de construction géométrique sont avant tout appréciés pour les possibilités
offertes de visualisation de figures, notamment dans I’espace, et de changement de point de
vue sur ces figures. Ceci est tout & fait cohérent avec l’utilisation majoritaire du logiciel
« Dessiner I’espace ». En ce qui concerne la facilité d’utilisation, les avis sont partagés : 12
répondent oui et 15 répondent non, 2 donnant un avis mitigé. Dans les raisons avancées, c’est
le manque de familiarité avec l’ordinateur, de fagon générale, qui est incriminé et non les
caractéristiques des logiciels eux-mémes, méme s’il est reconnu qu’il faut se familiariser avec
ces derniers.

Les réponses aux questions 69, 70 et 71 apportent peu d’informations; L utilisation n’est pas le
seul fait de I’enseignant, elle couvre des registres variés : illustration du cours (cité 8 fois),
recherche d’exercices (9), corrections (8). La rubrique «résoudre des problemes différents » est
citée 7 fois et deux éléves enfin mentionnent également : « pour faire des démonstrations ».

Concernant I’aide que ces logiciels peuvent apporter, ¢’est la premiere proposition qui recueille
le plus fort taux d’adhésion, comme ’on pouvait s’y attendre : le logiciel comme aide pour
trouver les propriétés d’une figure et les raisons avancées sont cohérentes avec ce qui précede.
Pour I’aide 4 la démonstration, les avis sont plus partagés mais peu d’éléves justifient leur
position et quand ils la justifient, c’est sans différencier nettement Iactivité de démonstration
de celle de recherche de propriétés. Leur position sur I’aide a la résolution de problemes de
construction est intermédiaire et 1a encore, on ne voit pas apparaitre de raisons qui prendraient
mieux en compte la spécificité de la tAche. Les réponses négatives sont de plus trés peu
justifiées. Nous n’avions pas demandé aux éleves de se situer par rapport a des problemes de
lieux géométriques puisque c’est en premiére que de tels problémes deviennent des enjeux
d’enseignement officiel.

A votre avis, de tels logiciels peuvent-ils aider a

Oui |Non |Comment ?

72. Trouver les propriétés d’une |24 5 Oui : tracé exact, figures de bonne qualité, meilleure

figure vision (8)

zooms, rotations (8)
Non : pas besoin de réfléchir (1)

caractére dynamique des figures, vues multiples,

73. Démontrer ces propriétés 14 13 Oui : vision, exactitude des tracés, mouvement (4),

calcul (1), propriétés fausses visibles (1)

réfléchir (1)
74. Résoudre des problémes de 19 10 | Oui : vision, tracés exacts, changement de points de
constructions géométriques vue, mouvement (10), test d’hypothese (1)

Non : pas besoin de réfléchir (1)

Tableau 8 : Potentialités des logiciels de géométrie
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Pour apprendre la géométrie, ils estiment en grande majorité ces logiciels utiles :

0% 20% 40% 60% 80% 100%
} . L L L ) [J Sans effet
] @ Dangereux
B Utiles

Les raisons avancées pour appuyer cette opinion sont encore une fois les mémes. L’¢léve
estimant ces logiciels dangereux invoque des tracés imprécis et ceux qui jugent les logiciels
sans effet rappellent que le professeur est ce qu’il y a de mieux, que la résolution de problemes
ne change pas vraiment et qu’il faut toujours savoir son cours.

Utilisation de DERIVE
Cette partie a été remplie seulement par les éléves de la classe A.

Neuf éléves de cette classe seulement ont déja utilisé le logiciel DERIVE, 7 entre trois et dix
fois, un une ou deux fois, un plus de dix fois. Ils I'ont tous utilisé en classe. Les utilisations,
comme pour les logiciels de construction géométrique, n’ont pas éte le seul fait de I’enseignant
et ont couvert des registres variés.

Les réponses & la question de comparaison avec les possibilités de leur propre calculatrice sont
trés éclatées et deux éléves seulement semblent clairement sensibles la dimension calcul formel.

La plupart ne jugent pas son utilisation difficile (2 oui - 6 non), trois soulignent sa simplicité et
parmi les réponses « oui », un éléve mentionne le nombre de fonctions, ’autre le manque de
familiarité avec le logiciel.

Les réponses aux questions 85 et 86 montrent un niveau d’instr