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UN ENSELGNEMENT DE L'ALGEBRE
LINEAIRE EN DEUG A PREMIERE ANNEE

Marc Rogulski

Université des Sciences
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Octobre 1991

‘C'est un fait assez bien établi que l'enseignement de Il'algebre linéaire
en premiére année scientifique des universités frangaises marche mal, c'est &
dire se traduit chez les étudiants par un apprentissage médiocre des
concepts, des méthodes et méme des techniques de l'algebre linéaire. Des
essais pour modifier cet enseignement, jusqu'alors trés "bourbakiste”, ont
déja eu lieu, il y a prés de dix ans (voir le livre de E. Lehmann [9]), ou plus
récemment en France (c¢f [10] au CNAM et le début d'expérimentation a Lille
[20]) et & l'étranger (cf G. Harel {6]).

Ce n'est que depuis 1987 qu'on peut trouver dans la littérature une
réflexion plus approfondie ou une analyse didactique de l'enseignement et
de l'apprentissage de l'alggbre linéaire (cf [11, [16], [17], les travaux de A.
Robert et J. Robinet [12], [13], et surtout la thése de J.-L. Dorier [2], [3], [4]).

C'est en s'appuyant sur ces anciennes expériences et sur ces analyses
plus récentes que, dans une section de premitre année de DEUG A de
I'université de Lille 1, a été mis progressivement en place, testé et modifié,
sur plusieurs années, un enseignement assez nouveau de l'algebre linéaire.
Les enseignants suivants ont participé, 3 un moment ou un autre, a la
réalisation de cet enseignement: M.-C. Ayats, E. Cousquer, M.-J. Delval, K. Sou,
M. Rogalski, N. Roussignol, C. Sacré, F. Zedek. Un ensecignement assez voisin,
mais avec certaines différences, a lieu aussi depuis 1988 dans une autre
section, avec P. Caron, E. Cousquer, R. Devolder, A. D'Hoine; on peut en
trouver les idées dans [1].

Nous nous proposons dans ce qui suit de présenter les choix faits dans
la version la plus récente de notre enseignement, en y incorporant de plus
des modifications que nous nous proposons encore de faire au vu de la
dernieére année enseignée. II s'agit d'une ingénierie congue explicitement
pour s'étaler sur une année entiére, située dans le cadre d'un enseignement
comportant d'autres aspects expérimentaux, et participant d'un projet
explicite de modifier les points de vue et les comportements des étudiants
face aux mathématiques en général. Nous avons donc choisi le cadre de
description des “"ingénieries longues" proposé par A. Robert (cf [11]), en le
modifiant pour tenir compte de l'imbrication avec les autres mathématiques
enseignées et pour dire comment nous avons utilisé dans nos choix les
travaux et réflexions effectués sur l'enseignement de l'algebre linéaire.



1. Le public

II. Les caractéres spécifiques du contenu: épistémologie, transposition,
relations avec les autres mathématiques, connaissances préliminaires
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VI. Quelle "évaluation" ?

I. ILe public

A. Analyse du public

Il s'agit d'étudiants de premiére année de DEUG A, ayant en général eu
la moyenne aux épreuves scientifiques du baccalauréat, mais rarement une
mention. On trouve parmi eux environ 70% de bacheliers C et 30% de
bacheliers D (assez différents, voir [21]), et entre 30 et 40% de redoublants.
Il s’agit en général d'un public plutdét scolaire, dont I'épistémologie spontanée
se résume assez bien dans la formule "telle notion est importante parce
qu'elle peut servir pour les problémes d'examen”, et qui a tendance a
prendre les mathématiques pour un ensemble de recettes permettant de
résoudre des probieémes bien calibrés, en gros les problémes de bac, prévus
pour fonctionner dans un seul cadre. Ces étudiants s'attendent a un
prolongement dans le supérieur de ce type de mathématiques, et vivent trés
mal la rupture de contrat, méme annoncée, qui a lieu sur ce point.

Mais il s'agit cependant d'un public d'adultes avec qui la discussion
explicite des contrats est possible, qui peuvent réfléchir sur les
mathématiques et méme sur les maniéres de les apprendre: une grosse
demande sur ce dernier point surgit dés qu'il leur apparait qu'ils ne
pourront s'emn tenir au contrat scolaire habituel. On constate méme que des
activités mathématiques de type radicalement différent de ce qu'ils avaient
I'habitude de faire peuvent les passionner (rédaction collective de mémoires,
par exemple, ou bien T.P. sur ordinateur). Ils se destinent en général i des
"professions scientifiques” (enseignant, ingénieur, sont les veeux les plus
fréquemment exprimés), mais n'ont qu'une idée trés vague du type
d'activités intellectuelles qu'elles demandent.

Enfin, il s'agit d'étudiants dont trés peu ont une activité salariée, qui
ont donc du temps pour travailler, et qui sont capables d'un grand travail
personnel... quand ils arrivent a l'organiser efficacement. Mais la forte
diminution du temps de présence avec les enseignants, par rapport au
secondaire, leur donne souvent, au début, une illusion de plus grande facilité
et de plus grande liberté qui est souvent ressentie... trop tard! comme un

pigge.



Les problemes des préliminaires spécifiques du public vis-a-vis du
contenu de ['algébre linéaire seront envisagés dans le paragraphe concernant
les spécificités du contenu.

B. Quels leviers utiliser avec unm tel public?

* Un discours métamathématique sur les enjeux et les contrats peut
étre entendu, et nous le faisons, & la fois sur l'ensemble des contenus
mathématiques et sur ceux spécifiques de 1'algébre lindaire, avec des mises
en perspective emboitées (l'activité scientifique, les mathématiques,
I'algébre linéaire, l'utilité professionnelle...). Sur ce point et le suivant voir
[21].

* Nous utilisons aussi un discours sur "comment apprendre”
étroitement associ€ au contrat reliant les différentes formes de 1'évaluation
et aux considérations épistémologiques concernant les contenus
(changements de cadre, dialectique outils/objets, concepts et techniques...).

* Dans plusieurs des points du programme nous avons choisi de faire
un enseignement explicite de méthodes, y compris depuis un an en algébre
linéaire (et sous une forme sans doute encore a beaucoup améliorer).

* Nous avons choisi de démarrer l'année en donnant beaucoup de
travail personnel aux étudiants.

* Nous avons décidé, d'introduire des "T.P.” de mathématiques utilisant
I'informatique, et dont certains devraient jouer un rdle important pour la
compréhension de concepts du cours, y compris en algébre linéaire.

*  Enfin, tous les étudiants doivent réaliser (par groupe de trois
environ) un mémoire, en général choisi parmi une liste de sujets qui leur est
proposée (cf. [18], [21D]).

II. Les caracteres spécifiques du contenu
A. Epistémologie
1/ La place dans les mathématiques et leur histoire

Un mathématicien d'aujourd’hui voit dans l'universalité du formalisme
de l'algebre linéaire (c'est presque un des langages des mathématiques
actuelles) une forme parfaite de la démarche de simplification et de
généralisation qui est au cceur de la méthode axiomatique. Au point qu'il lui
parait naturel et économique de commencer par elle. Et c'est justement ce
qui pose probléme pour I'enseignement: d'une part cette méthode
axiomatique est trés étrangére aux bacheliers; de l'autre, le constat quotidien
montre que méme quand les é€tudiants admettent (et parfois préférent au



début) ce genre d'enseignement, il se produit trés rapidement des pertes de
sens importantes.

On trouvera dans la thése de Jean-Luc Dorier [3] une étude importante
de cet aspect de lalgébre linéaire, a travers une analyse historique et
épistémologique qui montre bien comment l'axiomatique est derniere.

L'auteur met en évidence le fait que I'émergence de l'algébre linéaire a
été un processus long et complexe, une convergence de multiples problemes,
ol les changements de point de vue et les apports "extérieurs” ont été
déterminants. Quatre aspects principaux, se situant 3 des niveaux différents,
se dégagent de ce processus. La composante du "linéaire”, dont l'étude des
équations linéaires a ¢€té le nerf, mais qui a fait intervenir de nombreux
autres domaines: courbes algébriques, théorie des déterminants, formes
quadratiques, transformations linéaires, matrices. La composante formée par
la géométrie analytique, transition vers le calcul vectoriel et 1'abord des
espaces R®. Le calcul vectoriel, issu de la géométrie et effort pour s'en
dégager en la formalisant. L'étape, enfin, de 1'algébre linéaire proprement

dite, d'abord dans le cadre des espaces RP', le langage algébrique permettant
dans un premier temps de se débarasser des déterminants, puis dans le
cadre axiomatique, qui ne se diffusera au-dela des précurseurs, surtout
influencés par lalgébrisation de la fin du 19° siecle, que lorsque 1Ia
problématique de la dimension infinie I'imposera en analyse.

Jean-Luc Dorier met clairement en valeur a4 quel point certains
concepts centraux ont eu du mal & se dégager: notion de vecteur en
géométrie, notion de rang, d'abord de systemes d'équations avant de I'étre
pour des vecteurs. Il montre aussi clairement a quel point la "généralisation”
en ceuvre dans l'algébre linéaire a eu des causes variées, internes et externes
au niveau des problémes, mais aussi des causes tenant & de nouvelles
préoccupations, relevant de tendances historiques dans le développement

des mathématiques: structures algébriques, soucis d’exposition,...

Enfin, il faut constater que l'algebre linéaire "pure” sur R ou € en
dimension finie est une discipline qui n'est plus guére active du point de vue
de la recherche, sauf dans le domaine des opérateurs, c'est a dire des
matrices. Mais c'est un outil extrémement puissant de "modélisation” interne
aux mathématiques: on formule de nombreux problémes de divers domaines
des mathématiques dans le cadre de l'algébre linéaire, et les résuitats de
celle-ci permettent alors des résolutions rapides et €légantes. C'est l'aspect
"langage universel” de l'algebre linéaire qui apparait ici important, mais c'est
aussi de ce fait un aspect caché: on oublie qu'une langue doit s'apprendre
avant que son usage devienne “naturel” (c'est un phénoméne analogue de
"naturalisation” qui a lieu en physique avec la "mise en équation”, qui
apparait si naturelle aux physiciens qu'ils n'imaginent pas qu'elle ne le soit
pas pour les étudiants).



2/ Les grands types de problémes en algébre linéaire en
premiére année d'université

Ce sont les problémes que nous essayons de valoriser tout au long de
l'enseignement, et pour lesquels nous essayons de dégager des méthodes.
Certains d'entre-eux pourraient motiver l'introduction de certains concepts.

@ Des problémes internes (mais pouvant se poser dans des contextes
extérieurs a l'algébre linéaire, celle-ci servant de modeéle dans lequel les
problémes ont été traduits), que nous énumérons dans le désordre:
v, déterminer le rang d'une famille de vecteurs ou d'équations,
savoir si elle est génératrice;
vy, déterminer la dimension d'espaces vectoriels;
~s décrire un sous-espace par des équations ou par des générateurs
et des parametres;
~m, trouver une base d'un espace vectoriel;
~s  déterminer des éléments caractéristiques d'une application
linéaire: rang, noyau, image;
~», déterminer la matrice d'une application linéaire;
~, inverser une matrice...
@ Des problémes externes, ot I'on modélise dans I'algébre linéaire des
problémes posés dans d'autres domaines mathématiques:
v résoudre I'équation T(x)=y dans des domaines variés, ou il
faudra chaque fois, dans la modélisation linéaire, préciser les
espaces, l'application linéaire T, ce qu'est y...
~ws  choisir des bases bien adaptées 3 la modélisation linéaire puis a
I'étude d'un probléeme.

3/ Les questions pour lesquelles il y a de méthodes

Nos choix globaux d'enseignement en premier cycle universitaire
nous aménent 2 développer chaque fois que c'est possible et utile des
enseignements de méthodes (cf [14], [15], [21]). En ce qui concerne l'algebre
linéaire, nous pensons que des méthodes existent effectivement, mais il n'a
pas été simple de pouvoir les analyser et les rassembler sous une forme
peut-étre enseignable. Il est certainement trop t6t pour affirmer qu'un
enseignement de méthodes en algdbre linéaire est possible et induit un
meilleur apprentissage de celle-ci.

Voici quelques points pour lesquels il nous semble en tout cas que
peuvent se dégager effectivement des méthodes (voir annexe 1).

(a) Trouver des égalités ou des inclusions entre sous-espaces;

(b) prouver l'indépendance linéaire ou trouver le rang (selon la
nature des vecteurs sur lesquels on travaille;



(¢) passer des équations d'un sous-espace i une représentation
paramétrique et inversement;

(d) trouver la matrice d'une application linéaire;

(¢) effectuer un changement de base;

(f) trouver l'image et le noyau d'une application linéaire;

(g) modéliser linéairement une situation ou un probleme
mathématique;

B. Les idées centrales qui guident nos choix de transposition

Nous avons choisi de mettre en évidence 5 idées centrales dans
l'algébre linéaire, telle qu'elle fonctionne en premitre année d'université. Le
choix de mettre ces idées au centre de l'enseignement ne reléve pas
seulement de l'analyse du développement de l'algebre lindaire et de son
fonctionnement actuel. Nous prenons aussi en compte la nécessité d'une
problématisation du domaine, méme artificielle, la liaison avec les autres
mathématiques enseignées, le besoin de construire certains préliminaires, en
particulier "l'envie algébrique” de généraliser et de mettre en forme... Bref, il
s'agit d'une transposition de l'algdbre linéaire dont les ressorts sont autant
didactiques qu'épistémologiques. Nous présenterons plus loin les problémes
didactiques que pose cette transposition.

2 1 Une technique de base: la méthode de Gauss d'élimination.
Pour résoudre des équations, trouver le nombre d'équations
minimum pour définir un sous-espace, déterminer le rang d'une
famille de vecteurs, identifier I'image d'une application linéaire, son
noyau, ...

i 2 Un concept central: le rang, sous divers aspects:
rang d'un systéme d'équations;
rang d'une famille de vecteurs;
rang d'un tableau rectangulaire;
rang d'une application linéaire.
Avec ce concept, fonctionnent en méme temps:
I'indépendance linéaire;
la notion de sous-espace engendré;
la notion de base;
la notion de dimension.




i 3 Un double point de vue: équations et paramétrage.

Deux maniéres de définir un sous-espace de dimension k dans un
espace de dimension n: par n-k équations indépendantes, ou
engendré par k vecteurs indépendants au moyen de k parameétres.

t 4 Un modele central de problématique: I'équation T(x)=y.

Un grand nombre des problémes internes & l'algébre linéaire et de
ceux qui concernent les applications de l'algébre linéaire peuvent se
mettre sous cette forme, l'application T : E — F étant linéaire.

i 5 Une préoccupation constante: choisir des bases adaptées a
Ia résolution des problémes qu'on étudie, en particulier quand on
se propose de modéliser linéairement un probléme issu d'autres
domaines des mathématiques.

C. Relations avec les autres mathématiques du DEUG

Cet aspect intervient de facon fondamentale, d'une part dans le
fonctionnement actuel de l'algébre linéaire: cadre dans lequel il est "naturel”
et "simple” d'exprimer beaucoup de problémes; d'autre part dans les ressorts
du développement historique de ['algébre linéaire, et donc dans une
éventuelle possibilité de problématisation des concepts pour l'enseignement.

1/ La géométrie des droites et plans dans ['espace et
la géométrie cartésienne

On pent a ce propos distinguer plusieurs aspects, qui peuvent jouer
selon les cas dans un sens ou dans l'autre dans les changements de cadre.

(a) fournir un support géométrique et (peut-étre) intuitif a certains
concepts de l'algébre linéaire et au langage vectoriel (cf a ce sujet [13]);

(b) interpréter des équations linéaires, en permettant une
conservation du sens dans la manipulation calculatoire;

(¢) donner un statut géométrique 2 la pratique de ['élimination et a
la dualité de représentation: équations/paramétrage;

(d) donner des moyens puissants pour résoudre certains problemes
géométriques par l'intermédiaire de l'utilisation de la structure vectorielle
des équations de certains objets (plans, cercles ou sphéres, coniques); avec
une difficulté: I'objet géométrique est une classe d'équations, c'est a dire un
élément du projectif associé...C'est un peu difficile en premiére année...
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2/ Les liens conceptuels entre les équations linéaires et Iles
autres mathématiques sont peu visibles au niveau du DEUG,
mais le lien technique est important

En effet, les courbes algébriques et les formes quadratiques, avec le
rdle qu'y jouent les "substitutions" linéaires, ne sont pas du niveau du DEUG
premiere année. Il est a priori tentant, par exemple, de vouloir utiliser le
"paradoxe de Cramer" dans le cadre de la problématisation des notions
d'indépendance linéaire et de rang, mais cela se révélerait sans doute trop
difficile, et nécessiterait vraisemblablement de trop grands préliminaires.
Disons que la question est ouverte... Mais c'est clair que toute "application” de
l'algébre linéaire meéne rapidement a des équations, et il faut donc en
dominer la technique.

3/ Les polyndmes

Il 'y a 13, évidemment, un champ privilégié pour les notions de
dimensions et de base, & condition de ne pas se limiter aux bases naturelles,
qui rendent souvent inutile, au contraire, le recours a l'algébre linéaire; c'est
donc la recherche de bases privilégiées pour certains problémes qui doit
jouer un grand rdle dans les rapports de l'algébre linéaire avec les
polynémes. Et on peut développer une "théorie linéaire" des polyndmes.
Reste que l'application de l'algébre linéaire aux polyndmes est souvent
insatisfaisante, En effet, si on obtient facilement des résultats d'existence et
d'unicité, la recherche pratique oblige souvent a utiliser des algorithmes dont
les concepts d'algebre linéaire ont disparu (c'est le cas par exemple pour la
décomposition des fractions rationnelles, ou les divisions de polyndmes).

4 / Suites, équations différentielles ou fonctionnelles

Les liens de ces domaines avec 1'algébre linéaire, s'il sont naturels pour
un mathématicien, demandent un saut qualitatif important pour les
étudiants, un changement de niveau dans les conceptions: accepter de
considérer une suite ou une fonction comme un "vecteur" d'un espace, ce qui
demande d'avoir assimilé l'idée de la suite et de la fonction 2 la fois comme
"globalité" et comme élément d'un ensemble. Si ce pas est franchi, alors il
s'agit d'un domaine ol la "modélisation linéaire” des problémes trouve un
champ quasi illimité, méme au niveau d'une premidre année d'université.

D. Les connaissances préliminaires
On trouvera dans [3] une étude didactique des corrélations entre la

présence ou l'absence de diverses connaissances et la réussite en algebre
linéaire, et dans [12] une analyse des erreurs fréquentes. Une bréve
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synthése se trouve dams [17]. II se dégage de ces travaux la nécessité, pour
apprendre 1'algébre linéaire, de certains préliminaires ou de certaines
connaissances éventuellement utiles 4 enseigner en méme temps que
P'algébre linéaire, mais certainement plus particuliérement dés le début. Ces
prérequis ne se placent d'ailleurs pas sur le méme plan.

1/ Une <compréhension des enjeux de vérité en
mathématiques et une certaine pratique de la logique élémentaire
et du Iangage ensembliste semblent des préliminaires nécessaires

Il faut comprendre de quoi on parle, garder le contrdle du sens pour
des assertions qui ne vont pas étre immédiatement "concrétes”, et étre
capable de faire des raisonnements assez délicats. On constate par exemple
que limplication et 1'équivalence soulévent des difficultés, particuliérement
en algeébre, si on ne les distingue pas; ainsi, une démonstration
d'indépendance se conclut assez souvent par "si les a; sont nuls, on a montré
que a;u; +...... + ayu, = 0, donc les u; sont indépendants”! D'autre part, de gros
probléemes apparaissent avec les quantificateurs; par exemple, si on demande
dans un probléme A quelles conditions sur le paramétre t l'espace lin{e, e,,
e3} contient l'espace lin{u(t), v(t)}, la question risque d'étre traduite en:
chercher t pour que V x,y 3ab,c vérifiant xu(t) + yv(t) = ae; + bey + cej...... 11
est clair qu'il faut alors dominer les quantificateurs pour s'en sortir!

Parmi les activités fréquentes en algeébre linéaire on trouve:
'identification de sous-espaces, la preuve d'inclusions, [1'utilisation
d'intersections... Il faut ausi savoir interpréter en termes d'injection, de
surjection, la résolubilité ou le nombre de solutions d'équations f(x)=y. On
utilise en permanence une notion générale d'application, déconnectée de tout
support numérique ou graphique. Tout ceci demande une certaine familiarité
avec les idées et les méthodes de la théorie ensembliste élémentaire. Il y a
un passage obligé par le formalisme, qui intervient d'ailleurs aussi dans
I'aspect suivant.

2/ Une acceptation (au moins) de la "démarche" algébrique
et axiomatique

Accepter de raisonner avec des symboles sans support immédiat,
considérer comme des "Etres" individuels des objets mathématiques riches,
manier des lois de composition simples, accepter qu'un détour formel puisse
amener 2 une simplification ultérieure et augmente les champs d'application,
que généraliser n'est pas un exercice gratuit... Tout ceci reléve de ce qu'on
peut appeler la démarche algébrique et axiomatique, et semble déterminant
en algebre linéaire, ne serait-ce que pour en accepter la régle du jeu. Reste

que le probléeme reléve sans doute autant, sinon plus, d'une approche
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métamathématique de !l'enjeu des mathématiques que de connaissances
précises en algebre.

3/ Une pratique de la géométrie dans l'espace et de la
géométrie cartésienne

I1 n'y a pas sur ce point, contrairement aux précédents, d'études
précises. Mais il y a un fort consensus des personnes qui ont réfléchi a la
question, et nous l'adoptons comme hypothése (voir [13]).

Ces connaissances géométriques vont €tre un support important pour le
langage et le sens en algébre linéaire. Il semble d'ailleurs qu'on puisse les
enseigner en méme temps que les débuts de Il'algébre linéaire. On peut
rajouter a cet aspect des choses le fait qu'une pratique du "dessin
symbolique" dans l'espace pour représenter des situations générales de
I'algébre linéaire semble utile, et demande sans doute un apprentissage
particulier parallele a celui de l'algébre linéaire.

III. Les probléemes didactiques qui se posent a priori

Ils dépendent des choix relatifs a la stratégie d'enseignement et aux
objectifs d'apprentissage. Nous y reviendront plus loin. Disons, pour l'instant,
que les objectifs vont s'articuler autour des problémes présentés en II. A. 2/
et des choix faits dans la transposition. La stratégie sera centrée sur deux
idées: Il'utilisation duo métamathématique pour faire prendre conscience de la
simplification et de l'unification apporiées par l'algebre linéaire et de son
utilité comme cadre de modélisation intra-mathématique; et l'organisation de
la confluence de divers aspects et de diverses interventions de l'algeébre
linéaire. Les choix présentés dans les parties IV et V sont une tentative de
réponse & ces problemes.

A. L'organisation des situations d'apprentissages des
concepts de 1'algébre linéaire

1/ L'absence de situations fondamentales

Dans sa thése, J.-IL.. Dorier étudie les conséquences possibles de
I'analyse historique et épistémologique de I'algebre linéaire sur son
enseignement. Il montre bien, 3 ce propos, comme l'avaient déja supposé
A_Robert et J.Robinet, les limites de l'approche de l'enseignement de l'algébre
linéaire uniquement en terme de “situations fondamentales”, mé€me si elles
se placent dans l'optique de la dialectique outil/objet et des jeux de cadres.
Il cite d'ailleurs une séquence didactique (la suite de Fibonacci ou des
variantes) testée par plusieurs personnes, mais sans effet notable sur l'accés
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aux concepts de l'algébre linéaire. Plus généralement, il se demande
comment envisager l'enseignement de concepts qui ne sont pas
"naturellement” outils avant d'étre objets. L'analyse épistémologique et
historique faite I'améne A considérer que tel est le cas des concepts de
l'algébre linéaire, qui apparaissent comme beaucoup plus unificateurs et
généralisateurs qu'outils indispensables pour résoudre des problémes qu'on
peut résoudre plus "naturellement" et avec plus "d'économie de concepts”
autrement (méme si c'est parfois plus laborieux), en particulier au niveau du
DEUG A premigre année.

Il y a 12 un contraste frappant avec divers secteurs de l'analyse, ou des
situations fondamentales et de plus non artificielles existent: qu'on pense par
exemple A l'intégrale de Riemann (cf. [7]).

2/ Comment se servir alors, 3 la place, du rapprochement de
divers problémes, de divers cadres, de divers point de vue, telle
qu'on le voit dans 1'histoire ?

Il nous semble en effet que c'est un aspect important de Il'algébre
linéaire que ce phénoméne de rapprochement, et qu'une ingénierie doit
pouvoir l'utiliser efficacement, quitte a Faccentuer artificiellement. Citons
par exemple:

* sur la notion de base, on peut confronter: la géométrie dans I'espace,
I'étude des polyndmes, 1'étude de suites, la détermination des carrés
magiques, la résolution des équations différentielles linéaires du second
ordre a coefficients constants...

* sur les notions d'indépendance linéaire, de rang et de dimension, on peut
faire confluer: la résolution des équations linéaires, avec description de
I'espace des solutions et de celui des conditions de résolution; le fait que si
une équation de plus rajoutée 2 un systéme linéaire ne modifie pas
I'ensemble des solutions, elle est combinaison linéaire des équations
originales; I'étude des faisceaux de plans en dimension 3, avec visualisation
éventuelle de la méthode du pivot sur micro-ordinateur; 1'étude des courbes
et surfaces simples en dimension 3, avec le double aspect: nombre
d'équations et nombre de paramétres, avec la technique de I'élimination
pour passer de l'un 2 l'autre, et le rapport avec la dimension de l'espace
tangent; un peu plus tard, l'étude des applications linéaires apportera un
autre éclairage sur ces notions...

* pour les concepts d'image et noyau d'une application linéaire, on peut
rapprocher: une approche géométrique, en particulier les projections (mais
gare 4 l'effet pervers de la somme directe!); une approche calculatoire, en
termes d'équations; une approche par les matrices; une approche avec des
équations différentielles ou fonctionnelles ou dans le cadre des polyndmes...

De fagon générale, organiser la convergence de diverses connaissances
déja acquises autour d'un concept de l'algébre linéaire va demander une



i4

relecture simultanées de ces connaissances: est-ce supportable et efficace s'il
ne s'agit que du discours du maitre ? Sinon, quels problémes, quelles
situations créer susceptibles de coafier aux étudiants une partie, cruciale
pour l'acquisition du sens, de ce travail de "comparaison” ?

De plus, il n'est pas clair du point jusqu'ot il faut créer des savoirs
linéaires "locaux". L'approche par confluence semble imposer de telles
créations, puisqu'il faut bien faire confluer quelque chose. Par exemple:
développer l'approche linéaire des droites et plans de l'espace (faisceaux),

tout savoir sur les sous-espaces de RM définis par des équations linéaires,
rassembler de nombreuses connaissances sur les polyndmes s'exprimant
linéairement... Mais ne se trouvera-t-on pas alors devant un saut conceptuel
aussi difficile que si on avait enseigné directement les concepts
correspondant de fagon abstraite et "parachutée” ? La question était déja
posée dans [3], et notre expérience ne permet pas encore, me semble-t-il, de
trancher. De plus le déroulement du temps va limiter nécessairement le
nombre et la profondeur de ces savoirs locaux.

B. Comment utiliser le levier métamathématique ?

On trouvera dans [21] les raisons d'utiliser un tel levier, en particulier
pour les théories ou les concepts qui ne sont pas, au niveau ol on se place,
outils avant d'étre objet.

1/ Comment développer et utiliser la pratique de Ia
modélisation linéaire dans les mathématiques ?

L'efficacité de la modélisation linéaire peut en effet étre un levier
intéressant pour saisir les enjeux de l'algébre linéaire. Mais cela demande
d'élaborer des situations de modélisation particuliérement aptes a mettre en
valeur ce point. J.-L. Dorier a bien montré dans [3] que les probléemes
traditionnels d'algébre linéaire, méme quand ils prétendent se placer dans
cette perspective, n'atteignent pas leur but parce qu'ils ne laissent pas le
travail de modélisation 4 la charge de I'étudiant, et passent sous silence le
fait que c'est l'une des tiches importantes en algébre linéaire. I1 semble quiil
y ait lieu de dire explicitement quel est l'enjeu de connaissance, c'est a dire
d'utiliser le levier métamathématique. Il y a ainsi lieu d'organiser les
situations de nature métamathématique, de fagon que les enjeux et
I'économie soient des ressorts de I'apprentissage.

Mais d'autres difficultés interviennent. Parfois, les concepts d'autres
secteurs ont été étudiés antérieurement dans un cadre si restreint que les
regarder avec un point de vue algébrique étonne violemment les étudiants,
est une rupture brutale avec tout un mode antérieur de fonctionnement;
c'est semble-t-il le cas pour les fonctions numériques, voir [1] et
I'exclamation spontanée d'un étudiant lillois "pour nous, une fonction, c'est
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pas un vecteur!”. Cet aspect peut étre renforcé quand les objets
mathématiques étudiés sont déja assez complexes: y rajouter de 1'algébre
linéaire ne fait que rebuter encore plus les étudiants, ou bien la complexité
cache la simplification qu'apporterait l'algébre linéaire (cf [12]).

On retrouve aussi le fait qu'utiliser une structure algébrique, c'est ne
considérer qu'une facette des objets mathématiques étudiés, donc c'est 2 la
fois perdre de l'information et comprendre en profondeur les raisons d'une
démonstration ou les ressorts d'une méthode: on ne se sert que de telle
propriété, donc on peut axiomatiser ainsi.

2/ Peut-on meotiver I'apprentissage de 1'algébre linéaire par
des situations mettant en évidence ['intérét de la simplification
qu'apporte le recours au général ?

Il s'agit bien sir du c6té axiomatique de I'algébre linéaire, mais aussi
de l'avantage du cadre de modélisation qu'elle propose. On peut approcher
cet aspect par d'autres domaines des mathématiques: algébre, évidemment
(en théorie des groupes par exemple); mais aussi en analyse (donner un nom
a un “"groupement” dans l'expression définissant une fonction, une suite, et
n'en retenir ainsi qu'un aspect utile au probléme en jeu, par exemple).

Quels types de situations construire, susceptibles d'un traitement
métamathématique, pour faire saisir les enjeux de l'algébre linéaire ? J.-L.
Dorier en présente quelques unes dans sa thése (I'axiomatique, le choix d'un
repere), mais il y a encore fort a faire.

3/ Quel enseignement de méthodes faire en algdbre linéaire ?

Le probleme de cerner ce qui ressort de l'approche méthodique dans
cette discipline n'est déja pas simple, et la difficulté est accentuée par le
double aspect de Il'algébre linéaire: théorie pour elle-méme/cadre de
modélisation intra-mathématique. Quand i savoir comment enseigner des
méthodes, 2 quel moment, 4 I'occasion de quelles situations, il est loin d'étre
certain que nous ayons les réponses (mais il est vrai que c'est souvent le cas
pour l'enseignement de méthodes, cf [14], [15], [21]).

4/ Faut-il, et si oui comment, apprendre 2 utiliser des dessins
symboliques en algébre linéaire ?

Spontanément, beaucoup de mathématiciens utilisent des dessins pour
tester une affirmation, contrdler un résultat, se donner des idées dans la
recherche d'un probleéme. C'est trés difficile en algebre linéaire pour les
étudiants, 4 qui on n'a absolument pas appris 2 se servir de dessins en
dehors du cadre de la géométrie pure ou des graphes de fonctions. Or,
quand on dessine sur une feuille deux sous-espaces vectoriels et trois
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vecteurs, ce n'est absolument pas "figuratif’, on perd volontairement de
I'information (sur les dimensions, par exemple), et il faut savoir laquelle il
est pertinent de garder compte tenu du probléme étudié. Il est fréquent
que les cours, y compris d'algébre linéaire abstraite, utilisent beaucoup de
dessins auv tableau, mais quel sens cela a-t-il pour nos é€tudiants, si on ne
parle jamais de ces problemes de choix de l'information & perdre, si on ne
les fait pas travailler explicitement sur la question de la représentation
graphique symbolique, sur ses regles, ses difficultés et ses avantages ? On
peut ainsi se demander s'il peut étre utile de faire un enseignement ayant
pour objectif de familiariser les étudiants avec la pratique du dessin "non
figuratif” en algebre linéaire. Mais comment enseigner ce genre de choses ?
Quelles situations créer, quels enjeux faire intervenir ? Y a-t-il des dessins
canoniques auxquels se réferer ? L'utilité des dessins symboliques est-elle
assez grande pour y faire s'investir explicitement les étudiants ?

IV, LLes objectifs généraux d'apprentissage

Nous les avons évoqués trés sommairement plus haut, revenons-y avec
plus de détails. Que voulons-nous, dans I'enseignement que nous
présentons, que les étudiants "sachent” aprés un an d'algébre linéaire ? II
est classique de distinguer, en cette matiére, entre connaissances
disponibles (auxquelles les étudiants doivent spontanément penser devant
un probléme) et connaissances mobilisables (qu'il doit étre possible
d'utiliser si on indique qu'il faut y avoir recours).

Quels sont les critéres de choix pour répartir entre ces deux types de
connaisances les objectifs du cours d'algébre linéaire ? A vrai dire, nous
avons du mal a les déterminer. Entre deux poéles assez clairs, nos choix
restent assez pragmatiques, et d'autres que ceux que nous Pproposons sont
sans doute aussi légitimes.

A. Connaissances techniques disponibles

Il est assez clair que l'algébre lindaire demande d'avoir & sa disposition
des connaissances techniques auxquelles il faut pouvoir faire appel de
maniére spontanée. Elles sont d'ailleurs peu nombreuses, et peuvent
souvent se mettre en ceuvre au moyen de la méthode de Gauss. Il s'agit de:
1/ la résolution d'un systtme d'équations linéaires par la méthode de
Gauss, avec interprétation en terme de "nombre” de solutions;

2/ la détermination du rang d'un systéme de vecteurs donnés par la
matrice de leurs coordonnées;

3/ quelques résultats classiques sur des critéres d'indépendance de
vecteurs de certains espaces particuliers {polyndémes et degré, etc...);

4/ la détermination de la matrice d'une application linéaire.
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5/ la pratique du changement de bases;

6/ la pratique des opérations usuelles sur les matrices, en particulier le
produit de deux matrices;

7/ Iinversion d'une matrice carrée par résolution du systéme associé;

Si ces activités sont de nature technique, il faut bien voir que certaines
demandent des connaissances conceptuelles pour y étre a4 l'aise, et en
particulier pour disposer de moyens de vérification et de contréle. Clest en
particulier le cas pour les activités 2, 4 et 5.

B. Les concepts, questionnements internes a l'algébre
linéaire et méthodes que nous voulons rendre disponibles

1/ La capacité de se demander si un ensemble auquel on s'intéresse
est un sous-espace d'un espace vectoriel, et la capacité de le vérifier, par la
stabilité par les deux lois de composition de base, doivent pouvoir étre des
démarches autonomes chez les étudiants.

2 / La notion de rang est pour nous centrale; elle doit &tre disponible.
En particulier, on doit pouvoir l'invoquer spontanément devant une situation
ol le nombre minimum d'équations utiles, ou bien le nombre de vecteurs ou
de paramétres utiles, est inconnu: c'est le "bon" cadre pour se poser cette
question, A laquelle nous voulons que les étudiants pensent seuls.

Bien sir, les notions de dimension et de base vont de pair avec le
concept de rang, et ces notions doivent étre disponibles {on doit y penser
spontanément) devant tout probléme de détermination d'un sous-espace
vectoriel; la premiere question a se poser est: quelle est sa dimension ? Puis-

je en trouver une bonne base ?

3/ Dans le méme registre de détermination de sous-espaces vectoriels,
nous souhaitons rendre disponible la dualité de définition
équations/paramétrage, avec la relation entre le nombre minimum
d'équations et le nombre minimum de paramétres, et le moyen de passer
d'une rteprésentation a une autre; il est souhaitable que soient disponibles,
avec cette notion, quelques images mentales, par exemple empruntées a la
géométrie en dimension 3. Et nous souhaitons que le questionnement
méthodologique "Quelle est la représentation que j'ai intérét a prendre 7" soit
disponible.

4/ Le concept de linéarité, c'est a dire d'application linéaire, doit lui
aussi étre disponible, étant entendu, et on y reviendra, que le plus utile sera
de reconnaitre spontanément le caractére linéaire d'une application définie a
I'occasion de I1'étude d'un auntre domaine des mathématiques. En fait, il est
nécessaire que le questionnement "j'ai 12 une application; et si elle était
linéaire ?" soit spontané, renvoyant au constat qu'on sait résoudre beaucoup
de problémes dans le cadre linéaire et bien peu en dehors !
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5/ Les concepts de noyau et d'image d'une application linéaire
doivent évidemment étre spontanément utilisables, en particulier pour
réinterpréter la surjectivité et I'injectivité, et pour traduire l'équation T(x)=y
ou un systtme d'équations numériques linéaires. Avec ces concepts, doivent
dtre aussi disponibles les deux méthodes (paramétrique-vectorielle ou avec
des équations) pour déterminer effectivement noyau et image d'une
application donnée par une matrice. Et il faut bien sir connaitre le lien entre
les dimensions du noyau et de I'image d'une application linéaire.

6 / Un certain nombre des méthodes que nous pensons pouvoir
dégager et enseigner en algdbre linéaire doivent &tre disponibles, dans la
mesure ou elles donnent accés au démarrage sur de nombreux problémes. En
particulier, nous semblent relever de ce caractére de disponibilité: le jeu
entre les points de vue global, semi-global ou ponctuel pour les problemes
d'inclusions et égalité de sous-espaces; la dualité de méthode pour
déterminer la matrice d'une application; la dualité paramétrique/€quations 2a
I'euvre dans plusieurs problémes: changement de base, détermination de
sous-espaces, en particulier du noyau et de l'image d'une application.

C. Les notions internes a [I'algébre linéaire que mnous
voulons rendre meobilisables a la demande

i/ La notion de somme directe et de projections associées doit
pouvoir étre utilisée par les étudiants si on le demande, mais nous
n'attendons pas qu'ils pensent spontanément a y faire appel dans un
probléme, car y penser exige en fait d'avoir déja prévu un supplémentaire,
c'est 4 dire de compléter de fagon pertinente la base d'un sous-espace déja
donné.

2/ Certaines méthodes Tabstraites” dans la recherche de
l'indépendance de vecteurs doivent pouvoir €tre utilisées si on le demande,
mais il parait peu réaliste d'exiger des étudiants qu'ils y pensent seuls
(utiliser une application linéaire convenable, par exemple...).

3/ L'axiomatique précise des espaces vectoriels est pour nous
relativement secondaire, mais il faut é&tre capable de vérifier qu'une
structure sur un ensemble, qui n'est pas naturellement héritée d'un espace
vectoriel plus grand, est une structure vectorielle, si on le demande (ce qui
est somme toute assez rare...). Ceci ne veut pas dire que nous sous-estimons
l'importance de la compréhension métamathématique de la démarche
algébrique et axiomatique, mais nous préférons la développer a propos du
rdle de modélisation interne aux mathématiques de l'algébre lin€aire.

4/ L'utilisation de l'équivalence entre l'injectivité et la surjectivité
d'une application en dimension n doit pouvoir étre utilisée si on le suggere.
Mais nous n'avons pour l'instant pas mis au point de situation permettant
suffisamment aux étudiants l'appropriation de ce principe trés utile. Il ne
faut donc pas attendre une démarche autonome des €tudiants en cette
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matiére dans 1'état actuel de l'ingénierie. Mais le probléme reste ouvert de
savoir s'il n'y a pas 1i un effort particulier & faire. Par ailleurs, ce point
réapparait dans les problémes de modélisation, comme on le verra plus loin.

D. Des méthodes et questionnements mobilisables pour
l'utilisation de I'algébre linéaire comme cadre de modélisation
intra-mathématique

Il nous parait difficile dans ce domaine d'exiger des connaissances
disponibles, dans la mesure ou il s'agit plus d'état d'esprit et de méthodes
assez générales que de connaissances sous forme d'énoncés précis. En fait,
nous nous limitons 3 ce qu'un certain nombre de situations types
soient suffisamment connues par les étudiants pour qu'ils y pensent
lorsqu'on leur demandera explicitement de modéliser dans l'algebre linéaire
un probléme d'un autre domaine, et qu'ils soient alors capables de se poser
les mémes questions et de travailler "de fagon analogue”. Nous ne savons
guere faire mieux actuellement, et il n'est méme pas slir que nous soyons
arrivés 2 obtenir ce type d'apprentissage. Mais ce n'est que trés récemment
qu'il nous a paru possible de faire jouer un 1éle a cet aspect de l'algébre
linéaire dans l'enseignement de celle-ci.

1/  La recherche de bases adaptées a un type de probléme nous parait
une stratégie efficace, qui trouve son application aussi bien en géométrie que
dans des problémes sur les polynémes ou les fractions rationnelles, domaines
dans lesquels nous choisirons certaines situations typiques qui seront
particulierement étudiées (cf annexe 1). Cette stratégie aura em deuxieme
année d'autres champs d'application avec la diagonalisation, la réduction de
Jordan, les formes quadratiques, les systémes d'équations différentielles
linéaires.

2/  La modélisation de problémes sous la forme T(x)=y est au cceur de
bien des questions d'analyse, dés la premiére année d'université. Une telle
activité de modélisation demande une capacité disponible: savoir se poser la
question du caractére linéaire d'une situation par rapport & une variable qui
est une fonction f, et savoir reconnaitre si elle est linéaire( l'inconnue f
n'apparait qu'au premier degré, les termes qui en dépendent résultent
d'opérations linéaires: dérivation, intégration, valeur en un point,...). Il faut
aussi savoir distinguer la partie affine qui ne dépend pas de f (ce sera le
"second membre" y). Le plus difficile est alors d'identifier les espaces
vectoriels a introduire et l'application T, et c'est pour cette étape que
I'analogie avec des exemples types peut se révéler efficace. Nous étudierons
donc de fagon plus approfondie quelques situations de référence: équations
différentielles, suites récurrentes linéaires...

3/ Nous introduisons alors une idée générale, et nécessairement un
peu vague, de méthode de "variation de la constante”, vue sur des cas types:
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suites récurrentes lineaires, équations différentielles. Il est entendu qu'il
faut fabriquer une telle méthode concréte pour chaque probléme modélisé
par T(x)=y, afin de déterminer une solution particuliere f; a partir de
laquelle les solutions s'écriront ker(T)+f,.

4/ Nous insistons enfin sur l'outil puissant que constitue
I'équivalence entre injectivité et surjectivité en dimension finie pour
ramener des problémes d'existence (souvent difficiles) 4 des problemes
d'unicité (souvent plus faciles), toujours en mettant en évidence un ou deux
cas types (décomposition des fractions rationnelles, équation fonctionnelle),
et en espérant simplement qu'alors un appel 4 cette méthode permettra de
la mobiliser et d'imiter la démarche utilisée dans ces cas types.

E. Ce a quoi nous renongons em premiére année

Nous avons choisi de renoncer totalement, en premiére année, a
la notion de déterminant. Outre le probléme du temps, nous pensons que
l'introduction de cette notion incite trop les étudiants & se lancer dans des
exercices stériles de virtuosité calculatoire, au moment ol la compréhension
des concepts de base devrait étre encore prioritaire. L'utilisation pratique
des déterminants est par ailleurs illusoire en terme de calculs numériques: il
n'est par exemple guére possible d'inverser une matrice en calculant des
déterminants, sauf probléme ad hoc. L'utilisation des déterminants reléve en
fait de considérations théoriques: algébre multilinéaire; mesures de surfaces
ou de volumes en géométrie; valeurs propres, surtout utiles pour les formes
quadratiques, les opérateurs, les systémes linéaires d'équations
différentielles; résultant de deux polyndmes. Ces domaines d'intervention ne
sont pas au programme de la premiére année. Nous renoncons donc aussi
aux notions de valeurs et vecteurs propres.

Enfin, nous renoncons aussi a parler formellement de dualité
en premiére année. Nous insistons beaucoup sur la"double représentation”
des sous-espaces par équations ou paramétrage, et cela nous semble
suffisant, tout en préparant le terrain pour des développements ultérieurs:
formes linéaires, dual, base duale, polarité.

V. Les choix et I'organisation globale

A, Les choix globaux

Nous les mettrons en évidence a quatre niveaux différents. Celui de
I'organisation des connaissances et des activités regroupe les paragraphes
suivants, de 1 a 6. L'enseignement de méthodes est un autre aspect
(paragraphe7). Les modes de travail des é&tudiants sont évoqués aux
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paragraphes 8 et 9. Enfin des principes concernant ['évaluation sont signalés
en 10.

1/ Développer des préliminaires en méme temps que le
début de I'algébre linéaire

Nous procédons ainsi pour la géométrie dans l'espace, le raisonnement
mathématique et les éléments de langage de théorie des ensembles.

Le raisonnement donne lieu a une activité en amphi préalable a tout le
cours de mathématique: "le circuit €lectrique”, tel que M. Legrand l'a mis au
point (cf. [8]). Il s'agit d'un enseignement ol le sens du raisonnement
mathématique est dégagé, et pas seulement ses régles et conventions. Un
renforcement a lien ensuite en TD. La géométrie dans l'espace et les éléments
de théorie des ensembles sont développés a travers des activités en TD
seulement. Voir les annexes 2 et 3 pour la géométrie.

2/ Donner dés le premier cours la méthode de Gauss

Cela nous donne tout de suite un moyen puissant de résolution de
problémes tant en algebre qu'en géométrie du plan et de l'espace. De plus,
cela nous permet de situer ce qui va €tre pour nous la problématique de
base de ['algébre linéaire: la résolution des systémes d'équations
linéaires, dont nous voulons tirer les concepts de sous-espaces
vectoriels de R", de rang, de double représentation par équations
et par paramétrage. Les questions de base, dont nous tentons qu'elles
deviennent des questions pour les étudiants, et qui vont justifier
I'introduction des concepts de l'algébre linéaire, sont:

* ai-je trop d'équations, pas assez, juste ce qu'il faut ?

* combien de parameétres me faut-il pour décrire l'ensemble des
solutions de ce systtme ? et les seconds membres permettant de résoudre ?

3/ Faire un enseignement de géométrie cartésienne dans R3
centré sur le double aspect équations/paramétrage

Nous pensons en effet que ce double aspect est trop pauvre quand on
reste dans le linéaire pour en comprendre la généralité. Nous étudions donc
des courbes et des surfaces, quitte 2 faire saisir l'imperfection de cette
dualité si on ne se restreint pas au linéaire ( dans R3 la droite x2+y?=0 n'est
décrite que par un paramétre et par une €quation...non linéaire). Un atelier
(travail en petits groupes) est organisé sur l'appariement de formules
d'équations et/fou de paramétrages avec des dessins de courbes et de
surfaces. Voir annexe 4.

4/ Développer une théorie autonome des sous-espaces
vectoriels de ®R", en liaison avec les équations linéaires et la
géométrie dans R3.

"Autonome” signifie ici que la dualité nombre d'équations/dimension
sera développée sans le recours a la notion abstraite, axiomatique, des
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espaces vectoriels. Les équations servent de moteurs dans cette question: a
quoi ressemblent l'ensemble des solutions et celui des seconds membres
vérifiant les conditions de résolution ? La géométrie sert & soutenir
l'intuition, donner des images mentales et un vocabulaire,

5/ Utiliser des méthodes linéaires dans divers domaines
avant la notion générale d'espace vectoriel

C'est ce que nous avons appelé antérieurement des "savoirs linéaires
locaux". Ce sera le cas, par exemple, pour: les polyndmes, les suites
récurrentes linéaires, les équations différentielles linéaires.

6/ Apres l'introduction de l'axiomatique des espaces vectoriels,
développer fortement I'aspect "cadre de modélisation interne aux
mathématiques” de ['algébre Ilinéaire.

Cela se fait en reprenant les "domaines linéaires locaux” et en donnant
aux étudiants des problémes riches ou le contrat soit de modéliser dans
I'algeébre linéaire la situation proposée, en choisissant les caractéristiques de
la modélisation (choix d'une base, par exemple) pour obtenir le maximum de
simplicit¢ ou le maximum de généralité dans les types de probléemes qui
pourront ainsi étre résolus (cf annexe 5). Cela s'accompagne d'un discours
des enseignants sur les enjeux de la démarche algébrique et/ou
axiomatique de l'algébre linéaire, et sur son role de cadre de
modélisation.

7/ Donner des méthodes en algébre linéaire, et, quand cela
parait difficile, des situations de référence qui pourront servir de

modéles pour "faire pareil” {(en particulier pour la modélisation). Voir a ce
propos ce que nous avons écrit au § IV, B et D; voir aussi l'annexe 1.

8/  Utiliser un logiciel pour visualiser la méthode de Gauss et
acquérir une intuition géométrique de la combinaison linéaire d'équations et
de l'élimination d'une variable (cf. annexe 6).

9/ Faire travailler les étudiants en petits groupes (cf. [21])
sur des problémes riches et cruciaux pour certains aspects de l'algébre
linéaire (bases et carrés magiques, dualité équations/paramétrage; voir
annexes 4 et 7); procéder de fagon analogue pour ['initiation a la démarche
algébrique (éléments de théorie des groupes, voir annexe 8), ainsi que pour
l'utilisation de dessins symboliques en algebre linéaire (voir annexe 9).

10/ Evaluer de facon différente ce qui rteléve de la
technique et ce qui reléve des concepts: interrogations écrites apres
travail personnel d'entrainement sur des fiches d'exercices, pour tout ce qui
se traite directement par la méthode de Gauss, par exemple; examens
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partiels 4 problémes plus élaborés, avec si possible une modélisation dans
I'algébre linéaire d'un probléme externe, pour ce qui concerne les concepts.
Voir annexes 10 et 11 pour des exemples de ces deux types d'évaluation.

Il faut noter que cette dualité d'évaluation est développée sur
I'ensemble des mathématiques de la premiére année. 11 faut noter aussi que
les étudiants ont tous un mémoire a réaliser pendant l'année (par groupe de
3), et nous donnons un ou plusieurs sujets portant sur l'algebre linéaire ou
I'utilisant: mais, bien siir, cela ne pourra avoir d'effet que sur les étudiants
ayant choisi les sujets correspondants; aussi ne parlerons-nous pas ici de

cette pratique des mémoires (cf. [18], [21]).
B. Le déroulement dans le temps

Compte tenu de notre projet explicite d'enseignement de préliminaires
en début d'année, et d'organisation drapprochement de divers thémes et de
diverses activités vers certaines notions d'algébre linéaire, le déroulement
dans le temps va jouer un rdle important. Nous le précisons donc ci-dessous.
On peut distinguer trois étapes principales.

1/ Dans une premidre étape, nous essayons de fonder [1'algebre
linéaire dans ®R" autour de la notion de ramng, avec une double
problématique: la dualité géométrique nombre d'équations/nombre
de parameétres, d'une part; la description de 1'ensemble des solutions
et de l'ensemble des seconds membres vérifiant les conditions de
résolution pour un systéme d'équations linéaires, d'autre part.

Nous essayons de mettre en évidence un rapprochement de divers
point de vue et de diverses situations vers les notions d'indépendance
linéaire, de rang, de base, pour des sous-espaces de R".

Pour la démonstration des résultats fondamentaux, nous utilisons une
formulation abstraite, en évitant 1'usage des coordonnées; nous le justifions
par le recours 2 la démarche algébrique (a laquelle nous faisons réfléchir les
étudiants lors d'activitds sur des éléments de théorie des groupes a propos
de groupes concrets), et pour favoriser la transition vers la théorie abstraite
des espaces vectoriels.

On trouvera en annexe 12 la chronologie et la coordination des cours,
TD, ateliers, TP sur micro-ordinateur, devoirs a la maison et contrdles.

En ce qui concerne la confluence de divers domaines vers les notions
d'indépendance linéaire, de rang, de bases de sous-espaces de R", le schéma
suivant est explicitement proposé aux étudiants au moment de lintroduction
de ces concepts. Nous leur demandons de réfléchir plus particulierement aux
liens existant entre certains des thémes, activités ou questions qui figurent
dans ce schéma.
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conditions de résolution

2/ La deuxiéme étape est préparée dés la fin de la premiere par une assez
longue série d'ateliers sur les éléments de la théorie des groupes, qui a pour
but de montrer l'intérét de la démarche algébrique. Nous traitons dans cette
étape 1'algébre linéaire abstraite et son utilisation comme cadre de
modélisation interne aux mathématiques, en méme temps que nous
dégageons explicitement un certain nombre de méthodes pour les
types de problémes de 1'algébre linéaire et pour son utilisation.
Nous mettons a ce propos en évidence des situations types de
référence, soit dans le cours soit A I'occasion de devoirs: suites récurrentes
linéaires, polyndmes, équations différentielles linéaires, une €quation
fonctionnelle.... La coordination avec d'autres domaines mathématiques du
programme est, dans cette étape, essentielle. On en trouvera en annexe 13
une chronologie.

3/ La wroisiéme étape est plus technique et plus breve. Elle comporte
I'étude des matrices (en particulier de I'anneau des matrices carrées), les
techniques de changement de bases, et l'inversion des matrices carrées. Bien
sfir, 'outil "matrices”, introduit comme tel A propos des applications linéaires,
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est réinvesti, aprés avoir été étudié pour lui-méme, dans divers problemes,
en particulier d'autres domaines des mathématiques. Mais nous ne
cherchons absolument pas 2 faire des étudiants des virtuoses du calcul
matriciel, et c'est d'ailleurs 1'une des raisons pour laquelle nous
l'introduisons somme toute assez tardivement,

VI. Quelle évaluation ?

Il est évidemment impossible de présenter une évaluation de cet
enseignement de I'algébre linéaire du point de vue véritablement
intéressant: change-t-il l'apprentissage de cette matiere chez les €tudiants ?
sur quels points ? comment changent leurs performances sur les probleémes
du domaine ? Il y a a cela plusieurs raisons, assez classiques.

D'abord, 1'enseignement de la section était "expérimental" sur
de nombreux aspects, et il parait impossible de distinguer
l'influence d'un de ces aspects pris isolément. Par exemple, toute une
démarche plus géométrique que dans l'enseignement habituel de DEUG est
développée autour des courbes et fonctions et 4 propos de 1'étude qualitative
et géométrique des solutions des équations différentielles, avec une
valorisation de la pratique du changement de cadre; peut-on distinguer son
influence de celle de l'accent plus grand mis sur la géométrie cartésienne
dans le cours d'algebre linéaire et sur la double interprétation
algébre/géométrie de celle-ci? De méme, un ensecignement de la
modélisation de problémes par des équations différentielles est donné dans
le cours; quelle va étre son influence sur I'idée que nous voulons faire passer
de l'algébre linéaire "cadre de modélisation” interne aux mathématiques? La
question analogue peut étre posée a propos de l'enseignement de méthodes:
il est développé sur plusieurs autres thémes du programme (équations
différentielles, recherche de primitives, étude des suites numériques,
modélisation en calcul intégral, mise en équation en physique), et cela aura
sans doute une influence sur la maniére dont un enseignement de méthodes
en algébre linéaire sera ressenti par les étudiants...

Ensuite, certains des points forts des changements gque nous
proposons ont été essayés pour la premidre fois en 1990/91, et ne
sont évidemment pas au point. Clest le cas pour l'explicitation de
méthodes en algébre linéaire, qui a surtout donné lieu & un texte distribué
aux étudiants en fin d'année (celui qui se trouve a l'annexe 1), et a peu
donné lieu & un enseignement se présentant comme tel (méme si, bien sir,
des méthodes peuvent se dégager des activités faites en TD). Clest le cas
aussi pour l'accent sur le rfle de l'algebre linéaire comme cadre de
modélisation interne aux mathématiques, pour lequel tant le discours des
enseignants que les exercices et problémes a donner aux étudiants sont
encore largement 4 mettre au point.
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De plus, mous ne nous sommes pas encore donné des moyens
assez fins pour analyser la nature réelle de certains blocages que
nous constatons, en particulier dans les rapports entre l'algébre linéaire et
les autres chapitres de mathématiques, ou pour "la peur de ['abstrait”.

Enfin, nous sommes confrontés depuis 3 ou 4 ans a des évolutions
rapides du public étudiant que nous ne contrélons pas assez pour
séparer toujours leur influence des effets propres de notre enseignement.

Nous ne disposons donc que de quelques indices, que nous allons
passer rapidement en revue.

1/ L'interrogation écrite figurant en annexe 10 a été partiellement
dépouillée du seul point de vue des notes obtenues par les étudiants. Elles
figurent dans le tableau ci-dessous.

Question 2 3 4 5 (@ @b © @ @
Suets 92 86 79 55 61 89 23 71 24 74
Moyen 3 6 10 26 15 5 5 16 21 11

Echec 5 8 11 19 24 6 72 13 55 15

Nous avons regroupé, pour plus de simplicité, les résultats en trois
catégories: échecs, succés et notes moyennes. Nous donnons ces résultats
pour chaque question, en pourcentage de l'effectif des 62 copies que nous
avons pu récupérer. Pour l'énoncé précis des questions, voir l'annexe 10.

Ces notes réveélent une assez bonne réussite aux diverses questions. Il
y a deux exceptions: la question (b) et la question (d). Pour résoudre la
question (b) en respectant le contrat "plus d'autres calculs”, il fallait se
souvenir que les 5 vecteurs étaient en dimension 4; a ce stade du probléme,
peu y ont pensé, dans la mesure ol il y avait une sorte de rupture de
contrat, puisque l'argument ne résultait pas directement des calculs
effectués dans la premiére question, comme l'énoncé poussait a l'envisager.
L'échec, moins marqué, & la question (d), provient sans doute de ce qu'il
fallait quand méme faire un tout petit calcul: il fallait montrer que
lin{X,Y}=1lin{2X+Y,X-Y} lorsque X et Y sont indépendants.

On peut quand méme conclure que la notion de rang d'une famille de
vecteurs est assez bien passée, ainsi que les techniques permettant de le
déterminer.

2/ Le devoir sur la formule de Gregory figurant en annexe 5

Les copies de ce devoir ont été dépouillées par J.L.Dorier (cf [5]), qui a
d'ailleurs comparé I'énoncé et son effet sur les étudiants avec une version




27

antérieure donnée dans une section d¢ DEUG A premidre année i Paris 6, et
qu'il avait étudiée dans [3].

L'objectif du probléme était de faire sentir aux étudiants comment une
conduite de détour théorique utilisant l'algebre linéaire pour trouver un bon
cadre de modélisation (ici: une "bonne" base) pouvait €tre extrémement
rentable; on visait donc la compréhension d'un enjeu, 3 travers une situation
explicitement métamathématique.

Nous renvoyons a [5] pour I'étude détaillée des réactions des étudiants.
Pour notre propos, nous noterons seulement que, malgré un défaut notable
consistant 2 réduire un peu trop, dans la démarche mathématique du détour
théorique, les possibilités de choix des étudiants, les trois quarts environ des
étudiants ont % peu prés saisi l'enjen de simplification. La validité de la
démarche de détour est d'ailleurs mieux discutée dans la fin du probiéme,
c'est 2 dire lorsqu'une part plus grande du travail mathématique exigé par
ce détour est a la charge des étudiants,

Du point de vue de l'évaluation de I'ingénierie, I'étude de ce devoir,
malgré les défauts qu'il comporte encore, est encourageante. Elle montre,
semble-t-il que de véritables situations de nature explicitement
métamathématique peuvent étre constrnites dans le domaine de I'algébre
linéaire, vérifiant les ressorts des situations mathématiques usuelles:
dévolution du probléme, variété de choix stratégiques, différents quand 2
I'économie de la résolution du probléme, institutionalisation réflexive lancée
par un questionnement aproprié de nature méthodologique.

Il faudra vraisemblablement construire un plus grand nombre de
situations de ce type, en particulier autour de la modélisation de problémes
mathématiques dans I'algébre linéaire.

3/ L'examen partiel figurant en annexe 11 peut nous donner un autre
renseignement. Nous en retiendrons uniquement ici le faible taux de succes 3
la premiére question. Ce fait semble montrer que l'enjeu de modélisation
dans [l'algébre linéaire d'un probleéme d'un autre domaine mathématique
n'est pas vraiment passé auprés des étudiants de l'année 1990/91. Il est
vrai que les indications de I'énoncé permettaient de relativement s'en
passer. Il est vrai, aussi, comme nous l'avons déja signalé plus haut, que nous
n'avions pas encore mis au point de séquence didactique destinée i utiliser
fortement le levier que fournit I'activité de modélisation dans le cadre de
I'algebre linéaire.

4 / Enfin, nous disposons sur plusicurs années des réponses des
étudiants a4 wun questionnaire portant sur de nombreux aspects de
I'enseignement. En particulier, une question portait sur leur appréciation sur
7 thémes du programme, en ce qui concerne les points suivants: difficulté
(cotée de 1: trés difficile, 2 4: wrés facile), intérét (coté de 1: sans intérét, a 4:
trés intéressant). Il est difficile d'interpréter les réponses pour une année
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donnée. Par contre, I'évolution d'une année 3 ['autre, mise en rapport avec
les changements de l'enseignement, permettent quelques hypothéses.

On peut ainsi constater que la forte progression vers le couple
facile/intéressant s'est produite I'année ou nous avons mis en place
I'enseignement de géométrie cartésienne articulé avec la résolution des
équations et l'insistance sur le double aspect nombre d'équations/nombre de
parametres.

La forte régression vers le sommet difficile/sans intérét du graphique
a coincidé, pour sa part, avec larrivée d'une population particuliérement
faible, n'ayant pas la moyenne aux épreuves scientifiques du bac (et
regroupée sur ce critere). I1 est donc difficile d'interpréter I'évolution des
réponses cette année-13, ce facteur ayant sans doute camouflé toute autre
modification.

La régression plus faible de I'année 90/91 est plus difficile i
interpréter. Certes les enseignants ont l'impression qu'il y a eu une nette
évolution de la population des étudiants dans un sens plus scolaire: I'enjeu
d'études scientifiques (autre que la note d'examen) semblait assez absent
chez eux. Mais peut-étre est-ce justement cette modification qui a rendu
plus difficile pour les ¢étudiants un enseignement ou le discours
métamathématique et certaines activités explicites insistaient sur cette
question des enjeux. Il peut étre intéressant de noter 2 ce propos que notre
section a acquis auprés des étudiants une réputation de plus grande
difficulté (ils comparent en particulier nos épreuves 2 celles des autres
sections, et se plaignent de les trouver plus "conceptuelles”), alors méme
qu'elle a un taux de succds qui est comparable voire parfois supérieur...

En tout cas, il est possible que la comparaison des scores obtenus par
I'algébre linéaire avec ceux obtenus par les autres points du programme
dans les questionnaires donne des indications sur deux points. D'une part la
position persistante dans le graphique semble révélateur d'une difficulté
didactique particuliére qui peut renvoyer i des obstacles épistémologiques
(ceux dls au caractére généralisateur plus qu'outil de l'algébre linéaire 7). Se
trouvent d'ailleurs dans le méme cas les nombres réels et, de fagon moins
nette, les suites numériques.

De l'autre, les oscillations plus grande d'une année A l'autre mettent
peut-€tre en évidence la non robustesse des choix didactiques faits, ou en
tout cas leur caractére encore provisoire ou évolutif. Si on ne prend en
compte que les trois derniéres années, les 6 autres thémes semblent avoir
une appréciation assez stable, seule l'algébre linéaire oscille fortement... Cela
peut étre d'ailleurs autant le reflet des modifications de notre enseignement
que celui d'une plus grande sensibilité de l'enseignement de ce domaine des
mathématiques aux variations de la population.
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Annexe 1
USTL DEUG A1l Mathématiques Mai 1991

ELEMENTE DE METHODOLOGLE
EN ALGEBRE LINEAIRE

I. Cinqg idées centrales

t Une technique de base: la méthode de Gauss.

Pour résoudre des équations, trouver le nombre d'équations minimum pour
définir un sous-espace, déterminer le rang d'une famille de vecteurs,
identifier l'image d'une application linéaire...

i Un concept central: le rang, sous divers aspects:
rang d'une famille de vecteurs;
rang d'un systéme d'équations;
rang d'un tableau rectangulaire;
rang d'une application linéaire.
Avec ce concept, fonctionnent en méme temps:
I'indépendance linéaire;
la notion de sous-espace engendré;
la notion de base;
la notion de dimension.

E Un double point de vue permanent: équations et paramétrage.
Deux maniéres de définir un sous-espace de dimension k dans un espace de
dimension n: par n-k équations, ou engendré par k vecteurs au moyen de

k paramétres.

t Un mod¢le central de problématique: 1'équation T(x)=y.

Un grand nombre des problémes internes 2 l'algébre linéaire et de ceux qui
concernent les applications de 1'algebre linéaire peuvent se mettre sous cette
forme, l'application T : E — F étant linéaire.

i Une préoccupation constante: cheisir des bases adaptées 2 la
résolution des problémes qu'on étudie.

e de I dfs Jfe 5 S I
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II. Les types de problemes fréquents en algébre linéaire

@ Les probléemes internes (mais pouvant se poser dans des contextes
extérieurs a l'algebre linéaire, celle-ci servant de modéle dans lequel
les problémes ont été traduits):
déterminer le rang d'une famille de vecteurs;
déterminer la dimension d'espaces vectoriels;
décrire un sous-espace par des équations ou par
des générateurs et des paramétres;
trouver une base d'un espace vectoriel;
déterminer des éléments caractéristiques d'une
application linéaire: rang, noyau, image,
w, déterminer la matrice d'une application linéaire;
~ inverser une matrice...
@ Les problémes externes, ou l'on modélise dans l'algébre linéaire
des probléemes posés dans d'autres domaines mathématiques:
w» résoudre l'équation T(x)=y dans des domainesvariés,
ol il faudra chaque fois, dans la modélisation linéaire,
préciser les espaces, l'application linéaire T, ce qu'est y...
R choisir des bases bien adaptées i la modélisation
linéaire puis a 1'étude d'un probléme.

YRRRYRER

IlI. Des méthodes utiles pour les problémes internes

33 33

A. Inclusion et égalité de sous-espaces

Trois points de vue peuvent €tre adoptés, selon le probleme.

@ Un_point de vue global, utilisant des arguments d’équations (si

E est défini par une partie des équations qui définissent F, alors FC E); ou
bien des arguments de dimension (si FC E, et si dim(F)=dim(E), alors F=E);
ou en utilisant une application linéaire (si GC H et si F=T(G) et E=T(H), alors
Fc E).

@ Un_point de vue semi-global , utilisant des générateurs: si tous
les vecteurs d'une famille engendrant F appartiennent 3 E, alors FC E.
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{/n_poir : tyel ., raisonnant sur les vecteurs pris
individuellement: si tout vecteur dc F est combinaison de vecteurs de E, ou
vérifie les équations de E, alors FC E.

B. Indépendance linéaire ou rang d'une famille de vecteurs

# Pour l'indépendance de vecteurs, il y a souvent intérét a adapter la
technique & la nature des vecteurs en_jeu.

@ Pour des vecteurs de R™, ou représentés par des vecteurs de R™
dans une base convenable, la méthode des 0 et des I dans le tableau des
coordonnées est un bon critére; on s'y rameéne par la méthode de Gauss.

@ Pour des polynémes, il y a souvent intérét A utiliser les degrés

ou les ordres , soit dans la base usuelle 1, x, ... x™, soit dans une base 1, x-a,

(x-a).
@  Pour des fonctions, il y a souvent intérét a utiliser des valeurs
en des points particuliers, et/ou des valeurs des dérivées des fonctions , de

fagon a trouver des équations simples pour les coefficients A; qui doivent

vérifier ZAif;= 0

% Une méthode générale plus abstraite consiste & regarder les images des

vecteurs considérés par une application linéaire: si ces images sont
indépendantes, il en est de méme des vecteurs initiaux. Par exemple, si les
projections de vecteurs sur un sous-espace sont indépendantes, les vecteurs

le sont aussi. Autre exemple: 1, sinx, ... sinx  sont indépendantes, car si on
consideére l'espace E qu'elles engendrent et l'application linéaire T de E dans
I'espace F des polyndmes de degré au plus n qui a f fait correspondre son
développement limité a l'ordre n en 0, les images des n+1 fonctions sont des
polynémes d'ordres tous différents.

Une autre technique est d'exprimer les vecteurs uy, ... u, dont on cherche

I'indépendance linéaire comme les images T(vy), ... T(v,) de vecteurs vy, ...
vy, linéairement indépendants par une application linéaire T injective.

# Rappelons enfin le lemme utile suivant: si u; n'est pas nul, et si pour
tout k vérifiant 1< k¢ n uy n'est pas combinaison linéaire de uy, ... up 1,
alors uy, ... u, sont indépendants.
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# En ce qui concerne la recherche rang ne fa _
méthode la plus fréquente est dapphquer la méthode de Gauss au tableau
des coordonnées des vecteurs dans une base. Si on veut extraire de la famille
une sous famille maximale indépendante, il vaut mieux faire des
combinaisons linéaire des colonnes représentant les vecteurs {cette méthode
donne de plus les dépendances linéaires existant entre les vecteurs).

€ Une technigue un peu plus abstraite (et qui demande souvent d'utiliser la

méthode de Gauss en intermédiaire) est donnée par I'énoncé qui suit:
les deux assertions suivantes sont équivalentes:

(a) Exivi=o <==> Xy, ... A, (par exemple) sont des combinaisons
linéaires fixées de A, 1, ... Ay
(b) V]» ... Vp sont linéairement indépendants et rg(vl, vn)=r.

C. Trouver la matrice d'une application linéaire

Si T: E — F est une application linéaire, si B=(ey, ... e ) et Cz(fl , ...fy) sont
des bases de E et F, et si MCB(T) =(a; ) désigne la matrice de T dans les bases
B et C, il y a deux méthodes pnnCLpales pour déterminer cette matrice.

@ Utiliser les images T(ey), ... T(e,) des vecteurs de la base de E , en
écrivant les matrices colonnes de leurs coordonnées dans la base de F : les
colonnes de la matrice MCB(T) sont précisément ces matrices colonnes.

Cette méthode est souvent utilisée pour les applications entre espaces de
polynémes, par exemple, et chaque fois que les T(e;) sont simples a

déterminer.

@ Exprimer directement les coordonnées y; dans la base Cde Il'image
y=T(x) d'un vecteur x quelconque de F, au moyen des coordonnées X; de x,

pour i=1, ... m. Les a;: sont alors les

sous la forme yizz ij

. a::X:
l1<jgn "1)7)
coefficients de la matrice.

Cette méthode est recommandée lorsque les vecteurs de la base de E n'ont

aucune particularité: chercher l'image de chacun des €] est aussi difficile que

chercher directement l'image d'un vecteur x. C'est souvent le cas pour les
applications linéaires d'origine géométrique, par exemple la projection sur un

plan dans R3 , Ou une rotation autour d'un axe en position quelconque.
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@  On peut simplifier ces deux méthodes en décomposant l'application T en
composée et/ou en somme d'applications U, V, ... plus simples, et en faisant
le produit et/ou la somme des matrices correspondantes.

Par exemple, si D est une droite vectorielle de R3 de vecteur directeur U, si
Ry g est la rotation d'angle 8 autour de D, et si Py est la projection

orthogonale sur D, on a RU e(x) = (l-cose)PD(x) + cosB x + sin® Uax , etil

suffit de déterminer la matrice de PD et celle du produit vectoriel par U.

D. Effectuer un changement de base

Selon l'objectif du changement de base, il y a deux maniéres de le faire.
Soient B=(ej , ... ep) et C=(f{ , ...f,)) deux bases d'un espace vectoriel E. Soient

MCB@y et MBCI) les matrices de l'application identité I: EB—*EC et I:
EC—-EB.

@ La premiére matrice s'appelle la matrice de passage ; elle se fabrique au
moyen de l'expression des anciens vecteurs de base (B) dans la nouvelle base
C, et donne les nouvelles coordonnées d'un vecteur en fonction de ses
anciennes,

Elle est utile lorsqu'on veut trouver le paramétrage dans la nouvelle base
d'un "objet” donné en paramétrique dans l'ancienne base par xj=fj(t1, e )

X

on remplace les x; par ces valeurs dans les formules yi=): j

j 1<j<n i
@  La deuxi¢me matrice s'appelle la matrice de changement de base ; elle se
fabrique au moyen de l'expression des nouveaux vecteurs de base (C) dans
I'ancienne base B, et donne les anciennes coordonnées d'un vecteur en
fonction de ses nouvelles.

Elle est utile lorsqu'on veut trouver les équations dans la nouvelle base d'un
"objet” donné par ses équations fp(xl, ... x3)=0 dans l'ancienne base: on y

remplace les X; par leurs expressions en fonction des y;.

@ Si MCB(I)=(aij) et si MBC(I)=(bij) , on passe de l'une i l'autre en résolvant

en x;=2 bjjy; . Ces deux matrices sont

le systéme yi=>: l<j<n

) a::X:
1<j<n 1))
en fait inverses l'une de !'autre.
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E. Inverser ume application linéaire ou une matrice

Une fois choisies des bases et la matrice de l'application déterminée dans ces
bases, le premier probléme peut se ramener au second.

@ Pour inverser une matrice M=(aij), la seule méthode raisonnable est de
I <j<n 2ij%j ©0 xi_—-El ¢j<n bjjyj.par la
méthode de Gauss . On a alors M‘I-—-(bij).

La méthode avec les déterminants et cofacteurs est complétement illusoire:

pour une matrice nxn, la méthode des équations demande environ (2/3)n3
opérations, la méthode des déterminants en demande environ exnx(n!); pour
n=4, les valeurs précises sont 62 et 303, pour n=6 elles sont 191 et 48755; ce
dernier nombre est encore 3580 si on utilise la méthode de Gauss pour
calculer chacun des nZ+1 déterminants nécessaires au calcul de linverse

(cette méthode demande environ (2/3)n5 opérations).

résoudre le systéme yi=Z

@ Certaines remarques permettent parfois de trouver plus simplement
l'inverse d'une application linéaire, par exemple Ia relation (AB)'1= BlAL;
ou bien le fait que si T: E —» E vérifie Tk=0, alors (I-T)'1=I+T+T2+ .o+Tk L

F. Passer des équations d'un sous-espace & une représentation
paramétirique et inversement

@ Pour passer des équations El <i gnaijxj = 0, i=l, ... m, d'un sous-espace F

de E dans une certaine base, 4 une représentation paramétrique, on résoud le

systétme par la méthode de Gauss. Si, par exemple (pour simplifier 1'écriture),

Xre1o X, sont les inconnues non principales, on les choisit comme

parameétres, on exprime les Xy, ---X; au moyen d'elles et on écrit le résultat

sous forme vectorielle x = 2. . x:V:. Les V. forment alors une base du
r+lgjgn ")) J

sous-espace F donaé initialement par des équations.

@ Si on part d'un paramétrage x = Zl <j<k lej d'un sous-espace F de E,

on écrit que les coordonnées X1, ... X d'un vecteur x de F dans une certaine

base doivent vérifier les relations correspondantes au paramétrage, c'est 2

dire qu'il doit exister des A; vérifiant 2., . Aza::=x:, i=1, ... n. On élimine
q 7LJ 1<jsk 71y 71

les lj de ces équations, c'est & dire qu'on écrit les conditions de résolutions




39

par rapport aux inconnues A’j (par exemple en appliquant la méthode de
Gauss); ces conditions sont les équations, portant sur les x; , du sous-espace F.

G. Déterminer le noyau et l'image d'une application linéaire

Si T: E — F est une application linéaire, si B=(ey , ... ep) et C=(f{ , ...f,,) sont
des bases de E et F, et si MCB(T):(aij) désigne la matrice de T dans les bases
B et C, il y a deux méthodes principales pour déterminer ImT et kerT.

@ La _méthode paramétrique-ou vectorielle: “Gauss sur les colonnes” . On

considére les colonnes de la matrice comme des vecteurs générateurs de
ImT, et on en cherche un sous-ensemble linéairement indépendant maximal
en faisant la méthode de Gauss sur les colonnes T(el), T(en), c'est a dire

par combinaisons linéaires de celles-ci. Les colonnes finales obtenues
s'écrivent uy=T(v{), ... w=T(v,), 0=T(v; 1), ... 0=T(v,). Alors ImT=lin{uy, ...

u .} et ces vecteurs en forment une base: et kerT=lin{v. ¢, ... vnl, et ces

vecteurs en forment une base. On a donc ImT et kerT paramétriquement. En
prime, l'espace lin{vy, ... v,} est un supplémentaire de kerT isomorphe par T

a ImT.

@ La méthode des équations: "Gauss sur les lignes” . On résoud les systemes

T(x)=0 et T(x)=y, par la méthode de Gauss sur ces équations, c'est A dire sur
les lignes de la matrice. On obtient d'une part un syst®me minimal
d'équations pour kerT, syst®me qui est “triangulaire”, donc permet
immédiatement de paramétrer cet espace (cf F.). On obtient d'autre part les
conditions de résolutions sur les seconds membres y; » c'est & dire un

systtme, lui aussi en "triangle", d'équations pour ImT, avec paramétrage
immédiat si on le désire.

TEEPLRTT

Iv. Des méthodes pour les problémes externes

Les problémes qui peuvent se modéliser en terme d'algdbre linéaire sont
évidemment trés nombreux, et nous ne donnons des indications que sur
quelques types de problémes pour lesquels l'algdbre linéaire intervient
efficacement grice a ses concepts. Nous ne parlons pas ici des multiples
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problemes, en particulier issus de la physique ou de la technologie ou de
I'économie, qui se raménent simplement 3 des équations linéaires.

A. Choisir des bases adaptées aux problémes étudiés

Nous donnons uniquement des exemples, afin de montrer l'efficacité de cet
abord des problémes, car il n'y a guére de méthode générale.

@ Une base adaptée 2 la recherche des polyndémes P vérifiant P(a)=b, ,

P'(a)=by, ... P(“)(a)-—-bn est évidemment la base de la formule de Taylor en a:

1, (x-a)/1!, ... (x-a)"/n!. L'opérateur de dérivation a une matrice trés simple
dans cette base.

@  Pour la recherche des polyndmes P valant byen0,byenl, ... b enn,il
y a intérét a choisir la base de Gregory: 1, x/11 , x(x-1)/2! , x(x-1)(x-2)/3! , ...
x(x-1)...(x-n+1)/n!. L'application linéaire qui s'exprime simplement dans cette
base est l'application A: P — {x—P(x+1)-P(x)}.

@ Si on travaille avec les fractions rationnelles de dénominateur donné

P(x)=(x+1)(x-2)2(x2+x+l) et de numérateur de degré au plus 17, la base &
choisir va dépendre de l'objectif. Si on veut la dimension de cet espace, la

bonne base est évidemment 1/P, x/P, x2/P, x17/P. Si on cherche a calculer
les primitives des fractions en question, la bonne base sera celle de la
décomposition en éléments simples:

A2 1102 % 1, 1D, 1(x-2), 1(x-2)2, 1/(x2+x+1), x/(x2+x+1).

@ En géométrie, il y a intérét A choisir les vecteurs de base du repere affine
de fagon & donner des calculs simples si on se propose de résoudre un
probleme par la géométrie analytique (vecteurs de base portés par des
droites temarquables de la figure par exemple...).

B. Modéliser des problémes sous la forme T(x)=y

Des problemes importants peuvent se modéliser sous cette forme. LA encore,
plutét qu'une méthode générale qui n'existe pas, il importe de connaitre
certains exemples afin d'étre capable, devant de nouveaux problémes, de
penser & une approche analogue. Il faut bien sir étre capable de reconnaitre
au premier coup d'eeil le caractére linéaire d'ume situation (l'inconnue
n'apparait qu'au premier degré dans les formules, les termes qui en
dépendent résultent d'opérations linéaires: dérivation, intégrale, valeur en
un point,...), puis voir I'application correspondante, les espaces vectoriels,
efc...
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L'apport principal de cette formalisation est de pouvoir affirmer alors que
I'ensemble des solutions de T(x)=y est vide ou est un sous-espace affine
s'écrivant S = kerT + x,, ol x, est une solution particulitre ("on obtient

toutes les solutions de l'équation en ajoutant a une solution particuliere
n'importe quelle solution de I'équation sans second membre”). L'étude se fait
donc souvent en deux temps: d'abord détermination du noyau de T, puis
ensuite recherche d'une solution particuliére de 1'équation. Pour cette
deuxiéme étape, on a souvent recours i une "méthode de variation de la
constante”, sous une forme qui dépend du probléme considéré.

Une méthode parfois plus rapide, lorsque ker(T)={0}, est de profiter d'une
forme particuliere de T pour obtenir facilement son inverse (par exemple si

T=1-S avec SK=0).

@ L’équation différentielle "linéaire” y'= a(x)y + b(x) se met sous la forme
T(y)=b, ou T: CI(I) ~ C(I) est l'application y — y'-ay. Le noyau de T est de
dimension 1, engendré par la fonction exp[A(x)], ol A est une primitive de la
fonction a. Pour trouver une solution particuliére, on pose y(x)=z(x)exp[A(x)]
(variation de la constante).

@ L'équation différentielle "linéaire” du second ordre a coefficients
constants et second membre exponentielle-polynéme

y"+ay'+by=EPi(x)exp[aix]

peut se mettre sous la forme T(y)=¢, ou T: CZ(R) — C(R) est l'application qui 2
la fonction y fait correspondre la fonction y"+ay'+by. Le noyau de T est de
dimension 2 et engendré par les fonctions explryx] et explryx] si les racines

2

ry et 19 de I'équation caractéristique r“+ar+b=0 sont distinctes, et par exp[rx]

et x.exp[rx] si elles sont confondues et égales a r. Si EP désigne I'espace
vectoriel des exponentielles polynémes, on a l'égalité T(EP)=EP. On peut
donc comsidérer T comme une application surjective de £P sur loi-méme
dont le noyau est de dimension 2.

@ La détermination des suites récurrentes vérifiant la relation
u,,1=au,+b, (a constante non nulle) peut se modéliser d'une maniére

analogue: si T: S-S est I'application de l'espace S des suites dans lui-méme
qui a la suite (un) fait correspondre la suite ("n+1'a“n)’ il faut résoudre

I'équation T(u)=b. Le noyau de T est formé des suites géométriques de raison
a un=la“, de dimension 1, et une méthode de variation de la constante

donne une suite particuliere solution du probléeme (poser un=vna“).
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@  Si on cherche les fonctions continues sur R vérifiant f(x+1)=2f(x)+2*, on
introduit l'opérateur T: C(R) — C(R) défini par (TH)(x)=f(x+1)-2f(x). Son noyau

est I'ensemble des fonctions qui s'écrivent f(x)=2%g(x), avec g continue et de

période 1 arbitraire (si on pose f(x)=2%g(x), on trouve g(x+1)=g(x)). Le noyau
est cette fois de dimension infinie. Pour touver une solution particuliére, on

pose f(x)=2*u(x) ("variation de la fonction arbitraire").
C. Quand ['unicité implique !'existence

Une propriété remarquable des applications linéaires entre deux espaces
vectoriels de méme dimension n est l'équivalence: T injective <==> T
surjective. On peut interpréter cette équivalence sous la forme: il est
équivalent de dire que pour tout y l'équation T(x)=y a au plus une solution
(unicité) ou de dire que pour tout y l'équation a au moins une solution
(existence).

De fagon analogue, si des vecteurs e; d'un espace E de dimension n sont en
nombre n, il est équivalent de dire que pour tout x de E il existe une
décomposition de x sur les ¢; ( ils sont générateurs) ou qu'une éventuelle

décomposition est unique, c'est a dire que les e; sont indépendants.

Or il est souvent bien plus facile de montrer lunicité d'objets mathématiques
vérifiant certaines conditions que de montrer qu’il en existe. On dispose
ainsi, grdce a l'algébre linéaire, de la possibilité de montrer simplement des
résultats d’'existence pour des problémes mathématiques variés.

Par exemple, il est facile de montrer que les éléments simples associés a une
fraction rationnelle sont linéairement indépendants; comme leur nombre est
exactement celui qu'il faut, on en déduit [’existence de la décomposition
d'une fraction rationnelle en éléments simples.

Dans le méme ordre d'idée, pour tout polyndme P de degré n il existe un
polynéme (et un seul) solution de l'équation y(x+1)=3y(x)+P(x). En effet,
I'application T définie par (Ty)(x)=y(x+1)-3y(x) envoie l'espace pn des
polynomes de degré au plus n dans lui-méme. Or un élément du noyau
s'écrit y=3%g(x), avec g 1 périodique (cf le dernier exemple de B.), et n'est
donc dans pn que s'il est nul. Par suite T est injective, donc surjective, et

tout P de P n est bien l'image par T d'un polyndme y (unique par injectivité)

depn.

dddddddaddda




43

Annexe 2

Université des Sciences et Techniques de Lille Flandres Artois
U.F.R. de Mathématiques Pures et Appliquées

Deug Al AlgLin.Pr.001.04

Introduction & ’algébre linéaire

Dans les exercices suivants, R? et R® sont supposés munis d’un repére orthonormé

(0,4,7) ou (0,2,7, k).
Problémes plans :

Ex 1. L’équation de la droite support d'un cété d'un rectangle est 2z — 3y + 5 = 0. Les
coordonnées d’un des sommets du rectangle sont {2,—3) et on donne les coordonnées d’'un

point du rectangle (7/3,0); ce point appartient & un des cdtés.
Former les équations des trois autres cotés du rectangle. Donner les coordonnées de son

centre. Ce probléme a-t-il une solution unique?

Ex 2. Les coordonnées d'un des sommets d’un triangle ABC sont (2,-7); les équa-
tions de la hauteur et de la médiane issues des deux autres sommets sont respectivement

3z+y+11=0,z4+2y+7=0.
Donner les équations des c6tés du triangle. Y-a-t-il unicité?

Dans ’espace :

Ex 3. On se donne les points 4, B, C de coordonnées (1,0,0), (0,1,0) et (0,0, 1).

1} Que peut-on dire de la projection de O sur le plan P déterminé par les points 4, B
et C'7 Donner ses coordonnées.

2) Quelle est I'équation du plan P7?

3) Trouver les équations de la hauteur et de la médiane issues de A dans le triangle

ABC.

Ex 4. Soit A, B, C, D les points de coordonnées respectives (1,0,0), (1,1,0), (1,—-1,1)
et (0,1,1).

Ces points sont-ils coplanaires? Quelles sont les équations des faces et des arétes du
tétraédre qu'ils définissent ? De facon générale, conment peut-on définir un tétraedre a partir
d’équations de plans? Donner un exemple.

Ex 5. Parmi les 12 groupes d’équations suivants, reconnaitre ceux qui correspondent a
deux plans (resp. droites, ou droite et plan) paralléles ou perpendiculaires. Préciser le cas
échéant s’il y a coplanarité.

z+1 y—2 _z+3

1 ; — =
) 3 3 =3 ; z—3y+6z+7=0
2) 4dr4+2y-4z4+5=0 ; 2r+y+2z-1=10
-1
3) a::l"—2~=§ . z=2+1, y=3t—2, z=-6t+1 (t€R)
2 -1
4) z+ :y — H ;L‘-+-y--2=0, 1:—y—-5z—-8=0
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5) 3z—y—~2z-5=10 ; z+9y—-3z+2=10
6) z-3z4+2=0 ; 2 —6z—-T7=0
7)) 3r—2y+24+3=0, 4z-3y+4z+1=0 ; 3z —-2y+2z+4+1=0

8) 2z-5y+z=0 ; z+2z-3=0
9) z=2t4+5, y=-t+2, z=t-7 (t€R) ;
z+3y+z+2=0, z-y—-3:2-2=0
10) z=2t4+1, y=3t-2, z=-6t+1 (t€R) ;
2¢4+y—4z4+2=0, dr—y—-5z+4=0
11) Sz -3y+2:2-56=0, 20—y—z—-1=0 ; 4z -3y +Tz--7=0
12) =342, y=5-3t, z=2-12¢ (t e R) ; —3z+2y+3z-5=0

Ex 6. Déterminer les réels ¢ et b de maniére que les plans d’équations :
20 ~y+3z—-1=0, z+2y—2z4+b=0, z+ay—6z+10=0

1} aient un point commun et un seul.
2) passent par une méme droite.

3) se coupent suivant trois droites distinctes et paralleles.

Ex 7. Pour quelles valeurs de ! les droites dont les équations suivent se coupent-elles?

r+2 y z—1 ) r—3 y—-1 z-17
2 -3 4

[ 4 2
Les exercices suivants ne nécessitent pas l'utilisation d'un repére orthonorme.

Ex 8. Dans le plan P, on se donne un quadrilatére ABCD; on note I et J les milieux
des segments [AB] et [CD]. A tout réel { on associe les points Uy, Vi et O; tels que

AU, = tAC, BV, = tBD, U0y = 1)2 UV,
1) Calculer TO;, en fonction de IJ.

2) Quel est 'ensemble E des points O, lorsque t appartient & R? Peut-on choisir ABCD
de telle sorte que E se réduise 2 un point ?

Ex 9. On se donne 4 points 4, B, C, D du plan; existe-t-il tovjours. 4 points I, J, K, L
tels que A soit le milieu de [1J], B le milieu de [JK], C le milieu de [K'L} et D le milieu de
[LI]?

Le cas échéant, on pourra traiter le probléme dans le cadre analytique d’abord.
Ex 10. A quelle condition, exprimée vectoriellement, étant donné 6 points 4, B, C, D, E,
P, existe-t-il 6 autres points I, J, K, I, M, N tels que A soit milieu dé [I.J], B le milieu de
[JK],..., F' le milieu de [NI]?

Ex 11. Traiter de méme le cas de 3 points...
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Annexe 3

PROBLEME 2

1°/ On prend comme repére (ni orthogonal ni normé) du plan deux vecteurs i et j et
un point Q. Montrer que I'équation de la droite passant par les points A(a,0) et B(0,b) est

2'*' % =1. Quelle est I'équation de la droite passant par O et le point M(p,q) ?

2°/ Les notations de la suite du probléme n'ont plus rien & voir avec celles de 1°/,

On se donne un triangle ABC, et 3 nombres A,)Lv dans ]0,1[ ; on définit les points C'
de AB, A'de BCet B' de CA par

AC'=AAB, BA'=uBCet CB'=vCA.
On se propose de chercher la condition sur A,lL,v pour que les trois droites AA', BB' et
CC soient concourantes (quel que soit le triangle).

(a) Connaissez-vous des valeurs de A,[,v qui vérifieront certainement la

condition que vous trouversz ?
(b) Chpisissez un repére du plan adapté & ce probléme [on suggere de prendre

O=A, et pour i le vecteur AB...], écrivez les équations des trois droites, et exprimez la
condition de concourance par un systéme d'équations Linéaires.

(¢} En déduire que la condition sur A,u,v s'écrit
Ay = (1=A)(1-p)(1-v).

3°/ On suppose A = % . A quoi se réduit la condition sur 4 et v ? Donnez un énoncé

géométrique précis qui traduise cette condition (portant par exemple sur la direction de la
droite A'B").

4°/ Montrez que pour tout choix de K et v dans ]0,1[, il y a bien un choix et un seul
de A dans ]0,1{ qui répond au probleme.

5°/ Montrez que la condition trouvée peut s'écrire

gg x ﬁg x g.g = 1. Connaissez-vous le nom de ce théoréme ?
6°/ Etendre ce qui précéde au cas od A,M,v sont des réels quelconques, et réécrire la
condition de 5°/ avec des mesures algébriques de segments portés par les droites orientées
AB, BC, CA.
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Annexe 4

Université des Sciences et Techniques de Lille Flandres Artois
U.F.R. de Mathématiques Pures et Appliquées

Deug Al AlgLin.Ex.013.01
Equations cartésiennes et équations paramétriques ; dimension

Apparier les dessins et les formules. Classer les paquets “dessin-formule(s)” en explicitant
les critéres utilisés.

1 2 3
z+y+z=6
-2+ 2z =0 =z 4y? 1 z—y=-1
4 5 6
? 422 = zzzc?sa i 2
=2sina =1
yz-!—zz:l v ' y ot
z=1
T 8 9
I:Zt-{-l 2 :r'-;-'-'cosa
z—-
y=-1+1 v y=sind
2r -z =10
r=1t z=46/5
10 11 12
z=A r=u
y=—A 12—y2+:z y = cos
z=1 3=sin9
13 14 15
r=u
y:zz_l $2+y2__22=1 y=v
= —v
16 U+ v 17 18
2
= 5 I2+22=1 r:t:-I
v-—-u 2 2 =
v= 2 y2+22—1 y=t
— 4t =0
zZ = —~uv * Y r=1* 41
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19 20 21
T=35 T = cost I =COSU — usInv
y=2s y = sint y=sinv+ucosvy
z=23s z=10 =1u
22 23 24
r=u 2 2
" z+y=0 z=z"+y" -1
y=0"-1 . _ 2 .2
z = z=—-z"—y +1
z=p
25 26 27
T =2 = 2¢
¢ 2z—z=0
y=u+v _ y=—t
z=v yre= z=1
28 29 30
z+y=10
y+z=0 z=1 z—y+3z=6
z+ytz=1
31 32 33
r =cospuchh
oo eyttt =5
y=singchA s z4+y+z=1
z=shA
34 35 36
r=1—u—v y =2 z=v1+v¥cosu
y=u {z=31 y=vV1+v¥sinu
=1 =
37 38 1+ Quv - u? 39
g T
1+u2 r=1u
P A AT TL | _ v(u? ~ 1) + 2u Y =cosy
1+u? z=u’+sing

iy

-2
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Dans les figures ci-dessous représentant un plan, la droite renforcée représente Vintersec-

tion de ce plan avec le plan zOy.

a
[
e
& Ty
g h
A
L 3
L - 3
1 J
/:\
L )
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Annexe 5

USTL DEUGA 1 Section 1 Mathématiques Février 1991

Devoir n® 7
A rendre la semaine du 18 mars

Le but de ce probléme est de vous faire saisir [‘aspect
simplificateur et généralisateur de [algébre linéaire. [l est
recommandé de faire ce devoir d@ deux ou trois, de fagon a en
discuter entre Vous.

I. Déterminer tous les polyndémes P 2 coefficients réels de
degré au plus égal a 3 vérifiant P(1)=0, P(2)=2, P(3)=10,
P(4)=30.

II.  On veut déterminer tous les polynémes P de degré au plus
égal 3 7 valant 3 en 0, 5en 1, -1 en2,2en3,0en 4, 4 en 5, 0 en
6,3 en 7.

A priori, quel systéme d'équations étes-vous amené i résoudre?

Plutét que de se lancer dans cette résolution (avec un grand
risque d'erreurs!), on va faire un détour par l'algébre linéaire, en
utilisant pour exprimer un polynéme, d'autres monémes que 1, X,

X%, ... X", qui paraissent mal adaptés & notre probléme.

Soit 333n(R) I'ensemble des polyndmes & coefficients réels de

degré au plus égal 4 n.
1°/  Soita: B (R)—»3 (R) I'application qui a un polynéme P
fait correspondre le- polyndéme AP défini par AP(X)=P(X+1)-P(X).

Exprimer A(P+Q) en fonction de AP et de AQ. Exprimer de méme
A(aP) et A(aP+bQ+cR).

Dans la suite on notera 4K I'application Acdo... 08 (k fois) et A°
I'application identique de 3 (R).

2°/ On considére les polyndmes

Up(X)=1, UiX)=X, Up(X)=X(X-1), Us(X)=X(X-1)(X-2),
...... U (X)=X(X-1)}(X-2)...(X-nt]).

On demande, en utilisant la structure d'espace vectoriel de
P ,(R), les polynémes Uy et l'application A, de montrer que tout
polynéme P de 3 (R) est une combinaison linéaire & coefficients
bien définis des polyndmes Uy , et précisément qu'on a
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k=n
(akP)(0)
= k!
k=0

[on pourra calculer aky

U, [formule de Gregory]

q © (aku ¢)(0), en distinguant selon les

valeurs de k et q, puis (AkP)(O), en copiant la méthode utilisée pour
montrer qu'un polynéme P peut aussi s'écrire

(k)
PO ZP 0

I11. On rteprend le probléme de déterminer tous les
polyndmes P de degré au plus égal a2 7 valant 3 en 0, 5en [, -1 en
2,2en3,0end4, 4en5 0en 6, 3 en 7. Pour cela on suggére de
dresser un tableau triangulaire présentant sur la premiére ligne les
valeurs de P aux 8 points considérés, sur la deuxiéme ligne les

valeurs de AP aux 7 premiers points, sur la troisitme celles de
AszA(AP) aux 6 premiers points, etc...et d'appliquer la formule de
Gregory. Si on vous demande de calculer P(10), est-il utile de
développer P sur 1, X, Xz, o ?

Comparer les calculs de cette méthode & ce qu'aurait demandé
comme calculs le systéme que vous avez proposé au début du II

IV. 1°/ Déterminer tous les polynémes P de degré au plus
égal a4 3 qui vérifient P(2)=1, P'(2)=-3, P"(2)=6, P"(2)=-24 , par la
méthode de L.

2°/  Développer brievement dans P (R) la méme théorie

gu'en II, avec les polyndmes 1, X-2, (X-2)2, (X—2)3, Lo (X2 et
avec une application D: Eﬁn(R)—aiﬁn(R), a définir. En déduire une

autre démonstration de la question IV.1°/. Laquelle est la plus
simple?
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Annexe 6

Extraits de la feuille de séance "PIVOT DE GAUSS"

Université des Sciences et Techniques de Lille Flandres Artois
U.F.R. de Mathématiques Pures et Appliquées

Decug Al AlgLin. TP.001.02

Pivot de Gauss et intersection de plans

Nom :

Nom :

Rendre un questionnaire par bindme. Pour les dessins demandds, les faire dans le cadre
correspondant au numéro du dessin. Utiliser une couleur pour le cube, une coulewr pour
chacun des plans, une couleur pour les droites d’intersection de deux plans.

Préparation du TP :

Tracer en perspective le cube dont les faces sont les plans d'équation : z = 1, z = ~1,
y=1,v=-1,z =1,z = -1 Représenter sur la méme figure les deux plans d’équation
z4+y+z=2ect 2y+3z =1 (sc limiter & la portion de ccs plans contenue 2 intéricur du
cube).

Faire un dessin analogue pour lesdeux plans z +y +3z=2ct 2z —y =0.

Imaginer un systéme de 3 équations en z,y,z représentant 3 plans distincts sécants
suivant une droite qui ne soit pas paralléle & 'un des axes et qui ne passe pas par l'origine.
Ce systeme sera étudié au cours du TP (Systéme personnel).

Présentation du logiciel

L'objet du TP est la comparaison entre :
— les équations d'un systéme lin¢aire d’équations & 3 inconnues z,y, z.
— la représentation dans l'espace des plans correspondant & ces équations dans un repere
orthonormé fixé.

Pour représenter ua plan dans une figure, il est nécessaire d'en sélectionner une partie
bornée. Le logiciel sélectionne l'intersection du plan avec un certain cube appelé cube de
référence. Ce cube cst centré & lorigine du repere ; ses ardtes sont paralleles aux axes
de coordonnées ; il est alors caractérisé par sa demi-aréle qui est au départ fixée par
le logiciel, mais qui peut étre ensuite modifiée par l'utilisateur (commande ) Le
polygone intersection du plan que l'on veut représenter avec le cube de référence est projeté
orthogonalement sur un plan, et la projection est dessinée ; la direction de projection est
au départ fixée par le logiciel, mais peut &tre modifiée ensuite par I'utilisateur (commande

(v)ue differenteJ — remarquer qu'il n'y a pas d’accent dans le texte qui cohabite sur
Péeran avee des graphiques).

Quand il y a, ct c'est pratiquement toujours le cas, plusieurs plans & représenter, le
logiciel considere ces plans comme opagques : scules les parties normalement visibles depuis la
direction du point de vue sont dessinées.

Pour pouvoir représcnter le systéme 4 la plus grande échelle possible, la place laissée
3 affichage du systeme a été réduite au minimum, ce qui ne laisse qu'un chiffre avant la
virgule pour les cocfficients et lc second membre des équations. Cette contrainte impdse que

1
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les systeémes soient automatiquement recalibrés & chaque saisie ou opération. Par exemple
Péquation z + y + z = 50 sera transformée par le logiciel en 0.02z 4 0.02y + 0.02z = 1.

L'utilisateur peut en général commander le pivotage du systéme en choisissant un pivot
parmi ceux possibles (il n’est pas possible de revenir en arriére). Sile pivot choisi n'occupe
pas sa place-naturelle sur la diagonale, les opérations suivantes sont effectuées : échange de
place entre deux inconnues (et des coefficients correspondants), échange de place entre deux
équations, de fagon & amener le pivot 4 sa place natarelle sur la diagonale. Surveiller donc la
premidre ligne z y z qui donne la place des inconnues.

Enfin, de facon & ce que les coefficients qui sont nuls aprés pivotage le soient effectivement
pour la représentation internc des nombres dans la machine, les coefficients trop petits,
pratiquement ceux dont la valeur absolue calculée cst inféricure & 107°, sont forcés 4 0 ; cela
peut conduire dans ccrtains cas & une modification accidentelle du systéme (a équivalence

prés).

Mise en route

Aprés démarrage de I'ordinateur, on se trouve au niveau de commande de MS/DOS

Taper Commentaires

Les parties encadrées d'un trait mince correspon-
dent a P'affichage.

Les parties encadrées d'un trait épais sont celles
qu'il faut remplir pour le compte-rendu.

[glalu]s]s]J] Mise en mémoire vive du programine, et mise en
route.

En cas d'incident ultérieur, par exemple en cas
d’opération illicite, il faudrait reprendre cette comman-
de. Si cela ne suffit pas, réamorcer en appuyant simul-
tanément sur les trois touches | Control | A1t | Annul].

Affichage du systéme ; aprés un temps de caleul,
permettant de déterminer les partics cachées, affichage
du dessin.

z4y+z=25
1. Etude du systéme z—z=4
z—2y+2z=-3

Comparer au systeme affiché. Noter les renseignements suivants :

Demi-aréte du cube :

Direction du point de vue :

Pour tracer le cube et mieux voir la figure (le cube
représenté est transparent).

D Pour revenir au tracé initial.

231
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Annexe 7

Université des Sciences et Techniques de Lille Flandres Artois
U.F.R. de Mathématiques Pures et Appliquées

Deung Al AlgLin.SD.001.01
Carrés magiques d’ordre 3 : Introduction & I’algtbre lindaire

Cette fiche n’est pas destinée & étre distribuée aux étudiants. Elle est faite pour étre

traitée, soit avant le cours d'introduction au langage de I’algébre linéaire, soit immédiatement

apres, pour fixer ce langage dans un cadre & peu prés concret. Suivant les réactions de

Fauditoire, on peut étre amené & modifier plus ou moins profondément l'ordre adopté ic1.

Définition des carrés magiques :

a b ¢
Poser a priori la définition : Tableau carré |[d e f | de réels tel que ia somme des
g h 1

termes d'une ligne, d’une colonne et de chacune des deux diagonales soit toujours la méme.
Ecrire explicitement a + b+ c=S5...a+d+g=S5...a+e+i = S,g+e+c=5 o008
s’'appelle la somme du carré.

Si cela est justifié par des réactions d’étudiants, préciser que les amateurs de casse-téte,
imposent d’autres conditions : termes entiers, tous différents, etc. ce qui donne lieu 4 des
développements théoriques trés intéressants, mais d’une autre nature, et bien plus difficiles
que ce que 'on fera ici.

On se pose'la question de déterminer fous les carré magiques {c’est & dire trouver un
procédé qui permette de les fabriquer tous). Pour cela, plusicurs étapes :

1) Demander aux étudiants de donner des exemples de carrés magiques. On obtiendra

1 1 1 2 2 2
facilement {1 1 1| et quelques carrés du méme type, par exemple | 2 2 2| Peut-étre
11 1 2 2 2
a a a
aussi| @« @ a jol o est paramétre : introduire dans ce cas une notation telle que I, pour
a a a

le carré constant a. Dans la discussion il devrait sortir que si C est un carré magique, et A
un réel, on obtient un nouveau carré AC.
Essayer d’obtenir un carré de type différent. Souvent un étudiant donnera un exemple

8 3 4 1 -1 0
telque|1 5 9 }ou plus simplement tel que| —1 0 1|
6 7 2 0 1 -1

2) Demander comment & partir de carrés magiques déja connus on peut en fabriquer
d’autres. On obtiendra ici AC si on ne I'a pas déja obtenu. On peut obtenir des réponses
fausses (permuter les lignes (7)) ou des réponses inutilisables immédiatement (diverses sy-
métries du carré qui peuvent conduire ultérieurement & la notion d’application linéaire). On
obtiendra aussi des réponses telles que : ajouter un méme ) & tous les termes d'un carré
magique C ; dans un tel cas, il est facile de faire constater que cela revient & additionner
terme & terme C et K. On dégagera ainsi la notion de somme de deux carrés magiques
C + C' obtenue en additionnant terme & terme. Bien faire remarquer que-l'on définit une
nouvelle opération. Faire dégager les propriétés classiques de cette opération, ainsi que celles
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de (A, C) — AC et celles reliant les deux opérations, éventuellement en lien avec le cours
s'll est déja fait ; sinon introduire le terme d’espace vecioriel. Prendre une notation, F par
exemple, pour I'ensemble des carrés magiques muni de ces opérations. _

Faire surgir plus généralement la notion de combinaison linéaire ; il n'y a aucun probléme
pour admettre impliciternent qu’une combinaison linéaire de carrés magiques est un carré
magique,

3) Faire constater : on n’est pas sir d’avoir trouvé tous les carrés magiques. Demander
des exemples de remplissage de quelques cases parmi les 9 du carré, de fagon que la suite du
remplissage du carré soit déterminée. Ceci est destiné, et on peut le dire aux étudiants, &
éviter de traiter un systéme de 7 {ou 8 si on considére S comme inconnue) équations pour 9
{ou 10) inconnues. Il n’est pas trés facile de faire comprendre la question. On espére trouver

X X X X X
des schémas du type X ou X . En écrire au tableau plusieurs trouvés par

les étudiants.

4) Chacun ayant choisi son schéma, faire compléter dans les carrés les termes non
présélectionnés. Demander si le résulat est vraiment un carré magique (il reste une ou deux

a b c

conditions & écrire). La résolution donnera des carrés tels que | 7 E—tgﬂ ?
? 2 9

5) Demander comment les réponses précédentes permettent d’exprimer les carrés trouvés
a partir de quelques carrés particuliers. Dans l'exemple ci-dessus, on attend : C = aC) +
bCy + ¢Cj5 ol I'étudiant aura bien entendu précisé les termes de Cy, C; et Cs.

A partir de ces calculs, dégager la notion de base de E, qui permet d’exprimer de fagon
unique tout carré magique & l'aide de 3 coefficients : quand on a précisé une base, donner
un carré magique revient & donner un élément de R®. Faire constater, grace & la diversité
des schémas choisis par les étudiants, ou & la diversité des choix des pivots, I'existence de
plusieurs bases. Eventuellement, si le temps a obligé & se restreindre aux calculs d’une seule
base, donner a préparer pour une prochaine séance le calcul d’autres bases.

La séquence ci-dessus prend une séance de 2 heures.

Des variantes possibles : Utiliser la propriété tout carré magique est somme d'un carré
magique constant et d’un carré de somme nulle. Cela peut se faire, soit dans la séance décrite
ci-dessus, aprés avoir introduit la notion de combinaison linéaire, soit en deuxitme séance,
avec l'inconvénient dans le premier cas de ne plus pouvoir obtenir en 2 heures la notion de
base.

Cette fagon de faire permet de dégager les notions suivantes :

— application linéaire : celle qui & un carré fait correspondre sa somme ; sa linéarité est aisée
a faire imaginer.

— noyau de cette application linéaire, et sous-espace : sous-espace des carrés de somme nulle.
— somme directe : E est somme directe du sous-espace précédent et du sous-espace des
carrés constants. Ce dernier a une base évidente, et la recherche d’une base du premier se
fait comme dans la séquence standard, mais dans un contexte un peu plus simple. On peut
constater que la réunion des bases des deux sous-espaces supplémentaires donne une base de
Pespace entier.
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Annexe 8

Université des Sciences et Techniques de Lille Flandres Artois
U.F.R. de Mathématiques Pures et Appliquées

Deug Al Alg.Fx.001.02
Un peu d’algébre
1. Btude de quelques ensembles.

Entiers modulo n.

n étant un entier naturel, on appelle classe d'un entier relatif p modulo n ’ensemble
7= {p+ kn | k € Z}. L'ensemble des classes modulo n est noté Z,,.

1) Ecrire Ia liste des éléments distincts de Za, T3, Z¢ et Zs.

2) Montrerquesiz€Petycq,alormsz+yEp+qet zy €54,

Enposant F+§=p+ g et 7 -7 = PG, on définit deux lois de composition, addition et
multiplication sur Z&n.

3) Ecrire la table d'addition et de multiplication de Z,. A préparer hars TD : Méme
question pour 23, Z3, et Zs.
Isométries planes laissant une figure donnée invariante.

1) Etablir la liste des isométries qui laissent un triangle équﬂatéral ABC invariant.

2) Qu'obtient-on en composant deux de ces isométries 7

3) Ecrire la table donnant la composition de ces isométries.

4) A préparer hors TD : Reprendre les questions précédentes pour une autre figure de
votre choix.
Permutations d’un ensemble de n éléments.

Une permutation de I'ensemble de n éléments {1,2,...,n} est une bijection de cet

ensemble dans lui-méme. II est commode de désigner une telle permutation s par le tableau de

. 1 2 n R .
valeurs suivant : s = (3(1) $2) - s(n))’ On note &, 'ensemble de ces permutations

pour n donné.
1) Ecrire les éléments de S, et de S,.
2) Etablir les tables de composition de ces deux ensembles.

3) De ln table de 63 on peut extraire des parties stables ne faisant intervenir que
certains éléments ; lesquelles 7 Peut-on les trouver toutes.

4) Voyez-vous des analogies (totales ou partielles) entre ces tables et des situations
rencontrées plus haut ?

5) On peut obtenir tous les éléments de G; & partir de la composition de certains
d'entre-euxlesquels 7

6) Combien d’éléments posséde & ? Combien de cases contient la table de composition
de G4, Ss,... 7 Pourrait-on étudier S, et S5 & partir de ces tables ?

A suivre (Voir Fiche Alg.Ex.002)
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Université des Sciences et Techniques de Lille Flandres Artois
U.F.R. de Mathématiques Pures et Appliquées

Deug Al Alg.Ex.002.01 (Suite de Alg.Ex.001)
Un peu d’algdbre (suite)
II. Groupes — Groupes finis.
Pour toutes Jes définitions données ci-dessous, retrouver des exemples dans la partie L

Soit G un ensemble muni d’une loi de composition notée = :

GxG —= G
(z,y9) +— zsy

On dit que cette loi détermine sur & une siructure de groupe si
i) La loi est associative.
ii) Il exdste dans G un élément neutre noté e pour cette loi.
#ii) Pour tout élément z de G il existe un élément z’ de G, appélé inverse de =z, tel que
zxz’=z'2z=e. .
On dit aussi que (G, =*) est un groupe, ou méme s'il n'y a pas d’ambiguité sur la loi, que
G est un groupe. G sera dit abélien si la loi est commutative. Si P'ensemble G a un nombre
fini n d’éléments, on dit que (G, *) est un groupe fini d’ordre n.
Soit une partie H de l'ensemble G. Si (H, ) est un groupe, on dit que c’est un sous-
groupe de (G, %),

. On appelle sous-groupe engendré par une partie E de G le plus petit sous-groupe (H, =)
de (G,=) tel que E C H. E est alors un systéme de générateurs de H. Un tel systéme sera
dit systéme irréductible de générateurs si toute partie stricte E' de £ (E' # E) engendre un
sous-groupe H' strictement inclus dans H.

Si (G, ») et (G',¢) sont deux groupes, on dira qu'une bijection ¢ de G dans G’ est un
isomorphisme s :
Vz€G, Yy € G, p(z*y) = o(z) op(y)
(G,#) et (G',0) sont alors dits isomorphes.
1) On suppose que ¢ est un isomorphisme de (G, *) sur (G',0). Si e est I'dlément neutre
de G, que peut-on dire de @(e) ? Si z' est I'inverse de z dans G, que peut-on dire de ©(z’) 7
Si G est d’ordre n, que peut-on dire de l'ordr de G' ?

2) Pouvez-vous citer des exemples de groupes ? de groupes isomorphes ?

3) Si (G, =) est un groupe fini et si on établit la table de la loi *, peut-on rencontrer
deux fois le méme élément dans la méme ligne, dans la méme colonne 7 Etablir les tables de
composition possibles pour des groupes a 2, 3, 4 éléments. Pouvez-vous donner des exemples
de groupes correspondant.a ces tables,

On appelle ordre d’un élément d’un groupe (G, ») 'ordre du sous-groupe engendré dans
G par cet élément.

4) Montrer que si z est d'ordre p, p est le plus petit entier tel que z? = .

5) Déterminer les ordres des éléments des groupes rencontrés au L
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8) Soit G un groupe fini, ¢ un élément de G, H un sons-groupe d’ordre p de & ; on note
aH Densemble {ay |y € H}
a) Montrer que pour tout a € G, aH s p éléments.
b) Montrer que si a € G et b€ G, (aH = bH) ou (aH N bH = §).
¢) En déduire que P'ordre de H divise l'ordre de G.
7) Montrer que s G est un groupe fini d’ordre 2, les ordres de tous ses éléments divisent n.
8) Trouver des sous-groupes de Z3, Z3, Zq, Zs, Zg, G2, Gs.
9) Si G est un groupe d'ordre 5, que-peut-on dize de I'ordre de ses éléments 7 En
déduire les tables de composition possibles pour un groupe d'ordre 3. Que peut-on dire
de deux groupes quelconques d'ordre 5 7 Meémes questions pour les groupes d'ordre 23.

III. Groupes de permutations.

On se propose d'utiliser les résultats obtenus au II. pour trouver des sous-groupes de
G, sans avoir  établir une table de multiplication compléte de ce groupe.

1) Quel peut-étre 'ordre d'un sous-groupe de G, 7

2) En pensant aux résultats vus pour Ss, trouver dans &4 des éléments d'ordre 2, 3, 4 ;
en déduire des sous-groupes d'ordre 2, 3, 4. -

3) Les résultats de la question précédente peuvent étre généralisés & &,, comment ?

4) Que peut apporter & la recherche des sous-groupes de & 'étude des isométries
laissant un carré invariant ?

5) Dans &,, on note t;; la transposition qui permute ietj; s éant un élément de
S, tel que s(i) = j, que peut-on dire de t;; 05 ? En déduire que toute permutation est un
produit de transpositions.

6) Utiliser la question précédente pour obtenir des sous-groupes de &, non encore
rencontrés.
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Annexe 9

Université des Sciences et Techniques de Lille Flandres Artois
U.F.R. de Mathématiques Pures et Appliquées

Deug Al AlgLin. Ex.015.01
Atelier : algébre lindaire et représentations géométriques

Si A est une partie d’'un espace vectoriel E, on note lin A le sous-espace vectoriel de E
engendré par A.

Ex 1. 1) Dessiner un plan vectoriel P et une droite vectorielle D de R®, D n'étant pas
incluse dans P.

2) Dessiner dans R® un plan vectoriel P et deux vecteurs u et v mon colinéaires
n'appartenant pas & P ; dessiner P N lin{u,v}.

3) Dessiner 2 plans vectoriels de R*® non confondus, et dessiner une base de chacun
d’eux de telle sorte que la réunion des deux bases forme une base de R®.

4) Dessiner deux plans vectoriels P et @ dans R?, non confondus, et une droite
vectorielle D distincte de leur intersection ; faire des dessins différents selon les dimensions
de D+ Pet D+ Q.

5) Dessiner dans R® quatre sous-espaces vectoriels se coupant 3 &4 3 en {0} et 24 2
selon une droite.

Ex 2. Dans R*, on appelle hyperplan un sous-espace de dimension 3, plan un sous-espace
de dimension 2 et droite un sous-espace de dimension 1.

1} Quelle est Pintersection de deux hyperplans ?
2) Si H est un hyperplan et D une droite, quelle est la dimension de 'espace H + D ?

3) Qu'elle est l'intersection d’un plan P et d’un hyperplan H ? Faire un dessin dans
R? qui symbolise la position respective de P et H. Que perd-on comme information sur les
dimensions dans cette représentation ?

4) Si P est un plan de R? et D une droite, combien d’équations linéaires faut-il pour
définir le sous-espace P+ D 7

5) Quelle est l'intersection de trois hyperplans de R* 7

Ex 3. 1) Soit P2(R) I'espace des polyndmes & coefficients réels de degré au plus 2, et soit
A = lin{1,(z — 1)*} et B = lin{z}. Faire un dessin dans R® qui schématise les positions
relatives de A et B. Faire un schéma analogue dans R?. Perd-on alors des informations sur
les dimensions de A oude B ?

2) Dans R®, soit H =lin{e;,ez,¢e3} et F = lin{ey, e5}, oli les e; forment la base usuelle.
Faire un dessin dans R® qui schématise les positions relatives de H et F. Un tel dessin peut-il
garder toutes les informations qu’on a sur les dimensions de ces espaces 7

3) Etudier les deux questions suivantes, qui ont un rapport étroit :

a) L’affirmation suivante est-elle vraie ou fausse : Si F' et G sont deux sous-espaces d'un
espace vectoriel E de dimension n, et si F' + G = E, alors dim F + dim G = n.

b) Dans R® muni de la base usuelle (eq,e2,e3,e4,65), soit H = lin{e;,e2,e3} et G =
lin{es, eq,es}. Faire un dessin dans R?® qui schématise les positions relatives de H et G,
en y faisant figurer ej, ez, €3, e4, e5. Qu'est-ce qui est faux dans le dessin 7
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4} Etudier les questions suivantes qui sont elles aussi en rapport étroit :

a) Les affirmation suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

1) Si deux vecteurs u et v n'appartiennent pas & un sous-espace F d'un espace E, alors
hin{w,v}n F = {0}.

ii) Soit E de dimension n, F C E, avec dim F' = p. $'il existe des vecteurs vy, va,..., vk
linéairements indépendants de F qui n’appartiennent pas a F', alors n > p + k.

b) Dans F(R,R), soit £ = lin{e*,e"%,z,1}. Dans E, soit F = lin{e®,e™*}, u = €* + z,
v = e~ %+ 1. Représenter dans R? les positions relatives de F, u, v et lin{u, v}. Qu'est-ce
qui est faux dans le dessin ? Et si on remplace v par w = e~ — z, que devient le dessin ?

c) La question 2) de l'exercice 1.

5) Etudier ensemble les questions suivantes :

a) L’affirmation suivante est-elle vraie ou fausse : si trois vecteurs d’un espace vectoriel sont
2 & 2 linéairement indépendants, ils sont indépendants.

b} Faire un dessin dans R?® qui schématise les positions relatives des 3 fonctions ch, sh, exp.

6} Etudier ensemble les questions suivantes :

a) L'affirmation suivante est-elle vraie ou fausse : soit £ de dimension n, et zi,...,7%
des vecteurs de E. On suppose que, pour un entier p, avec p < net p < k, on a
rg(T1,...,2p) = p et rg(zy,..., %) = n. Alors rg(zp41,...,2k) =n —p.

b} Méme question, mais en supposant de plus, dans les hypothéses, que lin{z1,...,z,} 0

lin{x?"i'la e ,ifk} = {0}
¢) Représenter dans R? les positions relatives des vecteurs suivants de F(R, R) : z — sin® z,

T cosiz, Tz, T 1

7) Dans R!, on pose E1 = lin{e;, ez}, E2 = lin{ez,e3}, E3 = lin{es,es}, Es =
lin{eq, 1} (les e; forment la base usuelle). Faire un dessin dans R* qui schématise les positions
relatives de ces quatre sous-espaces. Que perd-on dans cette représentation ?

=
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Annexe 10
UNIVERSITE DES SCIENCES ET TECHNIQUES PE LILLE

FLANDRES-ARTOIS ANNEE 1990/1991
U.F.R. DE MATHEMATIQUES PURES ET APPLIQUEES

¥ FFE R
DEUG A ; - SECTION 1

Interrogation écnite du 11 mans 1991

2 2 ® ¥

4 .
1. Soient, dans kR, X = (1,.-1, 2, 0) , ¥ = (o, 3, 1, -1),
7= (-1, 1, -1, 0), T = (2, 1, 5, -1l), et pouf A réel, on pose

VA= (l) K.s ls l) .

b B 2 .
1°) Déterminer le rang des systémes de vecteurs suivants

(1 {x,Y}
(2} {X,Y,2}
(3 {£,Y,7}

(&) {x,Y,v,}

(5] {X,Y,Z,Vl}

=] - . a . . -
2°) Dire, sans faire d'autres caleuls, si les assertions suivantes sont vrales
ou fausses. (justifier les réponses).

(a) ze linm {X,Y}
{b) 1le rang des systémes {X,Y,Z,V_l,Vl} est 5
{c) la dimension de 1in{X,T} est 2

(d) tin {X,Y} = lin {T,V_,}

(e) v € lig {X,¥,2 }

i
I1. Calculer: arc sin(sin l; Y} + arc cos(cos %ﬂ) .

{les résultats numériques fournis sans explication ne sont pas admis).

seodann
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Annexe 11

USTL DEUG A1  Section 1 Mathématiques Juin 1991

Guatrieme dehoir surbeille

Durée: 3 heures
PREMIER PROBLEME

On cherche les polynémes f de degré au plus n vérifiant I'équation
(Y YxeR f(x+1)-3f(x)=Q(x),
ol Q est un polynéme donné de degré au plus n.

i°/  Définir un espace vectoriel E et une application linéaire T de E
dans lui-méme, tels que l'équation (*) prenne la forme T(u)=v.

2°/ On deésigne par Qn 'espace vectoriel des polyndmes de degré au
plus n. Soit A:P [, —~ P définie par A(F)(x)=f(x+1)-f(x).
On considére les polyndmes Vq...1, V(x)=x/11, Vo(x)=x(x-1)/2], ...
V (x)=x(x-1)...(x-n+1)/n! [c'est une base de Gregory de Ppl.
(a) Quelle est la matrice A de A dans cette base de Gregory ?
(b) Déterminer la matrice Ak (k entier 20).
(c) Evaluer AN+1,
3°/{a) Montrer que pour tout A I'application I-AA: PP est

n
inversible, et que son inverse est Z rKak:
k=0

(b) Résoudre complétement I'éguation (*). [on pourra exprimer T
au moyen de A et de I, et calculer f en fonction des Ak(Q)].

4°/(a) Quelle est la matrice B de T dans cette base ?

(b) Déduire de 3%/ la matrice B 1.
5°/  Faites une conjecture concernant les nombres d par lesquels on
peut remplacer le nombre 3 figurant dans (*), pour gu'on puisse encore

résoudre I'équation correspondante, quel que soit Q dans @n.

Geearaeeaad
TSVP
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