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Résumé — Cette publication présente I’application d’une méthode d’analyse asymptotique & 1’étude de la convergence en turbo-

détection. L’analyse s’appuie sur une visualisation de I’évolution de l'information extrinséque échangée entre le détecteur et le
décodeur, par 'intermédiaire des diagrammes EXIT. Les résultats obtenus montrent une prédiction pertinente de la convergence

optimale du processus itératif.

Abstract — This paper adresses the problem of asymptotic convergence analysis in iterative equalization and decoding systems
(turbo-detection). We use EXIT charts to visualize the evolution of extrinsic information exchanged between the symbol detector
and the outer decoder. Simulation results bring new insights into the optimal convergence behaviour of the iterative process.

1 Introduction

La transmission de données au sein d’un milieu sélectif
en fréquence engendre de 'Interférence Entre Symboles
(IES) sur le message transmis. Un dispositif d’égalisation
adéquat doit alors &tre mis en oeuvre en réception afin
de compenser la dégradation introduite par I'lES. En pré-
sence de codage canal & ’émission, on dispose d’un gain de
correction supplémentaire qui peut étre mis a profit pour
améliorer le traitement de I'TES. Dans ce contexte, le ré-
cepteur optimal (au sens du Maximum de Vraisemblance)
réalise la détection de symbole et le décodage de ma-
niére conjointe, par le biais de 1’algorithme de Viterbi par
exemple. La complexité du treillis associé («super-treillis»)
demeure néanmoins prohibitive en pratique, d’autant plus
qu’elle augmente exponentiellement avec la taille de 1’en-
trelaceur généralement inséré entre le codeur et le mo-
dulateur. Classiquement, 1’égalisation et le décodage sont
donc réalisés de maniére disjointe, ce qui s’accompagne
d’une perte d’information.

Introduite en 1995 [1], la turbo-détection réalise un com-
promis intéressant entre ces deux alternatives en propo-
sant une structure itérative de détection et décodage di-
rectement inspirée des turbo-codes. En dépit du carac-
tére sous-optimal de cette approche, d’excellentes perfor-
mances ont été démontrées par simulation. A 'instar des
turbo-codes, la compréhension de ces bons résultats de-
meure cependant un probléme encore non résolu a ce jour.
L’enjeu est double:

1) pouvoir prédire le comportement du processus itéra-
tif (conditions et limites de la convergence), en particulier
a bas rapport signal sur bruit lorsque les analyses tradi-
tionnelles (bornes) ne s’appliquent plus.

2) en tirer des legons pour optimiser la conception des
systémes itératifs.

Cette publication propose I’application d’une technique
d’analyse asymptotique, les diagrammes EXIT, & 1’étude

de la convergence en turbo-détection. Cette méthode a
récemment été utilisée pour comparer les performances de
différents turbo-égaliseurs [9].

2 Chaine de transmission

Le modéle discret équivalent de la chaine de communi-
cation étudiée est représenté figure 1. On se place dans le
cadre d’une transmission par paquets. Les données géné-
rées par une source binaire uniforme sont protégées par
un codage convolutif de rendement R.. Le message codé
correspondant est entrelacé puis transmis suivant une mo-
dulation de phase & 2 ou 4 états. La loi d’entrelacement est
générée aléatoirement. La réponse impulsionnelle du canal
discret équivalent est supposée finie, invariante dans le
temps et parfaitement connue du récepteur. Les modules
SISO (Soft-Input Soft-Output) de détection et décodage
sont réalisés & partir de I’algorithme BCJR-MAP [2].

Entrelaceur BABG
Source | Cogeur | M Modulateur Canal
Binaire — (IES)
Désentrelaceur
Détecteur | + I_I.1 Décodeur [ Decision
) SISO SISO
Entrelaceur
n ¥

F1a. 1: Modéle de la chaine de transmission

Par la suite, nous noterons A 'information extrinséque
échangée entre les modules SISO et relative & un bit codé
x € {x1}. A désigne ici une information pondérée, de den-
sité de probabilité conditionnelle f(A|z).



3 Principe de ’analyse

La turbo-détection présente de nombreuses analogies
avec la concaténation série de codes convolutifs. Les mé-
thodes d’analyse développées dans le cadre des turbo-
codes sont donc directement transposables & notre étude.

Richardson et Urbanke ont récemment introduit une
méthode dite de propagation des distributions (ou density
evolution), permettant d’obtenir de maniére analytique
les performances du décodage itératif des codes LDPC
lorsque la taille du code tend vers l'infini [3]. Cette mé-
thode a ensuite été généralisée au décodage itératif d’une
concaténation quelconque de codes isotropes en présence
d’entrelacement [4]. Elle repose sur ’estimation de la dis-
tribution du message en sortie de chaque décodeur en fonc-
tion des distributions présentes & son entrée a chaque ité-
ration. Cette analyse est rigoureuse dans le sens ou elle ne
fait aucune hypothése sur ’allure des densités de proba-
bilité des messages échangés.

D’une maniére générale, les simulations montrent que
lorsque ’entrelacement est suffisant, la distribution de I'in-
formation extrinséque peut étre approximée avec précision
par une loi Normale aprés quelques itérations. Celle-ci est
alors parfaitement caractérisée par la donnée des deux pa-
ramétres py = |E[A]| et ¢ = var[A]. Une simplification
supplémentaire est introduite en considérant la propriété
asymptotique de consistence présentée en [3]. Cette pro-
priété stipule essentiellement que lorsque la taille de I’en-
trelaceur tend vers I’infini, la distribution de I'information
extrinséque obéit a la relation suivante :

F(AMz) = f(=Alz) exp(}) (1)

L’application de cette condition & une distribution Gaus-
sienne de paramétres N (uyz, 03) conduit au résultat o5 =
2py. L’information extrinséque est donc asymptotique-
ment indépendante et identiquement distribuée suivant :

(A — maz)?
4pix

F(Az) = (2)

exp —

1
VAT

Notons que 'on a la symétrie suivante :
fAlz = +1) = f(=Alz = =1 (3)

Ces constatations réduisent la dimension de ’analyse
(a Dorigine infinie) au suivi de I’évolution du paramétre
unique g . L’analyse de la convergence par les diagrammes
EXIT repose implicitement sur ce résultat fondamental.

4 Les diagrammes EXIT

Les diagrammes EXIT (EXtrinsic Information Trans-
fert Charts) ont été initialement introduits par ten Brink
pour optimiser la conception de turbo-codes [5]. Ces dia-
grammes proposent une visualisation graphique de 1’évo-
lution de la qualité de 'information extrinséque échangée
itérativement entre modules SISO. Cette approche se dis-
tingue des analyses similaires présentées par [6] et [7] par
I'utilisation d’'une grandeur bornée, pertinente du point de
vue de 'interprétation. En effet, la qualité de I'information
extrinséque est quantifiée par la mesure de 'information

mutuelle moyenne (IMM) apportée par A sur z, définie
comme :

+oo
z,\,x:% > / FAz) x
r=—1,4177° (4)
log 2- f(A|z)
YA+ fA+1)

En supposant que A suive une loi N (px2,2u,) au cours
du processus itératif, I’expression précédente se simplifie.
En combinant les résultats (1) et (3), on obtient:

+ oo 9
Ihe = / FAl+1) - logg ——————=dX\  (5)
¢ oo 2 14 exp(—A)
ot f(A] + 1) est donnée par (2). On constate que Zj 4
est une fonction strictement croissante (et par conséquent
inversible) du paramétre uy, avec les limites suivantes:

HIAH_I}OIA,x(/M) =0, m Ine(pr) =1

li
wx—=+
T,z = 0 correspond au cas extréme otl A et x sont statisti-
quement indépendants. A l'inverse, on a Z) ; = 1 lorsque
A détermine parfaitement z.

Le comportement non linéaire de chaque module SISO
peut donc étre caractérisé par une fonction de transfert
de la forme Zoy: = G(Zsn), Zin (respectivement Z,y;) dési-
gnant 'IMM en entrée (sortie) du module. Le processus de
turbo-détection est alors modélisable par le schéma équi-
valent présenté ci-dessous.

Détecteur SISO
|_> L. =Ge(L;,) _l

I, v,

i_ Décodeur SISO <J

Ioul = GD(lin)

FiG. 2: Schéma équivalent du turbo-détecteur

Les caractéristiques du détecteur et du décodeur sont
évaluées individuellement, par simulation. On génére en
entrée de chaque module une séquence {A} distribuée sui-
vant une loi M (pxz,2u,) pour différentes valeurs du pa-
ramétre py. L'IMM correspondante en entrée Z;,, est don-
née par la relation (5). Zoyu: est obtenue par évaluation
numérique de I’expression intégrale (4), & partir d’une es-
timation (par histogramme) des distributions f(A|+ 1) et
f(A] = 1) produites en sortie.

4.1 Diagramme EXIT du décodeur

En turbo-détection, la fonction de transfert du déco-
deur Zoy: = Gp(Zin) ne dépend que des propriétés du
code. Nous avons représenté figure 3 les caractéristiques
obtenues avec différents codes convolutifs. La notation
(1,81/g2) désigne une structure récursive systématique.

On constate que le choix de la structure du codeur n’in-
flue pas sur la convergence du turbo-détecteur puisque les
caractéristiques obtenues avec les codeurs récursifs systé-
matiques sont confondues avec celles de leurs équivalents
non récursifs non systématiques [9].
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F1c. 3: Exemples de diagrammes EXIT du décodeur SISO

Le diagramme EXIT du décodeur peut étre complété
par une seconde caractéristique donnant le taux d’erreur
binaire (TEB) mesuré sur les bits d’information en sortie
du décodeur, en fonction de 'IMM en entrée (figure 4).
L’utilité de cette courbe sera précisée en section 5.

TEB

—< Code (5,7) Re=1/2
—©- Code (1,23/35) Re=1/2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Information mutuelle moyenne en entrée Iin

F1G. 4: Exemples de caractéristiques TEB = f(Z;,,)

4.2 Diagramme EXIT du détecteur

La fonction de transfert du détecteur dépend de la mo-
dulation, de la sélectivité en fréquence du canal et du rap-
port signal sur bruit en sortie du démodulateur. A titre
d’exemple, nous avons représenté figure 5 les caractéris-
tiques obtenues dans le cas d’une transmission MDP-2
pour plusieurs valeurs du paramétre F/Ny et sur diffé-
rents modéles de canaux :

— canal Gaussien non sélectif

— canaux PROAKIS B (3 coefficients), PROAKIS C
(5 coefficients) et CRIT5 (5 coefficients)
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F1c. 5: Exemples de diagrammes EXIT du détecteur SISO

Ces canaux sont tirés de [8]. Soulignons que le canal
CRIT) constitue un pire cas pour le détecteur de symboles
car ses coeflicients ont été choisis de fagon & minimiser la
distance libre dans le treillis associé.

On observe d’une part que la sélectivité en fréquence
du canal influe sur la pente de la caractéristique obtenue.
D’autre part, en présence d’une information a priori par-
faite (Zj, — 1), on constate que le détecteur s’affranchit
complétement de I'TES puisque 'on retrouve asymptoti-
quement les performances du canal non sélectif.

5 Application a Panalyse du turbo-
détecteur

Le diagramme EXIT du turbo-détecteur résulte de la
superposition des diagrammes EXIT du détecteur et dé-
codeur sur une méme figure, en accord avec ’échange d’in-
formation entre modules (voir figure 2):

Z;n(détecteur) = Zyyt(décodeur)
Z;in(décodeur) = Zoy:(détecteur)
Le processus de turbo-détection dessine théoriquement
une trajectoire en «marches d’escalier» sur cette représen-

tation, par projection sur les caractéristiques du détecteur
et du décodeur:

Courbe détecteur

) Déchage

(1) Egalisation

Courbe décodeur

FiG. 6: Trajectoire d’une itération du processus itératif

Lorsque cette trajectoire atteint un point de croisement
entre les courbes, le processus itératif cesse de converger
puisque I’échange d’information entre modules n’apporte
alors plus d’innovation.
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Fic. 7: Analyse de la convergence du turbo-détecteur sur

le canal PROAKIS C

Nous avons appliqué les diagrammes EXIT & ’analyse
d’une transmission MDP-2 sur les canaux PROAKIS C
(figure 7) et CRIT5 (figure 8), avec un codage convolutif
de rendement 1/2 et de polyndmes générateurs (1,23/35).
Les diagrammes obtenus prédisent une convergence rapide
vers les performances du canal Gaussien & partir d’un seuil
Ey/Ng = 3.9 dB sur le canal PROAKIS C et Ep/Ng = 4.7
dB sur le canal CRIT5. Ils nous donnent également le TEB
optimal que l'on peut atteindre (pour chaque valeur de
Ey/Np) en reportant ’ordonnée du point de saturation en
abscisse de la caractéristique TEB=f(Z;,) du décodeur.
Par exemple, on obtient un TEB optimal de 2.10~* pour
Ey/Ng = 3.9 dB sur le canal PROAKIS C.

Afin de vérifier ces résultats, nous avons simulé ces deux
scénarios en utilisant une matrice d’entrelacement 256 x
256. Le TEB mesuré en sortie du turbo-détecteur aprés 50
itérations (figures 7 et 8) se révéle trés proche des prédic-
tions des diagrammes puisque la convergence est effective
a4 4.1 dB sur le canal PROAKIS C et 4.8 dB sur le canal
CRIT5. Dans les deux cas, la perte résiduelle par rapport
aux performances sur canal Gaussien est négligeable.

Cette analyse fait abstraction de I’entrelacement, sup-
posé idéal. En réalité, I’entrelaceur est toujours de taille
finie. La distribution asymptotique (2) ne représente donc
qu’une approximation de la distribution réelle de I'infor-
mation extrinséque. Néanmoins, la grande taille de 1’en-
trelaceur utilisé en simulation ainsi que la robustesse de
I'IMM vis & vis d’une distribution non Gaussienne justi-
fient la justesse des prévisions obtenues.

6 Conclusion

Bien qu’ils ne constituent pas une preuve rigoureuse de
la convergence, les diagrammes EXIT se révélent donc per-
tinents pour optimiser la conception d’un turbo-détecteur.
Ils apportent en effet des éléments de réponse quant a
I'influence de certains paramétres tels que le choix du
code ou de I’algorithme d’égalisation sur les performances
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F1c. 8: Analyse de la convergence du turbo-détecteur sur

le canal CRITH

optimales du systéme. Cette analyse demeure cependant
asymptotique et ne s’applique donc plus dans le cas plus
réaliste de messages et entrelaceurs de petite taille.
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