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CONVECTION ENTRE DEUX CYLINDRES COAXIAUX
EN REGIME LAMINAIRE PERMANENT

A MOITAH et J.-P. CALTAGRONE
Laboratoire dAérothermique di1 CNRS, 4ter route des Gardes, F 92190 Meudon, France

Résumé--La résolution e léquation de Iénergie a été effectuée dans ke cas dun écoulement laminaire entre
deux cylindres coaxiaux isothermes maintenant un gradient constant dans l couche annulaire. Lévolution
du dhamp & température k long des tubes a été obtenue a laide e b méhode de Galerkin ainsi quavec in
moddle numérique aux différences finies pour plusieurs rapports de rayons. Le transfert de chaleur entre les
deux tubes, caractérisé par les nombres d& Nusselt extérieur et intérieur, ainsi que la température e méange
ont été déterminés en fonction ck la lor réduite des deux tubes. La comparaison des solutions obtenues
par différences finies et par b méthode de Galerkin, pour plusieurs fonctions dessais, fait apparaitre une
bonne concordance.

NOMENCLATURE
diffusivité du fluide;

fonction intervenant dans le développement

de b température;
nombre de Nusselt local extérieur,

AT
Nu, = —RLogRSl‘ R
er r-R

nombre de Nusselt local intérieur,

Nu;= —LogRé-‘r{ H

erl,=1
nombre de Péclet, Pe = Wag = RePr;
a
nombre de Prandtl, Pr= M ;
a

composante radiale adimensionnelle,
r,

r=-;3
r;

rayon du cylindre extérieur;

rayon du cylindre intérieur;

composante radiale;

grandeur caractéristique de la

configuratlon annuhire, R = ke
A

nombre de Reynolds, Re = }/\_for’
¥
température adimensionnelle en chaque
T'-T.

mt dufiUde T=::-;-
pom " & T 5T T >
température du cylindre extérieur;
température du cylindre intérieur;
développement a l'ordre N de la

i=N

température, Tv = 1p(r)- 1 a;(z)f3(r);

H
température en chaque point du fluide;
vitesse adimensionnelle en chaque point

du fluide, W= \Vf\‘;o

vitesse débitante du fluide a travers
toute section droite;
vitesse en chaque point du fluide;

z composante axiale adimensionnelle du
cylindre, z = ,173
i, composante axial du cylindre.

Symboles grecs
Vi, viscosité cinématique du fluide;
(), expression adimensionnelle de la
température pour z infini ;
Ty(r}, fonction d'essai.

1. INTRODUCTION

IE PROBEMVE dce la convection thermique dans un tube,
en régime laminaire, a été abordé par de nombreux
auteurs depuis les travaux de Graetz et de Nusselt.
Nous citerons les travaux effectués par Abramowitz
(1], Singh [2] et de Jones [3] qui, sans négliger la
conduction axiale a obtenu la solution de ce probléme
ol les valeurs propres sont données sous forme dun
développement asymptotique. La géométrie étudiée ici
implique lintroduction dun paramétre sup-
plémentaire: le rapport des rayons intérieur et ex-
térieur; la distribution de vitesse dans la couche
annulaire déterminée par résolution de l'équation de
quantité de mouvement est supposée connue et in-
troduite dans l'équation de I'énergie et celle-ci est
ensuite résolue par la méthode de Galerkin développée
dans les ouvrages de Kantorovich et Krylov [4),
Finlayson [5] et Lions [6]. Les résultats donnés pour
diverses fonctions d'essais et plusieurs degrés
dapproximation sont analysés. Ce probleme
d'évolution a aussi été abordé par la méthode des
différences finies et les résultats obtenus comparés avec
ceux de la méthode précédente. Les avantages et
inconvénients des deux méthodes sont aussi com-
mentés.

La température de mélange dans la couche et les
nombres de Nusselt locaux extérieur et intérieur sont
déduits des calculs pour plusieurs valeurs du rapport
des rayons.



2 FORMULATION DU PROBLEME

1l s'agit de l'écoulement laminaire d'un fluide incom-
pressible entre deux cylindres infinis de rayons in-
térieur 1, et de rayon extérieur r.. Les cylindres
intérieur et extérieur, supposés imperméables et iso-
thermes, sont maintenus respectivement a la tempéra-
ture Tet T, avec T > T,

L'équation de l'énergie, pour un écoulement de
Poiseuille annulaire, dans le cas o on néglige la
conduction longitudinale, s'écrit:

2T 16T’ T
ale,-, + ,(? J. W(r'i—, = 0
ér ar (074
ol
Wr ")=2Wo[r;-r'2+(r;-rl)Log(r'fr.yLog(r,/r;)]

r; +rt-(r; -rf)/Log(rfr;)

a représente la diffusivité thermique du fluide, Wola
vitesse débitante du fluide a travers une section droite
du conduit annulaire, r' la coordonnée radiale et z' la
coordonnée axiale du cylindre. I ny a pas de
coordonnée -angulaire, le probléeme étant supposé
axisymétrique.

Les conditions aux limites pour ce probleme se
présentent sous la forme:

T(r,2) =T 'vZEeJO, col,
T(r,z)=T 4vZEe[Q col,
T, 0 =T “relsrd;

le régime dynamique est supposé établi en z' = Q
L'équation de l'énergie est rendue adimensionnelle
par les grandeurs de référence suivantes:

’ r

WO =" 2= T
R = fe et T= -’1——‘0 B
L T; T,,

(ot les grandeurs réelles sont désignées par un prime).
Ainsi l'équation de I'énergie rendue adimensionnelle
s'écrit:

c2T 16T
"2 : (1
ér r or
ou
~2(r?-1 - ®R*- 1) Logr/LogR)
W= T ® DilogR

et ol Pe = Wpryaest le nombre de Péclet; avec comme
conditions aux limites:

T(l,z)=1 'vzE]0,x[, @)
T(R,z) =0 'vzE (0, :xi[, (3)
T(r,0)=0 lirE]l,R]J. 4)

3 METHODE DE GALERKIN
(@) Unicité
Montrons que, pour le probléme ainsi posé, il existe
au plus une seule solution. En effet, soient Tj et T, deux
solutions différentes de ce probléme, vérifiant
l'équation (1)et les trois conditions aux limites (2)-(4);
la différence U= T;- T, vérifie dans ces conditions

l'équation (1) et les trois conditions aux limites

suivantes:
U(Lz)=0 'vzE]O0,:x[,
U(R,z)=0 V.E[0,:x],
U(r,0)=0 VrE]LR].

Multiplions par rU 1'équation (1) ot Tété remplacé

par Uet intégrons entre | et R, nqys obtenons:
R a Pe
(r- - =--- J rW(r)U’dr]
1 1
ce qui donne
R . 2
Pe d (au) i

lf rW(r)UZdr = _fl r o

Le second membre de cette équation étant négatif quel
que soit z la fonction de z JfrW(r)U?dr, est dé-
croissante, mais comme elle est nulle pour z =0
puisque U(r,0)=0 VrE]LR], on a JfrW(r)U?dr
= 0, Cependant rW(r) > 0 implique U(r, z) = 0, soit
T,= T,

(b) Détermination d'une solution approchée

Pour z tendant vers l'infini, la température n'est plus
fonction de z et 'équation (1) admet pour solution la
fonction

Logr
= 1 _
0= 1- 5%
vérifiant les conditions aux limites.
On pose:
TN, 2) =

N
90 - L a@)1i) ()
JE |

et on exige que T\(r, z) satisfasse au systéme (1)( 4) Si
nous prenons les fonctions d'essais vérifiant:

'P,(1)=0 'v,E[LN] 6
PiR)=0 viE(LN], )

les deux conditions aux limites (2) et (3) se trouvent
ainsi vérifiées.

La méthode de Galerkin consiste a se donner
d'abord les fonctions d'essais vérifiant les conditions
(6) et (7) et le probleme de départ se réduit a la

détermi tlon(des fonctions a;(z) vérifiant:
a(Z) + -'P;)-Pe W(r)Paz(z)]l—O ®)
N
0= I a0)Pr) vrE]LR] ©
A
avec:
LN Logr
) = 1- LogR

On obtient le systeme différentiel qui détermine les
a;(z) en multipliant les deux équations (8) et (9) par les
P; (r)j variant de 1a N. En intégrant le résultat obtenu



entre let R, on trouve
N R 1 A
Y a,-(z)J‘ (‘P;’ + -;‘PZ-)‘Pj dr
i=1 1
R
-~ Pe a}{z)f YW¥,dr =0 (10)
1

R N R
J o(rW(r)dr = Zai(O)J. Wodr. (1)
1 i=1 1

Ce systtme nous conduit a deux équations mat-
ricielles:

[Cl[a;(z)] = Pe[D][a;(z)]
[H][;(0)] = [G]
ol la matrice carréeILC] a pour éléments:

(L6 fidr

et la matrice carrée [T
ds=14 W(\LP;dr.

Dans l'équation matricielle (13) exprimant la con-
dition initiale, la matrice carrée [HJ a pour éléments

(12)
(13)

fo

hi; = o i

et la matrice colonne [G],

g =V q:l\]lldr

Le systtme (12) avec les conditions initiales (13)
nous conduit ainsi aux deux équations matricielles
suivantes:

Pe[a;(z)] = [D-"][C] [a;2)] = [A][as(z)] (14)
[a;0)] = [H-'T[G]. (15)

Ces deux équations représentent wn systeme diffé-
rentiel linéaire d'ordre N avec conditions initiales. Pour
résoudre un tel systéme nous supposerons que le choix
des fonctions d'essais est tel que la matrice [A]
= [D-'J [CJ soit une matrice diagonalisable et nous
transformerons ainsi ce systéme dans le repére propre.

Soit [Z] la matrice ayant pour vecteurs colonnes les
vecteurs propres de [A]. Dans e cas, nous obtenons:

[ai(2)] = [Z][af(2)]
ou l'exposant p se rapporte aux vecteurs écrits dans
le repére propre. Le systtme d'équations (14) et (15)
nous conduit, moyennant quelques transformations
simples, au systeme:
[a;(z)] = [Z][af(0)exp((ce;z)/Pe)] (16)
[af(0)] = [Z- "] [H- "] [G] (17)
ol les w; sont les valeurs propres respectives associées
aux valeurs propres. On obtient ainsi:
[a(z)] = [z][diagexp(wiz/Pe)] [Z- '] [H- '] [G] (18)

ou (diagexp(wz/Pe)]| représente la matrice diagonale
et exp wiz/Pe représente le terme de rang i

De la connaissance des a(z) on déduit I'expression
de la température en chacun des points de
l'écoulement.

(c) Détermination de la température de mélange et des

nombres de Nusselt
La température de mélange est définie par:

Tm(z):mrwas/”swas

] f, Wds = n(R*-1)

ou

désigne le débit volumique du fluide. Lorsqu'on rem-
place dans cette définition T par sa valuer approchée
Ty on obtient:

5 N[ (R
E(z):(Rz“l)[J o Wrdr

N R h
— Y dfz) j ‘PiW’r'er
f= 1 1

ol

R
J @Wrdr = 2K[%+(R2—-1)
1

~3R*~7 (RI-1) / 1/,
( 3 + TogR )/4L0gRJ/(R —1)
avec:
2
K REFT— R2_1.
LogR

Il reste seulement a déterminer les intégrales
J£ I, W dr puisque les a;(z) ont déja été précédemment
calculés.

Le transfert de chaleur local sur les surfaces in-
térieure et extérieure est caractérisé par les expressions
des nombres de Nusselt:

Nu;(z) = —Long

r=1

Nuy(z)= -RLogR-]\

or "R
Lorsqu'on remplace T par Ty donné par l'expression
(5), on obtient:

Nuyz) = (-q:i'(1) + Jal(Z)\f\(l)) LogR
et
Nue(z)= (- g R) + 1 aiz)\fiR)) R LogR.

Ainsi l'expression des nombres de Nusselt sen déduit
directement et sans nouveau calcul une fois le champ
de température connu; cette méthode présente donc

un grand avantage dans notre cas sur la méthode des
dilférences finies.



(d) Détermination analytique du champ de température,
de la température de mélange et des nombles de
Nusselt dans le cas N = 1

Un autre intérét de la méthode est de permettre

l'obtention de la solution approchée dans k cas N = 1
par simple intégration et sans avoir recours a un calcul
machine, ce calcul pour N = 1 pouvant donner, pour
un choix convenable des fonctions d'essai 4%, une
bonne approximation de la solution. Nous avons
d'abord utilisé les fonctions d'essais suivantes vérifiant
les conditions aux limites:

= [Logr(Log R- Logr)]'

Pour N = 1, nous avons obtenu:

It L_aj
ax(e)~—d,: Pl

I, Pe
avec:
6(R-1
J 1= LogR+2R+4 - -.(- )
LogR

J,=2RLog?R- 2LogR- 1R LogR
-12LogR+24R-24

L2 2 Lo - PR
1=2(2- g - LogR - _)

I, =K[-HR?Log?R+\¥ R?®LogR
-6RLogR +H Log?R-6R?Log R
+4n Log R - *fiy#R ' -48 R 2+ 48R
£5444 DOR?~ DR - 1)/LogR]

avec:
2
g
T LogR
d'ou:
Log
T =1---"% —[Logr(LogR-Logr)lat(z).
LogR

Parrapport a la méthode des différences finies I'écart
sur la valeur de T ainsi déterminée est de 3 x lo-2pour
z/Pe = 0, 1etde 10-3 pourz/Pe = 04. Nous avons de
méme pour la température de mélange:

PEOWOrdr —al(z)t' 1" W(r)rdrl

nR?- 1)
ou Sfep(r)Wirrdr a déja été calculé précédemment.
Les nombres de Nusselt intérieur et extérieur sont dans
ce cas:

T,=Ir

Nu;=I—-(LogR)(R-1)a;(z)
Nu" = 1+R(LogR)(R-1 a;(2).

(e) Détermination numérique approchée, par ln méthode
de Galerkin, di champ de température, de la tem-
pérature de mélange et des nombres de Nusselt

Pour les fonctions d'essais citées précédemment,
nous avons constaté que la solution ne converge pas
quand on augmente Net que 'approximation obtenue

pour N > lest peu différente du cas N = 1, ce résultai
nous a conduit par la suite a approcher la solution au
moyen de nouvelles fonctions d'essais.

Nous avons utilis¢ deux catégories de fonctions
vérifiant les conditions aux limites qui sont, d'une part,

(r-1 )
= sin w1 m.,,
d'ou.
'R

) LT dr = AR- 1o
g

=1 pour i=j
avec
{’% =0 pour i#)

et, d'autre part,
"T;=[(r—1)(r-R)J
d'ou

n
P de = (-Dit DD RopyieH

I QaG+nH+nH!

Pour ces deux fonctions d'essais la solution obtenue
converge quand N augmente. Pour les fonctions sinus,
on constate qu'a partir de N = 6, les solutions ob-
tenues sont identiques 4 10- > prés pour toute valeur de
:, al'exception d'une valeur trés voisinede: = 0, ot il a
ét¢ nécessaire de dépasser N= 10 pour avoir une
solution invariante partout. Pour les fonctions po-
lynomes, la convergence est obtenue a partir de N = 2
et ce pour toute valeur de : a l'exception de 2 = Q

4. METHODE DES DIFFERENCES FINIES

L'équation (1) est transformée en équation aux
différences; l'algorithme est celui de la méthode de
Crank-Nicolson. De plus, r varie de 1 U R et
z/Pe, de Ou R(R- )2 et les valuers des rapports

de rayons explorés sont vi2, 2 4 et 16

Le maillage comprend 101 noeuds.

L'espace mémoire est de 300 K. k temps de calcul de
0,2 s par pas de temps et £ nombre de pas de temps de
l'ordre de 200.

5 INTERPRETATION PHYSIQUE DES RESULTATS

Nous avons ainsi déterminé la répartition de tem-
pératures, les nombres de Nusselt et la température

moyenne pour les rapports de rayons suivants: ,/i. 2
4 et 16. Ces différents calculs ont été effectués par la
méthode de Galerkin et celle des différences finies. Les
résultats ainsi obtenus sont représentés sur les gra-
phiques suivants ou nous avons comparé les différentes
approximations correspondant 8 N = 1, 2et N = 15
aux résultats obtenus a partir de la méthode des
différences finies et ce, pour les deux derniéres fonc-
tions d'essais.

Il ressort de cette comparaison que la solution
obtenue par la méthode de Galerkin coincide parfaite-
ment avec celle déterminée par les différences finies et
ce, a partir de N ;, 2 pour les fonctions polynomes et
de N ; 6 pour les fonctions sinus. On voit sur les
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obtenue par les différences finies.
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FIG. 5 Nombre de Nusselt extérieur en fonction de la longueur réduite pour R = 2 et pour différentes
valeurs de N avec des fonctions d'essais sous forme de sinus. La courbe correspondant 4N = 15 coincide avec
celle obtenue par les différences finies sauf au voisinage de zéro.
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FIG. 6. Nombre de Nusselt intérieur en fonction de la longueur réduite pour R = 2 et pour différentes
valeurs de N avec des fonctions d'essais sous forme de sinus. La courbe correspondant a N = 15 coincide avec
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celle obtenue par les différences finies.
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FIG. 7 Nombre de Nusselt extérieur en fonction de la longueur réduite pour R=2¢ R =4 Les deux
méthodes de calcul donnent b méme résultat sauf pour les faibles valeurs de z/Pe ¢ pour R = 4
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- - - - Differences finies

0,5.1.. s

FIG. & Nombre de Nusselt intérieur en fonction ¢ la longueur réduite pour R=2 ¢ R=4 Les deux
méthodes de calcul donnent & méme résultat sauf pour les faibles valeurs de z/Pe et dans b cas R =4

courbes que la température de mélange, les nombres de
Nusselt et la longueur d'établissement du régime
thermique décroissent quand ke rapport des rayons R
croit.

6. CONCLUSION

Nous avons d'abord dans un premier temps dé-
montré l'unicité de la solution de I'équation de
I'énergie dans ke cas de l'écoulement annulaire la-
minaire. La méthode de Galerkin nous a permis
d'obtenir la solution développée sous forme de fonc-
tions d'essais et cela pour plusieurs valeurs du rapport
des rayons des deux tubes.

De la connaissance du champ de température entre
les deux tubes, nous avons déduit les expressions de la
température de mélange et des nombres de Nusselt
extérieur et intérieur en fonction de la longueur réduite
des tubes.

La comparaison des résultats ainsi obtenus a ceux
que nous avons déterminés avec un modele numérique
aux différences finies fait apparaitre-une bonne con-
cordance.
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CONVECTION BETWEEN TWO COAXIAL CYLINDERS IN A LAMINAR PERMANENT
REGIME

Abstract - The equation of energy was sol ved in the cause ofa laminar flow between two isothermal coaxial

cylinders maintaining a constant gradient in the annular layer. The evolution of the temperature field along

the tubes was determined by using the Galerkin method, as well as a finite-difference numerical mode! for

various radius ratios. The heat transfer between the two tubes, characterized by the outer and inner Nusselt

numbers, as well as the mixture temperature were calculated as fonctions of the reduced length of the tubes.

The comparison of the solutions found with finite-difference method and the Galerkin technique for various
trial fonctions revealed a good agreement.

KONVEKTION ZWISCHEN ZWEI KOAXIALEN ZYLINDERN IM
DAUERNDEN LAMTNAREN STROMUNGSBERETCH

Zusammenfassung-- Die Energiegleichung wurde im Falle einer laminaren Stromung zwischen zwei
koaxialen isothermen Zylindern, welche einen konstanten Temperaturgradienten in der ringformigen
Schicht halten, aufgeliist. Die Aenderung des Temperaturfelds langs der Riihren wurde mit Hilfe der
Galerkinschen Methode sowie eines numerischen Modells mit endlichen Differenzen fiir verschiedene
Radiusverhaltnisse bestimmt. Die Warmeiibertragung zwischen den Riihren, die durch die aussere und
innere Nusseltzahlen gekennzeichnet wird, sowie die Mischungstemperatur wurden in Abhangigkeit von
der reduzierten Ri:ihrenlange berechnet. Der Vergleich der mit Hilfe der endlichen Differenzen und
der Galerkinschen Methode fiir vcrschiedene Probefunktionen erhaltenen Li:isungen lafii eine gute
Ubereinstimmung erkennen.

JIAMHHAPHMI KOHBEKU1151 ME)I{)lY ,lIBYM51 KOAKCI1AJ1bHbIMI1 UHJ1HH)IPAMI1

AHHQTAHI - PeweHO ypaBHCHIIC coxpaHCHII )Heprnll J111 CJjylall JJaM11Hapttoro Te'eHIlll MelKay
JIBYMI 1130TepMI1%eCK11IMI1 K0aKCHaJJbHbIM11 UlJIHH/paM11 npll noCTOIHHOM rpanlleHTe TeMneparypbl
B K0JJbUeBOM (JJOe. Pa3BHTlle TeMnepalypHoro noJJR BJl0JJb Tpy6 onpe,UCJJIJIOCb CnoMOWDIO MeTo,aa
faJJepK11Ha 1I KOHe'!HO-palHOCTHOro MICJJeHHOro Mero,aa SJll pa3JJH!HbLX OTHOWeHIlil panllycOB.
Ten]J006MeH MelK/ly IBYMIl Tpy6aMl1, onpe,aejJlleMblil M1CJJaM11 HycceJJbTa JJ}I BHewHero 1l BHyTpeH-
Hero ullmrn,ap0B, a TaKIKe TeMnepaTypa QVECH 6bIJlll paccel11TaHbl B 1aBHCIMOCTIl 0T npllBe/leHHOi1
JJIIHDbl rpy6. CpaBHeHlle pewettllil, HailaeHHbIX KOHCIHO-pa3HOCTHBIM MeT0/10M 1l MCIIDOM fa]Jep-
KiHa ulll pa3.111THbIX npo6HbLX qyHKUILiL, o6ttapylKl1BaeT xopowee COOTBeTCIBIIC.





