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OPERATEURS QUANTIQUES,
APPLICATION A LA CONJECTURE DE HILBERT-POLYA.

JONOT JEAN LOUIS

ABSTRACT. Cet article présente une description de certains opérateurs quan-
tiques en relation avec la conjecture de Hilbert-Pdélya. L’étude porte sur des
opérateurs quantiques dont le spectre peut étre décrit par les zéros non trivi-
aux de la fonction zéta de Riemann. Le travail proposé par Bender, Brody et
Muller donne un exemple d’opérateur dont le spectre contient i (2p — 1) pour
tous les zéros non triviaux de la fonction zéta et dont les fonctions propres
sont les fonctions ¢, définies par

CP(‘T) =C(p,:v),m>0,

ou ( est la fonction zéta de Hurwitz.

1. INTRODUCTION

Les opérateurs quantiques, sur un intervalle ouvert I C R, sont des opérateurs L
de L2 (I), de domaine dense dans L? (I), qui peuvent étre représentés sous la forme

E:ZO&)\E)\, o eC
A

ol ), est une somme finie ou infinie avec

/L\)\ = HE)\J', avec E)\yj = /:ZT\, /L\)\ﬁj :Z/)\, E)\ﬁj = / ou /L\)\ﬁj = S\a;
j a
H est un produit fini, T et p sont les opérateurs quantiques définis par, si ¢ est
J
dérivable
7 () (z) = zp(2) et p(y) (x) = —i0p (z) = —i¢’ (z),
lopérateur [ est Iopérateur de Volterra d’indice a € Adh (1)

7a<p @= [ e

etsiael, ga est opérateur de Dirac

S\a (‘P) = gD(CL),

qui & chaque fonction ¢ € L? (I) associe la fonction constante ¢ (a).
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Notation 1. On note Q (E, D, fa,ga), Ualgebre des opérateurs quantiques et on
pose

Definition 1. L’opérateur
(3P} = 3D+ pT = 28p —i = —i (2@5+ 1)
est lopérateur de Berry-Keating [2).

Lemma 1. Sur leur domaine de définition, ces opérateurs vérifient les relations
suivantes

et
— N 2 —
5/ = / et [@,34:/5(1
a a a
2. L’OPERATEUR H,
On définit sur leur domaine respectif les opérateurs
~ P I a™
Ap=1-€P=-3" —0" (2.1)
n=1

et

P +

ap f B,a"

eiob —1 n!
n=0

ou les B, sont les nombres de Bernoulli et o € [—1,1]

O, = o, (2.2)

Definition 2. L’opérateur quantique ﬁa est défini par
i~ [B1(7.5) A,
a
Pour I’étude de cet opérateur on a besoin des résultats suivants,

Lemma 2. Pour p€ Z(¢) etk € N* on a

> C<P72%)—06t > C<p,2TJ1>—O.

1<27<k 1<27+1<k
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Proof. On a, si z # 0,1 et h, k des entiers tels que 1 < h < k,

formule 25.11.16 dans [9]. Sip € Z(¢) alors 1 —p € Z(¢) et

cos (Z£) # 0, donc

b T 2T 21 +1
;C(va)zoet Z <(p7?>_1<z<k4(p7 k )ZO

1€27<k <2741

On pose

- Z o) e g Y

1<27<k 1<27+1<k

alors
A+B=0et A-—B=0

ainsi,

Corollary 1. Vp € Z(¢)

C<p, %) =¢ (p, ;) =0. (2.3)

Lemma 3. Vp € Z(()

Proof. Calculons 12", on vérifie les égalités suivantes

+oo +oo
~ B _ B, T(-p+1) _
0 p_ none—P — n (ptn)
1z an r anp(_p_n_,_l)x

n=0 n=0

—+oo
_ T (_P+ 1) Z & / :E_(p+n)tn+p_18tdt
2mi o n! J,

RUCEL N IO e
271 o n! 4\ T

ol 7y est un contour de Hankel qui entoure ’axe des réels négatifs et est orienté
positivement. La transformation

t—

8|
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de v donne un nouveau contour de Hankel, noté §, ayant les mémes propriétés car
x > 0. Pour ce contour

—+oo —+o0
~ L(—p+1 B, (- B,
|:|1I7p _ ( P + ) § : thrpflextdt — ( p+ ) tpflext E | dt
2mi o n! Js 2mi s — n!
T(1—p) [ tPe*
=——5 /61_etdt=—pé“(p+1,:v),

—

/ Cha? = / —pC(p+1,t)dt = ¢ (p,x) par 2.3.
1 1
5 3
O

Notation 2. Z ({) est l’ensemble des zéros non triviauz de la fonction de Riemann

C.

Theorem 1. L’opérateur ﬁa a pour valeur propre i (2p — 1) associée a la fonction
propre
C(p,xz), >0

pour tout p € Z(¢) et a = %, 1 % et 1.

Proof. On développe le calcul pour a = % Calculons H %C (p,x), en utilisant la
formule de Taylor et la représentation intégrale de {, on peut écrire

o~

By (o) = [ B @R Bl o)

-i-oo1

n=1

+00 o
—) - mr ) na)

n=0
—+o0 _
1 F(—p—l—l)/t’ﬂrn 1ot
= — — dt
) = > i 1— et
n=0 v
r (_p + 1) / tpflezt +oo ny
¢lp,2) 27 4 L—et n!
n=0
D(—p+1) [t lelz+Dt
= — dt
¢lp,2) 27 / et —1

Y
:C(p7x)_c(zup+1):x_p7

@p+p2) Ay | Dha P =i(2p—1)a~"

)

o~ o~

/ﬁl (Eﬁ+ﬁ£)ﬁ1/ﬁ1x*f’ =i(2p— 1)/@117*#
1 1 1
3 3

donc,

Hil(px)=i(2p—1)¢(p.x), Ype Z(CQ),

1
3
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et
B (p) =i (20-1)C(pa), Y€ Z(Q) cta=g, 5,2 etl  (24)
O
Remark 1. Dans le cas général, pour l'opérateur fAIa, léquation 2.8 se transforme
en - )
/aﬁlx*’) :/a —pC(p+1,t)dt =((p,x) — C(p,a)
et

As (¢ (p,x) = C(poa)) = Ml (p,2) = 27"

en conséquence

~

Ha (C(p,x) = C(p,a)) =i (2p = 1) (C(p,x) = C(p,a)),
st on pose

CP (CL‘) = C(p,x),

(A

sont des fonctions propres de l'opérateur ﬁa associée a la valeur propre i (2p — 1).

les fonctions

3. L’OPERATEUR H"

L’opérateur ﬁ,l et ﬁ,l sont définis par

—+oo n
~ = -1
A,lzl—eilp:— ( )an
n!
n=1
et
~ +oo n
~ —ip (-1)" B,
O, = — = o"
V7= nZ:o n!

Definition 3. L’opérateur HY est défini par
—b
At =0, (3.5 3_1/ .

Lemma 4. Si ¢ est développable en série entiere en chaque point x > 0, alors pour
xr>T

Rp@=p@-p—7),c>7.

A (n) = e (@) n
AiT(P(I):_ w"(x):g)(:z:)—z n! («I—T—{E) s
n=0 :

et

A p@)=p@) —p@-71).

Corollary 2. Siz > 1,
Az P =a"—(z—1)". (3.1)
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Proof. 11 suffit de vérifier que pour zp > 1, le rayon de convergence R de la série

+ U
= (D)"plp+1)-(p+n)ag "t n
> oy (& — @o)
n=0 ’
est strictement supérieur a 1. Le calcul du rayon de convergence donne
R=xp>1

et R
Aqjx?P=a?—(x—1)".

Theorem 2. Pour x > 1, la fonction
P —(x—-1)""
est une fonction propre de l'opérateur Hb pour b > 1, associée a la valeur propre
1(2p—1).
Proof. Si x> 1,

A~ o~

—b
HbAfldfip = 871 {57\,]/)\} El,l/ Ailep

—b

—b
~ o~ ot o~ ~ =N
/ A,lx_p = / Z.pAfl—, ipA,1 = Aflip

—-p+1
~ —ptl —p+1
N R N
—p+1 —-p+1
—~b
V[ A =008 20 1058
O P =0 1A_ _ -
1 1 1817 1008177
AL L5A LT R LA, =04
=—-QA_ 71—p+1+ b 71—p+17 -1l =LA
en utilisant le calcul développé dans [1],
~ pptl
_ =— 1
1_p+1 C(pax+ )
SN . P A
0 A_qjx7P=A_ 1)+ oA
1/ 12 1 (pyz+1)+ 0 1T
~ o~ :L'_P""l
= a4 5A
x U 0p l—p—i-l
-7 —p+1
@R[ B =~ @R + @A
P A
=i(2p—1)a" ) _
i(2p— 1)z " +idy S
~ o~ x_p""l ~

=i(2p—1)A_127", (3.2)

flbﬁ_lx_p =1 (2p — 1) 3_111_’) — iA_lébﬁ_l

la fonction
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est une fonction propre de Hb. (I

Remark 2. Contrairement a 'opérateur ﬁa dont les fonctions propres associées
ai(2p—1) dépendent du paramétre a, la fonction propre associée a cette valeur
propre est indépendante du choiz du paramétre b.

4. L’ESPACE DE SOBOLEV H! (]0,1])

Si 9 est l'opérateur de dérivation faible 5.1, I’espace de Sobolev

0010 = { i € £2.00,1) don (8) + el + [0

< +oo}
L2(]o,1[)

est un espace de Hilbert muni du produit scalaire hermitien

<<P,7/1>H1(]o,1[) = <8071/’>L2(]o 1)) <3<P,31/)>

cet espace s’identifie &

Hl(]O,lD_{<p€L2 (J0, 1)) Z|cn 1—|—n)<—|—oo}

nez

L2(]o, 1{)

ott {¢y, (¢)},,c7 sont les coefficients de Fourier de ¢. L’opérateur p = —id restreint A

H'(]0,1[) est continu comme opérateur de H* (]0,1[) dans L? (]0, 1[). L’opérateur

de Berry-Keating {Z,p} est un opérateur continu de H* (]0, 1[) dans L2 (]0, 1),
2

a2 . 2
{z,p} 80||L2(]o,1[) = ||—i (229" + SD)HLz(]o,u) < (2 ||<PI||L2(]O,1D + ||<P||L2(]o,1{)>
2 2
=4 ||90/||L2 o1p t H@”N qo,ip T 4 H@/Hm 10,1]) ”90”[,2(]0,1[)
<8¢’ ||L2 0ap T9 H‘PHL2 joap S8 H80||H1 10,1])

et
{z,p} 80||L2(]o,1[) <2v2 ||<P||H1(]o,1[) , Vo e H(]0,1]).

L’opérateur de Volterra d’indice 0, T = ?0 défini par

—

/so(w)=/oms0(t)df,sDELz(]Oal[)a

est un opérateur continu comme opérateur de L? (]0, 1[) & valeurs dans H* (]0, 1]).
En utilisant 'inégalité de Schwarz
« 2
/ p(t)dt
0.

/1
p°
1! 2 ! 2
3| lPdes [ ol
0 0

3. 2
B ||90||L2(]071[) 5

3
3 ||<P||L2(]o,1[)-

1
dz —i—/ |<,0(:1c)|2 dz
0

et

I

Hl(Ol[)
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Proposition 1. L’opérateur

(@.5) [ #(0.1) > 1 (0,1)
est un opérateur borné de H' (]0,1]).

On généralise le concept d’espace de Sobolev associé a un opérateur L non
nécessairement borné, a domaine dense, d’un espace de Hilbert H. L’espace

{<peH:Ek<peH,Vk<n}

muni du produit scalaire hermitien

n

(o), => <l§k% E’w> ,

est un espace préhilbertien. Le complété est noté H™ (E) Plus généralement, soit
a = {ar} .y une suite de nombres réels strictement positifs, les espaces de Sobolev
associés a l'opérateur L et & la suite a sont les complétés des espaces

H" (i,a) = {gﬁ € domL: L¥p € dom L, Vk < n}
muni du produit scalaire préhilbertien

(0. 0), = ax <f’“s0, Z’w}

k=0

n

et on note H*® (E, a), le complété de l'espace préhilbertien

~ X a2
foenatt o0 3 oo < o]

k=0
muni du produit scalaire hermitien

(o) 0o = Jio ak <st0, Z’w} :

k=0

Proposition 2. Pour tout ¢ € H™ (E, 1) ,

2
T 2 2
|Ze]_ + el = el

en particulier, L est un opérateur borné de H>™ (E, 1), ou 1 est la suite constante

égale a 1.
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5. ESPACE DE HILBERT ASSOCIE AUX OPERATEURS QUANTIQUES

Soit a et b tels que
0<a<b,
et L? (Ja, b]), l'espace de Hilbert des fonctions ¢ sur |a, b[ telles que

b
/ |go|2 < 4o00.

Definition 4. Soit L un opérateur de L* (|a,b|), & domaine dense. Un sous-espace
D de dom L est un domaine de symétrisation si L |o est un opérateur symétrique.

Un sous-espace ® de dom L est un domaine de densité si (zi + 1) D est dense
dans L? (a, b[).

Remark 3. 5S¢ ® est un domaine de symétrisation et de densité alors L lo est un
opérateur essentiellement autoadjoint.

La dérivation faible, ou dérivation au sens des distributions, de ¢ est définie par
I'unique fonction dp € L? (Ja, b)), si elle existe, qui vérifie

b b
/ of = — / 9. € D (a, b, (5.1)

Popérateur quantique

p=—id
et Vopérateur de Berry-Keating {Z,p} sont des opérateurs & domaine dense car
D (Ja, b]) est contenu dans chaque domaine de p et {Z,p}. Si on pose

9° (Ja, b)) = {cp €domp: lim ¢(z) = lim go(x)}

r—at T—b—

Do (Ja, b)) = {(p € dom {Z,p} : lim+3:%<p(x) = lim a:&p(:z:)} ,
r—a

r—b—
on a

D (Ja,b]) € ©° (Ja, b)) N Do (Ja, b]) .

Lemma 5. Si]a, b[ est un intervalle borné de R, les domaines D° (Ja, b]) et Do (Ja, b])
sont des domaines de densité de , respectivement, p et {Z,p}.

Proof. On vérifie que (£1 +ip) D° (Ja, b[) est dense dans L? (Ja,b[), pour cela on
montre que
D (Ja,b]) € (1 +ip) D° (Ja, b]) . (5.2)
Soit ¢ € D (]a,b[), on cherche ¢ tel que

¢ Fep=0,e==l

o(x) = </az e (t) dt + K> e ", (5.3)

on fixe la constante K pour que lim ¢ (z) = lim ¢ (z). Pour le choix de la
z—at z—b—

constante .
—€

b
€ et
K= m/ﬂ e o (t)dt.
La fonction ¢ € DY (Ja, b[) et on a,

(el +ip)p = ¢, e = 1.
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Pour vérifier que (£1 +i{Z,p}) Do (Ja,b[) est dense dans L?(]a,b[), on doit
déterminer les solutions de I’équation

, 14e
o= =41 5.4
g e=0c , (5.4)
avec ¢ € D (]a,b[),

/

1
o'=¢sie=—letp +—p=0¢sie=+1.
X
Sie=—1,
o= [ owar+ k.

on veut déterminer la constante K telle que

lim ,T%(p(,T) = lim 2%¢ (x), (5.5)
r—at T—b—
on obtient ,
b
K= L/ o (t) dt
Va—+vbJa
et si e =+1,

cpzé(/:tqﬁ(t)dt—i—l()

la constante K qui vérifie I’équation 5.5 est donnée par

1 b
K= 7/ to (t) dt,
\/E —1Ya
dans tous les cas, il existe ¢ € Dy (Ja, b]) telle que

(£1+i{z,p}) e =¢
pour tout ¢ € D (Ja, b[). La densité de D (Ja, b[) dans L? (Ja, b[) permet de conclure.
O
Lemma 6. Les domaines D° (Ja, b]) et Do (Ja, b]) sont des domaines de symétrisation

de , respectivement, p et {T,p}.

Proof. Le domaine ©° (]a, b[) est un domaine de symétrisation de p, par intégration
par parties

/abﬁib =1 Llirilcp(:c)w (z) — lim Sp(x)w(x)] . /ab o

r—at

b
- / ZBY, Vi et Vip € D (Ja, b)

et Do (Ja, b[) est un domaine de symétrisation de {Z, p}

/abmw =2 Lliglwgo (@) () — lim 2 (2) (x)} N /abg{gg,ﬁ}w

rz—at

b
:/ B{2, P}, Vi et Voh € Do (Ja, b)) .
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Theorem 3. Si]a, b est un intervalle borné de R, les opérateurs p et {T,p} re-
streints, respectivement, a D° (Ja,b]) et Do (Ja,b]) comme opérateurs de L? (]a, b),
sont des opérateurs essentiellement autoadjoints.

Remark 4. On peut consulter [4] pour une autre preuve de l'affirmation, ” P |ooqa,p est
un opérateur essentiellement autoadjoint”.

On peut utiliser les résultats précédents aux fonctions ¢, € L? (Ja,b[). Pour
a,b € {1, %, 2,1}, ces fonctions appartiennent & ° (Ja, b[) et D (Ja, ) sip € Z (C).
Ces domaines sont des domaines de symétrisation de, respectivement, p et {Z, p}.
On en déduit que pour tout p, T € Z(¢)

(PCo, Cr) = (Cps PCr) (5.6)
<{/‘f7ﬁ} <P7 <T> = <Cp7 {/x\uﬁ} <T> )
I/)\Cp = ZIPCerl et {/I\v 1/7\} Cp = 2i$p<p+1 - iCp
_ﬁ <<P+17 <T> =T <<Pv <T+1>
<<p7 C‘r> + <<‘l’7 <p> =2p <$<p+17 <T> + 27 <I<‘l’+1a <p>
et
Re <<Pa <7-> =p <$<p+17 <T> +7 <I<‘l’+1a <p> .
En particulier, si p =7
ISoI1* = 27 (o1, o) (5.7)
sitT=p
Re ((p, C5) = P (2Cot1,Cp) + 0 (Co41,Cp)
etsitT=1—-p
Re <<p7 <17p> =p <33<p+1a <17p> +(1-p) <x<,p, <p> .
De 5.7,si p=pu+1iv
{ pRe (2Cp11,¢p) +vIm <$<p+1=Cp> = % ||Cp||2
pIm (@Cpi1, Cp) — v Re (2Cp41,Gp) =0
et

pl(@Corn, o) = % 1611 (Re (21, Co) + Tm (2Cp11,G,)) (5.8)

2 1 2
v{@Gos1,Go)|” = B [1Coll” Im (@Cpt1, Gp) - (5.9)
Theorem 4. L’hypothese de Riemann est vérifiée si et seulement si

|<$<p+17 <p>|2 = HCPHQ (Re <xCp+1=Cp> +Im <x<p+1v <p>) , Vp€ Z(Q)
ou ¢ est la fonction zéta de Hurwitz avec (, (x) = ¢ (p, ).

Remark 5. Les parties imaginaires sont de la forme

_ ||CP||2 Im <$<p+l ) Cp>
2 |<xCp+1an>|2 .

Im (p)

et
Re <$<p+l ) Cp> +Im <='E<p+17 <p> = 0.

Les calculs précédents peuvent étre développés pour tous les espaces L? (Ja, b)
avec a < b et a, b appartenant a {%, %, %, 1}, en remarquant que

<907¢>L2(]a,b[) + (¢, ¢>L2(]b,c[) = (o, ¢>L2(]a,c[) .
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Si |a, b] est borné on peut construire des opérateurs dits ”d’inversion” avec les
relations dévéloppées précédemment, en posant

(el1+ip) o= e_“/ e (t)dt et (el +ip) ' = e [ e

<e+z’{m}>‘1¢=f%/ 1 (1),

(c+if2.) =xléé/a:{

qui sont des opérateurs & domaine dense dans L? (Ja,b[). Sur les espaces

1 Esie=1

T
[T sie=—1

1t+ia

Dia (Ja,b]) = {cp € dom {7, p} : lim+:1c E ¢ (z) = lim xlziago(:v)}
2 r—a

rz—b—

on peut remarquer que Popérateur {Z, p} est un opérateur symétrique car

/ab (B.phev = 2i [JH?““‘W‘/’ (z) = lim zp (o) <x>] + / 5.5}

d Tifia Titia |, . ltia b

=% L“i?“””lgm‘“””)””ufs"(f”)‘ﬁiw” so(w)wzw@} +/ P @,
b

:/ ?{2,p} Y, Vo et VY € Dia (Ja, b)) .

De fagon générale si on se fixe une mesure p sur |a, b[, absolument continue par
rapport a la mesure de Lebesgue,

dp = pdz avec p € C* (Ja,b]),
a quelle condition sur ¢ et ¢ dans L? (Ja, b[ ,du), a-t-on

bi b—
/ Fhl o @0 (@) p(z) do = / 2@ (3.5} (2) ju (z) da? (5.10)

Une condition nécessaire et suffisante pour que 1’équation 5.10 soit vérifiée, sur le
domaine de Tp, est

@pp,¥), — (0. ZPY) , = =i {ps),,

ol (,,.), est le produit scalaire dans L? (Ja,b[,du). On a, en simplifiant ’écriture

[ Emoun= [@—om= [wean-ivu= [7@0

:2/@WﬂL/wW:?/@fﬁw—i/Wu

I’équation est vérifiée si et seulement si

/W@—/u@fﬁw = —i/u@/)-

Sip(a™) = p(b~) = 0 alors I'équation 5.10 est vérifiée pour toutes fonctions ¢ et
¥ dans L2 (Ja,b[,du) avec I’hypothese

b
/ rp (@) () o () d = 0.




QUANTIQUE 13
En effet,

/mdw:i/(2I¢’+¢)W:2i/x¢’¢u+i/@/m

=2i ([:vcpibu]2+ - / @(Wu)') +1 / PYu
— —2i/¢(a:1/)u)l+i/@/)ﬂ
= _zi/@//w— 21'/@/; (xu)’+z‘/wu

= —Zi/@//w— Zi/wxu’ - 2@'/@/}#“/@/}#
[@mevn= [et@nvn-2i (e = [e(@5 00
si/@d)x,u/ =0.

Definition 5. Un domaine de stabilité d’ordre n > 1 d’un opérateur L dun espace
de hilbert H, est un sous-espace de K de H pour lequel

Lk (K) C K pour tout k, 0 < k < n,
on dit que l'opérateur L est stable ¢ Uordre n sur K.
Definition 6. L’opérateur L est stable @ UVinfini sur K si
L*(K) c K, Vk € N.
Definition 7. On pose

2, (]a,bD—{%C"" (Ja, b)) : lim 22 *p®) (2) = lim 22 Hrp® (2), o<k<"}
r—at r—b—
et

Do (Ja, b)) = {gﬁ € C*(Ja,b) : lim xR k) () = lim 22 k) (x), ke N} .
z—a™t z—b~

Lemma 7. L’opérateur de Berry-Keating {Z,p} est stable & Uinfini sur le domaine

Doo (Ja, b))
Proof. Pour p € D (]a,b|),
(7.0 9)" = ~2iae®) —i 2k + 1) o®
22 (2,5 o)) () = —2iz2 TR () — (2% + 1) 22 TR ()

lim 22 ({2, 5} o)™ (2) = —2i lim 22D (2) — i (2k + 1) lim 22 Fp®) (2)

r—at r—at r—at
= —2i lim 23 P (2) — i (2k + 1) lim 275" (z)
T—b~ T—b~
= lim 22 (2.5} ) (2)
z—b~

car ¢ € D (Ja, b]) et

lim 254* (2,5} )" (2) = lim 25** ({75} 9)“ (2) pour tout k>0
Tr—a r—b—
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donc,
{2, 1} (Doo (Ja, b)) € Do (Ja, b]) - (5.11)
O

Pour tout k£ > 1, si Ja, b est borné, D (Ja, b[) est un domaine de symétrisation
pour {Z, ﬁ}k, ce domaine est dense dans L? (Ja,b[) puisqu’il contient les fonctions
a support compact sur Ja,b[. Pour tout ¢ € L? (Ja, b[), il existe un ¢ € Dg (Ja, b])
telle que 5.4 est vérifiée. On en déduit que

1
zp + %cp = x¢ pour € = +1, (5.12)
si ¢ € D(]a,b) alors

1 1
lim <x%xg0’ (x) + ;Ea:%g)(:z:)) =0et lim <x%:17<p/ () + +

Ex%<p(x)> =0

z—at z—b—
et
1 1
lim 2?2y’ (z) = — € lim 22 (z) = — *€ lim 22 () = lim 222¢ (2),
z—at z—at 2 z—b- z—b—

donc ¢ € D1 (Ja, b]).
Lemma 8. On a l'inclusion suivante,
D (Ja, b)) € (e +i{Z,p}) (Do (Ja, b)) , € = £1.
Proof. De 5.11, on a l'inclusion
(€ +i{Z,p}) (Do (Ja, b)) € Do (Ja, b)),
maintenant, si ¢ € D (Ja,b]), il existe ¢ € Dg (Ja,b]) telle que 'équation 5.4 est

vérifiée. On dérive a l'ordre k I’équation 5.12, on obtient

2k+1+ _
a4 Zomp® — ag® 4 kgD

en multipliant par 222" et en passant a la limite

2k +1
lim 222ttt (x) = Rt lte lim 222%p*) (), Vk =0

z—at 2 z—at

2k +1
lim 2% zh 1 pk+D) (x) = kit lte lim 27 2% ) (z7),Vk>0

r—b~ 2 r—b~
puisque ¢ € Dg (Ja,b]), ¥ € Do (Ja, b[). En particulier,
(e +i{Z,P}) (Do (Ja, b))
est dense dans L? (]a, b]). O

De facon analogue, si on pose
2" ) = { o € € (a0 s fim o (o) = T ¥ (2) 0 < <}
z—at T—b—

et
D> (Ja,b]) = {(p € C® (Ja,b]) : lim o™ (z) = lim o® (2), k e N}

z—at z—b—
lopérateur p est stable & 'infini sur ®°° (Ja, b[). Pour chaque entier k > 0, D> (Ja, b[)
est un domaine de symétrisation de p* qui est dense dans L? (Ja,b[). On a

9% (la, b)) = (e +1p) (9% (Ja, b)),
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si ¢ € D> (Ja, b)), il existe une fonction ¢ € DY (Ja, b]) telle que
¢ +ep =0,

on dérive a l'ordre £k > 1
Sp(k+1) + ESD(k) — ¢(k)

par passage a la limite

lim 1) (z) = —¢ lim ) (z) + lim o (z)

r—at r—at r—at
lim oY (2) = —€ lim ©® (z) + lim ¢® (z)
rz—b— rz—b— rz—b—

si on suppose que k < n

lim ® (z) = lim ¢ (2)

z—at z—b~
alors
lim "t (z) = lim Y ()

r—at T—b—

et o € D (Ja, b]).

Remark 6. Dans ce qui suit, sur un domaine borné |a,b| de R, les fermetures de
p et de {T,p} sont encore notées p et {Z,p}, de domaine contenant respectivement,
domp et dom {Z,p},

ces fermetures sont des opérateurs autoadjoints de L? (]a, b]).

6. SERIES D’OPERATEURS QUANTIQUES

On veut définir des opérateurs par des séries a partir d’opérateurs quantiques.
L’opérateur p est stable sur D> (Ja, b[) et {,p} est stable sur D« (]a, b[), pour une

suite de nombres complexes p = {fin }, ¢y, on définit les opérateurs

ﬁu = Z Mnﬁn et {/.’L'\,]/?\}# = Z Hn {Eaﬁ}n
neN neN

de domaine respectif
domp, C D% (Ja,b[) et dom{Z,p}, C D (Ja,b]) .
L’opérateur ﬁa peut s’écrire sous la forme p,, ol
o
fin = ——F sin#£0et ug=0
n!

et O, s’écrit sous la forme p,, ou

B,a™
n!

Vp = ,neN.

On généralise la notion de série d’opérateurs quantiques par la définition suivante,

Definition 8. Soit L un opérateur d’'un espace de Hilbert H, de domaine dense
dom L et

dOInNZ:{@EH:Z"wedomZ,Vanl,---,N}

~

dom L = {cp eH: E"go € domz, Vn € N}



16 JONOT JEAN LOUIS

pour une suite = {un}, on définit Uopérateur
L= Z pn L
neN
le domaine de Zu est contenu dans domoof.
Sur L?(]0, 4+o0[, dz), le domaine de
iap (Zaﬁ)n
e’ = Z ,a>0

n!

neN

contient les fonctions analytiques sur |0, 4o0o[, dont le rayon de convergence R (x)
du développement en série entiere en x, est strictement supérieur a «, on note A,
ce sous-espace.

Proposition 3. On a

e P =T, sur A,

ol

Proof. Soit ¢ € A,

o5 a” ) (z
ew‘pcp(;v):Z—go(")(:v):ZL()(x—i-a—x)":go(x—i-a).

Proposition 4. Si

+oo
/w\a — Z an/x\n7 (]5(.’[]) = Z anxn
n=0

neN
on a

Ta = 0.
L’espace de Hilbert L? (Ja, b[) est muni de la base hilbertienne
em (@) = ¥™™=0 m e
et vérifie 5
Dem = ﬂem, Vm € 7Z
b—a
donc,

~ +oo 2rm n
puemzz,“n b—a Em

n=0

2mm
:¢(b_a) e’ﬂh

I'opérateur p,, a une base hilbertienne de fonctions propres dont les valeurs propres

associées sont ¢ (%’TT’Z) Si

9]l < 400
cet opérateur est un opérateur continu sur un domaine dense de L? (Ja,b[) et si
la suite p est réelle alors p,, a une base hilbertienne de fonctions propres dont les
valeurs propres sont réelles.
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Theorem 5. Pour toute suite réelle p telle que

9]l < 400

ot
+oo
n=0
alors p,, admet un prolongement hermitien de norme

1Pl = 1ol -

Proof. L’opérateur p,, vérifie, si
¥ = Z cm () €m

la formule de Bessel-Parseval permet d’écrire

Pl = 3 |em (9) 9 (3’%’”)‘ <1 Y lem (o)

meZ a meZ
2 2
= lI¢lls el

1Puell < N9l Nl
I'opérateur p,, est un opérateur borné de L? (Ja, b[). Sur D (Ja, b[), p est symétrique et
il en est de méme de p,, car la suite est réelle. La densité de D (Ja, b[) dans L? (Ja, b])

et la continuité de p,, sur L? (Ja,b[) permet d’affirmer que p,, est symétrique sur
L? (Ja, b]). O

Ve _A2 pe 7 ey
Corollary 3. L’opérateur e™? s’étend en un opérateur hermitien.

Proof. Pour cet exemple,

o(x)=e"".

Corollary 4. L’opérateur
e’ = cos (P) + isin (p)

s’étend en un opérateur borné de L? (Ja,b|) tel que

N\ T e
(e”’) =e P

et Ay s’étend en un opérateur borné de L2 (Ja,b]) avec

~

Al =A_,.

Proof. Les opérateurs cos (p) et sin (p) s’étendent & des opérateurs hermitiens de
L? (Ja,b]) et

N\ T o
(e”’) =cos (p)' —isin(p)T = e 7.

On peut généraliser les résultats précédents comme suit,
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Proposition 5. Soit L un opérateur d’'un espace de Hilbert H pour lequel il ex-
iste une base hilbertienne {e,}, .y formée de vecteurs propres associés aur valeurs
propres Ay,

Een = Apén, ¥n €N,

soit ¢ une fonction développable en série entiere

¢ (z) = Z pnz"

neN

pour laquelle
M =sup{|]¢ (M) :n € N} < +00

alors Uopérateur

P (E) =3 a, Ll (6.1)

neN

a une extension bornée dans H.

Proof. Soit ¢ € Vect (e, : n € N) C dom L,
N
Y= Z Pn;€n;
j=1
& (Z) en =6 (M) en € H et Vect {eg},y C dom o (E) ,

o(E) o= eno (),
j=1

o (@)l = S low o ol <2168

donc ¢ (L) est un opérateur continu sur un domaine dense de H, I'uniforme con-

tinuité nous donne 'existence d’une unique extension bornée sur H. (I

Remark 7. L’opérateur L nlest pas borné si

lim |A,| = 400,
n—-+o0o

c’est le cas de Uopérateur p. L’opérateur

I

n’a pas d’extension bornée pour tout b—a € |0, +oo[, méme sous Uhypothése ot ﬁ
est irrationnel.



QUANTIQUE 19

7. L’OPERATEUR DE DIRICHLET

On rappelle que la fonction éta de Dirichlet est définie par

“+oo n—1
n(z) = Z(_%, Re(z) >0

Popérateur de Dirichlet V est un opérateur construit a partir de I'opérateur de
Berry-Keating en perturbant cet opérateur comme suit

Fa = ﬁ(% (1 +ai{§,ﬁ})> Lae[-11]

P = Z (—1)" 1 ez (1Hai{.p}) log(n)

= 20 (Z1log (n))*
=2 =0y (lkig,”) (1+ai {7.5))".
n=1 k=0 ’

L’opérateur de Dirichlet V est défini par
~ N 1 .
vV ={z,p} + 5 (-1 +741).-
Proposition 6. Pour tout p € Z({), x™° est une fonction propre associée a la
valeur propre i (2p — 1) pour lopérateurs V.

Proof. On a, pour z > 0

1
3 (1—d{zZ,p}Ha=" =px~*

S +i{E e =(1—p)a

Nz =n(p)z™"=0sipe Z(()
Nz’ =n(l-p)a?=0sipe Z(()
et
Ve’ =i(2p—1)z".

8. L’OPERATEUR DE LI

On note F la famille des zéros non triviaux de ¢, comptés avec leur ordre de
multiplicité. Une famille de nombres complexes z = {z,} est un élément de H

si
2 2
lzll* = > [zp]" < +oo,
P
la sommation est définie dans [6] par

Z|Zp|2: lim Z |Zp|2-
T—+00

4 Im(p)|<T

pEF

On munit H d’un produit scalaire hermitien

(2,8) = s 2={2} cr b5 = {5} o7,
P
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I’espace ‘H muni de ce produit est un espace de Hilbert séparable de base hilberti-
enne
€p = {5P-,#}#€]-"
Definition 9. L’espace de Li est l'espace de Hilbert H muni du produit hermitien
().
Soit 7 une permutation de F, 'opérateur 7 est défini par
?ep = €r(p)> VpeF

par exemple, 'opérateur de conjugaison est

ce, = ep
et I'opérateur de symétrisation est
sep, = €1—p.

Definition 10. L’opérateur de Li est défini par
~ 1
Le, = —e,, VEF.
p
Cet opérateur est un opérateur a trace dont la trace est égale au premier coeffi-

cient de Li

N 1 log (4
Trace L = ZP:; =M\ =1+ % - w ~ 0.02309 6.

L E(z) s

La fonction ) Ou

£()=22-Dr i (2)c)

est développable en série entiere au voisinage de 0 et de 1. On note

’ +oo
() _ 3 gt
k=0

£(2)

le développement en série entiere de > dans un voisinage de zéro. De 1’équation

fonctionnelle
§(z)=€&(1—2),

on en déduit les équations

5/ (Z) 5/ (1 _Z) = (_1)k+1 a (Z— 1)]67

et
= a1, = (=D ak k
log (£ (2)) = ) =7 et log(£(2)) = -1
k=1 k=1

Lemma 9.
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Proof. De

€ _ 1 logm 1G+Y ()
€(z) z-1 2 21 (2
en utilisant le produit d’Hadamard, on a

@) i XL 1T+ 1 1
g(z)_lg(Z) 51— 2F(%+1)+2L_p+p]

la sommation Y est symétriquement par rapport & la droite x = % et les zéros
sont comptés avec leur ordre de multiplicité, cette sommation . s’identifie & > 1
il suffit de le vérifier sur chaque somme partielle finie,

€ _ 1 _log@ 1T (3+1)

€(z) z—-1 2 2T (3+1)

1 1 (241 1 1
tlog(2m)— L —1— - (j+)+2[ +—]
3

2 z—1 2F( +1) Zz—p p
log (47) v 1 1
= -1 -
2 2 +; zZ—p p
1 1
= —1—
P P
+oo k
z log (47) ~
ST 3 P L
pk:lp

car

Remark 8. Le premier coefficient de Li, \y = Zp % est strictement positif et vaut

log (7
)\1:1+%—1og(2)— g2( )

et le développement de %/ en série entiere dans un voisinage de 0 est

1 (s oo
O <Z ﬁ) 2 si o] <inf {lpl : p € Z(Q)}.

k=0 \ p
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Smt L un operateur de classe-trace sur H, c’est-a-dire, un opérateur tel que
L= L1L2 ou L1 et L2 sont des opérateurs de Hilbert-Schmidt [11]. Le théoréme
de Lidskii [8] permet d’écrire

Trace (i) = ; <en, Een> = ; An (E)

ol {)\n (E)} est ’ensemble des valeurs propres de L comptées avec leur ordre de

multiplicité. D’apres Weyl [13], la série est absolument convergente, donc commu-
tativement convergente et si ¢ est une bijection de N* sur F, on a

Trace (L) = Z)\ (2). 2 (B) =260 ().

qui est indépendant du choix de la bijection ¢. Si on applique ces résultats aux
opérateurs L ces opérateurs sont des opérateurs & trace

~ 1
Trace (Lk"’l) = E T = W
P
p

et

1
Z < +o0, Vk >
ol

on en déduit que les opérateurs L* sont des opérateurs de Hilbert-Schmidt.

Theorem 6. Les coefficients de Li, A, pour n > 1, vérifient
)\nzTrace(l— (1—L) ),Vn}l

ces coefficients sont positifs si et seulement si

g{/ig}

est un opérateur hermitien ot S est l'opérateur de symétrisation.

Proof. On a
A{Z A} <1 - > v
SqL,sre,=(—+— e, Vp
P P 1— p P
le critere de positivité de Li [6] permet de conclure. O

Remark 9. L’opérateur 1 — L est inversible, on a
1— (1 - ) - Z T
-1
et la trace de 1 — (1 - L) est donnée par

Trace (1 - (1 —E)1> - 55’(1) __go

On pose 7, opérateur défini par

T (ep,) = ips(ep) = iper—p, Vp € F
[5,7]e, =i (2p—1)e,, Vp € F.
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On définit les opérateurs

(14057 _ (1=i[BAN (1403
“+—¢<T>e”—¢(T>—¢<T>

ou ¢ est la fonction de Stieltjes 9.1, 'opérateur
a=ay+a_
vérifie

~ 1 1
a(e,) = (;+Tp) ep, Vp € F.

Proposition 7. Avec les notations précédentes,
a= g{ig} et a,=L.
L’opérateur a s’étend en un opérateur borné de H qui est autoadjoint si et seulement
St
Trace (1 — (1 —a4)") = Trace (1 — (1 —a_)") >0, ¥n > 1.
9. OPERATEURS DE STIELTJES

On va construire un opérateur ayant des propriétés analogues a l'opérateur de
Li qui peut étre défini a l’aide des opérateurs quantiques. La fonction de Stieltjes
est définie par

$x) =Y (1—a) (9.1)

ou 7, sont les coeflicients de Stieltjes

N n n+1
Y = lim (Z log (k) — log (IV) i >,

N—+o0 1 k n+1

les opérateurs de Stieltjes sont définis par
1+ila 5 1_il35
ZI,\+ _ (b ( + 7,;.’[],]7}) et a_ = ¢ (712{:&19}) (92)

pour ces opérateurs

1
arr P =—-xPeta_ax’ = x P, ¥pe Z((), (9.3)

et sip ¢ Z(¢) alors

Gy = << (1—p)+ %) o et Ga P = (g (p) + ﬁ) z P (9.4)

Definition 11. Une paire d’opérateurs (L, L) d’un espace de Hilbert séparable H
est une paire de Gram-Schmidt associée a une famille F = {f,} s’il existe une base
hilbertienne {e,} de H telle que

Lfn =en, Vn

et
Len, = fn, Vn.

Remark 10. L’opérateur L, si il existe, est un opérateur a domaine dense.
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Lemma 10. Si F = {f,} est une famille libre et totale alors pour toute base
hilbertienne {e,} de H, il existe une paire de Gram-Schmidt (Z,E) telle que
Efn =e,, Vn.
Les opérateurs L et L sont des opérateurs a domaine dense.

Proof. On orthonormalise la famille libre et totale F et on conclut. ]

Soit H la fermeture dans L? (Ja,b[), a > 0, de
E=Vect{z":peZ(() } CL*(a,b[), (9.5)

la base hilbertienne {e,} de #, obtenue par le procédé d’orthonormalisation de
Gram-schmidt de

(z77:pe2(Q) )

permet de définir deux opérateurs a domaine dense dans H

Zep =x" P, Vpe Z(C)

Lo~ =e,, Ype Z(Q)
toute extension de ces deux opérateurs sont des opérateurs de Gram-schmidt as-
sociés a (, avec
b2 Re(p)+1 _ a2 Re(p)+1

—2Re(p)+1

~ 2
HLePH = si Re(p) #

DN | =

et
1

~ 2 b\
HLepH = log ~) si Re(p):a

Les opérateurs La; L et La_L s’étendent & des opérateurs bornés A, et A_ de

H,
Ao =35 (wenen A <lel, /2%2 (9.6
p p ol

Ap=3 1= teeen ||| <ol i T = el by
P

ol la sommation Y —7 se fait dans le sens de [7] et la sommation Zp T (@, ep) e

P lp |
est défini dans H. On pose

I'opérateur borné de H.

Proposition 8. Les propriétés suivantes sont équivalentes

1) Trace (1 (1- /L)n) = Trace (1 (1- E,)n) >0,¥n>1

2) A est un opérateur autoadjoint de H. (9.7)
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Proof. L’ensemble Z (¢) des zéros non triviaux de ¢, comptés sans leur ordre de
multiplicité, est encore un multiset pour lequel les résultats développés dans [7] sont

vérifiés car
3 1+ [Re (p)| <22L < 40
2 S 2
Z(0) (1 + |p|) Z(¢) |p|

avec les notations de [7]. On en déduit ’équivalence entre

Re(p) = 3, ¥p € ()

et

1 n
Z1-<1——> >0, Vn > 1.
P P

.
l Trace (1 - (1 - 2+)") >0,vn > 1

alors .
Trace(l— (1-&)") -y 1- (1—%) >0,vn>1
p

ou la somme est définie sur le ”multiset Z (¢)” formé par les zéros non triviaux de
¢ sans leur ordre de multiplicité et en utilisant le critere de positivité de Li [6] et
[7] pour ce "multiset”, on a Re (p) = %, Vp € Z((),

Re(p) =3, Y0 € Z(0).

L’opérateur A a une base hilbertienne dont les valeurs propres associées sont

1 1 1 1 1
_+ = 1 - —|— 1 . —2Re<_1 . >€Ra
p l—p 5+ilm(p) 5 —ilm(p) 5 +ilm(p)

donc, A est un opérateur autoadjoint de H. Inversement, si A est un opérateur
autoadjoint de H alors % + 1%[) € Ret Re (p) = 1, donc

Trace (1 - (1 - /L)n) >0,Vn > 1.
0

L’espace H est un sous-espace fermé de L? (Ja, b[), a > 0. On note 3, la projec-
tion sur H et on pose

H=A omy:peL*(a,b]) = A, (mnyp) € L? (Ja, b))

cet opérateur est un opérateur de Hibert-Schmidt de L? (Ja,b[). Pour le vérifier il
suffit de compléter la base hilbertienne {e,} avec une base hilbertienne de {f,} de
HL. Pour cette base hilbertienne, on a

N 1 ~
He, = —e, et Hf, =0,
p

Popérateur H est de Hilbert-Schmidt car 37 p # < +o00.
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10. GENERALISATION DE LA TRACE

On suppose que T est un opérateur & domaine dense d’un espace de hilbert H,
pour lequel il existe une famille totale {f,} telle que

ffn = apfn, Vn €N
ot {a, } est une suite contenue dans le spectre ponctuel de T privé de 0.
Definition 12. On dit que la suite {a,} est totale pour lopérateur T.
On note, {e,} une base hilbertienne obtenue par orthonormalisation de {f,}.
Soient (E, E), la paire de Gram-Schmidt & domaine dense vérifiant
Lf, = ey, et Len = fn, ¥ € N.

On se fixe une fonction analytique ¢ sur un ouvert de C contenant la suite {\, }
pour laquelle

82 = 3" 6 () < +00

neN
et on pose
T (1) = S T-)
neN
si )
$(2) =D pn (2= 20)"
neN

dans un voisinage de zp. Sur un voisinage de z;
()= 3 va(z—2)",
neN
si A est dans 'intersection de ces deux voisinages, on a
~ n ~ n
Z,Um (T_ZO) ,fk - Zyn (T_Zl) .fk7
neN neN
sur 'espace Vect {f, : n € N}, Popérateur f¢ est défini et donc de domaine dense.
Theorem 7. L’opérateur a domaine dense
LT,L = (Eff)
¢

admet une unique extension bornée T dans H. L’opérateur T est un opérateur de

Hilbert-Schmidt.

Proof. Pour tout n € N|
Tofn = ¢ (an) fn
et
LTyLe, = ¢ (o) €n.

En particulier, sur I’ensemble des combinaisons linéaires finies, 'opérateur LTy L
est défini et vérifie

Efaﬁz ( Z Mnen> = Z Mn¢ (an) €n

n<oo n<oo
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=Y |und (an)]* <

n<oo

2

Z Hn€n

n<oo

£F,E ( 5 u)
n<oo

on peut donc étendre cet opérateur a un opérateur borné T de H, cette extension
est un opérateur de Hilbert-Schmidt car

) HT% = > e (an)|? < +oo.

neN neN

iﬁb&pH < P@l¢|l, Vo € Vect {e, : n € N},

Si on change la famille F = {f,,} en une famille G = {g, }, les opérateurs
E;@E; et ngﬁz,fg
sont des opérateurs conjugués, ou (/L\Q,Zg) est un couple de Gram-Schmidt as-

sociés & {gn}, V'opérateur de conjugaison envoie la base hilbertienne définie par
orthonormalisation de {f,} sur la base hilbertienne qui est l'orthonormalisée de
{gn}. En particulier,

Trace Eff¢2]: = Trace ng¢2g,
Definition 13. Une suite {«,} est a trace pour ﬁb 81 en @ (am)| < +o0.
Theorem 8. Si {ay,} est totale pour T et & trace pour T¢, alors ZneN ¢ () est

indépendant du choix de la suite totale pour T qut sont a trace pour T¢ Ce nombre
est la trace de opérateur T relativement & ¢, on le note

Trace 4 (f) .

Remark 11. Pour que Trace 4 (f) existe, il faut et il suffit qu’il existe une suite

{an} telle que Tfn = anfn, {fn} est une famille totale et la suite doit vérifier
> onen ¢ (an)] < +oo.

Example 1. L’opérateur a_ défini par

ap=o () g e ()

2
est un opérateur ¢ domaine dense. La famille {f,} définie par

fn _ I2n
est une famille totale de L?([0,1]) par le théoréme de Miintz et si L et Z sont
des opérateurs de Gram-Schmidt associé a cette suite, on a si A_=TLa_L-

n 1
— == — = — — — > .
A_e, (C( 2n) + ) en = TgCn, ¢(=2n)=0pourn>1 (10.1)

1+2n

cet opérateur est prolongeable en un opérateur de Hilbert-Schmidt car
o0 1

DL
= (1+2n)
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foo 1
7_1:A1A1+2n
pour tout suite totale {ay,} pour Uopérateur # de L?([0,1]), la série

00 1
Z C (—Oén) + a_
n=1

mais n’est pas un opérateur a trace puisque Y diverge. On en déduit que

n

est divergente. En particulier, si {p € Z({): Re(p) < 2} #0, la série

1 1
E — < E — < t+0o0
L1 =0l 1]
p, Re(p)<3 P

est absolument convergente, donc la famille
1
{o2ipez). re <3}
n’est pas totale dans L? ([0,1]).

Sur H un sous-espace de Hilbert de L? (Ja, b[), 'opérateur Ef¢2 vérifie

—+oo +oo
LTyLyp = Z n (@) ¢ (am) €n, o = Z cn () en
n=1 n=1

b
LTyLy(x) = / o)k (t,x)dt
ol

k(tz)= Z ¢ (O‘n)men (),

Z@,E est un opérateur & noyau pour 327> ¢ (ay,)|* < +oo et de norme dans
L? (Ja, b[) x L* (]a, b)),

+oo
IRl =D 16 (an)*
n=1

Cet opérateur est autodjoint si,

+oo too
k(t,z) = Z ¢ (an)en (t) en (z) = Z ¢ (an) en (z)en (t) [12].

11. OPERATEUR DE BERRY-KEATING GENERALISE

On propose, dans ce qui suit, une généralisation de l'opérateur de Berry-Keating

comme suit,
Ly = {(b,ﬁ}

oll ¢ est une fonction au moins de classe C! sur |a, b, & valeurs dans |0, +0c], et ¢
est opérateur de multiplication par ¢ avec pour toute fonction ¢ de classe C', on
a

Lyp = —igy —i(dp)' = ~2ipy’ —i¢'p, o € dom L.
On peut écrire, formellement

b— b b
/ Topt = 2 [poulls + / PLot, (11.1)

a a
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en particulier si les fonctions ¢ et @ appartiennent a

im0 (0)} ¢ (2) = Tim 0 (2)? o (o)}

z—a r—b~

Do,4 (Ja,b]) = {gp € domf/¢ :

I’équation 11.1 est vérifiée, on a le lemme suivant.

~

Lemma 11. Dg 4 (Ja,b]) est un domaine de symétrisation de {q@,p}

La fonction
b € (£1+iLy) Do s (Ja.b])
si et seulement si il existe une fonction ¢ € Do 4 (Ja, b]) telle que
(ﬂ n if¢) 0 =1,
les candidats possibles vérifient ’équation différentielle

200" + (e + ¢ ) p =1, e = +1

les solutions sont de la forme

ol ® est une primitive de %6‘;¢/ sur |a, b|

@ o®(t)
K(:z:):l/ mdt—l—k,ae]a,b[

une condition nécessaire pour que ¢ € Dg 4 (Ja, b]) est

1 B [Pe®Dy (1)
_EA_B a ¢(t)

k dt

avec ) 1
A= lim ¢(x)? e ®@) ot B= lim ¢ ()2 e~ 2@)

r—at T—b—

Definition 14. L application ¢ de L? (Ja,b|) est “autoadjointe” si
hn(i1+%f¢)::L2Gme.
On dit que Uapplication ¢ de L? (Ja,b[) est “essentiellement autoadjointe” si
T (1 + L, )
est dense dans L? (Ja,b]).

Theorem 9. Si ¢ est autoadjointe alors lopérateur E¢ restreint o Do 4 (Ja,b[) est
un opérateur autoadjoint.

La fonction propre ¢ de E¢ associée a la valeur propre A\ vérifie

209" —i(A+id) =0

¢ (x) = ke A
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ol A est une primitive de _i;‘;"b/ sur |a, b], & savoir
T —iA+ ¢ (1)
Az) = / Ao )y,
W=, "%
Theorem 10. Si ¢ est essentiellement autoadjointe, les valeurs \ pour lesquelles,
lim ¢ (a:)% e M@ = lim ¢ (a:)% e M@ (11.2)
r—at T—b—
sont réelles.
Proof. La fonction
p(x) = e M)

associée a la valeur propre A est une fonction propre pour l'opérateur de Berry-
Keating généralisé défini par la fonction ¢ qui est un opérateur essentiellement
autoadjoint, donc A € R. O

Theorem 11. La fonction

d(x)=2"% 2 €]0,1] et0<a<%
est essentiellement autoadjointe dans L* (]0,1[).
Proof. On a,si0<a < 1,27 € L*(]0,1]) et

le+¢' () le—ax '  ex®—ax!

2 ¢(x) 2 oz« 2
ex Tt a
()= ——— -1
(€)= 5~ 5 o)
1 [ e®My (1) 1 [7 o eoh
K(x) = —/ — T Vdt+ k= _/ t=S e g (¢) dt + k
2o () 2.Jo
1 €z o extl o _ ex®tl
p(x) = <§/ t2e2@F D) (t) dt + k) r2e 2T
0
ex@tl eptl .
A= lim e 26@FD =1et B= lim e 20FD) =¢ 20@FfD
z—0t z—1—
1 1 6_2(o¢€+1) 1 o etotl d
=—— | tTex@rno)(t)dt,
2 1 — e 2@+ ‘/0 € w( )
si ¢ € D(]0,1]), la fonction
o (2) = K (z) %@
est bien définie car K (x) est définie puisque la fonction
t_%es(m:ijll)w (t)
est nulle dans voisinage de 0 et appartient a L2 (]0, 1]). O

Remark 12. Les fonctions propres associées a la valeur propre A sont proportion-

nelles a
o ;Azetl!
® (;p) =12 612(a+1) ,
les valeurs propres pour lesquelles 11.2 est réalisée, sont de la forme

A=4dk(a+1)7, k€ Z.
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12. LES ISOMETRIES ln ET éx

On rappelle que les fonctions f dérivables sur un intervalle ouvert de I C R, qui
sont fonctions propres pour les opérateurs p et {Z,p} sont proportionnelles, pour
lopérateur p, a

folx)=e"", 2R (12.1)
associées & la valeur propre p. Pour lopérateur {Z, p}, elles sont proportionnelles &
gP (.I) = pr, S ]07 +OO[ (122)
associées a la valeur propre
1(2p—1).

On munit ]0, +oo[ de sa mesure de Haar ";—I, les opérateurs
19 dx 9 N
éx: L[]0, 40, — | = L° (R,dz), éxp (x) = ¢ oexp (z)
x

et
s 22 (R de) = 22 (10, +00], 22 ) B (0) = o og ().

vérifient par le théoreme de changement de variable

§= log (‘T) ’
+oo R T +oo_ T
[ Ee@he@ S = [ rel@etos(n) <
0 0
+oo
— / 20 (s) ds.

Ces opérateurs sont des isométries d’espaces de Hilbert avec
Inoéx=1et éxoln=1.

L’opérateur p est un opérateur symétrique comme opérateur de L? (R, dx), en
effet, dom p est un domaine de symétrie de p car

. _ . _ . 2
Jm p(z) = lim ¢ (z) =0sip e L7 (R,dz)

L’opérateur de Berry-Keating réduit, a savoir, Zp comme opérateur de
dz
L? (]O, +ool, —)
T

a pour domaine de symétrie

x—0t r—400

D°(]0, +00]) = {gp €domzp: lim ¢ (z) = lim cp(x)}

qui correspond au méme domaine de symétrie de 'opérateur p considéré comme un
opérateur de L? (]0, +oc[, dx). On a le diagramme commutatif,

L?(R,dz) B L2(R,dx)
5% Il , (12.3)
L2 (10, +oo[, L) X 12(]0, +oo[, L)
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et

~ ~—1

lnpex =Inpln = 7p. (12.4)

Remark 13. Dans l’équation 12.4, dans le premier membre D est 'opérateur quan-
tique de L? (R,dx). Dans le second membre l'opérateur p est 'opérateur quantique
de L? (]0, 400, 42).

Si ]a, b[ est un intervalle borné de R, on pose o = e® et § = eb. le diagramme
précédent s’écrit
L% (a,b,dz) B L2(a,b],dz)
& 1 my
L2 (jo. . %) % L* (Jo. 5[ &)
Popérateur de Berry-Keating réduit restreint a

2 (a8 = {o e 22 (1o sl 2 ) tim g (o) =t g (o)}

x z—at T—b~
est un opérateur essentiellement autoadjoint. Soit ¢ un difféomorphisme de |a, 8]
sur |a, b[ avec ¢’ > 0 ot |« B[et ]a, b] sont des intervalles bornés de R. Les opérateurs
® et &~ 'sont définis par

bp=po¢, ¢:lab[—C
et
o =po¢ Tt pila, Bl = C,
le théoreme de changement de variable permet d’écrire

Bo.80) e |
< ooy L2(Ja,B[,¢’ (z)dz) (o ¢>L2(]a7b[,dm)

® est une isométrie de L2 (Ja, b[, dz) sur L2 (o, B[, ¢' (x) dz) et ®~! est 'isomorphisme
réciproque. L’opérateur de Berry-Keaton généralisé réduit, est défini par

o~

1 .

i e /
G =—ig v €L’ (a Bl ¢ (z)do)

et si on pose
2° (. ) = {1 € £ Qo 8.0/ (0) o) lim, o () = Tim (o) |

est un domaine de symétrisation de 'opérateur de Berry-Keaton généralisé réduit,
I'image de

—~

1
€ + Za
est dense dans

L2 (o, B[, ¢/ (z) dz).

On en déduit le théoréme suivant,

Theorem 12. Si]a,b| est borné, l'opérateur %fﬂ D9(Ja,8]) €St un opérateur essen-

tiellement autoadjoint comme opérateur de L* (o, B[, ¢’ (x) dzx).
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Proof. On a

dpd o = </I\>]3(cp 0op™t) = —id (¢ og!) (qﬁ_l)/ = —id (og™!) —— 1

¢ ot
___I_ L 2 /
ng/ (b/pSO’ VSO € L (] ﬁ[7¢ (JI) d$)7

si ]a, b[ est borné, 'opérateur p de L? (Ja, b, dz) restreint &

Do (Ja.b]) = {¢€L2 (a,b,dz) : T o (a) = lim ¢ (o >}

z—sat b=
est un opérateur essentiellement autoadjoint, par isométrie I'opérateur %1’)\ de
L? (o, B[, ¢/ () do)
restreint & DY (Jo, B]) est un opérateur essentiellement autoadjoint. (]
Remark 14. L’intervalle o, B[ n’est pas nécessairement borné.

L’opérateur p comme opérateur de L2 (R, dx) est un opérateur symétrique. La
symétrie sur dom p s’écrit

/mﬁ_‘pw:/mjﬂ@b:i[cpw]*?j—z’/mw/:/jaw

car si p € L? (R, dz) alors
lim ¢(z)= lim ¢(z)=0.

T—r—00 T—r+00

L’espace Im (£1 + ip) est formé des fonctions ¢ pour lesquelles il existe une
fonction ¢ € dom p telle que

o+¢ =—¢oup—y =0,

les fonctions, qui vérifient une de ces équations différentielles, sont de la forme

o(z)=e" </¢ edt+K> ou ¢ (z (/qs tdt—i—K) €R.

Si ¢ € D (R), on note [, 5] le support de ¢ alors

—e 7 /z o (t) e'dt,

est solution de ¢ + ¢’ = —¢ et vérifie

B
p)=0,z<aetp(x)= —e_w/ ¢ (t)eldt sixz >3 (12.5)

cette fonction est une fonction de dom p. La fonction

=e" /: o (t) e tdt

est solution de ¢ — ¢’ = ¢ et vérifie

plx)=0six>LPet px :—e/¢ e tdt six < a, (12.6)

on a encore ¢ € domp. On en déduit que
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Theorem 13. L’opérateur T est un opérateur de L? (R, dx), a domaine dense, au-
toadjoint et ['opérateur p est un opérateur essentiellement autoadjoint de L? (R, dx).

Proof. Lasymétrie de ces deux opérateurs sur L2 (R, dz) a été vérifiée précédemment.
On a

Im (¢ 4 iz) = L* (R, dx)
car pour ¢ € L? (R, dx) alors

__9 :
Y= € dom (e + ix) .
En utilisant 12.5 et 12.6, I’équation différentielle
ot =¢

a pour solution pour ¢ € D (R), sie =1

plx)=e" /_I o (t)e'dt, p € D(R)

pour € = —1
+oo
o == [ ot peD®)
D (R) C Im (e + iT),
Im (e + i) est dense dans L? (R, dx). O

Corollary 5. L’opérateur de Berry-Keating Tp réduit est un opérateur essentielle-
ment autoadjoint de L? (]0,+ool, dm).

Proof. La relation,
~—1
Tp = lnpex éx=1In

permet de conclure. ([
Definition 15. Soit H, et 7—[2 deuz espaces de Hilbert et
cH1 — Ha ethg Ho — Ho

deuz opérateurs a domaine dense. Les opemteurs h1 et h2 sont conjugués 150MOT-
phzquement s’il existe un isomorphisme j de Hi dans Ha telle que hg = jhlj L
Si j est une isométrie, on dit que la conjugaison est isométrique. Si h1 est un
opérateur a domaine dense essentiellement autoadjoint, on dit que l’opérateur /};2

de Ha, est essentiellement pseudo-autoadjoint.

Remark 15. Les opérateurs Tp et p sont conjugués isométriquement.

13. LA TRANSFORMEE DE FOURIER ET LES OPERATEURS U, ET A,

La représentation fréquentielle de la transformée de Fourier est 'opérateur de
L? (R) défini par

Fo©= [ ete i voe 12 ®),
pour cet opérateur
|Z¢| = el 7t = 7.
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Lemma 12. Sur les domaines ou les opérateurs sont définis, on a
ﬁj-: = 21 F7
P -
T F = —Fp.
2
Proof. Pour les fonctions ¢ pour lesquelles ces expressions sont définies,

~ +oo ) oo .
pFe (&) = —iag/ o (t) e~ 2imEt gy —i/ o (1) age—2mgtdt

—0o0 — 00

+o0 ) too ) N
—27r/ to (t) e~ 2 st dt = —27r/ to(t)e 2mtdt = —2nFap (£), VEER

— 00 — 00
et
—+o0

o o (t) e 2mStat = / o (t) Ee 2t at
oo 1 T
= /700 ¢ (t) OpeiStdt
1

—m

TFp(€) =¢

it oo 1 e —2imét
[0 @) 0™+ — e (t)e dt

L UT J_ o
1 [tee

) 1 ~
- -~ t —szftdt P mey .
o | pp(t)e 57 PP (€)

O

On peut utiliser les relations précédentes pour étudier certains opérateurs. Soit
a#0et e D) C L?(R) avec suppp C }—Fi‘, ﬁ [, Popérateur Fll,F ! oit
O, est défini en 2.2, vérifie

FALF (e = f B, (2imag)"

n=0

y
0 (O) = i (6)

n!

car le rayon de convergence de

>
|
"0 n:

est 27 et sur |—2m, 27]

i"’ But" i

nl et —1

n=0

Lemma 13. Pour a € R*, l'opérateur ]?ﬁa]?’1 restreint a D G —ﬁ, I%z\ D , s’identifie
a\ —_—
EC NN 2iTax
-1 _
‘FDO“F - e2iraz _ 1~

Pour 'opérateur A, défini en 2.1, on a le lemme suivant,

Lemma 14. L’opérateur ]?ﬁa]?_l vérifie

FALF 1 =1 — edimaz,
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et lopérateur de Berry-Keating est invariant par conjugaison pour ]?,
FlapyF = {7}
Lemma 15. Si ¢ € L? (]0, +oo[, £) alors
~am—1 —~
InFln ¢ (&) = My (—2imlog(§))
ot M est la transformée de Mellin de ¢ en —2imlog (§).
Proof. Soit ¢ € L? (]0, +oo[, 4%)
~ e~ —1 too .
InFln ¢ (£) = / @ (e) em2imtlos®) gy

— 00

—+o0
= / @ (u) e~ 2mlog(u) log(&) du
0

u

JrOO —_~
= / @ (u) u= 21810y = My (—2irlog (€))
0

en posant u = e’. O

14. 1’OPERATEUR DE BERRY-STIELTJES

Les espaces de Sobolev
H™ (R) = W™ (R),
sont les espaces de Hilbert définis par
+oo 2 "
H" (R) = {30 € L2(R): / [Fe @] (1+€)"ae < +oo}
_ {(p € L*(R): Fype L2 (R, (1 —|—x2)nd$)}
donc,
H*(R) = 771 (L2 (R, (14 2%)" dz) ) .
L’opérateur p est un opérateur continu de H"*1 (R) dans H" (R), si ¢ € domp
ARl 2 2\ o [T 2 2\n
| e areytic—am [ ERef (14 e ae

+oo 2 "
—ar [ |Fef @)
+oo 2 " +oo 2
[ e areyra=am [ |Foo)]
5ol ) = 472 [Pl ss gy — 47 oy (14.1)
en particulier,

||Z/)\90||H"(R) <27 ||80||Hn+1(R) .

Lemma 16. L’opérateur p" est un opérateur continu de H™ (R) dans L* (R, dz).

+oo
(&) —an [ |Foce

‘ 2

dg
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Proof. L’opérateur p" comme opérateur de H" (R) dans L? (R, dz) est continu par
composition d’opérateurs continus.

1=

HR® 2R 2HE 2R E ... 2R D L2(R, do).

O

L’opérateur de dérivation de Stieltjes associé a une fonction entiere ¢ est défini
par

+oo +oo
te = Zanﬁ" ous(z) = Zanz”, VzeC
n=0 n=0
et on pose
Sp = oo
ou ¢, est la fonction définie par
oc (x) =< (2mz), Vo € R.
Lemma 17. Pour ¢ € L? (R, dx), si les fonctions
on () =2"p(z), Ve €R (14.2)
vérifient les conditions
on € L' (R,dx), Vn et ¢ € L' (R, dz)

alors
PR

FtF o =3p. (14.3)
Proof. Si p € L* (R, dx)

FioF o (€) = Fie / () e mStdt = F (Z (=) an(,;% / o (1) ewdt)

n=0

=F (Z (2m)" an/ t"p(t) 62”Etdt> car @, € L' (R, dx)

“+o0o
ﬁcﬁ_l<ﬁ &) = ]/': </ pep (1) einftdt) car o € L' (R, dx)

=0 (&) -

Theorem 14. Soit ¢ € L* (R,dx), on a

~ ~ ~

tep=F 'SFgp
St
]?<p eé,
ou

E={pe L’ R dx): ¢, €L (Rdx), Vn et p.p € L' (R,dz)} . (14.4)
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Si ¢ € L?(R,dz), la relation est vérifiée sur la base hilbertienne formée des
fonctions de Hermite-Gauss

1
? g’ H, (2xﬁ)

k
) _ (_1) n! xn72k
2k k' (n — 2k)! ’

en particulier,
FteF Y, = iy, Vn € N.

On a la majoration de Cramer-Indritz [5]

[l < 771,

on en déduit que ¥, € dom< et ¥, € dom Ft.F 1, les relations
Fipn = (=0)" ¥n
permettent d’écrire
Gty = F 1CF Yy, Vn.

De plus la norme infinie de |||, est finie, 'opérateur < est un opérateur borné

de L? (R, dx)
ISell, < ISl elly > Yoo € L2 (R, dz),
dom¢= L? (R,dz) et domt, # L*(R,dxz).

Theorem 15. Sic € L? (R,dx) et ¢ (R) C R, l'opérateur de dérivation de Stieltjes

associé a , restreint a S (R), admet une extension hermitienne de L? (R,dz) qui
est donnée par F~ISF ou S (R) est lespace de Schwartz.

Proof. L’opérateur < est un opérateur symétrique car ¢ est a valeurs réelles, c’est
un opérateur hermitien de L? (R, dz). L’opérateur de dérivation de Stieltjes associé
a ¢ vérifie sur S (R)

te = FCF 1,
FSF~! est un opérateur hermitien de L2 (R,dx) car < est hermitien, F est borné
et F~' = F'. L’opérateur t. restreint & S (R) admet pour extension continue
l'opérateur hermitien F¢F L. O

Remark 16. On peut rempacer l'espace de Schwartz par F &).
Corollary 6. Si¢ € L?(R,dz) et (R) C R, l'opérateur de Berry-Stieltjes réduit

—+o0
%= 0. @)
n=0
réduit & InF (), admet une extension hermitienne dans L2 (0, +o00[, 42}, notée
Te.

Proof. Sur InF (&)

A~~~ —

00 1
S, = Z an, (zp)" = Intdn
n=0
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en utilisant I’équation 12.4,

=3 P N P |
8. = Z G (1nf5ln ) = Z a,Inp™ln
n=0 n=0
1
= Int.n

L’opérateur 7. est un opérateur symétrique de L? (]O, +oo[, ‘;—I) qui admet une
extension hermitienne de la forme

e g1
T = ln]-"é\(ln]:) .

15. QUELQUES REMARQUES SUR LA CONJECTURE DE HILBERT-POLYA

Dans la version 1 du présent document la fonction ¢ utilisée était définie par

S = =)+ () + st

-z

cette fonction est développable en série entiere en utilisant le développement en
série de Laurent de ¢. Sur R, on a bien

1
lim ¢(z)+ =1,

x—+00 1—x

mais ¢ () est non borné pour x < 0. Pour approcher la conjecture de Hilbert-Pélya
on est amené a construire des opérateurs autoadjoints. On remarque, par exemple,
que les fonctions

a(z)=e* (1+E(2))
et
@ (z)=e (z4E(2))

E(z)_f(%—l—iz),{(z)_ %z(z_nf%r(@g(z)

sont des fonctions entieres d’ordre 1. En particulier, il existe une constante A > 0
telle que pour |x| > A,

et
o1 (z)] < e (1 + em) et |¢1 (z)] < e (|:E| + elz‘) , |z > A
donc,
l[s1lloe < o0 et [ls2flo < +o00
et sont des fonctions entieres a valeurs réelles sur R. Les opérateurs associés

Te, €t T,

sont des opérateurs hermitiens de L? (]0, 4+00[, %), les classes de L2 (]0, +oo[, )
associées aux fonctions
. 2imp o3 1 A
ip x s1l <x<
'rA1+_{ 0si0<xz<l ,Imp>OetA>0
. 2imp o3 L1
P sig <z<l1
'rA,_{ Osiz>1 ,Imp<OetA>0
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sont dans L2 (]0, +oo[ , 4 4z) pour tout p de partie imaginaire non nulle et A > 0,
mais ne sont pas des fonctlons propres de 7;, j = 1,2 qui sont les extensions des
restrictions

Zanu |1 F&)
car

&xiﬁi ¢ }A‘(g)
ou & est défini par 14.4.

16. CONCLUSION

On a construit, dans cet article, des opérateurs qui permettent de décrire les zéros
non triviaux de la fonction zéta de Riemann comme des éléments du spectre de ces
opérateurs. Plusieurs procédés de construction sont décrits dans ce document, un
outil essentiel utilisé est la notion de séries d’opérateurs développées a partir des
familles libres et totales d’'un espace de Hilbert. La notion de paire de Gram-
Schmidt est un outil qui permet I’extension des séries d’opérateurs a des opérateurs
bornés.

L’introduction de la transformée de Fourier dans L? (R, dx) permet de comparer
les opérateurs quantiques T et p. L’opération de dérivation de Stieltjes, assome acg
et restreint & S (R), s’identifie par transformée de Fourier a I'opérateur FSF —1, on
< est Popérateur de multiplication par ¢ (x) = ¢ (27x).

Les opérateurs 1;1 et éx permettent de décrire 'opérateur de Berry-Keating réduit
Zp de L? (]0 +o0[, & ) comme le conjugué, en un certain sens, de 'opérateur p défini
comme opérateur de L? (R,dz). D’autres opérateurs ont été construits, comme les
opérateurs de Li, de Dirichlet et les opérateurs Bender, Brody et Miiller qui ont
été développés pour les espaces de Hilbert de fonctions définies sur des intervalles
bornés de R.
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