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OPÉRATEURS QUANTIQUES,

APPLICATION À LA CONJECTURE DE HILBERT-PÓLYA.

JONOT JEAN LOUIS

Abstract. Cet article présente une description de certains opérateurs quan-
tiques en relation avec la conjecture de Hilbert-Pólya. L’étude porte sur des
opérateurs quantiques dont le spectre peut être décrit par les zéros non trivi-
aux de la fonction zêta de Riemann. Le travail proposé par Bender, Brody et
Muller donne un exemple d’opérateur dont le spectre contient i (2ρ− 1) pour
tous les zéros non triviaux de la fonction zêta et dont les fonctions propres
sont les fonctions ζρ définies par

ζρ (x) = ζ (ρ, x) , x > 0,

où ζ est la fonction zêta de Hurwitz.

1. Introduction

Les opérateurs quantiques, sur un intervalle ouvert I ⊂ R, sont des opérateurs L̂
de L2 (I), de domaine dense dans L2 (I), qui peuvent être représentés sous la forme

L̂ =
∑

λ

αλL̂λ, α
λ ∈ C

où
∑

λ est une somme finie ou infinie avec

L̂λ =
∏

j

L̂λ,j , avec L̂λ,j = x̂, L̂λ,j = p̂, L̂λ,j =

∫̂

a

ou L̂λ,j = δ̂a,

∏

j

est un produit fini, x̂ et p̂ sont les opérateurs quantiques définis par, si ϕ est

dérivable
x̂ (ϕ) (x) = xϕ (x) et p̂ (ϕ) (x) = −i∂ϕ (x) = −iϕ′ (x) ,

l’opérateur
∫̂
a
est l’opérateur de Volterra d’indice a ∈ Adh (I)

(∫̂

a

ϕ

)
(x) =

∫ x

a

ϕ (t) dt

et si a ∈ I, δ̂a est l’opérateur de Dirac

δ̂a (ϕ) = ϕ (a) ,

qui à chaque fonction ϕ ∈ L2 (I) associe la fonction constante ϕ (a).
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Notation 1. On note Q
(
x̂, p̂,

∫̂
a
, δ̂a

)
, l’algèbre des opérateurs quantiques et on

pose ∫̂ a

= −
∫̂

a

.

Definition 1. L’opérateur

{x̂, p̂} = x̂p̂+ p̂x̂ = 2x̂p̂− i = −i
(
2x̂∂̂ + 1

)

est l’opérateur de Berry-Keating [2].

Lemma 1. Sur leur domaine de définition, ces opérateurs vérifient les relations

suivantes

[x̂, p̂] = i
∫̂

a

p̂ = −i
(
1− δ̂a

)
et p̂

∫̂

a

= i,

{∫̂

a

, p̂

}
= iδ̂a,

[∫̂

a

, p̂

]
= −i

(
2−δ̂a

)

∫̂

a

x̂ = x̂

∫̂

a

−
(∫̂

a

)2

,

∫̂

a

(1 + ix̂p̂) =
(
1− δ̂a

)
x̂, δ̂a

∫̂

a

= 0,

∫̂

a

δ̂a =
[
x̂, δ̂a

]

et [
x̂,

∫̂

a

]
=

(∫̂

a

)2

et
[
x̂, δ̂a

]
=

∫̂

a

δ̂a.

2. L’opérateur Ĥa

On définit sur leur domaine respectif les opérateurs

∆̂α = 1− eiαp̂ = −
+∞∑

n=1

αn

n!
∂n (2.1)

et

�̂α =
iαp̂

eiαp̂ − 1
=

+∞∑

n=0

Bnα
n

n!
∂n, (2.2)

où les Bn sont les nombres de Bernoulli et α ∈ [−1, 1]

Definition 2. L’opérateur quantique Ĥa est défini par

Ĥa =

∫̂

a

�̂1 {x̂, p̂} ∆̂1.

Pour l’étude de cet opérateur on a besoin des résultats suivants,

Lemma 2. Pour ρ ∈ Z (ζ) et k ∈ N∗ on a

∑

162τ6k

ζ

(
ρ,

2τ

k

)
= 0 et

∑

162τ+16k

ζ

(
ρ,

2τ + 1

k

)
= 0.
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Proof. On a, si z 6= 0, 1 et h, k des entiers tels que 1 6 h 6 k,

ζ

(
1− z,

h

k

)
=

2Γ (z)

(2πk)
z

k∑

τ=1

cos

(
πz

2
− 2πτh

k

)
ζ
(
z,
τ

k

)
,

formule 25.11.16 dans [8]. Si ρ ∈ Z (ζ) alors 1− ρ ∈ Z (ζ) et

ζ (1− ρ, 1) = ζ

(
1− ρ,

1

2

)
= 0,

cos
(
πρ
2

)
6= 0, donc

k∑

τ=1

ζ
(
ρ,
τ

k

)
= 0 et

∑

162τ6k

ζ

(
ρ,

2τ

k

)
−

∑

162τ+16k

ζ

(
ρ,

2τ + 1

k

)
= 0.

On pose

A =
∑

162τ6k

ζ

(
ρ,

2τ

k

)
et B =

∑

162τ+16k

ζ

(
ρ,

2τ + 1

k

)

alors

A+B = 0 et A−B = 0

ainsi,

A = B = 0.

�

Corollary 1. ∀ρ ∈ Z (ζ)

ζ

(
ρ,

1

3

)
= ζ

(
ρ,

2

3

)
= 0. (2.3)

Lemma 3. ∀ρ ∈ Z (ζ)
∫̂

1
3

�̂1x
−ρ = ζ (ρ, x) .

Proof. Calculons �̂1x
−ρ, on vérifie les égalités suivantes

�̂1x
−ρ =

+∞∑

n=0

Bn

n!
∂nx−ρ =

+∞∑

n=0

Bn

n!

Γ (−ρ+ 1)

Γ (−ρ− n+ 1)
x−(ρ+n)

=
Γ (−ρ+ 1)

2πi

+∞∑

n=0

Bn

n!

∫

γ

x−(ρ+n)tn+ρ−1etdt

=
Γ (−ρ+ 1)

2πi

+∞∑

n=0

Bn

n!

∫

γ

(
t

x

)n+ρ−1

ex
t
x d

t

x

où γ est un contour de Hankel qui entoure l’axe des réels négatifs et est orienté
positivement. La transformation

t→ t

x
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de γ donne un nouveau contour de Hankel, noté δ, ayant les mêmes propriétés car
x > 0. Pour ce contour

�̂1x
−ρ =

Γ (−ρ+ 1)

2πi

+∞∑

n=0

Bn

n!

∫

δ

tn+ρ−1extdt =
Γ (−ρ+ 1)

2πi

∫

δ

tρ−1ext

(
+∞∑

n=0

Bn

n!
tn

)
dt

= −Γ (1− ρ)

2πi

∫

δ

tρext

1− et
dt = −ρζ (ρ+ 1, x) ,

∫̂

1
3

�̂1x
−ρ =

∫ x

1
3

−ρζ (ρ+ 1, t)dt = ζ (ρ, x) par 2.3.

�

Notation 2. Z (ζ) est l’ensemble des zéros non triviaux de la fonction de Riemann

ζ.

Theorem 1. L’opérateur Ĥa a pour valeur propre i (2ρ− 1) associée à la fonction

propre

ζ (ρ, x) , x > 0

pour tout ρ ∈ Z (ζ) et a = 1
3 ,

1
2 ,

2
3 et 1.

Proof. On développe le calcul pour a = 1
3 . Calculons Ĥ 1

3
ζ (ρ, x), en utilisant la

formule de Taylor et la représentation intégrale de ζ, on peut écrire

Ĥ 1
3
ζ (ρ, x) =

∫̂

1
3

�̂1 {x̂, p̂} ∆̂1ζ (ρ, x)

∆̂1ζ (ρ, x) = −
+∞∑

n=1

1

n!
∂nx ζ (ρ, x)

= ζ (ρ, x)−
+∞∑

n=0

1

n!

Γ (−ρ+ 1)

Γ (−ρ− n+ 1)
ζ (ρ+ n, x)

= ζ (ρ, x)−
+∞∑

n=0

1

n!

Γ (−ρ+ 1)

2πi

∫

γ

tρ+n−1ext

1− et
dt

= ζ (ρ, x)− Γ (−ρ+ 1)

2πi

∫

γ

tρ−1ext

1− et

+∞∑

n=0

tn

n!
dt

= ζ (ρ, x)− Γ (−ρ+ 1)

2πi

∫

γ

tρ−1e(x+1)t

et − 1
dt

= ζ (ρ, x)− ζ (z, ρ+ 1) = x−ρ,

(x̂p̂+ p̂x̂) ∆̂1

∫̂

1
3

�̂1x
−ρ = i (2ρ− 1)x−ρ

∫̂

1
3

�̂1 (x̂p̂+ p̂x̂) ∆̂1

∫̂

1
3

�̂1x
−ρ = i (2ρ− 1)

∫̂

1
3

�̂1x
−ρ

donc,

Ĥ 1
3
ζ (ρ, x) = i (2ρ− 1) ζ (ρ, x) , ∀ρ ∈ Z (ζ) ,
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et

Ĥaζ (ρ, x) = i (2ρ− 1) ζ (ρ, x) , ∀ρ ∈ Z (ζ) et a =
1

3
,
1

2
,
2

3
et 1. (2.4)

�

Remark 1. Dans le cas général, pour l’opérateur Ĥa, l’équation 2.3 se transforme

en ∫̂

a

�̂1x
−ρ =

∫ x

a

−ρζ (ρ+ 1, t) dt = ζ (ρ, x)− ζ (ρ, a)

et

∆̂1 (ζ (ρ, x)− ζ (ρ, a)) = ∆̂1ζ (ρ, x) = x−ρ

en conséquence

Ĥa (ζ (ρ, x) − ζ (ρ, a)) = i (2ρ− 1) (ζ (ρ, x)− ζ (ρ, a)) ,

si on pose

ζρ (x) = ζ (ρ, x) ,

les fonctions (
1− δ̂a

)
ζρ

sont des fonctions propres de l’opérateur Ĥa associée à la valeur propre i (2ρ− 1).

3. L’opérateur Ĥb

L’opérateur ∆̂−1 et �̂−1 sont définis par

∆̂−1 = 1− e−ip̂ = −
+∞∑

n=1

(−1)
n

n!
∂n

et

�̂−1 =
−ip̂

e−ip̂ − 1
=

+∞∑

n=0

(−1)
n
Bn

n!
∂n.

Definition 3. L’opérateur Ĥb est défini par

Ĥb = �̂−1 {x̂, p̂} ∆̂−1

∫̂ b

.

Lemma 4. Si ϕ est développable en série entière en chaque point x > 0, alors pour
x > τ

∆̂−τϕ (x) = ϕ (x)− ϕ (x− τ) , x > τ .

Proof. Pour x > τ

∆̂−τϕ (x) = −
+∞∑

n=1

(−τ)n
n!

ϕ(n) (x) = ϕ (x)−
+∞∑

n=0

ϕ(n) (x)

n!
(x− τ − x)

n
,

et

∆̂−τϕ (x) = ϕ (x)− ϕ (x− τ) .

�

Corollary 2. Si x > 1,

∆̂−1x
−ρ = x−ρ − (x− 1)

−ρ
. (3.1)
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Proof. Il suffit de vérifier que pour x0 > 1, le rayon de convergence R de la série

+∞∑

n=0

(−1)n ρ (ρ+ 1) · · · (ρ+ n)x−z−n−1
0

n!
(x− x0)

n

est strictement supérieur à 1. Le calcul du rayon de convergence donne

R = x0 > 1

et
∆̂−1x

−ρ = x−ρ − (x− 1)
−ρ

.

�

Theorem 2. Pour x > 1, la fonction

x−ρ − (x− 1)
−ρ

est une fonction propre de l’opérateur Ĥb pour b > 1, associée à la valeur propre

i (2ρ− 1).

Proof. Si x > 1,

Ĥb∆̂−1x
−ρ = ∆̂−1 {x̂, p̂} �̂−1

∫̂ b

∆̂−1x
−ρ

∫̂ b

∆̂−1x
−ρ =

∫̂ b

ip̂∆̂−1
x−ρ+1

−ρ+ 1
, ip̂∆̂−1 = ∆̂−1ip̂

= −∆̂−1
x−ρ+1

−ρ+ 1
+ δ̂b∆̂−1

x−ρ+1

−ρ+ 1

�̂−1

∫̂ b

∆̂−1x
−ρ = −�̂−1∆̂−1

x−ρ+1

−ρ+ 1
+ �̂−1δ̂b∆̂−1

x−ρ+1

−ρ+ 1

= −∆̂−1�̂−1
x−ρ+1

−ρ+ 1
+ δ̂b∆̂−1

x−ρ+1

−ρ+ 1
, ∆̂−1�̂−1 = �̂−1∆̂−1

en utilisant le calcul développé dans [1],

�̂−1
x−ρ+1

−ρ+ 1
= −ζ (ρ, x+ 1)

�̂−1

∫̂ b

∆̂−1x
−ρ = ∆̂−1ζ (ρ, x+ 1) + δ̂b∆̂−1

x−ρ+1

−ρ+ 1

= −x−ρ + δ̂b∆̂−1
x−ρ+1

−ρ+ 1

{x̂, p̂} �̂−1

∫̂ b

∆̂−1x
−ρ = −{x̂, p̂}x−ρ + {x̂, p̂} δ̂b∆̂−1

x−ρ+1

−ρ+ 1

= i (2ρ− 1)x−ρ + iδ̂b∆̂−1
x−ρ+1

−ρ+ 1

Ĥb∆̂−1x
−ρ = i (2ρ− 1) ∆̂−1x

−ρ − i∆̂−1δ̂b∆̂−1
x−ρ+1

−ρ+ 1
= i (2ρ− 1) ∆̂−1x

−ρ, (3.2)

la fonction
∆̂−1x

−ρ = x−ρ − (x− 1)
−ρ
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est une fonction propre de Ĥb. �

Remark 2. Contrairement à l’opérateur Ĥa dont les fonctions propres associées

à i (2ρ− 1) dépendent du paramètre a, la fonction propre associée à cette valeur

propre est indépendante du choix du paramètre b.

4. L’espace de Sobolev H1 (]0, 1[)

Si ∂̂ est l’opérateur de dérivation faible 5.1, l’espace de Sobolev

H1 (]0, 1[) =

{
ϕ ∈ L2 (]0, 1[) ∩ dom

(
∂̂
)
: ‖ϕ‖2L2(]0,1[) +

∥∥∥∂̂ϕ
∥∥∥
2

L2(]0,1[)
< +∞

}

est un espace de Hilbert muni du produit scalaire hermitien

〈ϕ, ψ〉H1(]0,1[) = 〈ϕ, ψ〉L2(]0,1[) +
〈
∂̂ϕ, ∂̂ψ

〉
L2(]0,1[)

,

cet espace s’identifie à

H1 (]0, 1[) =

{
ϕ ∈ L2 (]0, 1[) :

∑

n∈Z

|cn (ϕ)|2
(
1 + n2

)
< +∞

}

où {cn (ϕ)}n∈Z
sont les coefficients de Fourier de ϕ. L’opérateur p̂ = −i∂̂ restreint à

H1 (]0, 1[) est continu comme opérateur de H1 (]0, 1[) dans L2 (]0, 1[). L’opérateur
de Berry-Keating {x̂, p̂} est un opérateur continu de H1 (]0, 1[) dans L2 (]0, 1[),

‖{x̂, p̂}ϕ‖2L2(]0,1[) = ‖−i (2xϕ′ + ϕ)‖2L2(]0,1[) 6

(
2 ‖ϕ′‖L2(]0,1[) + ‖ϕ‖L2(]0,1[)

)2

= 4 ‖ϕ′‖2L2(]0,1[) + ‖ϕ‖2L2(]0,1[) + 4 ‖ϕ′‖L2(]0,1[) ‖ϕ‖L2(]0,1[)

6 8 ‖ϕ′‖2L2(]0,1[) + 5 ‖ϕ‖2L2(]0,1[) 6 8 ‖ϕ‖2H1(]0,1[)

et

‖{x̂, p̂}ϕ‖L2(]0,1[) 6 2
√
2 ‖ϕ‖H1(]0,1[) , ∀ϕ ∈ H1 (]0, 1[) .

L’opérateur de Volterra d’indice 0,
∫̂
=
∫̂
0 défini par

∫̂
ϕ (x) =

∫ x

0

ϕ (t) dt, ϕ ∈ L2 (]0, 1[) ,

est un opérateur continu comme opérateur de L2 (]0, 1[) à valeurs dans H1 (]0, 1[).
En utilisant l’inégalité de Schwarz

∥∥∥∥∥

∫̂
ϕ

∥∥∥∥∥

2

H1(]0,1[)

=

∫ 1

0

∣∣∣∣
∫ x

0.

ϕ (t) dt

∣∣∣∣
2

dx+

∫ 1

0

|ϕ (x)|2 dx

6
1

2

∫ 1

0

|ϕ (x)|2 dx+

∫ 1

0

|ϕ (x)|2 dx

=
3

2
‖ϕ‖2L2(]0,1[) ,

et ∥∥∥∥∥

∫̂
ϕ

∥∥∥∥∥
H1(]0,1[)

6

√
3

2
‖ϕ‖L2(]0,1[) .
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Proposition 1. L’opérateur

{x̂, p̂}
∫̂

: H1 (]0, 1[) → H1 (]0, 1[)

est un opérateur borné de H1 (]0, 1[).

On généralise le concept d’espace de Sobolev associé à un opérateur L̂ non
nécessairement borné, à domaine dense, d’un espace de Hilbert H. L’espace

{
ϕ ∈ H : L̂kϕ ∈ H, ∀k 6 n

}

muni du produit scalaire hermitien

〈ϕ, ψ〉n =

n∑

k=0

〈
L̂kϕ, L̂kψ

〉
,

où

L̂0 = 1 et L̂k = L̂ ◦ L̂ ◦ · · · ◦ L̂
k fois

,

est un espace préhilbertien. Le complété est noté Hn
(
L̂
)
. Plus généralement, soit

a = {ak}k∈N
une suite de nombres réels strictement positifs, les espaces de Sobolev

associés à l’opérateur L̂ et à la suite a sont les complétés des espaces

Hn
(
L̂, a

)
=
{
ϕ ∈ dom L̂ : L̂kϕ ∈ dom L̂, ∀k 6 n

}

muni du produit scalaire préhilbertien

〈ϕ, ψ〉n =

n∑

k=0

ak

〈
L̂kϕ, L̂kψ

〉

et on note H∞
(
L̂, a

)
, le complété de l’espace préhilbertien

{
ϕ ∈ ∩k∈NL̂

k (H) :

+∞∑

k=0

ak

∥∥∥L̂kϕ
∥∥∥
2

< +∞
}

muni du produit scalaire hermitien

〈ϕ, ψ〉∞ =

+∞∑

k=0

ak

〈
L̂kϕ, L̂kψ

〉
.

Proposition 2. Pour tout ϕ ∈ H∞
(
L̂,1

)
,

∥∥∥L̂ϕ
∥∥∥
2

∞
+ ‖ϕ‖2 = ‖ϕ‖2∞ ,

en particulier, L̂ est un opérateur borné de H∞
(
L̂,1

)
, où 1 est la suite constante

égale à 1.
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5. Espace de Hilbert associé aux opérateurs quantiques

Soit a et b tels que
0 6 a < b,

et L2 (]a, b[), l’espace de Hilbert des fonctions ϕ sur ]a, b[ telles que
∫ b

a

|ϕ|2 < +∞.

Definition 4. Soit L̂ un opérateur de L2 (]a, b[), à domaine dense. Un sous-espace

D de dom L̂ est un domaine de symétrisation si L̂ |D est un opérateur symétrique.

Un sous-espace D de dom L̂ est un domaine de densité si
(
iL̂± 1

)
D est dense

dans L2 (]a, b[).

Remark 3. Si D est un domaine de symétrisation et de densité alors L̂ |D est un

opérateur essentiellement autoadjoint.

La dérivation faible, ou dérivation au sens des distributions, de ϕ est définie par

l’unique fonction ∂̂ϕ ∈ L2 (]a, b[), si elle existe, qui vérifie
∫ b

a

ϕφ′ = −
∫ b

a

φ∂̂ϕ, ∀φ ∈ D (]a, b[) , (5.1)

l’opérateur quantique

p̂ = −i∂̂
et l’opérateur de Berry-Keating {x̂, p̂} sont des opérateurs à domaine dense car
D (]a, b[) est contenu dans chaque domaine de p̂ et {x̂, p̂}. Si on pose

D
0 (]a, b[) =

{
ϕ ∈ dom p̂ : lim

x→a+
ϕ (x) = lim

x→b−
ϕ (x)

}

D0 (]a, b[) =

{
ϕ ∈ dom {x̂, p̂} : lim

x→a+
x

1
2ϕ (x) = lim

x→b−
x

1
2ϕ (x)

}
,

on a
D (]a, b[) ⊂ D

0 (]a, b[) ∩D0 (]a, b[) .

Lemma 5. Si ]a, b[ est un intervalle borné de R, les domaines D0 (]a, b[) et D0 (]a, b[)
sont des domaines de densité de , respectivement, p̂ et {x̂, p̂}.
Proof. On vérifie que (±1 + ip̂)D0 (]a, b[) est dense dans L2 (]a, b[), pour cela on
montre que

D (]a, b[) ⊂ (1± ip̂)D0 (]a, b[) . (5.2)

Soit φ ∈ D (]a, b[), on cherche ϕ tel que

ϕ′ + ǫϕ = φ, ǫ = ±1

ϕ (x) =

(∫ x

a

eǫtφ (t) dt+K

)
e−ǫx, (5.3)

on fixe la constante K pour que lim
x→a+

ϕ (x) = lim
x→b−

ϕ (x). Pour le choix de la

constante

K =
e−ǫb

e−ǫa − e−ǫb

∫ b

a

eǫtφ (t) dt.

La fonction ϕ ∈ D
0 (]a, b[) et on a,

(ǫ1 + ip̂)ϕ = φ, ǫ = ±1.
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Pour vérifier que (±1 + i {x̂, p̂})D0 (]a, b[) est dense dans L2 (]a, b[), on doit
déterminer les solutions de l’équation

ϕ′ +
1 + ǫ

2x
ϕ = φ, ǫ = ±1, (5.4)

avec φ ∈ D (]a, b[),

ϕ′ = φ si ǫ = −1 et ϕ′ +
1

x
ϕ = φ si ǫ = +1.

Si ǫ = −1,

ϕ =

∫ x

a

φ (t) dt+K,

on veut déterminer la constante K telle que

lim
x→a+

x
1
2ϕ (x) = lim

x→b−
x

1
2ϕ (x) , (5.5)

on obtient

K =

√
b

√
a−

√
b

∫ b

a

φ (t) dt

et si ǫ = +1,

ϕ =
1

x

(∫ x

a

tφ (t) dt+K

)

la constante K qui vérifie l’équation 5.5 est donnée par

K =
1√
b
a
− 1

∫ b

a

tφ (t) dt,

dans tous les cas, il existe ϕ ∈ D0 (]a, b[) telle que

(±1 + i {x̂, p̂})ϕ = φ

pour tout φ ∈ D (]a, b[). La densité de D (]a, b[) dans L2 (]a, b[) permet de conclure.
�

Lemma 6. Les domaines D0 (]a, b[) et D0 (]a, b[) sont des domaines de symétrisation

de , respectivement, p̂ et {x̂, p̂}.
Proof. Le domaine D0 (]a, b[) est un domaine de symétrisation de p̂, par intégration
par parties

∫ b

a

p̂ϕψ = i

[
lim

x→b−
ϕ (x)ψ (x)− lim

x→a+
ϕ (x)ψ (x)

]
+

∫ b

a

ϕp̂ψ

=

∫ b

a

ϕp̂ψ, ∀ϕ et ∀ψ ∈ D (]a, b[)

et D0 (]a, b[) est un domaine de symétrisation de {x̂, p̂}
∫ b

a

{x̂, p̂}ϕψ = 2i

[
lim

x→b−
xϕ (x)ψ (x)− lim

x→a+
xϕ (x)ψ (x)

]
+

∫ b

a

ϕ {x̂, p̂}ψ

=

∫ b

a

ϕ {x̂, p̂}ψ, ∀ϕ et ∀ψ ∈ D0 (]a, b[) .

�
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Theorem 3. Si ]a, b[ est un intervalle borné de R, les opérateurs p̂ et {x̂, p̂} re-

streints, respectivement, à D
0 (]a, b[) et D0 (]a, b[) comme opérateurs de L2 (]a, b[),

sont des opérateurs essentiellement autoadjoints.

Remark 4. On peut consulter [4] pour une autre preuve de l’affirmation, ” p̂ |D0(]a,b[)est

un opérateur essentiellement autoadjoint”.

On peut utiliser les résultats précédents aux fonctions ζρ ∈ L2 (]a, b[). Pour
a, b ∈

{
1
3 ,

1
2 ,

2
3 , 1
}
, ces fonctions appartiennent àD0 (]a, b[) et D0 (]a, b[) si ρ ∈ Z (ζ).

Ces domaines sont des domaines de symétrisation de, respectivement, p̂ et {x̂, p̂}.
On en déduit que pour tout ρ, τ ∈ Z (ζ)

〈p̂ζρ, ζτ 〉 = 〈ζρ, p̂ζτ 〉 (5.6)

〈{x̂, p̂} ζρ, ζτ 〉 = 〈ζρ, {x̂, p̂} ζτ 〉 ,
p̂ζρ = iρζρ+1 et {x̂, p̂} ζρ = 2ixρζρ+1 − iζρ

−ρ 〈ζρ+1, ζτ 〉 = τ 〈ζρ, ζτ+1〉
〈ζρ, ζτ 〉+ 〈ζτ , ζρ〉 = 2ρ 〈xζρ+1, ζτ 〉+ 2τ 〈xζτ+1, ζρ〉

et
Re 〈ζρ, ζτ 〉 = ρ 〈xζρ+1, ζτ 〉+ τ 〈xζτ+1, ζρ〉 .

En particulier, si ρ = τ

‖ζρ‖2 = 2ρ 〈xζρ+1, ζρ〉 , (5.7)

si τ = ρ
Re 〈ζρ, ζρ〉 = ρ 〈xζρ+1, ζρ〉+ ρ 〈xζρ+1, ζρ〉 ,

et si τ = 1− ρ

Re 〈ζρ, ζ1−ρ〉 = ρ 〈xζρ+1, ζ1−ρ〉+ (1− ρ) 〈xζ−ρ, ζρ〉 .
De 5.7, si ρ = µ+ iν

{
µRe 〈xζρ+1, ζρ〉+ ν Im 〈xζρ+1, ζρ〉 = 1

2 ‖ζρ‖
2

µ Im 〈xζρ+1, ζρ〉 − ν Re 〈xζρ+1, ζρ〉 = 0

et

µ |〈xζρ+1, ζρ〉|2 =
1

2
‖ζρ‖2 (Re 〈xζρ+1, ζρ〉+ Im 〈xζρ+1, ζρ〉) (5.8)

ν |〈xζρ+1, ζρ〉|2 =
1

2
‖ζρ‖2 Im 〈xζρ+1, ζρ〉 . (5.9)

Theorem 4. L’hypothèse de Riemann est vérifiée si et seulement si

|〈xζρ+1, ζρ〉|2 = ‖ζρ‖2 (Re 〈xζρ+1, ζρ〉+ Im 〈xζρ+1, ζρ〉) , ∀ρ ∈ Z (ζ)

où ζ est la fonction zêta de Hurwitz avec ζρ (x) = ζ (ρ, x).

Remark 5. Les parties imaginaires sont de la forme

Im (ρ) =
‖ζρ‖2 Im 〈xζρ+1, ζρ〉
2 |〈xζρ+1, ζρ〉|2 .

et

Re 〈xζρ+1, ζρ〉+ Im 〈xζρ+1, ζρ〉 > 0.

Les calculs précédents peuvent être développés pour tous les espaces L2 (]a, b[)
avec a < b et a, b appartenant à

{
1
3 ,

1
2 ,

2
3 , 1
}
, en remarquant que

〈ϕ, ψ〉L2(]a,b[) + 〈ϕ, ψ〉L2(]b,c[) = 〈ϕ, ψ〉L2(]a,c[) .
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Si ]a, b[ est borné on peut construire des opérateurs dits ”d’inversion” avec les
relations dévéloppées précédemment, en posant

(ǫ1 + ip̂)−1 φ = e−ǫx

∫ x

a

eǫtφ (t) dt et (ǫ1 + ip̂)−1 = ê−ǫx

∫̂

a

êǫx
−1

,

(ǫ+ i {x̂, p̂})−1
φ = x−

1+ǫ
2

∫ x

a

tφ (t) ,

(ǫ+ i {x̂, p̂})−1
=

̂
x−

1+ǫ
2

∫̂

a

x̂ =

{
x̂−1

∫̂
a
x̂ si ǫ = 1∫̂

a
x̂ si ǫ = −1

qui sont des opérateurs à domaine dense dans L2 (]a, b[). Sur les espaces

D iα
2
(]a, b[) =

{
ϕ ∈ dom {x̂, p̂} : lim

x→a+
x

1+iα
2 ϕ (x) = lim

x→b−
x

1+iα
2 ϕ (x)

}

on peut remarquer que l’opérateur {x̂, p̂} est un opérateur symétrique car
∫ b

a

{x̂, p̂}ϕψ = 2i

[
lim

x→b−
xϕ (x)ψ (x)− lim

x→a+
xϕ (x)ψ (x)

]
+

∫ b

a

ϕ {x̂, p̂}ψ

= 2i

[
lim

x→b−
x

1+iα
2 ψ (x) x

1+iα
2 ϕ (x)− lim

x→a+
x

1+iα
2 ϕ (x)x

1+iα
2 ψ (x)

]
+

∫ b

a

ϕ {x̂, p̂}ψ

=

∫ b

a

ϕ {x̂, p̂}ψ, ∀ϕ et ∀ψ ∈ D iα
2
(]a, b[) .

De façon générale si on se fixe une mesure µ sur ]a, b[, absolument continue par
rapport à la mesure de Lebesgue,

dµ = µdx avec µ ∈ C1 (]a, b[) ,

à quelle condition sur ϕ et ψ dans L2 (]a, b[ ,dµ), a-t-on
∫ b

a

{x̂, p̂}ϕ (x)ψ (x)µ (x) dx =

∫ b

a

ϕ (x) {x̂, p̂}ψ (x)µ (x) dx? (5.10)

Une condition nécessaire et suffisante pour que l’équation 5.10 soit vérifiée, sur le
domaine de x̂p̂, est

〈x̂p̂ϕ, ψ〉µ − 〈ϕ, x̂p̂ψ〉µ = −i 〈ϕ, ψ〉µ ,
où 〈., .〉µ est le produit scalaire dans L2 (]a, b[ ,dµ). On a, en simplifiant l’écriture

∫
{x̂, p̂}ϕψµ =

∫
(2x̂p̂− i)ϕψµ =

∫
ϕ (2x̂p̂− i)ψµ =

∫
ϕ {x̂, p̂}ψµ

= 2

∫
x̂p̂ϕψµ+

∫
iϕψµ = 2

∫
ϕx̂p̂ψµ− i

∫
ϕψµ

l’équation est vérifiée si et seulement si∫
ψµx̂p̂ϕ−

∫
µϕx̂p̂ψ = −i

∫
µϕψ.

Si µ (a+) = µ (b−) = 0 alors l’équation 5.10 est vérifiée pour toutes fonctions ϕ et
ψ dans L2 (]a, b[ ,dµ) avec l’hypothèse

∫ b

a

xϕ (x)ψ (x)µ′ (x) dx = 0.
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En effet,∫
{x̂, p̂}ϕψµ = i

∫
(2xϕ′ + ϕ)ψµ = 2i

∫
xϕ′ψµ+ i

∫
ϕψµ

= 2i

(
[xϕψµ]

b−

a+ −
∫
ϕ (xψµ)

′

)
+ i

∫
ϕψµ

= −2i

∫
ϕ (xψµ)′ + i

∫
ϕψµ

= −2i

∫
ϕψ′xµ− 2i

∫
ϕψ (xµ)

′
+ i

∫
ϕψµ

= −2i

∫
ϕψ′xµ− 2i

∫
ϕψxµ′ − 2i

∫
ϕψµ+ i

∫
ϕψµ

∫
{x̂, p̂}ϕψµ =

∫
ϕ ({x̂, p̂}ψ)µ− 2i

∫
ϕψxµ′ =

∫
ϕ ({x̂, p̂}ψ)µ

si

∫
ϕψxµ′ = 0.

Definition 5. Un domaine de stabilité d’ordre n > 1 d’un opérateur L̂ d’un espace

de hilbert H, est un sous-espace de K de H pour lequel

L̂k (K) ⊂ K pour tout k, 0 6 k 6 n,

on dit que l’opérateur L̂ est stable à l’ordre n sur K.

Definition 6. L’opérateur L̂ est stable à l’infini sur K si

L̂k (K) ⊂ K, ∀k ∈ N.

Definition 7. On pose

Dn (]a, b[) =

{
ϕ ∈ C∞ (]a, b[) : lim

x→a+
x

1
2+kϕ(k) (x) = lim

x→b−
x

1
2+kϕ(k) (x) , 0 6 k 6 n

}

et

D∞ (]a, b[) =

{
ϕ ∈ C∞ (]a, b[) : lim

x→a+
x

1
2+kϕ(k) (x) = lim

x→b−
x

1
2+kϕ(k) (x) , k ∈ N

}
.

Lemma 7. L’opérateur de Berry-Keating {x̂, p̂} est stable à l’infini sur le domaine

D∞ (]a, b[).

Proof. Pour ϕ ∈ D∞ (]a, b[),

({x̂, p̂}ϕ)(k) = −2ixϕ(k+1) − i (2k + 1)ϕ(k)

x
1
2+k ({x̂, p̂}ϕ)(k) (x) = −2ix

1
2+k+1ϕ(k+1) (x)− i (2k + 1)x

1
2+kϕ(k) (x)

lim
x→a+

x
1
2+k ({x̂, p̂}ϕ)(k) (x) = −2i lim

x→a+
x

1
2+k+1ϕ(k+1) (x)− i (2k + 1) lim

x→a+
x

1
2+kϕ(k) (x)

= −2i lim
x→b−

x
1
2+k+1ϕ(k+1) (x)− i (2k + 1) lim

x→b−
x

1
2+kϕ(k) (x)

= lim
x→b−

x
1
2+k ({x̂, p̂}ϕ)(k) (x)

car ϕ ∈ D∞ (]a, b[) et

lim
x→a+

x
1
2+k ({x̂, p̂}ϕ)(k) (x) = lim

x→b−
x

1
2+k ({x̂, p̂}ϕ)(k) (x) pour tout k > 0
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donc,
{x̂, p̂} (D∞ (]a, b[)) ⊂ D∞ (]a, b[) . (5.11)

�

Pour tout k > 1, si ]a, b[ est borné, D∞ (]a, b[) est un domaine de symétrisation

pour {x̂, p̂}k, ce domaine est dense dans L2 (]a, b[) puisqu’il contient les fonctions
à support compact sur ]a, b[. Pour tout φ ∈ L2 (]a, b[), il existe un ϕ ∈ D0 (]a, b[)
telle que 5.4 est vérifiée. On en déduit que

xϕ′ +
1 + ǫ

2
ϕ = xφ pour ǫ = ±1, (5.12)

si φ ∈ D (]a, b[) alors

lim
x→a+

(
x

1
2 xϕ′ (x) +

1 + ǫ

2
x

1
2ϕ (x)

)
= 0 et lim

x→b−

(
x

1
2xϕ′ (x) +

1 + ǫ

2
x

1
2ϕ (x)

)
= 0

et

lim
x→a+

x
1
2xϕ′ (x) = −1 + ǫ

2
lim

x→a+
x

1
2ϕ (x) = −1 + ǫ

2
lim

x→b−
x

1
2ϕ (x) = lim

x→b−
x

1
2xϕ′ (x) ,

donc ϕ ∈ D1 (]a, b[).

Lemma 8. On a l’inclusion suivante,

D (]a, b[) ⊂ (ǫ+ i {x̂, p̂}) (D∞ (]a, b[)) , ǫ = ±1.

Proof. De 5.11, on a l’inclusion

(ǫ+ i {x̂, p̂}) (D∞ (]a, b[)) ⊂ D∞ (]a, b[) ,

maintenant, si φ ∈ D (]a, b[), il existe ϕ ∈ D0 (]a, b[) telle que l’équation 5.4 est
vérifiée. On dérive à l’ordre k l’équation 5.12, on obtient

xϕ(k+1) +
2k + 1 + ǫ

2
ϕ(k) = xφ(k) + kφ(k−1)

en multipliant par x
1
2 xk et en passant à la limite

lim
x→a+

x
1
2xk+1ϕ(k+1) (x) = −2k + 1 + ǫ

2
lim

x→a+
x

1
2xkϕ(k) (x) , ∀k > 0

lim
x→b−

x
1
2xk+1ϕ(k+1) (x) = −2k + 1 + ǫ

2
lim

x→b−
x

1
2xkϕ(k)

(
x−
)
, ∀k > 0

puisque ϕ ∈ D0 (]a, b[), ϕ ∈ D∞ (]a, b[). En particulier,

(ǫ+ i {x̂, p̂}) (D∞ (]a, b[))

est dense dans L2 (]a, b[). �

De façon analogue, si on pose

D
n (]a, b[) =

{
ϕ ∈ C∞ (]a, b[) : lim

x→a+
ϕ(k) (x) = lim

x→b−
ϕ(k) (x) , 0 6 k 6 n

}

et

D
∞ (]a, b[) =

{
ϕ ∈ C∞ (]a, b[) : lim

x→a+
ϕ(k) (x) = lim

x→b−
ϕ(k) (x) , k ∈ N

}

l’opérateur p̂ est stable à l’infini surD∞ (]a, b[). Pour chaque entier k > 0,D∞ (]a, b[)
est un domaine de symétrisation de p̂k qui est dense dans L2 (]a, b[). On a

D
∞ (]a, b[) = (ǫ+ ip̂) (D∞ (]a, b[)) ,
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si φ ∈ D
∞ (]a, b[), il existe une fonction ϕ ∈ D

0 (]a, b[) telle que

ϕ′ + ǫϕ = φ,

on dérive à l’ordre k > 1

ϕ(k+1) + ǫϕ(k) = φ(k)

par passage à la limite

lim
x→a+

ϕ(k+1) (x) = −ǫ lim
x→a+

ϕ(k) (x) + lim
x→a+

φ(k) (x)

lim
x→b−

ϕ(k+1) (x) = −ǫ lim
x→b−

ϕ(k) (x) + lim
x→b−

φ(k) (x)

si on suppose que k 6 n

lim
x→a+

ϕ(k) (x) = lim
x→b−

ϕ(k) (x)

alors

lim
x→a+

ϕ(n+1) (x) = lim
x→b−

ϕ(n+1) (x)

et ϕ ∈ D
∞ (]a, b[).

Remark 6. Dans ce qui suit, sur un domaine borné ]a, b[ de R, les fermetures de

p̂ et de {x̂, p̂} sont encore notées p̂ et {x̂, p̂}, de domaine contenant respectivement,

dom p̂ et dom {x̂, p̂} ,
ces fermetures sont des opérateurs autoadjoints de L2 (]a, b[).

6. Séries d’opérateurs quantiques

On veut définir des opérateurs par des séries à partir d’opérateurs quantiques.
L’opérateur p̂ est stable sur D∞ (]a, b[) et {x̂, p̂} est stable sur D∞ (]a, b[), pour une
suite de nombres complexes µ = {µn}n∈N

, on définit les opérateurs

p̂µ =
∑

n∈N

µnp̂
n et {x̂, p̂}µ =

∑

n∈N

µn {x̂, p̂}n

de domaine respectif

dom p̂µ ⊂ D
∞ (]a, b[) et dom {x̂, p̂}µ ⊂ D∞ (]a, b[) .

L’opérateur ∆̂α peut s’écrire sous la forme p̂µ où

µn = −α
n

n!
si n 6= 0 et µ0 = 0

et �̂α s’écrit sous la forme p̂ν où

νn =
Bnα

n

n!
, n ∈ N.

On généralise la notion de série d’opérateurs quantiques par la définition suivante,

Definition 8. Soit L̂ un opérateur d’un espace de Hilbert H, de domaine dense

dom L̂ et

domN L̂ =
{
ϕ ∈ H : L̂nϕ ∈ dom L̂, ∀n = 0, 1, · · · , N

}

dom∞L̂ =
{
ϕ ∈ H : L̂nϕ ∈ dom L̂, ∀n ∈ N

}
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pour une suite µ = {µn}, on définit l’opérateur

L̂µ =
∑

n∈N

µnL̂
n

le domaine de L̂µ est contenu dans dom∞L̂.

Sur L2 (]0,+∞[ , dx), le domaine de

eiαp̂ =
∑

n∈N

(iαp̂)
n

n!
, α > 0

contient les fonctions analytiques sur ]0,+∞[, dont le rayon de convergence R (x)
du développement en série entière en x, est strictement supérieur à α, on note Aα,
ce sous-espace.

Proposition 3. On a

eiαp̂ = T̂α sur Aα

où

T̂αϕ (x) = ϕ (x+ α) .

Proof. Soit ϕ ∈ Aα

eiαp̂ϕ (x) =
∑

n∈N

αn

n!
ϕ(n) (x) =

∑

n∈N

ϕ(n) (x)

n!
(x+ α− x)

n
= ϕ (x+ α) .

�

Proposition 4. Si

x̂a =

+∞∑

n=0

anx̂
n, φ (x) =

∑

n∈N

anx
n

on a

x̂a = φ̂.

L’espace de Hilbert L2 (]a, b[) est muni de la base hilbertienne

em (x) = e2iπm
x−a
b−a , m ∈ Z

et vérifie

p̂em =
2πm

b − a
em, ∀m ∈ Z

donc,

p̂µem =

+∞∑

n=0

µn

(
2πm

b − a

)n

em

= φ

(
2πm

b− a

)
em,

l’opérateur p̂µ a une base hilbertienne de fonctions propres dont les valeurs propres

associées sont φ
(

2πm
b−a

)
. Si

‖φ‖∞ < +∞
cet opérateur est un opérateur continu sur un domaine dense de L2 (]a, b[) et si
la suite µ est réelle alors p̂µ a une base hilbertienne de fonctions propres dont les
valeurs propres sont réelles.
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Theorem 5. Pour toute suite réelle µ telle que

‖φ‖∞ < +∞
où

φ (x) =

+∞∑

n=0

µnx
n,

alors p̂µ admet un prolongement hermitien de norme

‖p̂µ‖ = ‖φ‖∞ .

Proof. L’opérateur p̂µ vérifie, si

ϕ =
∑

m∈Z

cm (ϕ) em

la formule de Bessel-Parseval permet d’écrire

‖p̂µϕ‖2 =
∑

m∈Z

∣∣∣∣cm (ϕ)φ

(
2πm

b− a

)∣∣∣∣
2

6 ‖φ‖2∞
∑

m∈Z

|cm (ϕ)|2

= ‖φ‖2∞ ‖ϕ‖2 ,

‖p̂µϕ‖ 6 ‖φ‖∞ ‖ϕ‖ ,
l’opérateur p̂µ est un opérateur borné de L2 (]a, b[). SurD (]a, b[), p̂ est symétrique et
il en est de même de p̂µ car la suite est réelle. La densité de D (]a, b[) dans L2 (]a, b[)
et la continuité de p̂µ sur L2 (]a, b[) permet d’affirmer que p̂µ est symétrique sur
L2 (]a, b[). �

Corollary 3. L’opérateur e−p̂2

s’étend en un opérateur hermitien.

Proof. Pour cet exemple,

φ (x) = e−x2

.

�

Corollary 4. L’opérateur

eip̂ = cos (p̂) + i sin (p̂)

s’étend en un opérateur borné de L2 (]a, b[) tel que
(
eip̂
)†

= e−ip̂

et ∆̂1 s’étend en un opérateur borné de L2 (]a, b[) avec

∆̂†
1 = ∆̂−1.

Proof. Les opérateurs cos (p̂) et sin (p̂) s’étendent à des opérateurs hermitiens de
L2 (]a, b[) et

(
eip̂
)†

= cos (p̂)
† − i sin (p̂)

†
= e−ip̂.

�

On peut généraliser les résultats précédents comme suit,
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Proposition 5. Soit L̂ un opérateur d’un espace de Hilbert H pour lequel il ex-

iste une base hilbertienne {en}n∈N
formée de vecteurs propres associés aux valeurs

propres λn

L̂en = λnen, ∀n ∈ N,

soit φ une fonction développable en série entière

φ (x) =
∑

n∈N

µnx
n

pour laquelle

M = sup {|φ (λn)| : n ∈ N} < +∞

alors l’opérateur

φ
(
L̂
)
=
∑

n∈N

αnL̂
n (6.1)

a une extension bornée dans H.

Proof. Soit ϕ ∈ Vect (en : n ∈ N) ⊂ dom L̂,

ϕ =
N∑

j=1

ϕnj
enj

φ
(
L̂
)
en = φ (λn) en ∈ H et Vect {en}n∈N

⊂ domφ
(
L̂
)
,

φ
(
L̂
)
ϕ =

N∑

j=1

ϕnj
φ
(
λnj

)
enj

∥∥∥φ
(
L̂
)
ϕ
∥∥∥
2

=

N∑

j=1

∣∣ϕnj

∣∣2 ∣∣φ
(
λnj

)∣∣2 6M2 ‖ϕ‖2 ,

donc φ
(
L̂
)
est un opérateur continu sur un domaine dense de H, l’uniforme con-

tinuité nous donne l’existence d’une unique extension bornée sur H. �

Remark 7. L’opérateur L̂ n’est pas borné si

lim
n→+∞

|λn| = +∞,

c’est le cas de l’opérateur p̂. L’opérateur

∫̂

a

�̂1

n’a pas d’extension bornée pour tout b−a ∈ ]0,+∞[, même sous l’hypothèse où π
b−a

est irrationnel.
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7. L’opérateur de Dirichlet

On rappelle que la fonction êta de Dirichlet est définie par

η (z) =

+∞∑

n=1

(−1)
n−1

nz
, Re (z) > 0

l’opérateur de Dirichlet ∇̂ est un opérateur construit à partir de l’opérateur de
Berry-Keating en perturbant cet opérateur comme suit

η̂α = η̂

(
1

2
(1 + αi {x̂, p̂})

)
, α ∈ [−1, 1]

η̂α =

+∞∑

n=1

(−1)
n−1

e−
1
2 (1+αi{x̂,p̂}) log(n)

=
+∞∑

n=1

(−1)n−1
+∞∑

k=0

(
− 1

2 log (n)
)k

k!
(1 + αi {x̂, p̂})k .

L’opérateur de Dirichlet ∇̂ est défini par

∇̂ = {x̂, p̂}+ 1

2
(η̂−1 + η̂+1) .

Proposition 6. Pour tout ρ ∈ Z (ζ), x−ρ est une fonction propre associée à la

valeur propre i (2ρ− 1) pour l’opérateurs ∇̂.

Proof. On a, pour x > 0

1

2
(1− i {x̂, p̂})x−ρ = ρx−ρ

1

2
(1 + i {x̂, p̂})x−ρ = (1− ρ)x−ρ

η̂−1x
−ρ = η (ρ) x−ρ = 0 si ρ ∈ Z (ζ)

η̂+1x
−ρ = η (1− ρ)x−ρ = 0 si ρ ∈ Z (ζ)

et
∇̂x−ρ = i (2ρ− 1)x−ρ.

�

8. L’opérateur de Li

On note F la famille des zéros non triviaux de ζ, comptés avec leur ordre de
multiplicité. Une famille de nombres complexes z = {zρ}ρ∈F est un élément de H
si

‖z‖2 =
∑

ρ

|zρ|2 < +∞,

la sommation est définie dans [5] par
∑

ρ

|zρ|2 = lim
τ→+∞

∑

|Im(ρ)|<τ

|zρ|2 .

On munit H d’un produit scalaire hermitien

〈z, s〉 =
∑

ρ

zρsρ, z = {zρ}ρ∈F et s = {sρ}ρ∈F ,
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l’espace H muni de ce produit est un espace de Hilbert séparable de base hilberti-
enne

eρ = {δρ,µ}µ∈F .

Definition 9. L’espace de Li est l’espace de Hilbert H muni du produit hermitien

〈z, s〉.
Soit τ une permutation de F , l’opérateur τ̂ est défini par

τ̂ eρ = eτ(ρ), ∀ρ ∈ F
par exemple, l’opérateur de conjugaison est

ĉeρ = eρ

et l’opérateur de symétrisation est

ŝeρ = e1−ρ.

Definition 10. L’opérateur de Li est défini par

L̂eρ =
1

ρ
eρ, ∀ ∈ F .

Cet opérateur est un opérateur à trace dont la trace est égale au premier coeffi-
cient de Li

Trace L̂ =
∑

ρ

1

ρ
= λ1 = 1 +

γ

2
− log (4π)

2
≈ 0.02309 6.

La fonction ξ′(z)
ξ(z) où

ξ (z) =
1

2
z (z − 1)π− z

2 Γ
(z
2

)
ζ (z)

est développable en série entière au voisinage de 0 et de 1. On note

ξ′ (z)

ξ (z)
=

+∞∑

k=0

akz
k

le développement en série entière de ξ′

ξ
dans un voisinage de zéro. De l’équation

fonctionnelle

ξ (z) = ξ (1− z) ,

on en déduit les équations

ξ′ (z)

ξ (z)
= −ξ

′ (1− z)

ξ (1− z)
=

+∞∑

k=0

(−1)
k+1

ak (z − 1)
k
,

et

log (ξ (z)) =

+∞∑

k=1

ak−1

k
zk et log (ξ (z)) =

+∞∑

k=1

(−1)
k
ak−1

k
(z − 1)

k
.

Lemma 9.

ak = −
∑

ρ

1

ρk+1
, ∀k.
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Proof. De

ξ′ (z)

ξ (z)
=

1

z − 1
− log (π)

2
+

1

2

Γ′
(
z
2 + 1

)

Γ
(
z
2 + 1

) +
ζ′ (z)

ζ (z)
,

en utilisant le produit d’Hadamard, on a

ζ′ (z)

ζ (z)
= log (2π)− γ

2
− 1− 1

z − 1
− 1

2

Γ′
(
z
2 + 1

)

Γ
(
z
2 + 1

) +
∑[

1

z − ρ
+

1

ρ

]

la sommation
∑

est symétriquement par rapport à la droite x = 1
2 et les zéros

sont comptés avec leur ordre de multiplicité, cette sommation
∑

s’identifie à
∑

ρ,
il suffit de le vérifier sur chaque somme partielle finie,

ξ′ (z)

ξ (z)
=

1

z − 1
− log (π)

2
+

1

2

Γ′
(
z
2 + 1

)

Γ
(
z
2 + 1

)

+ log (2π)− γ

2
− 1− 1

z − 1
− 1

2

Γ′
(
z
2 + 1

)

Γ
(
z
2 + 1

) +
∑

ρ

[
1

z − ρ
+

1

ρ

]

=
log (4π)

2
− γ

2
− 1 +

∑

ρ

[
1

z − ρ
+

1

ρ

]

= κ+
∑

ρ

1

ρ

[
1− 1

1− z
ρ

]

= κ−
∑

ρ

+∞∑

k=1

zk

ρk+1
, κ =

log (4π)

2
− γ

2
− 1

= κ−
+∞∑

k=1

(∑

ρ

1

ρk+1

)
zk si |z| < inf {|ρ| : ρ ∈ Z (ζ)} .

�

On peut remarquer que

κ = −
∑

ρ

1

ρ

car
ξ′ (z)

ξ (z)
= −ξ

′ (1− z)

ξ (1− z)
et
ξ′ (0)

ξ (0)
= −ξ

′ (1)

ξ (1)

κ = −κ−
∑

ρ

[
1

1− ρ
+

1

ρ

]
= −κ− 2

∑

ρ

1

ρ
.

Remark 8. Le premier coefficient de Li, λ1 =
∑

ρ
1
ρ
est strictement positif et vaut

λ1 = 1 +
γ

2
− log (2)− log (π)

2

et le développement de ξ′

ξ
en série entière dans un voisinage de 0 est

ξ′ (z)

ξ (z)
= −

+∞∑

k=0

(∑

ρ

1

ρk+1

)
zk si |z| < inf {|ρ| : ρ ∈ Z (ζ)} .
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Soit L̂ un opérateur de classe-trace sur H, c’est-à-dire, un opérateur tel que

L̂ = L̂1L̂2 où L̂1 et L̂2 sont des opérateurs de Hilbert-Schmidt [10]. Le théorème
de Lidskii [7] permet d’écrire

Trace
(
L̂
)
=
∑

n

〈
en, L̂en

〉
=
∑

n>1

λn

(
L̂
)

où
{
λn

(
L̂
)}

est l’ensemble des valeurs propres de L̂ comptées avec leur ordre de

multiplicité. D’après Weyl [12], la série est absolument convergente, donc commu-
tativement convergente et si φ est une bijection de N∗ sur F , on a

Trace
(
L̂
)
=
∑

ρ

λρ

(
L̂
)
, λρ

(
L̂
)
= λφ−1(ρ)

(
L̂
)
,

qui est indépendant du choix de la bijection φ. Si on applique ces résultats aux

opérateurs L̂k, ces opérateurs sont des opérateurs à trace

Trace
(
L̂k+1

)
=
∑

ρ

1

ρk+1
= −ak

et ∑

ρ

1

|ρ|k
< +∞, ∀k > 1

on en déduit que les opérateurs L̂k sont des opérateurs de Hilbert-Schmidt.

Theorem 6. Les coefficients de Li, λn pour n > 1, vérifient

λn = Trace
(
1−

(
1− L̂

)n)
, ∀n > 1

ces coefficients sont positifs si et seulement si

ŝ
{
L̂, ŝ

}

est un opérateur hermitien où ŝ est l’opérateur de symétrisation.

Proof. On a

ŝ
{
L̂, ŝ

}
eρ =

(
1

ρ
+

1

1− ρ

)
eρ, ∀ρ

le critère de positivité de Li [5] permet de conclure. �

Remark 9. L’opérateur 1− L̂ est inversible, on a

1−
(
1− L̂

)−1

= −
+∞∑

k=1

L̂k

et la trace de 1−
(
1− L̂

)−1

est donnée par

Trace

(
1−

(
1− L̂

)−1
)

=
ξ′ (1)

ξ (1)
= −ξ

′ (0)

ξ (0)
.

On pose r̂, l’opérateur défini par

r̂ (eρ) = iρŝ (eρ) = iρe1−ρ, ∀ρ ∈ F
[ŝ, r̂] eρ = i (2ρ− 1) eρ, ∀ρ ∈ F .
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On définit les opérateurs

α̂+ = φ

(
1 + i [ŝ, r̂]

2

)
et α̂− = φ

(
1− i [ŝ, r̂]

2

)
= φ

(
1 + i [r̂, ŝ]

2

)

où φ est la fonction de Stieltjes 9.1, l’opérateur

α̂ = α̂+ + α̂−

vérifie

α̂ (eρ) =

(
1

ρ
+

1

1− ρ

)
eρ, ∀ρ ∈ F .

Proposition 7. Avec les notations précédentes,

α̂ = ŝ
{
L̂, ŝ

}
et α̂+ = L̂.

L’opérateur α̂ s’étend en un opérateur borné de H qui est autoadjoint si et seulement

si

Trace (1− (1− α̂+)
n
) = Trace (1− (1− α̂−)

n
) > 0, ∀n > 1.

9. Opérateurs de Stieltjes

On va construire un opérateur ayant des propriétés analogues à l’opérateur de
Li qui peut être défini à l’aide des opérateurs quantiques. La fonction de Stieltjes
est définie par

φ (x) =
+∞∑

n=0

γn
n!

(1− x)n (9.1)

où γn sont les coefficients de Stieltjes

γn = lim
N→+∞

(
N∑

k=1

log (k)
n

k
− log (N)

n+1

n+ 1

)
,

les opérateurs de Stieltjes sont définis par

â+ = φ

(
1 + i {x̂, p̂}

2

)
et â− = φ

(
1− i {x̂, p̂}

2

)
(9.2)

pour ces opérateurs

â+x
−ρ =

1

ρ
x−ρ et â−x

−ρ =
1

1− ρ
x−ρ, ∀ρ ∈ Z (ζ) , (9.3)

et si ρ /∈ Z (ζ) alors

â+x
−ρ =

(
ζ (1− ρ) +

1

ρ

)
x−ρ et â−x

−ρ =

(
ζ (ρ) +

1

1− ρ

)
x−ρ. (9.4)

Definition 11. Une paire d’opérateurs (L,L) d’un espace de Hilbert séparable H
est une paire de Gram-Schmidt associée à une famille F = {fn} s’il existe une base

hilbertienne {en} de H telle que

Lfn = en, ∀n
et

Len = fn, ∀n.
Remark 10. L’opérateur L, si il existe, est un opérateur à domaine dense.
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Lemma 10. Si F = {fn} est une famille libre et totale alors pour toute base

hilbertienne {en} de H, il existe une paire de Gram-Schmidt
(
L̂, L̂

)
telle que

L̂fn = en, ∀n.

Les opérateurs L̂ et L̂ sont des opérateurs à domaine dense.

Proof. On orthonormalise la famille libre et totale F et on conclut. �

Soit H la fermeture dans L2 (]a, b[), a > 0, de

E = Vect
{
x−ρ : ρ ∈ Z (ζ)

}
⊂ L2 (]a, b[) , (9.5)

la base hilbertienne {eρ} de H, obtenue par le procédé d’orthonormalisation de
Gram-schmidt de {

x−ρ : ρ ∈ Z (ζ)
}

permet de définir deux opérateurs à domaine dense dans H

L̂eρ = x−ρ, ∀ρ ∈ Z (ζ)

L̂x−ρ = eρ, ∀ρ ∈ Z (ζ)

toute extension de ces deux opérateurs sont des opérateurs de Gram-schmidt as-
sociés à ζ, avec

∥∥∥L̂eρ
∥∥∥
2

=
b−2Re(ρ)+1 − a−2Re(ρ)+1

−2Re (ρ) + 1
si Re (ρ) 6= 1

2

et ∥∥∥L̂eρ
∥∥∥
2

= log

(
b

a

)
si Re (ρ) =

1

2
.

Les opérateurs L̂â+L̂ et L̂â−L̂ s’étendent à des opérateurs bornés Â+ et Â− de
H,

Â+ϕ =
∑

ρ

1

ρ
〈ϕ, eρ〉 eρ,

∥∥∥Â+ϕ
∥∥∥ 6 ‖ϕ‖

√∑

ρ

1

|ρ|2
(9.6)

Â−ϕ =
∑

ρ

1

1− ρ
〈ϕ, eρ〉 eρ,

∥∥∥Â−ϕ
∥∥∥ 6 ‖ϕ‖

√∑

ρ

1

|1− ρ|2
= ‖ϕ‖

√∑

ρ

1

|ρ|2

où la sommation
∑

ρ
1

|ρ|2
se fait dans le sens de [6] et la sommation

∑
ρ

1
1−ρ

〈ϕ, eρ〉 eρ
est défini dans H. On pose

Â = Â+ + Â−

l’opérateur borné de H.

Proposition 8. Les propriétés suivantes sont équivalentes

1) Trace
(
1−

(
1− Â+

)n)
= Trace

(
1−

(
1− Â−

)n)
> 0, ∀n > 1

2) Â est un opérateur autoadjoint de H. (9.7)
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Proof. L’ensemble Z (ζ) des zéros non triviaux de ζ, comptés sans leur ordre de
multiplicité, est encore un multiset pour lequel les résultats développés dans [6] sont
vérifiés car

∑

Z(ζ)

1 + |Re (ρ)|
(1 + |ρ|)2

6 2
∑

Z(ζ)

1

|ρ|2
< +∞

avec les notations de [6]. On en déduit l’équivalence entre

Re (ρ) =
1

2
, ∀ρ ∈ Z (ζ)

et
∑

ρ

1−
(
1− 1

ρ

)n

> 0, ∀n > 1.

Si

Trace
(
1−

(
1− Â+

)n)
> 0, ∀n > 1

alors

Trace
(
1−

(
1− Â+

)n)
=
∑

ρ

1−
(
1− 1

ρ

)n

> 0, ∀n > 1

où la somme est définie sur le ”multiset Z (ζ)” formé par les zéros non triviaux de
ζ sans leur ordre de multiplicité et en utilisant le critère de positivité de Li [5] et
[6] pour ce ”multiset”, on a Re (ρ) = 1

2 , ∀ρ ∈ Z (ζ),

Re (ρ) =
1

2
, ∀ρ ∈ Z (ζ) .

L’opérateur Â a une base hilbertienne dont les valeurs propres associées sont

1

ρ
+

1

1− ρ
=

1
1
2 + i Im (ρ)

+
1

1
2 − i Im (ρ)

= 2Re

(
1

1
2 + i Im (ρ)

)
∈ R,

donc, Â est un opérateur autoadjoint de H. Inversement, si Â est un opérateur
autoadjoint de H alors 1

ρ
+ 1

1−ρ
∈ R et Re (ρ) = 1

2 , donc

Trace
(
1−

(
1− Â+

)n)
> 0, ∀n > 1.

�

L’espace H est un sous-espace fermé de L2 (]a, b[), a > 0. On note πH la projec-
tion sur H et on pose

Ĥ = Â+ ◦ πH : ϕ ∈ L2 (]a, b[) → Â+ (πHϕ) ∈ L2 (]a, b[)

cet opérateur est un opérateur de Hibert-Schmidt de L2 (]a, b[). Pour le vérifier il
suffit de compléter la base hilbertienne {eρ} avec une base hilbertienne de {fµ} de
H⊥. Pour cette base hilbertienne, on a

Ĥeρ =
1

ρ
eρ et Ĥfµ = 0,

l’opérateur Ĥ est de Hilbert-Schmidt car
∑

ρ
1

|ρ|2
< +∞.
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10. Généralisation de la trace

On suppose que T̂ est un opérateur à domaine dense d’un espace de hilbert H,
pour lequel il existe une famille totale {fn} telle que

T̂ fn = αnfn, ∀n ∈ N

où {αn} est une suite contenue dans le spectre ponctuel de T̂ privé de 0.

Definition 12. On dit que la suite {αn} est totale pour l’opérateur T̂ .

On note, {en} une base hilbertienne obtenue par orthonormalisation de {fn}.
Soient

(
L̂, L̂

)
, la paire de Gram-Schmidt à domaine dense vérifiant

L̂fn = en et L̂en = fn, ∀n ∈ N.

On se fixe une fonction analytique φ sur un ouvert de C contenant la suite {λn}
pour laquelle

Φ2 =
∑

n∈N

|φ (αn)|2 < +∞

et on pose

T̂φ = φ
(
T̂
)
=
∑

n∈N

µn

(
T̂ − z0

)n

si

φ (z) =
∑

n∈N

µn (z − z0)
n

dans un voisinage de z0. Sur un voisinage de z1

φ (z) =
∑

n∈N

νn (z − z1)
n
,

si λk est dans l’intersection de ces deux voisinages, on a
∑

n∈N

µn

(
T̂ − z0

)n
fk =

∑

n∈N

νn

(
T̂ − z1

)n
fk,

sur l’espace Vect {fn : n ∈ N}, l’opérateur T̂φ est défini et donc de domaine dense.

Theorem 7. L’opérateur à domaine dense

L̂T̂φL̂ =
(
L̂T̂ L̂

)
φ

admet une unique extension bornée T̂ dans H. L’opérateur T̂ est un opérateur de

Hilbert-Schmidt.

Proof. Pour tout n ∈ N,

T̂φfn = φ (αn) fn

et

L̂T̂φL̂en = φ (αn) en.

En particulier, sur l’ensemble des combinaisons linéaires finies, l’opérateur L̂T̂φL̂
est défini et vérifie

L̂T̂φL̂
(∑

n<∞

µnen

)
=
∑

n<∞

µnφ (αn) en
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∥∥∥∥∥L̂T̂φL̂
(∑

n<∞

µnen

)∥∥∥∥∥

2

=
∑

n<∞

|µnφ (αn)|2 6 Φ2

∥∥∥∥∥
∑

n<∞

µnen

∥∥∥∥∥

2

∥∥∥L̂T̂φL̂ϕ
∥∥∥ 6 Φ ‖ϕ‖ , ∀ϕ ∈ Vect {en : n ∈ N} ,

on peut donc étendre cet opérateur à un opérateur borné T̂ de H, cette extension
est un opérateur de Hilbert-Schmidt car

∑

n∈N

∥∥∥T̂en
∥∥∥
2

=
∑

n∈N

|φ (αn)|2 < +∞.

�

Si on change la famille F = {fn} en une famille G = {gn}, les opérateurs
L̂F T̂φL̂F et L̂GT̂φL̂G

sont des opérateurs conjugués, où
(
L̂G , L̂G

)
est un couple de Gram-Schmidt as-

sociés à {gn}, l’opérateur de conjugaison envoie la base hilbertienne définie par
orthonormalisation de {fn} sur la base hilbertienne qui est l’orthonormalisée de
{gn}. En particulier,

Trace L̂F T̂φL̂F = Trace L̂GT̂φL̂G ,

Definition 13. Une suite {αn} est à trace pour T̂φ si
∑

n∈N
|φ (αn)| < +∞.

Theorem 8. Si {αn} est totale pour T̂ et à trace pour T̂φ alors
∑

n∈N
φ (αn) est

indépendant du choix de la suite totale pour T̂ qui sont à trace pour T̂φ. Ce nombre

est la trace de l’opérateur T̂ relativement à φ, on le note

Trace φ

(
T̂
)
.

Remark 11. Pour que Trace φ

(
T̂
)
existe, il faut et il suffit qu’il existe une suite

{αn} telle que T̂ fn = αnfn, {fn} est une famille totale et la suite doit vérifier∑
n∈N

|φ (αn)| < +∞.

Example 1. L’opérateur â− défini par

â−ϕ = φ

(
1− i {x̂, p̂}

2

)
ϕ, ϕ ∈ L2 ([0, 1])

est un opérateur à domaine dense. La famille {fn} définie par

fn = x2n

est une famille totale de L2 ([0, 1]) par le théorème de Müntz et si L̂ et L̂−1 sont

des opérateurs de Gram-Schmidt associé à cette suite, on a si Â− = L̂â−L̂
−1

Â−en =

(
ζ (−2n) +

1

1 + 2n

)
en =

1

1 + 2n
en, ζ (−2n) = 0 pour n > 1 (10.1)

cet opérateur est prolongeable en un opérateur de Hilbert-Schmidt car

+∞∑

n=1

1

(1 + 2n)
2 < +∞
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mais n’est pas un opérateur à trace puisque
∑+∞

n=1
1

1+2n diverge. On en déduit que

pour tout suite totale {αn} pour l’opérateur
1−i{x̂,p̂}

2 de L2 ([0, 1]), la série

+∞∑

n=1

ζ (−αn) +
1

αn

est divergente. En particulier, si
{
ρ ∈ Z (ζ) : Re (ρ) < 1

2

}
6= ∅, la série

∑

ρ, Re(ρ)< 1
2

1

|1− ρ| 6
∑

ρ

1

|ρ| < +∞

est absolument convergente, donc la famille
{
x−ρ : ρ ∈ Z (ζ) , Re (ρ) <

1

2

}

n’est pas totale dans L2 ([0, 1]).

Sur H un sous-espace de Hilbert de L2 (]a, b[), l’opérateur L̂T̂φL̂ vérifie

L̂T̂φL̂ϕ =
+∞∑

n=1

cn (ϕ)φ (αn) en, ϕ =
+∞∑

n=1

cn (ϕ) en

L̂T̂φL̂ϕ (x) =

∫ b

a

ϕ (t) k (t, x) dt

où

k (t, x) =

+∞∑

n=1

φ (αn) en (t)en (x) ,

L̂T̂φL̂ est un opérateur à noyau pour
∑+∞

n=1 |φ (αn)|2 < +∞ et de norme dans
L2 (]a, b[)× L2 (]a, b[),

‖k‖ =

+∞∑

n=1

|φ (αn)|2 .

Cet opérateur est autodjoint si,

k (t, x) =

+∞∑

n=1

φ (αn)en (t) en (x) =

+∞∑

n=1

φ (αn) en (x)en (t) [11].

11. Opérateur de Berry-Keating généralisé

On propose, dans ce qui suit, une généralisation de l’opérateur de Berry-Keating
comme suit,

L̂φ =
{
φ̂, p̂
}

où φ est une fonction au moins de classe C1 sur ]a, b[, à valeurs dans ]0,+∞[, et φ̂
est l’opérateur de multiplication par φ avec pour toute fonction ϕ de classe C1, on
a

L̂φϕ = −iφϕ′ − i (φϕ)′ = −2iφϕ′ − iφ′ϕ, ϕ ∈ dom L̂.

On peut écrire, formellement
∫ b

a

L̂φϕψ = −2i [ϕφψ]
b−

a+ +

∫ b

a

ϕL̂φψ, (11.1)
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en particulier si les fonctions ϕ et ψ appartiennent à

D0,φ (]a, b[) =

{
ϕ ∈ dom L̂φ : lim

x→a+
φ (x)

1
2 ϕ (x) = lim

x→b−
φ (x)

1
2 ϕ (x)

}

l’équation 11.1 est vérifiée, on a le lemme suivant.

Lemma 11. D0,φ (]a, b[) est un domaine de symétrisation de
{
φ̂, p̂
}
.

La fonction

ψ ∈
(
±1 + iL̂φ

)
D0,φ (]a, b[)

si et seulement si il existe une fonction ϕ ∈ D0,φ (]a, b[) telle que
(
±1 + iL̂φ

)
ϕ = ψ,

les candidats possibles vérifient l’équation différentielle

2φϕ′ + (ǫ+ φ′)ϕ = ψ, ǫ = ±1

ϕ′ +
1

2

ǫ+ φ′

φ
ϕ =

1

2

ψ

φ

les solutions sont de la forme

ϕ = Ke−Φ

où Φ est une primitive de 1
2
ǫ+φ′

φ
sur ]a, b[

K (x) =
1

2

∫ x

a

eΦ(t)ψ (t)

φ (t)
dt+ k, α ∈ ]a, b[

une condition nécessaire pour que ϕ ∈ D0,φ (]a, b[) est

k =
1

2

B

A−B

∫ b

a

eΦ(t)ψ (t)

φ (t)
dt

avec

A = lim
x→a+

φ (x)
1
2 e−Φ(x) et B = lim

x→b−
φ (x)

1
2 e−Φ(x).

Definition 14. L’application φ de L2 (]a, b[) est ”autoadjointe” si

Im
(
±1 + iL̂φ

)
= L2 (]a, b[) .

On dit que l’application φ de L2 (]a, b[) est ”essentiellement autoadjointe” si

Im
(
±1 + iL̂φ

)

est dense dans L2 (]a, b[).

Theorem 9. Si φ est autoadjointe alors l’opérateur L̂φ restreint à D0,φ (]a, b[) est
un opérateur autoadjoint.

La fonction propre ϕ de L̂φ associée à la valeur propre λ vérifie

2φϕ′ − i (λ+ iφ′)ϕ = 0

ϕ′ +
−iλ+ φ′

2φ
ϕ = 0,

ϕ (x) = ke−Λ(x)
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où Λ est une primitive de −iλ+φ′

2φ sur ]a, b[, à savoir

Λ (x) =

∫ x

a

−iλ+ φ′ (t)

2φ (t)
dt.

Theorem 10. Si φ est essentiellement autoadjointe, les valeurs λ pour lesquelles,

lim
x→a+

φ (x)
1
2 e−Λ(x) = lim

x→b−
φ (x)

1
2 e−Λ(x), (11.2)

sont réelles.

Proof. La fonction

ϕ (x) = e−Λ(x)

associée à la valeur propre λ est une fonction propre pour l’opérateur de Berry-
Keating généralisé défini par la fonction φ qui est un opérateur essentiellement
autoadjoint, donc λ ∈ R. �

Theorem 11. La fonction

φ (x) = x−α, x ∈ ]0, 1[ et 0 < α <
1

2

est essentiellement autoadjointe dans L2 (]0, 1[).

Proof. On a, si 0 < α < 1
2 , x

−α ∈ L2 (]0, 1[) et

1

2

ǫ + φ′ (x)

φ (x)
=

1

2

ǫ− αx−α−1

x−α
=
ǫxα − αx−1

2

Φ (x) =
ǫxα+1

2 (α+ 1)
− α

2
log (x)

K (x) =
1

2

∫ x

0

eΦ(t)ψ (t)

φ (t)
dt+ k =

1

2

∫ x

0

t−
α
2 e

ǫxα+1

2(α+1)ψ (t) dt+ k

ϕ (x) =

(
1

2

∫ x

0

t−
α
2 e

ǫxα+1

2(α+1)ψ (t) dt+ k

)
x

α
2 e−

ǫxα+1

2(α+1)

A = lim
x→0+

e−
ǫxα+1

2(α+1) = 1 et B = lim
x→1−

e−
ǫxα+1

2(α+1) = e−
ǫ

2(α+1)

k =
1

2

e−
ǫ

2(α+1)

1− e−
ǫ

2(α+1)

∫ 1

0

t
α
2 e

ǫtα+1

2(α+1)ψ (t) dt,

si ψ ∈ D (]0, 1[), la fonction

ϕ (x) = K (x) e−Φ(x)

est bien définie car K (x) est définie puisque la fonction

t−
α
2 e

ǫxα+1

2(α+1)ψ (t)

est nulle dans voisinage de 0 et appartient à L2 (]0, 1[). �

Remark 12. Les fonctions propres associées à la valeur propre λ sont proportion-

nelles à

ϕ (x) = x
α
2 ei

λxα+1

2(α+1) ,

les valeurs propres pour lesquelles 11.2 est réalisée, sont de la forme

λ = 4k (α+ 1)π, k ∈ Z.
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12. Les isométries l̂n et êx

On rappelle que les fonctions f dérivables sur un intervalle ouvert de I ⊂ R,
qui sont fonctions propres pour les opérateurs p̂ et {x̂, p̂} sont proprtionnelles, pour
l’opérateur p̂, à

fρ (x) = e−ρx, x ∈ R (12.1)

associées à la valeur propre ρ. Pour l’opérateur {x̂, p̂}, elles sont proportionnelles à
gρ (x) = x−ρ, x ∈ ]0,+∞[ (12.2)

associées à la valeur propre

i (2ρ− 1) .

On définit les opérateurs

êx : L2

(
]0,+∞[ ,

dx

x

)
→ L2 (R, dx) , êxϕ (x) = ϕ ◦ exp (x)

et

l̂n : L2 (R, dx) → L2

(
]0,+∞[ ,

dx

x

)
, l̂nψ (x) = ψ ◦ log (x) ,

par le théorème de changement de variable

u = log (x) ,

∫ +∞

0

l̂nϕ (x)l̂nψ (x)
dx

x
=

∫ +∞

0

ϕ ◦ log (x)ψ ◦ log (x) dx
x

=

∫ +∞

−∞

ϕ (u)ψ (u) du,

les opérateurs l̂n et êx sont des isométries d’espaces de Hilbert et

l̂n ◦ êx = 1 et êx ◦ l̂n = 1.

L’opérateur p̂ est un opérateur symétrique comme opérateur de L2 (R, dx), en
effet, dom p̂ est un domaine de symétrie de p̂ car

lim
x→−∞

ϕ (x) = lim
x→+∞

ϕ (x) = 0 si ϕ ∈ L2 (R, dx)

L’opérateur de Berry-Keating réduit, à savoir, x̂p̂ comme opérateur de

L2

(
]0,+∞[ ,

dx

x

)

a pour domaine de symétrie

D
0 (]0,+∞[) =

{
ϕ ∈ dom x̂p̂ : lim

x→0+
ϕ (x) = lim

x→+∞
ϕ (x)

}

qui correspond au même domaine de symétrie que l’opérateur p̂ considéré comme
un opérateur de L2 (]0,+∞[ , dx). On a le diagramme commutatif,

L2 (R, dx)
p̂→ L2 (R, dx)

êx ↑ l̂n ↓
L2
(
]0,+∞[ , dx

x

) x̂p̂→ L2
(
]0,+∞[ , dx

x

)
, (12.3)

l̂np̂êxϕ (x) = l̂np̂ϕ (ex) = l̂nexp̂ϕ (ex) = x̂p̂ϕ (x) , ∀x > 0
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l̂np̂êx = x̂p̂, ∀ϕ ∈ dom (x̂p̂) ⊂ L2

(
]0,+∞[ ,

dx

x

)
.

Si ]a, b[ est un intervalle borné de R, on pose α = ea et β = eb, le diagramme
précédent s’écrit

L2 (]a, b[ , dx)
p̂→ L2 (]a, b[ , dx)

êx ↑ l̂n ↓
L2
(
]α, β[ , dx

x

) x̂p̂→ L2
(
]α, β[ , dx

x

)
,

l’opérateur de Berry-Keating réduit restreint à

D
0 (]α, β[) =

{
ϕ ∈ L2

(
]α, β[ ,

dx

x

)
: lim
x→a+

ϕ (x) = lim
x→b−

ϕ (x)

}

est un opérateur essentiellement autoadjoint. Soit φ un difféomorphisme de ]α, β[
sur ]a, b[ avec φ′ > 0 où ]α, β[et ]a, b[ sont des intervalles bornés de R. Les opérateurs

Φ̂ et Φ̂−1sont définis par

Φ̂ϕ = ϕ ◦ φ, ϕ : ]a, b[ → C

et

Φ̂−1ϕ = ϕ ◦ φ−1, ϕ : ]α, β[ → C,

le théorème de changement de variable permet d’écrire
〈
Φ̂ϕ, Φ̂ψ

〉
L2(]α,β[,φ′(x)dx)

= 〈ϕ, ψ〉L2(]a,b[,dx) ,

Φ̂ est une isométrie de L2 (]a, b[ , dx) sur L2 (]α, β[ , φ′ (x) dx) et Φ̂−1 est l’isomorphisme
réciproque. L’opérateur de Berry-Keaton généralisé réduit, est défini par

1̂

φ′
p̂ϕ = −iϕ

′

φ′
, ϕ ∈ L2 (]α, β[ , φ′ (x) dx)

et si on pose

D
0 (]α, β[) =

{
ϕ ∈ L2 (]α, β[ , φ′ (x) dx) : lim

x→a+
ϕ (x) = lim

x→b−
ϕ (x)

}
.

est un domaine de symétrisation de l’opérateur de Berry-Keaton généralisé réduit,
l’image de

ǫ+ i
1̂

φ′
p̂

est dense dans

L2 (]α, β[ , φ′ (x) dx) .

On en déduit le théorème suivant,

Theorem 12. Si ]a, b[ est borné, l’opérateur 1̂
φ′
p̂ |D0(]α,β[) est un opérateur essen-

tiellement autoadjoint comme opérateur de L2 (]α, β[ , φ′ (x) dx).

Proof. On a

Φ̂p̂Φ̂−1ϕ = Φ̂p̂
(
ϕ ◦ φ−1

)
= −iΦ̂

(
ϕ′ ◦ φ−1

) (
φ−1

)′
= −iΦ̂

(
ϕ′ ◦ φ−1

) 1

φ′ ◦ φ−1

= −iϕ
′

φ′
=

1̂

φ′
p̂ϕ, ∀ϕ ∈ L2 (]α, β[ , φ′ (x) dx) ,
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si ]a, b[ est borné, l’opérateur p̂ de L2 (]a, b[ , dx) restreint à

D0 (]a, b[) =

{
ϕ ∈ L2 (]a, b[ , dx) : lim

x→a+
ϕ (x) = lim

x→b−
ϕ (x)

}

est un opérateur essentiellement autoadjoint, par isométrie l’opérateur 1̂
φ′
p̂ de

L2 (]α, β[ , φ′ (x) dx)

restreint à D
0 (]α, β[) est un opérateur essentiellement autoadjoint. �

Remark 13. L’intervalle ]α, β[ n’est pas nécessairement borné.

L’opérateur p̂ comme opérateur de L2 (R, dx) est un opérateur symétrique. La
symétrie sur dom p̂ s’écrit

∫ +∞

−∞

p̂ϕψ =

∫ +∞

−∞

−iϕ′ψ = i [ϕψ]+∞
−∞ − i

∫ +∞

−∞

ϕψ′ =

∫ +∞

−∞

ϕp̂ψ

car si ϕ ∈ L2 (R, dx) alors

lim
x→−∞

ϕ (x) = lim
x→+∞

ϕ (x) = 0.

L’espace Im (±1 + ip̂) est formé des fonctions φ pour lesquelles il existe une
fonction ϕ ∈ dom p̂ telle que

ϕ+ ϕ′ = −φ ou ϕ− ϕ′ = φ,

les fonctions, qui vérifient une de ces équations différentielles, sont de la forme

ϕ (x) = e−x

(
−
∫ x

a

φ (t) etdt+K

)
ou ϕ (x) = ex

(∫ x

a

φ (t) e−tdt+K

)
, a ∈ R.

Si φ ∈ D (R), on note [α, β] le support de φ alors

ϕ (x) = −e−x

∫ x

α

φ (t) etdt,

est solution de ϕ+ ϕ′ = −φ et vérifie

ϕ (x) = 0, x < α et ϕ (x) = −e−x

∫ β

α

φ (t) etdt si x > β (12.4)

cette fonction est une fonction de dom p̂. La fonction

ϕ (x) = ex
∫ x

β

φ (t) e−tdt

est solution de ϕ− ϕ′ = φ et vérifie

ϕ (x) = 0 si x > β et ϕ (x) = −ex
∫ β

α

φ (t) e−tdt si x < α, (12.5)

on a encore ϕ ∈ dom p̂. On en déduit que

Theorem 13. L’opérateur x̂ est un opérateur de L2 (R, dx), à domaine dense, au-

toadjoint et l’opérateur p̂ est un opérateur essentiellement autoadjoint de L2 (R, dx).
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Proof. La symétrie de ces deux opérateurs sur L2 (R, dx) a été vérifiée précédemment.
On a

Im (ǫ+ ix̂) = L2 (R, dx)

car pour φ ∈ L2 (R, dx) alors

ϕ =
φ

ǫ + ix
∈ dom (ǫ+ ix) .

En utilisant 12.4 et 12.5, l’équation différentielle

ǫϕ+ ϕ′ = φ

a pour solution pour φ ∈ D (R), si ǫ = 1

ϕ (x) = e−x

∫ x

−∞

φ (t) etdt, ϕ ∈ D (R)

pour ǫ = −1

ϕ (x) = −ex
∫ +∞

x

φ (t) e−tdt, ϕ ∈ D (R)

D (R) ⊂ Im (ǫ+ ix̂) ,

Im (ǫ+ ix̂) est dense dans L2 (R, dx). �

Corollary 5. L’opérateur de Berry-Keating x̂p̂ réduit est un opérateur essentielle-

ment autoadjoint de L2
(
]0,+∞[ , dx

x

)
.

Proof. La relation,

x̂p̂ = l̂np̂êx, êx = l̂n
−1

permet de conclure. �

Definition 15. Soit H1 et H2 deux espaces de Hilbert et

ĥ1 : H1 → H1 et ĥ2 : H2 → H2

deux opérateurs à domaine dense. Les opérateurs ĥ1 et ĥ2 sont conjugués isomor-

phiquement s’il existe un isomorphisme ĵ de H1 dans H2 telle que ĥ2 = ĵĥ1ĵ
−1.

Si ĵ est une isométrie, on dit que la conjugaison est isométrique. Si ĥ1 est un

opérateur à domaine dense essentiellement autoadjoint, on dit que l’opérateur ĥ2
de H2, est essentiellement pseudo-autoadjoint.

Remark 14. Les opérateurs x̂p̂ et p̂ sont conjugués isométriquement.

13. La transformée de Fourier et les opérateurs �̂α et ∆̂α

La représentation fréquentielle de la transformée de Fourier est l’opérateur de
L2 (R) défini par

F̂ϕ (ξ) =

∫ +∞

−∞

ϕ (t) e−2iπξtdt, ∀ϕ ∈ L2 (R) ,

pour cet opérateur ∥∥∥F̂ϕ
∥∥∥ = ‖ϕ‖ , F̂† = F̂−1.

Lemma 12. Sur les domaines où les opérateurs sont définis, on a

p̂F̂ = −2πF̂ x̂

x̂F̂ =
1

2π
F̂ p̂.
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Proof. On a, pour les fonctions ϕ pour lesquelles ces expressions sont définies,

p̂F̂ϕ (ξ) = −i∂ξ
∫ +∞

−∞

ϕ (t) e−2iπξtdt = −i
∫ +∞

−∞

ϕ (t) ∂ξe
−2iπξtdt

= −2π

∫ +∞

−∞

tϕ (t) e−2iπξtdt = −2π

∫ +∞

−∞

t̂ϕ (t) e−2iπξtdt = −2πF̂ x̂ϕ (ξ) , ∀ξ ∈ R

et

x̂F̂ϕ (ξ) = ξ

∫ +∞

−∞

ϕ (t) e−2iπξtdt =

∫ +∞

−∞

ϕ (t) ξe−2iπξtdt

=

∫ +∞

−∞

1

−2iπ
ϕ (t) ∂te

iξtdt

=
1

−2iπ

[
ϕ (t) ∂te

iξt
]+∞

−∞
+

1

2iπ

∫ +∞

−∞

∂tϕ (t) e−2iπξtdt

=
1

2π

∫ +∞

−∞

p̂ϕ (t) e−2iπξtdt =
1

2π
F̂ p̂ϕ (ξ) .

�

On peut utiliser les relations précédentes pour étudier certains opérateurs. Soit

α 6= 0 et ϕ ∈ D (R) ⊂ L2 (R) avec suppϕ ⊂
]
− 1

|α| ,
1
|α|

[
, l’opérateur F̂�̂αF̂−1 où

�̂α est défini en 2.2, vérifie

F̂�̂αF̂−1ϕ (ξ) =

+∞∑

n=0

Bn (2iπαξ)
n

n!
ϕ (ξ) =

2iπαξ

e2iπαξ − 1
ϕ (ξ)

car le rayon de convergence de
+∞∑

n=0

Bnt
n

n!

est 2π et sur ]−2π, 2π[
+∞∑

n=0

Bnt
n

n!
=

t

et − 1
.

Lemma 13. Pour α ∈ R∗, l’opérateur F̂�̂αF̂−1 restreint à D
(]

− 1
|α| ,

1
|α|

[)
, s’identifie

à

F̂�̂αF̂−1 =
2̂iπαx

e2iπαx − 1
.

Pour l’opérateur ∆̂α défini en 2.1, on a le lemme suivant,

Lemma 14. L’opérateur F̂∆̂αF̂−1 vérifie

F̂∆̂αF̂−1 = ̂1− e2iπαx,

et l’opérateur de Berry-Keating est invariant par conjugaison pour F̂ ,

F̂ {x̂, p̂} F̂−1 = {x̂, p̂} .
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Lemma 15. Si ϕ ∈ L2
(
]0,+∞[ , dx

x

)
alors

l̂nF̂ l̂n
−1
ϕ (ξ) = M̂ϕ (−2iπ log (ξ))

où M̂ est la transformée de Mellin de ϕ en −2iπ log (ξ).

Proof. Soit ϕ ∈ L2
(
]0,+∞[ , dx

x

)

l̂nF̂ l̂n
−1
ϕ (ξ) =

∫ +∞

−∞

ϕ
(
et
)
e−2iπt log(ξ)dt

=

∫ +∞

0

ϕ (u) e−2iπ log(u) log(ξ) du

u

=

∫ +∞

0

ϕ (u)u−2iπ log(ξ)−1du = M̂ϕ (−2iπ log (ξ))

en posant u = et. �

14. L’opérateur de Berry-Stieltjes

Les espaces de Sobolev

Hn (R) =Wn,2 (R) ,

sont les espaces de Hilbert définis par

Hn (R) =

{
ϕ ∈ L2 (R) :

∫ +∞

−∞

∣∣∣F̂ϕ (ξ)
∣∣∣
2 (

1 + ξ2
)n
dξ < +∞

}

=
{
ϕ ∈ L2 (R) : F̂ϕ ∈ L2

(
R,
(
1 + x2

)n
dx
)}

donc,

Hn (R) = F̂−1
(
L2
(
R,
(
1 + x2

)n
dx
))

.

L’opérateur p̂ est un opérateur continu de Hn+1 (R) dans Hn (R), si ϕ ∈ dom p̂
∫ +∞

−∞

∣∣∣F̂ p̂ϕ (ξ)
∣∣∣
2 (

1 + ξ2
)n
dξ = 4π2

∫ +∞

−∞

∣∣∣ξ̂F̂ϕ (ξ)
∣∣∣
2 (

1 + ξ2
)n
dξ

= 4π2

∫ +∞

−∞

∣∣∣F̂ϕ (ξ)
∣∣∣
2

ξ2
(
1 + ξ2

)n
dξ,

∫ +∞

−∞

∣∣∣F̂ p̂ϕ (ξ)
∣∣∣
2 (

1 + ξ2
)n
dξ = 4π2

∫ +∞

−∞

∣∣∣F̂ϕ (ξ)
∣∣∣
2 (

1 + ξ2
)n+1

dξ − 4π2

∫ +∞

−∞

∣∣∣F̂ϕ (ξ)
∣∣∣
2

dξ

‖p̂ϕ‖2Hn(R) = 4π2 ‖p̂ϕ‖2Hn+1(R) − 4π2 ‖ϕ‖2L2(R) , (14.1)

en particulier,

‖p̂ϕ‖Hn(R) 6 2π ‖ϕ‖Hn+1(R) .

Lemma 16. L’opérateur p̂n est un opérateur continu de Hn (R) dans L2 (R, dx).

Proof. L’opérateur p̂n comme opérateur de Hn (R) dans L2 (R, dx) est continu par
composition d’opérateurs continus.

Hn (R)
p̂→ Hn−1 (R)

p̂→ Hn−2 (R)
p̂→ · · · p̂→ H1 (R)

p̂→ L2 (R, dx) .

�
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L’opérateur de dérivation de Stieltjes est défini par

t̂ =

+∞∑

n=0

γn
n!
p̂n,

on en déduit que

F̂−1t̂F̂ =

+∞∑

n=0

γn
n!

(2πx̂)
n
= φ̂

où φ est la fonction définie par

φ (x) = ζ (1− 2πx) +
1

2πx
, x 6= 0

cette fonction est prolongeable par continuité en 0 en posant φ (0) = γ où γ est la
valeur principale de Cauchy de la fonction ζ en 1,

lim
x→0

ζ (1 + x) + ζ (1− x)

2
= γ,

et

ζ (1− x) +
1

x
= γ + o (1) .

Theorem 14. L’opérateur de dérivation de Stieltjes est un opérateur à domaine

dense de L2 (R, dx) qui est un opérateur autoadjoint de L2 (R, dx).

Proof. L’opérateur φ̂ est un opérateur symétrique car φ est à valeurs réelles. Soit
ψ ∈ L2 (R, dx), les solutions ϕ de l’équation

(
1± iφ̂

)
ϕ = ψ

sont de la forme

ϕ =
ψ

1± iφ
,

la fonction 1
1±iφ

admet un prolongement continu sur R, car φ est une fonction à

valeurs réelles avec

lim
x→0

1

1± iφ (x)
=

1

1± iγ
,

on a ∥∥∥∥
ψ

1± iφ

∥∥∥∥
2

=

∫ +∞

−∞

∣∣∣∣
ψ

1± iφ

∣∣∣∣
2

=

∫ +∞

−∞

|ψ|2
1 + φ2

6 ‖ψ‖2 < +∞,

donc,

Im
(
ǫ+ iφ̂

)
= L2 (R, dx) .

L’opérateur de dérivation de Stieltjes s’écrit

t̂ = F̂−1φ̂F̂ = F̂†φ̂F̂

t̂
†
= F̂†φ̂†F̂†† = F̂†φ̂F̂ = t̂

†
, (14.2)

sont vérifiées car F̂ est borné [3] et F̂† = F̂−1. �
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Remark 15. L’opérateur x̂ est un opérateur à domaine dense de L2 (R, dx) qui est

autoadjoint, l’opérateur p̂ est conjugué à l’opérateur autoadjoint 2̂πx par la relation

p̂ = F̂−12̂πxF̂ = F̂†2̂πxF̂ .

L’opérateur p̂ est un opérateur à domaine dense L2 (R, dx) qui est un opérateur

autoadjoint par 12.4 et 12.3 car

p̂† = F̂−12̂πxF̂ = p̂,

on peut consulter [3].

Corollary 6. L’opérateur de

τ̂ =

+∞∑

n=0

γn
n!

(x̂p̂)
n

est un opérateur à domaine dense de L2
(
]0,+∞[ , dx

x

)
qui est autoadjoint.

Proof. On a

τ̂ =

+∞∑

n=0

γn
n!

(x̂p̂)
n
= l̂n̂tl̂n

−1
,

τ̂ est un opérateur symétrique de L2
(
]0,+∞[ , dx

x

)

〈τ̂ϕ, ψ〉
L2(]0,+∞[, dx

x ) =
〈
l̂n̂tl̂n

−1
ϕ, ψ

〉
L2(]0,+∞[, dx

x )

l̂n est une isométrie de L2 (R, dx) dans L2
(
]0,+∞[ , dx

x

)
,

∫ +∞

0

l̂n̂tl̂n
−1
ϕ (x)l̂nl̂n

−1
ψ (x)

dx

x
=

∫ +∞

−∞

t̂l̂n
−1
ϕ (x)l̂n

−1
ψ (x) dx

t̂ est symétrique de L2 (R, dx),

∫ +∞

−∞

t̂l̂n
−1
ϕ (x)l̂n

−1
ψ (ex) dx =

∫ +∞

−∞

l̂n
−1
ϕ (x)̂tl̂n

−1
ψ (x) dx

l̂n
−1

= êx est une isométrie L2
(
]0,+∞[ , dx

x

)
dans L2

(
]0,+∞[ , dx

x

)
,

∫ +∞

−∞

l̂n
−1
ϕ (x)̂tl̂n

−1
ψ (x) dx =

∫ +∞

0

ϕ (x)l̂n̂tl̂n
−1
ψ (x)

dx

x
= 〈ϕ, τ̂ψ〉

L2(]0,+∞[, dx
x ) .

On a

Im (ǫ+ iτ̂) = L2

(
]0,+∞[ ,

dx

x

)
,

Im (ǫ+ iτ̂) = Im
(
ǫ+ il̂n̂tl̂n

−1
)
= Im

(
l̂n
(
ǫ+ ît

)
l̂n

−1
)

= L2

(
]0,+∞[ ,

dx

x

)
, Im

(
ǫ+ ît

)
= L2 (R, dx) , ǫ = ±1.

�



QUANTIQUE 39

15. Remarque sur la conjecture de Hilbert-Pólya

Les résultats précédents permettent de décrire un opérateur qui répond à la
conjecture de Hilbert-Pólya. On définit l’opérateur ŝ de L2 (R, dx) défini par

ŝ =

+∞∑

n=0

γn
n!
p̂n +

+∞∑

n=0

γn
n!

(1− p̂)
n

pour cet opérateur,

F̂ ŝF̂−1 =

+∞∑

n=0

γn
n!

(2πx̂)
n
+

+∞∑

n=0

γn
n!

(1− 2πx̂)
n
= κ̂

avec

κ (x) = ζ (1− 2πx) +
1

2πx
+ ζ (2πx) +

1

1− 2πx
, x 6= 0 et x 6= 1

2π

où ζ est la fonction de Riemann. L’opérateur

σ̂ =
+∞∑

n=0

γn
n!

(x̂p̂)n +
+∞∑

n=0

γn
n!

(1− x̂p̂)n = l̂n̂sl̂n
−1

est un opérateur à domaine dense de L2
(
]0,+∞[ , dx

x

)
qui est autoadjoint. Soit

xiρ+ =

{
xiρ si Im ρ > 0 et x > 1

0 si 0 < x 6 1
et xiρ− =

{
xiβ si Im ρ < 0 et x 6 1

0 si x > 1

alors xiρ+ et xiρ− représentent des classes de fonctions de L2
(
]0,+∞[ , dx

x

)
et pour

ces fonctions

σ̂xiρ± =

(
ζ (1− ρ) +

1

ρ
+ ζ (ρ) +

1

1− ρ

)
xiρ± .

Le spectre de σ̂ est réel, il contient le spectre ponctuel formé de tous les nombres
complexes de partie réelle non nulle vérifiant

ζ (1− ρ) +
1

ρ
+ ζ (ρ) +

1

1− ρ
∈ R,

si ρ est un zéro non trivial de ζ pour lequel xiρ± est une fonction propre, puisque
Im ρ 6= 0, on a

1

ρ
+

1

1− ρ
∈ R si et seulement si Re ρ =

1

2
.

16. Conclusion

On a construit, dans cet article, des opérateurs qui permettent de décrire les zéros
non triviaux de la fonction zêta de Riemann comme des éléments du spectre de ces
opérateurs. Plusieurs procédés de construction sont décrits dans ce document, un
outil essentiel utilisé pour ces constructions est la notion de séries d’opérateurs
développées à partir des familles libres et totales d’un espace de Hilbert. La notion
de paire de Gram-Schmidt est un outil qui permet l’extension des séries d’opérateurs
à des opérateurs bornés.

L’introduction de la transformée de Fourier dans L2 (R, dx) permet de comparer
les opérateurs quantiques x̂ et p̂. L’opération de dérivation de Stieltjes s’identifie

par transformée de Fourier à l’opérateur de multiplication φ̂ où φ (x) est la valeur
de la fonction de Stieltjes en 2πx.
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Les opérateurs l̂n et êx permettent de décrire l’opérateur de Berry-Keating réduit
x̂p̂ de L2

(
]0,+∞[ , dx

x

)
comme le conjugué, en un certain sens, de l’opérateur p̂ défini

comme opérateur de L2 (R, dx). Avec ces différents procédés, on peut construire un
opérateur qui permet de donner une approche de la conjecture de Hilbert-Pólya.
D’autres opérateurs ont été construits, comme les opérateurs de Li, de Dirichlet et
les opérateurs Bender, Brody et Müller qui ont été développés pour les espaces de
Hilbert de fonctions définies sur des intervalles bornés de R.
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