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OPERATEURS QUANTIQUES,
APPLICATION A LA CONJECTURE DE HILBERT-POLYA.

JONOT JEAN LOUIS

ABSTRACT. Cet article présente une description de certains opérateurs quan-
tiques en relation avec la conjecture de Hilbert-Pélya. L’étude porte sur des
opérateurs quantiques dont le spectre peut étre décrit par les zéros non trivi-
aux de la fonction zéta de Riemann. Le travail proposé par Bender, Brody et
Muller donne un exemple d’opérateur dont le spectre contient 7 (2p — 1) pour
tous les zéros non triviaux de la fonction zéta et dont les fonctions propres
sont les fonctions ¢, définies par

CP(I)ZC(PJB),CE>O,

ou ¢ est la fonction zéta de Hurwitz.

1. INTRODUCTION

Les opérateurs quantiques, sur un intervalle ouvert I C R, sont des opérateurs L
de L2 (I), de domaine dense dans L? (I), qui peuvent étre représentés sous la forme

E:ZOZAEA, ateC
A

ol ), est une somme finie ou infinie avec

L)\ = HLAJ, avec L)\7j =, L>\,j =D, LAJ = / ou L)\,j = 5a,
- a
J

H est un produit fini, T et p sont les opérateurs quantiques définis par, si ¢ est

J
dérivable

Z(p) () = wp (x) et P(¢) (z) = —idp (z) = —ig' (x),
lopérateur [ est Popérateur de Volterra d’indice a € Adh (I)

7aso (96)=/:90(t)dt

etsia€el, S\G est 'opérateur de Dirac
da (0) = (a),

qui & chaque fonction ¢ € L? (I) associe la fonction constante ¢ (a).
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Notation 1. On note Q (55,]3\, fa,ga>, l’algébre des opérateurs quantiques et on
pose

Definition 1. L’opérateur
(3.9} = 3D+ pT = 28p— i = —i (2§5+ 1)
est lopérateur de Berry-Keating [2].

Lemma 1. Sur D (I), ces opérateurs vérifient les relations suivantes

[@,p] =i

—~ —

/ﬁ:ﬂ‘(k&l) etﬁ/ =,

et
— N\ 2 —
i/ = / et [7,3.] :/ 3
a a a
2. L’OPERATEUR f]a
On définit sur leur domaine respectif les opérateurs
—~ ~ = o
Aa:]._ezap:—ZHan (21)
n=1
et
s~ 400 n
~  ap B,a™
Oo =1 = z% A (2.2)
n=

ou les By, sont les nombres de Bernoulli et o € [—1,1]
Definition 2. L’opérateur quantique ﬁa est défini par
Ha - /Dl {E,ﬁ} Al'
a
Pour I’étude de cet opérateur on a besoin des résultats suivants,

Lemma 2. Pourpe€ Z(() etk € N* on a

> <<p72,j)=06t 3 <<p,271;”)=o.

1<27<k 1<27+1<k




QUANTIQUE

Proof. On a, si z # 0,1 et h, k des entiers tels que 1 < h <k,

c(1-2) = Gt e (5 -5 )

T=1

formule 25.11.16 dans [9]. Sipe€ Z({) alors 1 —p € Z(() et

C(l—p,l):C<l—p,;> :07
k
C(l—p,l)=m008(?>z:<(p,;)

1\ _ 2T'(p) TP
¢ (1 s 2) = nk)? " (7)
cos (%) # 0, donc

k
Sc(pg)=0et X C(,),?]Z) <<p727k+1>_0.

r=1 1<27r<k 1<2r+1<k
On pose
27 21 +1
4= 1<§<k< (P7 k ) B 1<2;1<kc (p’ k >
alors
A+B=0et A—B=0
ainsi,

A=B=0.

Corollary 1. Vp € Z({)

(e3)-<(2)

Proof. On a, en utilisant pour £ = 3 dans A pour la formule 2.3

27 2
1<;<3< <p7 3) = C (pv 3> =0

> C(sz;l) ZIIC(,O,QT;l):C(pv;)JrC(pJ)

1<274+1<3 =0

1

et dans B

Lemma 3. Vp € Z(()
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Proof. Calculons ;277 on vérifie les égalités suivantes

+oo +oo
- B, . _ B, T(-p+1) _
0 p_ an p _ n (ptn)
T S L T

:P(_P‘f‘l)zi/ —(p+n) thrp 1 tdt
2, y

n=0

_D(=p+1 P+1 Jio / e eotgl
2ms, ~ T

+

ou 7 est un contour de Hankel qui entoure 'axe des réels négatifs et est orienté
positivement. La transformation

t
t— —
x

de v donne un nouveau contour de Hankel, noté §, ayant les mémes propriétés car
z > 0. Pour ce contour

. T(—p+1)XB _ T(—p+1) [, X B
O p_—_ N7 7 -_n n+p—1_ xt g3 _ p—1 _xt “nn
\x oo 7;) - /(st e”tdt oo 61& e (D | dt

n=0
r(1— trett
- I .p)/ Cdt=—pC(p+ 1),

2mi s1—et

/

Cha” = / —pC(p+1,t)dt = ¢ (p,x) par 2.4.

1
3 3

O

Notation 2. Z (¢) est l’ensemble des zéros non trivieuz de la fonction de Riemann

¢,

Theorem 1. L’opérateur ﬁa a pour valeur propre i (2p — 1) associée a la fonction
propre

C(p,z), x>0
pour tout p € Z (¢) eta:%, %, 2 et 1.

Proof. On développe le calcul pour a = % Calculons H %( (p,x), en utilisant la

formule de Taylor et la représentation intégrale de (, on peut écrire

—

0y (o) = [ B1(E) Bic (o)

3
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. R
Al (prw) == —0i¢ (p,2)
n=1

+o0 N
C(pvx)z:umg(p+n7x)

n=0
+oo _
LT (—p+1) [ trn—lest
= -N = dt
<o) Zn! omi / 1— et
n=0 Y
T(—p+1) [ trter X in
= - ~dt
¢p2) 27 L I—e 2l
T (_p + 1) tp—le(x-‘rl)t
= - dt
¢lo2) 2mi L e —1

:C(wa)_C(P,‘T"'l) =7,

@5+59) B [ Brar =i 2p—Da
3

— —~

/ﬁl (Zp + PT) ﬁl/ﬁmﬂ =i(2p— 1)/ﬁmﬂ
3 3

donc,

HiC(p,7) =i(2p—1)C(px), Yo € 2(C),

1
3
et

~

H,((p,x)=1(2p—1)C(p,z),Vp € Z({) et a= et 1. (2.5)

)

N | =
Wl N

1
3’

Remark 1. Dans le cas général, pour l'opérateur f[a, léquation 2.4 se transforme
en

[ B = [ —pclo+ 10ydt=C(p2) - C(pra)

et

~ o~

A1 (C(p,z) = C(p,a)) = Arl(p,x) =27"

en conséquence

Ha (C(py2) = C(pa) =i (2p = 1) (C(pw) = C (p,))
st on pose

Cp (z) =C(p, ),

b-i)o

sont des fonctions propres de l'opérateur ﬁa associée & la valeur propre i (2p — 1).

les fonctions
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3. L’OPERATEUR H?

L’opérateur ﬁ,l et ﬁ,l sont définis par

|
— n
et
T emih _n:() n!

Definition 3. L’opérateur HY est défini par

—b
HY=0_,{2,p} E,l/ .

Lemma 4. Si ¢ est développable en série entiére en chaque point x > 0, alors pour
x*>T

Ap@ =¢@-—p@-1),2>T
Proof. Pour x > 1
too o \m too  (n)
~ T n " (z n
Bop)=-> T e =p@) -3 D r oy,
n=1 n=0
et
Arp(x)=¢(@)—pl@—T).
O
Corollary 2. Six > 1,
AjgP=a?—(z—1)". (3.1)

Proof. 11 suffit de vérifier que pour xy > 1, le rayon de convergence R de la série

f (_1)nP(P + 1) - (p+n) l.azfnfl

n! (= 0)"

n=0

est strictement supérieur a 1. Le calcul du rayon de convergence donne
R=xz9>1
et

AjgP=ar—(z—1)".

Theorem 2. Pour x > 1, la fonction
x?—(z—-1)""

est une fonction propre de l'opérateur Hb pour b > 1, associée a la valeur propre
i(2p—1).
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Proof. Siz > 1,
ﬁbﬁ,lx_” = 371 {Z/E\,]/?\} Iﬁ,l/ 37133_’)

—b

~ gprtl ~
A 1 P = [ ipA_ ,IDA_1 = A_qip
—p+1

—p+1 P
+ oAy

o~

=-—A_

—-p+1 —-p+1
—~b
o[ a ST NP B S
O 1z _ _
1 1 | R |
~ P+l ~ o~ P+l ~ ~ o~
= —A ID + 5bA71 —p+ 1, A,ﬂ:l,l = D,]Afl
en utilisant le calcul développé dans [1],
~ xfp“"l
_ — 1
1 —p+ 1 C (pa T+ )

~ ~ ~ ~ o~ s
D_l/ A_jx7 P = A_1C (p,ZE + 1) + 0pA_1

—p+1
~ o~ $7P+1
= e 1 5AL
T T4 0p 1_p+1
RPN . e gl
@R[ B =~ @i + @A

o ppl
=i(2p—1)a " +i0pA_1— —

—p+1

H'A 1270 =i(2p— 1) A1 —iA_15A_ = =i(2p—1)A_1z7", (3.2)

la fonction
Az =0~ (x—-1)"
est une fonction propre de . (Il

Remark 2. Contrairement & l'opérateur ﬁa dont les fonctions propres associées
a i (2p —1) dépendent du paramétre a, la fonction propre associée & cette valeur
propre est indépendante du choix du paramétre b.

4. L’ESPACE DE SOBOLEV H! (]0,1])

Si O est lopérateur de dérivation faible 5.1, ’espace de Sobolev

<+OO}
£2(]0,1])

H'(0,1]) = {@ e L2(]0, 1[)ndom( ) el 320 + H (p‘
est un espace de Hilbert muni du produit scalaire hermitien

(o, ¢>H1(]0 1) = (¢, 7/)>L2 10,1 + <3<p,(9’¢>

r2(o.1)’
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cet espace s’identifie a
H (0.1 = {w e 12(0,1) Y len (@) (1472) < +oo}
nez
ott {c, (¢)},,e7 sont les coefficients de Fourier de . L’opérateur p = —i0 restreint &
H' (]0,1[) est continu comme opérateur de H* (]0,1[) dans L? (]0,1[). L’opérateur
de Berry-Keating {Z,p} est un opérateur continu de H*' (]0, 1[) dans L? (]0, 1]),
2
a2 . 2
|H$7p}¢||L2(]o,1[) = [|—i (229" + %0)||L2(]o,1[) < (2 ||<P/||L2(]o,1[) + H‘PHL?(]OJ[))
2 2
=419 22 qo.1p + 1l z2qoap + 4 1€ 1 L2qo1p 1€l 2 qo.1p
2 2 2
<8¢ lz2qoap + 510l z2q0.1p < 8llellEgoap
et
Z,p V2 Vo € H' (10,1
H{%P}‘P”Lz(]o,l[) S2v2 ||S0||H1(}0,1[) y Vp € (J0,1[).

L’opérateur de Volterra d’indice 0, 7 = 70 défini par

—

/sﬂ(fﬂ)=/Ows0(t)dt,soeL2(]0,1D7

est un opérateur continu comme opérateur de L? (]0, 1[) & valeurs dans H* (]0, 1]).
En utilisant I'inégalité de Schwarz
/ p(t)dt
0.

-

2 1
dx—|—/ o (2)|? da
H(J0,1) 0
1 2 ' :
< [ @l [le@pa
0 0

D) ||<P||L2(]o,1[) ’

T 3
H/‘P ) < \/;H()OHLZ(]OJ[)'

Proposition 1. L’opérateur
(2.5) [ # (0.1 — 1" (0,1)

est un opérateur borné de H* (]0,1]).

et

H(]o,1[

On généralise le concept d’espace de Sobolev associé & un opérateur L non néces-
sairement borné, a domaine dense, d’un espace de Hilbert H. L’espace

{<peH:E’f<peH,\ﬂ<:<n}

muni du produit scalaire hermitien

n

@)= <f’“%fkw> :

k=0
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ou
Eozletikzioi\o-noz
k fois

)

est un espace préhilbertien. Le complété est noté H" (E) Plus généralement, soit
a = {ay},cy une suite de nombres réels strictement positifs, les espaces de Sobolev
associés a 'opérateur L et a la suite a sont les complétés des espaces

H™ (E,a) = {<p €domL : Ekgo € domi, Vk < n}
muni du produit scalaire préhilbertien
(0 0), =Y ax <f'“<p, Ekw>
k=0

et on note H* <E, a), le complété de I'espace préhilbertien

- =L g2
{<p € NgenLk (H) : Zak HLkapH < —|—oo}

muni du produit scalaire hermitien

(09) 0 = io ak <f"'so, Z’w> :

k=0

Proposition 2. Pour tout p € H™ (Z, 1),

2
T 2 2
|Z¢]_ + e = el

en particulier, L est un opérateur borné de H> (E, 1), ou 1 est la suite constante

égale a 1.

5. ESPACE DE HILBERT ASSOCIE AUX OPERATEURS QUANTIQUES

Soit a et b tels que
0<a<b,

et L? (Ja, b]), Pespace de Hilbert des fonctions ¢ sur |a, b[ telles que

b
/ lo? < 400,
a

Definition 4. Soit L un opérateur de L* (|a,b]), a domaine dense. Un sous-espace
D de dom L est un domaine de symétrisation si L | est un opérateur symétrique.

Un sous-espace ® de dom L est un domaine de densité si (’LE + 1) D est dense
dans L* (Ja, b[).

Remark 3. 5i D est un domaine de symétrisation et de densité alors L lo est un
opérateur essentiellement autoadjoint.
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La dérivation faible, ou dérivation au sens des distributions, de ¢ est définie par
I'unique fonction dp € L? (Ja, b]), si elle existe, qui vérifie

b b
/ od = — / 99,6 € D (Ja, b, (5.1)

I’opérateur quantique

p=—i0
et Popérateur de Berry-Keating {Z,p} sont des opérateurs & domaine dense car
D (Ja, b[) est contenu dans chaque domaine de p et {Z,p}. Si on pose, 0 < a < b <
—+00,

i (o) = T ¢ (2)

T—a x—b—

Do (Ja, b)) = {so € O (Ja,B] :

Do (Ja. ) = {so € O (ja,b]) : lim 2} (z) = lim x%wx)},

z—at z—b—
D (Ja,b]) € Do (Ja, b[) N Do (Ja, b) -

Lemma 5. 5i0 < a < b < +oo, le domaine Dy (Ja,b]) est un domaine de densité

de p et le domaine Dg (Ja,b]) est un domaine de densité de {Z,p}.

Proof. On vérifie que (&1 + i) Dy (Ja, b]) est dense dans L? (Ja,b[), pour cela on
montre que
D (Ja,b]) € (1 £1ip) Do (]a, b)) . (5.2)
Soit ¢ € D (]a,b[), on cherche ¢ tel que

¢ +ep =0, e==+l

o (z) = ( / " et (1) di + K) e, (5.3)

on fixe la constante K pour que lim ¢ (z) = lim ¢ (z). Pour le choix de la

z—a™t r—b—

constante ,

I e—eb o
= m . € ¢)(t> dt.
La fonction ¢ € Dy (Ja, b]) et on a,
(el +ip)p = ¢, e = £1.

Pour vérifier que (£1 + 4 {Z,p}) Do (Ja, b]) est dense dans L? (Ja, b[), on doit déter-
miner les solutions de 1’équation

(1+e)p+2zp =, e = +£1, (5.4)
¢ € D(]a,b]). On suppose, dans ce qui suit, que [a,b] C R*. Sie=—1, ¢ = %gf)
et sie=+1, (vp) = $¢. Pour e = —1 et ¢ € Ja, b], on pose

@(m):%/z@dt—l—lﬂ

on veut déterminer la constante K telle que

lim :c%go(a:) = liril_x%go (x), (5.5)

r—a

\/(E(/Ca(biﬂdwl{) :\[b</cb¢1(gt)dt+K>
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on obtient

IRV N R s
(vo-va)

M@:i(/jw(t)dtu()

la constante K qui vérifie ’équation 5.5 est donnée par
K= vb-va f°
ba J,
dans tous les cas si [a,b] C ]0, +o0], il existe ¢ € Dy (Ja, b]) telle que
(£1+i{Z,p})p=¢
pour tout ¢ € D (Ja,b[). La densité de D (Ja, b[) dans L? (Ja, b[) permet de conclure.
O

K

et si e = +1 on pose

to (t) dt,

Lemma 6. Les domaines Dy (Ja,b]) et Do (Ja,b]) sont des domaines de symétrisa-
tion de , respectivement, p et {T,p}.

Proof. Le domaine Dy (Ja, b]) est un domaine de symeétrisation de p, par intégration
par parties

/abﬁsow =1 Lligl@(xw () — lim (p(x)ﬁ;(;@] + /abwﬁdJ

r—a™t

b
- / PpY, Yo et Vb € D (Ja, b])

et Do (]Ja, b[) est un domaine de symétrisation de {Z, p}

b
:/ 5125} v, Vi ot Yo € D (a, b)) .
]

Theorem 3. 5i 0 < a < b < 400, les opérateurs p et {Z,p} restreints, respective-
ment, a Do (Ja,b]) et Do (Ja,b]) comme opérateurs de L? (a,b[), sont des opérateurs
essentiellement autoadjoints.

Remark 4. On peut consulter [4] pour une autre prewve de Uaffirmation, "D |p,(a,b)) €5t
un opérateur essentiellement autoadjoint”.

On peut utiliser les résultats précédents aux fonctions ¢, € L2 (Ja,b[). Pour
a,be {%,3,2,1}, ces fonctions appartiennent & Dy (Ja, b[) et Do (Ja, b]) sip € Z ().
Ces domaines sont des domaines de symétrisation de, respectivement, p et {Z, p}.
On en déduit que pour tout p, 7 € Z ({)

<ﬁ<pa CT> = <<p7]/7\<‘r> (56)

<{/x\7ﬁ} Cpa CT> = <Cpa {EE, 1/7\} <7-> )
ﬁCp = 7:pC,o+1 et {57\7 ]/7\} Cp = 2i'rp<p+1 - 7;(/1
P (Cot1,¢r) = T(Cpy Gry1)
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<Cp7 C7-> =+ <C7’a <p> =2p <$<p+17 §T> +27 <‘T<7-+1; <p>
et

Re <Cpa C‘r> = ﬁ <xCp+17 C‘r> +7 <mC‘r+1, <p> .

En particulier, si p =7

16oI1* = 25 (2Cp11, G,) (5.7)
siT=0p
Re (Cp, (5) = P (2Cpt1,G5) + p (2511, Cp)
etsitT=1—p
Re (Cp: C1—p) = P (2Cpt1,C1—p) + (1 =) (2C—p, Cp) -
De 5.7,si p=pu+1iv

{ 1 Re <$Cp+17<p> +vIm <x<p+1a <p> = % ||<p||2
pIm (zCop1, () — v Re (@(p11,(p) =0
et

1
w |<x<p+lv <p>|2 = 5 ||Cp||2 (Re (zCp+1, <p> + Im (2¢p 41, (p)) (5.8)

2 1 2
v (@Gt Go)” = 5 G ]" Im (2Cp1, o) - (5.9)
Theorem 4. L’hypothése de Riemann est vérifiée si et seulement si

[@Cp1s G = 1161 (Re (241, o) + Tm (@Cp11,G)) 5 Vp € Z (C)

ot ( est la fonction zéta de Hurwitz avec {, (z) = { (p, z).
Remark 5. Les parties imaginaires sont de la forme

162 T (2o, C,)
1 —
)= e I

et
Re <$Cp+17 Cp) + Im <me+17 <p> > 0.
Les calculs précédents peuvent étre développés pour tous les espaces L? (]a, b])
avec a < b et a, b appartenant o {%, %, %, 1}, en remarquant que

(s 12gapp + (0 ¥)L2qpep = (D V) r2(ael) -

Si0<a<b< 400, on peut construire des opérateurs dits "d’inversion" avec
les relations dévéloppées précédemment, en posant

—

(61+iﬁ)_1¢:e_“/ ¢ (£) dt et (] +ip) " :e—?c/e/e?fl,

(€+i{£,ﬁ})_l¢:$71;‘/ t(b(t)’
-z A,l/\,\ ) 7
(€+i{§,ﬁ})_1:x1§e/§:{ T al’.Sle—l

qui sont des opérateurs & domaine dense dans L? (Ja, b[). Sur les espaces

Do (Ja, b) = {90 € dom{Z,p}: lim 2 2 ¢ (z) = lim m“z”gp(x)}

z—at r—b—
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on peut remarquer que 'opérateur {Z, p} est un opérateur symétrique car

b
/ Gl ov =2i | lim 2p @ (z) - lim 29 @) (2)

|lz—b— r—aT

b
+ [ w@ny
a
[ ltia Titia L 1tia

- b
=2 | limz72 Y(z)z72 p(x)— lim x>z gp(a:)a:lt’ww(x)}—i—/ wv{z,p} v

|lz—b— z—at

b
— [ o{@R v Yo et W €Dy ().

De fagon générale si on se fixe une mesure p sur ]a, b[, absolument continue par
rapport a la mesure de Lebesgue,

dp = pdz avec p € C' (Ja, b)),

a quelle condition sur ¢ et ¢ dans L? (Ja,b[,du), a-t-on

b

b
/ Fh o @ (@) p(z) do = / 2@ (2.5} (2) o (z) da? (5.10)

a

Une condition nécessaire et suffisante pour que ’équation 5.10 soit vérifiée, sur le
domaine de zp, est

</x\ﬁ90, ,(/}># - <§07 ‘(/E\ﬁw>ﬂ =—i <§0a Il/}>‘u )

ot (.,.), est le produit scalaire dans L? (Ja,b[,du). On a, en simplifiant Pécriture

/mwﬁm/mzﬁu:/@(2fﬁ—i)¢u=/¢{§,ﬁ}wu
—2 [Gpon+ [ipon—2 [pon—i [won

I’équation est vérifiée si et seulement si

/W%—/u@?ﬁw = —i//@b-

Si pu(a™) = p(b™) = 0 alors 'équation 5.10 est vérifice pour toutes fonctions ¢ et
¢ dans L? (Ja,b[,du) avec I'’hypotheése

b
| v @ @ (z)ds =0,
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En effet,

/mwu:i/<zx¢'+¢>¢u=m/w’wm/m

=2 <[w¢u]§+ - /‘P(W“)/) ”/W”
- _2¢/¢(xwp)’ +i/¢wu
= _zi/w/xu— 2i/@!f (W)/H/@W

= —2i/¢w’xu—2i/¢¢xu’—2i/¢wu+z‘/wu
J@ievn= [e@nvn-2i [evar = [o(@5 00
si/@zpz,u/ =0.

Definition 5. Un domaine de stabilité d’un opérateur L dun espace de Hilbert H,
est un sous-espace de IC de H pour lequel

~

L(K)CK,
on dit que l'opérateur L est stable sur K.

Definition 6. On pose, pour [a,b] C ]0, +oo],

2., <]a7b[>={wecw (Ja,b)) = lim 22 +Fp® () = lim a3 Thp® <x>,o<k<”}

r—at z—b—
et
Do (Ja,b]) = {¢ € C* (Ja,b]) : lim+z%+kcp(k) (z) = lir})lisc%+kcp(k) (z), k€ N} ,

Lemma 7. L’opérateur de Berry-Keating {Z,p} est stable sur le domaine ® (Ja, b]).
Proof. Pour ¢ € D (Ja,b]),

({75} o)™ = (~2izp’ —ip)V

k
=2 (Z Ci (x)(i) (p(k—i+1)> — i)
i=0

= 72@@(“1) _ w(k)
(12,5} )™ = —2iwp®+1) — jp®
23R (3,5} ) B = —2ig bRl (k1) 4k (k)
lim+x%+k Uz, 5 o) ® = —2i ]im+x%+k+1(p(k+1) i Tim g3

. 1 . 1
= —2¢ lim a:2+k+1gp(k+1) — 1 lim ac2+k<p(k)
r—b— r—b—

= lim 23 ({2, 5} )

Tz—b—
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car ¢ € D (Ja,b]) et
lim+x%+k {z,p} cp)(k) = lirilix%Jrk ({z,p} go)(k) pour tout k£ >0
donc,

{7, P} (Do (Ja,0[)) € Deo (Ja, b)) - (5.11)
O

Pour tout k > 1, si ]a, b] est borné, D (Ja, b[) est un domaine de symétrisation
pour {Z, ﬁ}k, ce domaine est dense dans L? (Ja, b[) puisqu’il contient les fonctions
A support compact sur |a,b[. Pour tout ¢ € L?(]a,b[), il existe un ¢ € Dy (Ja, b])
telle que 5.4 est vérifice. De 'équation 5.4 on en déduit si ¢ € D (]a,b[) alors

1 1
lim (xéxgp' (z) + +€xé<p(x)> =0et lim (xéaxp’ (z) + +€x5<p(m)> =0

r—a™t 2 z—b— 2
et
1 1 1 1 1
Jim sba! (@) = == Jim st (o) = = i wbo (o) = lim whay (o),

donc ¢ € D1 (Ja, b]).
Lemma 8. On a linclusion suivante,
D (Ja,b]) € (e +i{Z,p}) (Do (Ja, b)) , € = +1.
Proof. De 5.11, on a 'inclusion
(€ +i{Z,p}) (Do (Ja, b)) € Do (Ja, b)) ,

maintenant, si ¢ € D (Ja,b]) avec 0 < a < b < +00, il existe ¢ € Dg (]a, b)) telle que
I’équation 5.4 est vérifiée. On dérive a 'ordre k ’équation 7?7, on obtient

k
(1 +€) p+22) ) = p®)
(146 ™ +2(zp) " = p®
(1 + 6) 90(79) + 2£E<p(k+1) — ¢(k)

en multipliant par 222 et en passant & la limite

+€

lim z2gh 1 pk+D) () = — lim 22 zFp®) (z),Vk >0
z—a™t z—at

1
lim 27zt () = — t€ jim z2akp®) (z7),Vk>0

T—b— r—b—

puisque ¢ € Dg (]a, b)), ¢ € D (Ja,b]). En particulier,

(e +i{Z,p}) (D (Ja, b))
est dense dans L? (Ja, b]). O

De facon analogue, si on pose

Dy o, = {i € " Jab) s lim ¥ o) = i ) (), 0 < <
et
Do (Ja, b)) = {(p € C® (Ja,b]) : lim o™ (z) = lim o® (2), k N}

z—at T—b—
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Popérateur p est stable sur Dy (]Ja, b[). Pour chaque entier k > 0, Dy, (Ja, b]) est un
domaine de symétrisation de p* qui est dense dans L? (Ja,b[). Si ¢ € D (Ja,b]), i
existe une fonction ¢ € Dy (Ja, b]) telle que

¢ +ep =0,

et ¢ € D (Ja, b[).. On dérive a 'ordre k > 1
@D 4 k) = (k)
par passage a la limite

lim ¢**Y (z) = —¢ lim 50( ) (z) + lim gb(k)( )

r—at z—at z—at
lim *+Y) (z) = —€ lim ©® (2) + lim ¢ (z)
r—b~ r—b~ T—b~

si on suppose que k < n
hm+<p(k) (z) = lim o™ (z)
z—a r—b~

alors
lim "t (z) = lim ™Y ()

z—a™t T—b~

et ¢ € Do (a, b]).

6. SERIES D’OPERATEURS QUANTIQUES

On veut définir des opérateurs par des séries & partir d’opérateurs quantiques.
L’opérateur p est stable sur D (Ja, b[) et {Z,p} est stable sur D (]a, b[), pour une

suite de nombres complexes 1 = {fi, }, ¢y, on définit les opérateurs

Pu=>_ mp" et {2,p}, = > mn{Z,0}"
neN neN
de domaine respectif

domp, C D% (Ja,b]) et dom{Z,p}, C D (Ja,b]) .

L’opérateur A, peut s’écrire sous la forme p,, ou
n

fin = —— sin#0et ug=0
n!

et O, s’écrit sous la forme p,, ou
n
B,«
n!

,neN.

VUp =

On généralise la notion de série d’opérateurs quantiques par la définition suiv-
ante,

Definition 7. Soit L un opérateur d’un espace de Hilbert H, de domaine dense
dom L et
dom y T = {chH . I"p edomD, Vn =0,1,-- ,N}
domooi = {gp eEH: f”cp € domf, Vn € N}
pour une suite p = {u, }, on définit 'opérateur

Au = Z Mnin

neN
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le domaine de Eu est contenu dans domooi.
Sur L2 (]0, +oo[, dz), le domaine de
emﬁzz (iap) ,a>0

n!
neN

contient les fonctions analytiques sur |0, 4+oo[, dont le rayon de convergence R (x)
du développement en série entiére en x, est strictement supérieur & «, on note A,
ce sous-espace.

Proposition 3. On a
e'? =T, sur A,
o

Too(x)=¢(z+a).
Proof. Soit ¢ € A,

iap - n T
o) =Y T @) =S D a0y =g ta).
neN neN ’

Proposition 4. Si

—+oo
o Z anz”, ¢ (x) = Z anx"
n=0 neN
on a

o~

To = O.
L’espace de Hilbert L? (Ja,b[) est muni de la base hilbertienne

r—a

em (x) = ™M= m e Z

et vérifie

. 2
Pem = 7T—mem,VmEZ
b—a

donc,

R +oo 2mm n
Pum = Z Hn b_a €m

n=0

2mm
- ¢ (b—a> €7na

I'opérateur p, a une base hilbertienne de fonctions propres dont les valeurs propres

associées sont ¢ (?ff’;) Si

9]l < 400

cet opérateur est un opérateur continu sur un domaine dense de L? (Ja,b[) et si
la suite p est réelle alors p,, a une base hilbertienne de fonctions propres dont les
valeurs propres sont réelles.
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Theorem 5. Pour toute suite réelle u telle que
6]l oo < +00

ot
+oo
¢ (z) = Z pnz"”,
n=0
alors p,, admet un prolongement hermitien de norme

1ull = 1]l -

Proof. L'opérateur p,, vérifie, si
Y= Z cm (p) em
meZ

la formule de Bessel-Parseval permet d’écrire

~ 2mm 2
Bl = X Jenm (016 (72 )| < ol 3 lem ()

meEZ a mEZ
2 2
= 1ol llell™

1Puell < M9l el

l'opérateur p, est un opérateur borné de L? (Ja, b[). Sur D (Ja, b[), p est symétrique
et il en est de méme de p,, car la suite est réelle. La densité de D (]a,b]) dans
L? (Ja, b]) et la continuité de p,, sur L? (Ja, b[) permet d’affirmer que p,, est symétrique
sur L? (Ja, b]). O

~2 oy
Corollary 3. L’opérateur e P s’étend en un opérateur hermitien.

Proof. Pour cet exemple,

d(r)=e"".

Corollary 4. L’opérateur
e'? = cos (p) + isin (p)

s’étend en un opérateur borné de L* (Ja,b]) tel que

N\ T -
<e”’) =e P
et Ay s’étend en un opérateur borné de L (|a, b]) avec
Al =A_,.

Proof. Les opérateurs cos (p) et sin (p) s’étendent & des opérateurs hermitiens de
L? (Ja, b]) et

N\ T .
(e”’) = cos (p)' —isin (p)’ = e 7.

On peut généraliser les résultats précédents comme suit,
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Proposition 5. Soit L un opérateur d’un espace de Hilbert H pour lequel il ex-
iste une base hilbertienne {e, }, cy formée de vecteurs propres associés aur valeurs
propres An

Een = A\pén, Vn € N,

soit ¢ une fonction développable en série entiére

¢ (x) = Z pnz"
neN
pour laquelle

M =sup{|¢ (M) :n € N} < +00

alors l'opérateur

¢ (Z) =3 a,l" (6.1)

neN

a une extension bornée dans H.

Proof. Soit ¢ € Vect (e, : n € N) C dom I
N
¥ = Z Prn;Cn;
j=1
& (E) en =6 (M) en € H et Vect {eg},y C dom ¢ (E) ,

6(E) 6= ond () en
j=1

o (@)l = S low o ol <0168

donc ¢ (L) est un opérateur continu sur un domaine dense de H, I'uniforme con-
tinuité nous donne ’existence d’une unique extension bornée sur H. O

Remark 6. L’opérateur L nlest pas borné si

lim |\,| = 400,
n—-+oo

c’est le cas de Dopérateur p. L’opérateur

I

n’a pas d’extension bornée pour tout b—a € 0, 4o00[, méme sous I’hypothése ot ;™
est irrationnel.
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7. L’OPERATEUR DE DIRICHLET

On rappelle que la fonction éta de Dirichlet est définie par

400 n—1
n(z) = Z%, Re(z) >0

l'opérateur de Dirichlet V est un opérateur construit & partir de l'opérateur de
Berry-Keating en perturbant cet opérateur comme suit

i = (30 +aiE5h) acl-11]

+oo
N = Z (_1)” L =3 (1+ai{Z,p}) log(n)
n=1
+oo +oo k
l .
>y RO
n=1 k=0

L’opérateur de Dirichlet V est défini par
~ . 1 N
V =120} + 5 (-1 +7741).
Proposition 6. Pour tout p € Z((), x~° est une fonction propre associée a la
valeur propre i (2p — 1) pour Uopérateurs V.

Proof. On a, pour = > 0

5 (L—i{Z,ph)a™" = pa””

1

2
-1z~ =n(p)a™" =0sipe Z(()

Nz’ =n(l-p)a””=0sipe Z(()

S(+i{E e =(1-p)a "

et N
Ve’ =i(2p—1)a~"

8. L’OPERATEUR DE L1

On note F la famille des zéros non triviaux de {, comptés avec leur ordre de
multiplicité. Une famille de nombres complexes z = {z,} est un élément de H

si
2 2
lzll* = > 25| < +oo,
P
la sommation est définie dans [6] par

DA R W EA
4 oo 4

P Im(p)|<T

pEF

On munit H d’un produit scalaire hermitien

S> = ZZSP? z = {Zp}pej—‘ et s = {sp}pe}‘7
P
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I’espace ‘H muni de ce produit est un espace de Hilbert séparable de base hilberti-
enne

€p = {5137#}”6?'
Definition 8. L’espace de Li est l’espace de Hilbert H muni du produit hermitien
(z,s).
Soit 7 une permutation de F, opérateur 7 est défini par

Tep = €r(p), Vp € F

par exemple, 'opérateur de conjugaison est
ce, = ep
et lopérateur de symétrisation est
Sep, = e1—p.

Definition 9. L’opérateur de Li est défini par

Eep = %ep, vVeF.

Cet opérateur est un opérateur a trace dont la trace est égale au premier coeffi-
cient de Li

_ 1 log (4
Trace L = Zp:; =M\ =1+ % - w ~ 0.02309 6.
G
La fonction HO

£()= 32— D i () ¢(2)

est développable en série entiére au voisinage de 0 et de 1. On note

+oo
£l S

!
&(
le développement en série entiére de %/ dans un voisinage de zéro. De ’équation
fonctionnelle

§(2) =€(1—2),

on en déduit les équations

g  €1l-2 &

et

Lemma 9.
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Proof. De

€)1 e 10GHY) )
E(z) z-—1 2 2T (2+1)  ¢(2)°

en utilisant le produit d’Hadamard, on a

(&) _giomy T L 1T(G+D) Lt
O IR R 2T (5+ )+2L—p+p]

la sommation Y est symétriquement par rapport a la droite x = % et les zéros
sont comptés avec leur ordre de multiplicité, cette sommation Y s’identifie & > o
il suffit de le vérifier sur chaque somme partielle finie,

€(x) _ 1 log(m) 1T'(5+1)
£(z)  z2-1 2 2T (5+1)

2 z—1 21"(%4—1) z—p p
log (4m)  ~ 1 1
= -1 -
2 2 +zp: z—p+p
1 1
= bl
P P
+00 k
z log (47) ~
_H_Zzpkﬂ’ﬂ_ 2 2_1
p k=1
+00 1
:”_Z(ZpkH)Z si |z| <inf{|p|:p€ Z(()}.
k=1 14

On peut remarquer que

car

Remark 7. Le premier coefficient de Li, \y = Zp % est strictement positif et vaut

log ()
2

)\1:1+g—10g(2)—

’

et le développement de % en série entieére dans un voisinage de 0 est

—+o0

f (Z +> si |2| < inf{lo] : p € Z(Q)}.

k=0 P
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Smt L un opérateur de classe-trace sur H, c’est-a-dire, un opérateur tel que
L=1 LQ ol L1 et L2 sont des opérateurs de Hilbert-Schmidt [11]. Le théoréme
de Lidskii [8] permet d’écrire

Trace (E) = Z <en, Een> = Z An (E)
n n>1

ol {)\n (E)} est ’ensemble des valeurs propres de L comptées avec leur ordre de

multiplicité. D’aprés Weyl [13], la série est absolument convergente, donc commu-
tativement convergente et si ¢ est une bijection de N* sur F, on a

e (1) = S0 () 4 (2) =00 ().

qui est indépendant du choix de la bijection ¢. Si on applique ces résultats aux
opérateurs Lk', ces opérateurs sont des opérateurs a trace

~ 1
Trace (Lk'H) = E —7 =
p
p

et

Z L < 400, Vk >

ol*
on en déduit que les opérateurs L* sont des opérateurs de Hilbert-Schmidt.

Theorem 6. Les coefficients de Li, A, pour n > 1, vérifient
)\n:Trace(lf (17L) ),Vn}l
ces coefficients sont positifs si et seulement si

g{ig}

est un opérateur hermitien ot s est l'opérateur de symétrisation.

Proof. On a
A{E A} Ly v
§SqL,Spe,=(—+— e
) p P 1—p ps VP
le critere de positivité de Li [6] permet de conclure. O

Remark 8. L’opérateur 1 — L est inversible, on a

1—(1— ) :—ZL’“

-1
et la trace de 1 — (1 - L) est donnée par

S g
Trace(l—(l—L) ): 5((11)):—2(8))

On pose 7, opérateur défini par
7 (e,) = ips(ep) =iper—p, Vp € F
5,7 e, =i(2p—1)e,, Vp € F.
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On définit les opérateurs

&+:¢<1+i2[8’r]> ot a:¢<1—i2[s7r}> :¢<1+i2[r7s]>

ou ¢ est la fonction de Stieltjes 9.1, 'opérateur
a=a;+a_
vérifie

N 1 1
oz(ep):<p+1p)ep,v,0€]:.

Proposition 7. Avec les notations précédentes,

~

a:g{f,g} et a, =1L

L’opérateur a s’étend en un opérateur borné de H qui est autoadjoint si et seulement
St

Trace (1 — (1 —a4)") = Trace (1 — (1 —a_)") >0, Vn > 1.
9. OPERATEURS DE STIELTJES

On va construire un opérateur ayant des propriétés analogues a I'opérateur de
Li qui peut étre défini a I'aide des opérateurs quantiques. La fonction de Stieltjes
est définie par

$x) =Y T (1—a) (9.1)

ol 7, sont les coeflicients de Stieltjes

Yo = lim (i log (k)n _ log (N)”+1> |

N—+o0 P k n+1

les opérateurs de Stieltjes sont définis par
14i{Z,p 1—i{Z,p
5+=<15( +zé{w7p}) ot a:¢<z§x’p}> (9.2)

pour ces opérateurs

~ 1 ~
ayr P =-xPeta_z =

a P Ype Z(0), (9.3)

et si p ¢ Z(¢) alors
1 1
6_5_1:*” = <C (1 — p) + p) LEip et 6_1:7’) = (C (p) + 1_p) Iip. (94)
Definition 10. Une paire d’opérateurs (L, L) d’un espace de Hilbert séparable H

est une paire de Gram-Schmidt associée o une famille F = {f,} s’il existe une base
hilbertienne {e,} de H telle que

Lfn = €n; n

et
Le, = fn, Vn.

Remark 9. L’opérateur L, si il existe, est un opérateur & domaine dense.
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Lemma 10. Si F = {f,} est une famille libre et totale alors pour toute base
hilbertienne {e,} de H, il existe une paire de Gram-Schmidt (E,/j) telle que
Efn =ep, Vn.
Les opérateurs L et L sont des opérateurs a domaine dense.

Proof. On orthonormalise la famille libre et totale F et on conclut. O

Soit ‘H la fermeture dans L? (Ja,b[), a > 0, de
E=Vect{z":peZ(() } CL*(a,b]), (9.5)

la base hilbertienne {e,} de H, obtenue par le procédé d’orthonormalisation de
Gram-schmidt de

{z=7:pez2) }

permet de définir deux opérateurs & domaine dense dans H

fep =z, Vpe Z(()

Lo = ep, Vp € Z(¢)
toute extension de ces deux opérateurs sont des opérateurs de Gram-schmidt asso-
ciés a ¢, avec
p—2Re(p)+1 _ ;—2Re(p)+1

—2Re(p)+1

HEePH = si Re(p) #

DN | =

et
1

HEepHQ = log (Z) si Re(p) = 5.

Les opérateurs me et La_L s'étendent a des opérateurs bornés 2+ et A_ de

",
|Ae|| < Dol \/ﬁ (9.6)
=3 eeden A0 < M\/TMF
P

olt la sommation |2 se fait dans le sens de [7] et la sommation Zp T (p,ep) e

~ 1
A-HO = Z ; <<P,6p> €p,
p

est défini dans H. On pose
A- A+ A
I'opérateur borné de H.

Proposition 8. Les propriétés suivantes sont équivalentes
1) Trace (1 — (1 —A\Jr) ) = Trace (1 — (1 —A\,) ) >0,Vn>1

2) A est un opérateur autoadjoint de H. (9.7)
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Proof. L’ensemble Z (¢) des zéros non triviaux de ¢, comptés sans leur ordre de
multiplicité, est encore un multiset pour lequel les résultats développés dans [7] sont

vérifiés car
3 1+ [Re (p)| <QZL<+oo
7 S 2
s (L+leD) 20 Il

avec les notations de [7]. On en déduit ’équivalence entre

Re(p) = 3, ¥p € 2(0)

et
1 n
Z1-<1—) >0,Vn > 1.
p p

S
1 Trace (1 — (1 — 2+)7l) >0,Vvn>1

alors .
Trace(l—(l—le\+>n> -y 1- <1;) >0,Vn>1
P

ol la somme est définie sur le "multiset Z ({)" formé par les zéros non triviaux de
¢ sans leur ordre de multiplicité et en utilisant le critére de positivité de Li [6] et
[7] pour ce "multiset", on a Re (p) = %, Vp € Z((),

Re(p) = 3, Yo € 2(0).

L’opérateur A a une base hilbertienne dont les valeurs propres associées sont

1 1 1 1 1

4 = + 1 2Re(1 - >€R,

p l—p 5+ilm(p) 5 —ilm(p) 5 +ilm(p)

donc, A est un opérateur autoadjoint de H. Inversement, si A est un opérateur
autoadjoint de H alors % + ﬁ € Ret Re(p) = 1, donc

Trace (1 (1- /L)n) >0,Vn> 1.
0

L’espace H est un sous-espace fermé de L? (Ja, b[), a > 0. On note my la projec-
tion sur H et on pose

H=A,omy:peL?(ab]) > Ay (mnp) € L* (Ja, b))

cet opérateur est un opérateur de Hibert-Schmidt de L? (Ja, b[). Pour le vérifier il
suffit de compléter la base hilbertienne {e,} avec une base hilbertienne de {f,} de
HL. Pour cette base hilbertienne, on a

. 1 .
He, = —e, et Hf, =0,
p

Popérateur H est de Hilbert-Schmidt car >0 ﬁ < +o00.
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10. GENERALISATION DE LA TRACE

On suppose que T est un opérateur & domaine dense d’un espace de hilbert H,
pour lequel il existe une famille totale {f,} telle que

ffn =apfn, Vn €N
o {a,} est une suite contenue dans le spectre ponctuel de T privé de 0.
Definition 11. On dit que la suite {c,} est totale pour l'opérateur T.
On note, {e,} une base hilbertienne obtenue par orthonormalisation de {f,}.
Soient (E, E), la paire de Gram-Schmidt a4 domaine dense vérifiant
ffn =e, et Een = fn, Vn € N.

On se fixe une fonction analytique ¢ sur un ouvert de C contenant la suite {\,}
pour laquelle

?* = Z |¢(O‘n)|2 < +o0

neN
et on pose
f¢ :¢(f> = Zﬂn (f—%)
neN
si
¢ (2) = Z fin (2 = 20)"
neN

dans un voisinage de zp. Sur un voisinage de z;

()= Y vn(z—2)",

neN
si A\r est dans l'intersection de ces deux voisinages, on a

> tin (f - Zo)n fe=> vn (f - Zl)n s
neN neN
sur l’espace Vect { f,, : n € N}, Popérateur @, est défini et donc de domaine dense.
Theorem 7. L’opérateur a domaine dense
Ei;ﬁe:(ifﬁ>¢

admet une unique extension bornée T dans H. L’opérateur T est un opérateur de
Hilbert-Schmidt.

Proof. Pour tout n € N,
Tofn = ¢ (am) fn
et
LTyLe, = ¢ (an,) €.

En particulier, sur I’ensemble des combinaisons linéaires finies, 'opérateur LTy L
est défini et vérifie

n<oo n<oo
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P72 ( 5 u)

n<oo

on peut donc étendre cet opérateur a un opérateur borné T de ‘H, cette extension
est un opérateur de Hilbert-Schmidt car

3 [Ben]| = S 16 () < +ov.

neN neN

2

=) |und (o) <

n<oo

Z Pnn

n<oo

Zﬁ,&pH <@gl , Vo € Vect {e,, : n € N},

Si on change la famille F = {f,,} en une famille G = {g,,}, les opérateurs
f;fd,ff et ngd,fg
sont des opérateurs conjugués, ol (Eg,2g> est un couple de Gram-Schmidt as-

sociés & {gn}, Vopérateur de conjugaison envoie la base hilbertienne définie par
orthonormalisation de {f,} sur la base hilbertienne qui est l'orthonormalisée de
{gn}. En particulier,

Trace sz¢ff = Trace ng(pz,\g,
Definition 12. Une suite {o,} est & trace pour f¢ 81 ) nen |6 (an)] < +oo.
Theorem 8. Si {a,} est totale pour T et a trace pour T¢ alors ZneNqb(an) est

indépendant du choix de la suite totale pour T qut sont a trace pour T¢ Ce nombre
est la trace de l'opérateur T relativement ¢, on le note

Trace ¢ (f ) .

Remark 10. Pour que Trace 4 (f) existe, il faut et il suffit qu’il existe une suite

{an} telle que ffn = anfn, {fn} est une famille totale et la suite doit vérifier
Y nen |9 (an)| < 4o0.

Example 1. L’opérateur a_ défini par

G (l‘m) o, 0 € I2(0,1)

2
est un opérateur & domaine dense. La famille {f,} définie par

fn — 1,2n
est une famille totale de L? ([0,1]) par le théoréme de Miintz et si L et L' sont
des opérateurs de Gram-Schmidt associé a cette suite, on a si A_ = La_L™!

~ 1
R — — = > .
A_e, = (g( 2n) + ) €n = 15, €n ¢(=2n)=0pourn>1 (10.1)

14 2n
cet opérateur est prolongeable en un opérateur de Hilbert-Schmidt car
00 1

)DL
— (1+2n)
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mais n’est pas un opérateur & trace puisque Z:ii 1+12n diverge. On en déduit que

pour tout suite totale {ou,} pour lopérateur % de L% ([0,1]), la série

+o00 1
Z C (—Oén) + ?

n

n=1

est divergente. En particulier, si {p € Z((): Re(p) < 1} # 0, la série

1 1
E — < E — < 400
L 1=l 1
p, Re(p)<3 P

est absolument convergente, donc la famille
{s2ipez©). re <5}
n’est pas totale dans L? ([0,1]).
Sur H un sous-espace de Hilbert de L? (Ja, b[), opérateur Efd)/j vérifie

+o0 too
LTyLp = calp)d(an)en, o =Y cn(p)en
n=1 n=1

A~~~

b
LTyLy(x) = / pt)k(t,x)dt

ol

2f¢2 est un opérateur a noyau pour 3.9 ¢ ()]? < 400 et de norme dans
L? (Ja, b[) x L* (Ja, b)),

+oo
IRl =D 16 (cn)*
n=1

Cet opérateur est autodjoint si,

+00 oo
k(t,z) = Z o (an)ey, (t) e, (x) = Z ¢ (an) en ()ey, () [12].
n=1 n=1

11. OPERATEUR DE BERRY-KEATING GENERALISE

On propose, dans ce qui suit, une généralisation de 'opérateur de Berry-Keating

comme suit,
L, ={6.5}

ol ¢ est une fonction au moins de classe C! sur ]a, b[, & valeurs dans ]0, +o00], et gg
est Popérateur de multiplication par ¢ avec pour toute fonction ¢ de classe C!, on
a
Lop = —ige' —i(¢p) = —2ipe —i¢/p, o € dom L.
On peut écrire, formellement

b - b
/ Lopp = =2i [pd] 0+ +/ Lo, (11.1)
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en particulier si les fonctions ¢ et ¢ appartiennent a

im0 (0)} ¢ (2) = Tim 0 (2)? o (o)}

r—a z—b~

Do,4 (Ja,b]) = {(p € dom Z¢ :

I’équation 11.1 est vérifiée, on a le lemme suivant.

~

Lemma 11. D (Ja,b]) est un domaine de symétrisation de {q@,p}

La fonction
b€ (il + iL¢> Do. (Ja, b])
si et seulement si il existe une fonction ¢ € Dy 4 (Ja, b)) telle que
(il + if¢) 0=,
les candidats possibles vérifient 1’équation différentielle
200" + (e + ¢ ) p =1, e = £1
'y 16 +¢’ o 1y
2 9 29

les solutions sont de la forme
o=Ke®
ou ¥ est une primitive de %Hf/ sur Ja, b
1 (" e*Wy (1)
K (x :f/ ———=dt+ k, a € a,b
(x) = 5 Syey Ja, b

une condition nécessaire pour que ¢ € Dg 4 (Ja,b]) est

1 B [Pe®My(t)
k‘ﬁA—B/a 0) dt

A= lim gf)(:c)% e ®@) ot B= lim ¢(33)% (@)

z—at r—b—

avec

Definition 13. L’application ¢ de L? (Ja,b]) est "autoadjointe” si
o (1 +iLy ) = L2 (Ja b))
On dit que l’application ¢ de L* (Ja,b|) est "essentiellement autoadjointe” si
(1 +iL, )
est dense dans L? (|a,b]).

Theorem 9. Si ¢ est autoadjointe alors l'opérateur E¢ restreint & Do ¢ (Ja, b[) est
un opérateur autoadjoint.

La fonction propre ¢ de Ed: associée a la valeur propre A\ vérifie

200" —i(A+id')p =0

¢ () = ke
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. !
ol A est une primitive de 7’;‘;¢ sur ]a, b], & savoir

A(z):/z —AHI()

20 (t)
Theorem 10. Si ¢ est essentiellement autoadjointe, les valeurs A pour lesquelles,
1im+¢) (m)% e A = hrilﬁb (m)% e A@) (11.2)

sont réelles.
Proof. La fonction

p(z) =M

associée a la valeur propre \ est une fonction propre pour I'opérateur de Berry-
Keating généralisé défini par la fonction ¢ qui est un opérateur essentiellement
autoadjoint, donc A € R. a

Theorem 11. La fonction

¢(r)=2"% z€]0,1] et0<a<%
est essentiellement autoadjointe dans L? (]0,1[).
Proof. On a,si0 < a < %, =€ L?(]0,1[) et

le+¢ () le—az ™'  ex®—az™!

2 ¢(z) 2 oz 2
ex™t! a
()= —F——— -1
@) = 5oy ~ 3B
1 (% e®®y (1) 1 [* o cantl
K (z) = 7/ ————dt+ k= 7/ t"2e2@ D (t)dt + k
2)o o) 2 Jo
1 r e ﬂ o 7&
p(x) = <2/ t™2e2@ D) () dt + k> xze 20FD
0
ex @+l ex@t? e
A= lim e 26+D =1et B= lim e 20D =¢ 20D
z—0t z—1-
1 e D L et
= [ tSeiamy(t)dt,
21— ¢ 2D /0 Vi)
si ¢ € D (]0,1[), la fonction
p(x) =K (z)e "
est bien définie car K (x) est définie puisque la fonction
o ezt
t”2e2(F0 ) (t)
est nulle dans voisinage de 0 et appartient a L? (]0, 1]). O

Remark 11. Les fonctions propres associées a la valeur propre \ sont proportion-

nelles a
A a+1

o (x) = 2% et2laTD ,
les valeurs propres pour lesquelles 11.2 est réalisée, sont de la forme

A=dk(a+1)m, ke Z.
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12. LES ISOMETRIES In ET éx

On rappelle que les fonctions f dérivables sur un intervalle ouvert de I C R, qui
sont fonctions propres pour les opérateurs p et {Z,p} sont proportionnelles, pour
lopérateur p, a

folx)=€e" 2R (12.1)
associées a la valeur propre p. Pour opérateur {Z, p}, elles sont proportionnelles a
gp(x) =27", x €]0,+oo| (12.2)
associées a la valeur propre
i(2p—1).

On munit ]0, +o0[ de sa mesure de Haar df, les opérateurs

N d N

éx: L? (]O, +oo[, ;) — L* (R, dx), é&p (z) = ¢ o exp (z)
et

~ d .

In:L?(R,dz) — L? (]O,—l—oo[,;) , Iny (x) = olog(z),
vérifient par le théoréme de changement de variable

s =log(x),

+oo R d +oo d
| me@he@ = [ ee@otos() T

- [T

— 00

Ces opérateurs sont des isométries d’espaces de Hilbert avec
Inoéx=1et é&xoln=1.

L’opérateur p est un opérateur symétrique comme opérateur de L? (R, dx), en
effet, dom p est un domaine de symétrie de p car

lim ¢ (z) = lirf ¢ (z) =0sip e L* (R, dz)

L’opérateur de Berry-Keating réduit, a savoir, Zp comme opérateur de
dx
L2 (]Oa +OO[, l‘)

a pour domaine de symétrie

r—0t r——+00

D (]0, +00[) = {cp €domzp: lim p(z)= lim go(:c)}

qui correspond au méme domaine de symétrie de 'opérateur p considéré comme un
opérateur de L? (]0, +o0[,dz). On a le diagramme commutatif,

L*(R,dz) 2 L?(R,dx)
6x 1 | , (12.3)
L2 (10, +oo[, L) £ L2(]0, +oo[, %)
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npek (¢) (x) = 7 (i (") = Tn (~i (1 ("))

=In (~ie'y' () = ~izy' (x) = TP (p) (x), x = €'

et

~ ~—1

npex = npln = 7p. (12.4)

Remark 12. Dans l’équation 12.4, dans le premier membre p est l’opérateur quan-
tique de L? (R,dz). Dans le second membre ['opérateur p est l'opérateur quantique
de L? (]0, 400, %2).

Si ]a, b[ est un intervalle born¢ de R, on pose a = €% et 3 = €, le diagramme
précédent s’écrit
L2 (a,b[,dz) B L% (a,b[,dz)
1 my
L2 (Jo B, %) L2 (Jo B %)
lopérateur de Berry-Keating réduit restreint a

2 (o) = {w e 22 (Ja8L. 2 )+ lim p (o) = tim ¢ ()}

r—at z—b~
est un opérateur essentiellement autoadjoint. Soit ¢ un difféomorphisme de Ja, S]
sur ]a, bl avec ¢’ > 0 ot ]«, Slet |a, b sont des intervalles bornés de R. Les opérateurs
® et ®'sont définis par

Bp=pop,¢:lab—C
et R
P lp=gpoop ! pila,f[—C,
le théoréme de changement de variable permet d’écrire

‘/I; (/ﬁ - 2
< ®, w>L2(]a,,8[,¢’(x)dl‘) <<P7w>L (Ja,bl,dz) »

d est une isométrie de L2 (Ja, b[, dz) sur L2 (Jov, B, ¢/ (x) dz) et ! est I'isomorphisme
réciproque. L’opérateur de Berry-Keaton généralisé réduit, est défini par

%w _ —;‘j o€ L2 (o, B, & () da)

et si on pose

D (Jor B]) = {tp € 12 (o, B, &' (2) da)

est un domaine de symétrisation de 'opérateur de Berry-Keaton généralisé réduit,
I’image de

lim ¢ (z) = lim ¢ (:c)} .

T—a x—b—

—

~

e+i¢/p

est dense dans
L* (Jo, B, ¢ (z) d) .

On en déduit le théoréme suivant,

Theorem 12. Si]a,b| est borné, l'opérateur %]3 |90 (ja,8) €St un opérateur essen-
tiellement autoadjoint comme opérateur de L? (Jo, B[, ¢ (x) dz).
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Proof. On a
@ﬁfﬁ_l@ _ iﬁ(@oqﬁ_l) _ —i&; (4,0/ o ¢—1) <¢_1)/ _ —izI\) (90/ ° ¢—1) ﬁ
_ _:; _ %@0, Vo € L2 (o, B, & (2) da),

si ]a, b[ est borné, 'opérateur p de L? (Ja, b[, dz) restreint a

20 (ot = { € 22 (a0, de) s lim o (0) = tim (o)}

z—a z—b-
est un opérateur essentiellement autoadjoint, par isométrie 'opérateur %ﬁ de
L? (o, B, ¢/ () do)
restreint & DY (Ja, B[) est un opérateur essentiellement autoadjoint. (]
Remark 13. L’intervalle |a, B[ n’est pas nécessairement borné.

L’opérateur p comme opérateur de L2 (R, dx) est un opérateur symétrique. La
symétrie sur dom p s’écrit

/+m@p¢=/_j_w¢:i[w]+§_Z./+°°W,:/_:o(pm

car si p € L? (R,dz) alors
lim ¢(z) = lir_{l v(z)=0.

r— —00

L’espace Im (£1 +ip) est formé des fonctions ¢ pour lesquelles il existe une
fonction ¢ € dom p telle que

o+¢ =—¢oup—y =g,

les fonctions, qui vérifient une de ces équations différentielles, sont de la forme
plx)y=e" (—/z¢(t)etdt+K) oup(x)=e" (/mqb(t)e_tdt—i—l() ,a€R.
Si ¢ € D(R), on note [a, f] le support de ¢ alors
o)== [owea
est solution de ¢ + ¢’ = —¢ et vérifie

B
p)=0,z<aetp(x)= —e_””/ ¢ (t)eldt sixz > B (12.5)

cette fonction est une fonction de dom p. La fonction
x
v(x) = ez/ b (t) e tdt
B
est solution de ¢ — ¢’ = ¢ et vérifie

B
p(x)=0siz>pfetpx)= —e”/ ¢ (t)e tdt siz < a, (12.6)

on a encore ¢ € domp. On en déduit que
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Theorem 13. L’opérateur T est un opérateur de L? (R,dx), & domaine dense, au-
toadjoint et 'opérateur p est un opérateur essentiellement autoadjoint de L? (R, dz).

Proof. La symétrie de ces deux opérateurs sur L? (R, dz) a été vérifiée précédem-
ment. On a

Im (¢ 4 iz) = L* (R, dx)
car pour ¢ € L? (R, dz) alors

= ed x) .
e om (e + ix)
En utilisant 12.5 et 12.6, I’équation différentielle
oty =0

a pour solution pour ¢ € D (R),sie=1

s = [ sea peD®

pour € = —1
—+o0
)= [ st peD®)
D (R) C Im (e + i),
Im (e + i) est dense dans L? (R, dx). O

Corollary 5. L’opérateur de Berry-Keating Tp réduit est un opérateur essentielle-
ment autoadjoint de L* (|0, +oo], 42).

Proof. La relation,
-1
Tp = lnpeX 6x =In

permet de conclure. ([
Definition 14. Soit H, et Ho deux espaces de Hilbert et
/ﬁ1 Hy — Hy 6tﬁ2'H2—>H2

deux opérateurs a domaine dense. Les opérateurs h1 et hz sont conjugués isomor-
phzquement s’il existe un isomorphisme j de Hi dans Hsa telle que hg = ﬁu;

Si j est une isométrie, on dit que la conjugaison est isométrique. Si hl est un
opérateur a domaine dense essentiellement autoadjoint, on dit que l’opérateur /ﬁg

de Ha, est essentiellement pseudo-autoadjoint.

Remark 14. Les opérateurs Tp et p sont conjugués isométriquement.

13. LA TRANSFORMEE DE FOURIER ET LES OPERATEURS [, ET A,

La représentation fréquentielle de la transformée de Fourier est I'opérateur de
L? (R) défini par

+oo
Fo(6) = / o (1) 2L, Vo € I (R),

—oo
pour cet opérateur
|7¢] = lell, 71 = 7.
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Lemma 12. Sur les domaines o les opérateurs sont définis, on a
ﬁj’? = —2nF7%
g 1~
F = —Fp.
21
Proof. Pour les fonctions ¢ pour lesquelles ces expressions sont définies,

T Foo ) +o0 ‘
ﬁf@ (5) = 77,85/ %) (t) e*QlWEtdt = 77/\/ © (t) 8567217T§tdt

— 00 — 00

+oo ) too ) R
= —277/ tp (t) e 2™t dt = —271'/ tp (t) e 2™t dt = —2nF T (£), VEER
et

+oo

“+oo
(1) efzmgtdt:/ @ (t) Ee 2t dt
+oo 1 -
= —— (t) Ose*stdt
/, L Tt oe
1
—2im
1 [t

. 1 ~
=_— o (t) e 2™t dt = —Fpp (€).
o | pe(t)e 2ﬂfpso(§)

FFp(€)=¢

+oo

oo 1
[ (1) O™ "7+ —

) t —Qiﬂftdt
2 | o (t)e

O

On peut utiliser les relations précédentes pour étudier certains opérateurs. Soit
a#0et ¢ e D(R)C L*(R) avec suppp C ] L1 {, opérateur FLl,F~! ol

“ el o]

O, est défini en 2.2, vérifie

PO X B, (2imat)" 2imal
FOLF e (€) = ;TW(Q = Zirat 1% ()

car le rayon de convergence de

|
ne0 n:

est 27 et sur |—27, 27|

*2"’ Bat® ot
nl et —1
n=0
Lemma 13. Pour a € R*, l'opérateur ﬁﬁaﬁ* restreint a D (] *ﬁ> ﬁ D, s’identifie
a

2iTax

eZirram -1 ‘

PO -
Pour 'opérateur ﬁa défini en 2.1, on a le lemme suivant,
Lemma 14. L’opérateur ﬁﬁaf*I vérifie

—

FRF =1 ¢2imon,
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et Uopérateur de Berry-Keating est invariant par conjugaison pour .7?,
Fla.ppF ' = {70}
Lemma 15. Si ¢ € L? (]0, +oo[, 42) alors
Pl ¢ (§) = My (~2irlog (£))
ot M est la transformée de Mellin de ¢ en —2imlog (£).
Proof. Soit ¢ € L? (]O, +ool, df)

InFln 1<p = / %) (et) e~ 2imtlos(&) gy

— 00

+oo
_ / o (1) =2 08w () 24
0 u

+oo -
= / © (u) w2 los(©) =1y, — M (—2imlog (£))
0

en posant u = e. O

14. L’OPERATEUR DE BERRY-STIELTJES

Les espaces de Sobolev
H"(R) = W™?(R),
sont les espaces de Hilbert définis par
+oo 2 "
H" (R) = {ga € L2 (R): / Fe | (1+€2)"ae < —l—oo}
= {(p € L?(R): .7?@ eL? (R, (1 +x2)nd$)}
donc,
H(R) = 771 (12 (R, (142%)" da) ) .
L’opérateur p est un opérateur continu de H"*! (R) dans H™ (R), si ¢ € domp
Ml P 2 2\ 2 [T 22 2 2\
| e areyac—am [ |ERe@f (14 e ae

Foo 2 "
—ar [ |Peof @)
+oo 2 " +oo 2
[ e areya=am [ |Fec)]
18013 gy = 472 1Bl ey — 472 2 ey (14.1)

en particulier,

HI/)\SDHH"(]R) <27 ||S0||Hn+1(R) :

Lemma 16. L’opérateur p" est un opérateur continu de H" (R) dans L? (R, dx).

+oo |
(&) g —an [ |Pote

‘ 2

dg
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Proof. L’opérateur p" comme opérateur de H™ (R) dans L? (R, dx) est continu par
composition d’opérateurs continus.

H'(R) 2 H" 1 (R) 2 H"2(R) % ...

H'(R) 2 L? (R, dz).

1=

O

L’opérateur de dérivation de Stieltjes associé & une fonction entiére ¢ est défini
par

+oo +oo
t = Zanﬁ” ou¢(z)= Zanz", vzeC
n=0 n=0
et on pose
Sp = ooy
ol ¢. est la fonction définie par
¢ () =< (2mx), Vo € R.
Lemma 17. Pour ¢ € L? (R,dz), si les fonctions
on(z) =2"p(x), Vz eR (14.2)
vérifient les conditions

on € L' (R,dx), Vn et d.p € L' (R, dx)

alors
Fi.F o = Cp. (14.3)
Proof. Si p € L* (R, dz)
PO [t ) [ E> " +o0 ]
Ft.F o (€) = Ft. / o (t)e?™Stat = F Z (=) ap—=— / o (t) e¥Stdt
—o0 n=0 agn —o0

=F (Z (2m)" an/ t" o (t) ezmgtdt> car ¢, € L* (R, dx)

Ft.F o) =F ( / o bep (t) e%’”ftdt) car ¢ € L' (R, dz)
= ¢<S0 (E) .

Theorem 14. Soit ¢ € L? (R,dx), on a

~ ~

tp = F1cFy
St
ﬁapeg,
ol

E={pe L’ R, dx): ¢, € L' (R, dz), Vn et . € L' (R,dz)} . (14.4)
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Si ¢ € L?(R,dx), la relation est vérifice sur la base hilbertienne formée des
fonctions de Hermite-Gauss

en particulier,
Ft.F Y, =S, ¥n e N.

On a la majoration de Cramer-Indritz [5]

||¢7LHOO < 777%a

on en déduit que v, € dom< et ¢, € dom Ft.F 1, les relations
Fibn = (_Z>n Un
permettent d’écrire
Gty = F ' CF Py, Vn.

De plus la norme infinie de ||<]|  est finie, 'opérateur ¢ est un opérateur borné

de L? (R, dx)
IRell, < Il lelly , Voo € L2 (R, da) ,
dom¢ = L? (R,dz) et domt, # L* (R, dz).

Theorem 15. Si¢ € L? (R,dx) et s (R) C R, l'opérateur de dérivation de Stieltjes

associé a , restreint a S (R), admet une extension hermitienne de L? (R,dz) qui
est donnée par F1SF ot S (R) est l'espace de Schwartz.

Proof. L’opérateur ¢ est un opérateur symétrique car ¢ est a valeurs réelles, c’est
un opérateur hermitien de L? (R, dx). L’opérateur de dérivation de Stieltjes associé
a ¢ vérifie sur S (R)

te = FCF 1,
FSF~1 est un opérateur hermitien de L? (R, dx) car < est hermitien, F est borné
et F71 = FI. Llopérateur t. restreint & S(R) admet pour extension continue
Popérateur hermitien FSF L. O

Remark 15. On peut rempacer l’espace de Schwartz par F &).
Corollary 6. Sic € L*(R,dz) et s (R) C R, l'opérateur de Berry-Stieltjes réduit

—+oo
Sc=> an(@p)"
n=0

réduit o InF (£), admet une extension hermitienne dans L? (]0, +oo[, %), notée 7T..

Proof. Sur InF (&)

o~ ~—1

—+o0
8= an(@p)" =Intdn
n=0
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en utilisant I’équation 12.4,

+oo o _1\7 +o00 R o
8. = Z an (lnﬁln ) = Z a,Inp™In
n=0 n=0
o~
= Int.n

L’opérateur 7. est un opérateur symétrique de L2 (]0, +oof, %z) qui admet une
extension hermitienne de la forme

7 = 7 () -

15. QUELQUES REMARQUES SUR LA CONJECTURE DE HILBERT-POLYA

Dans la version 1 du présent document la fonction ¢ utilisée était définie par

1 1
= 1 — _ —
S(:)=C=2) + () + T + -
cette fonction est développable en série entiére en utilisant le développement en
série de Laurent de (. Sur R, on a bien

1
lim g(a:)+1 =1,

T—+00 — X

mais ¢ () est non borné pour x < 0. Pour approcher la conjecture de Hilbert-Pélya
on est amené & construire des opérateurs autoadjoints. On remarque, par exemple,
que les fonctions

G(2)=e* (1+E(2))
et
@ (2) = e (z+E(2))

E(z)zf(;—i-iz),f(z):;z(z—l)ﬂ'EI‘(;)Q(z)

sont des fonctions entiéres d’ordre 1. En particulier, il existe une constante A > 0
telle que pour |x| > A,

et
o1 (@) < e (T4 e et for (@) < e (Jal + el Jal > 4
donc,
lls1lloe < +o0 et szl < 400

et sont des fonctions entiéres a valeurs réelles sur R. Les opérateurs associés
5—\8‘1 et ?Q
sont des opérateurs hermitiens de L? (]O, +ool, ‘%), les classes de L? (]O, +ool, d%)
associées aux fonctions
X 2iTp o3 1 A
ip x sl <<
xA,-s—{ 0si0<z<l ,Imp>0et A>0
. 2imp o3 1
iw |z sig <z<l
xAv_{ Osiz>1 , Imp<0et A>0
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sont dans L? (]0, +oo[, “2) pour tout p de partie imaginaire non nulle et A > 0,
mais ne sont pas des fonctlons propres de 7, j = 1,2 qui sont les extensions des

restrictions
E anj ()" I F(&)

n=0
car

&xff,i ¢ﬁ(5)
ou & est défini par 14.4.

16. CONCLUSION

On a construit, dans cet article, des opérateurs qui permettent de décrire les zéros
non triviaux de la fonction zéta de Riemann comme des éléments du spectre de ces
opérateurs. Plusieurs procédés de construction sont décrits dans ce document, un
outil essentiel utilisé est la notion de séries d’opérateurs développées & partir des
familles libres et totales d'un espace de Hilbert. La notion de paire de Gram-
Schmidt est un outil qui permet I’extension des séries d’opérateurs a des opérateurs
bornés.

L’introduction de la transformée de Fourier dans L? (R, dx) permet de comparer
les opérateurs quantiques Z et p. L’opération de dérivation de Stieltjes, absome ag
et restreint & S (R), s’identifie par transformée de Fourier a opérateur FSFL, ou
¢ est Vopérateur de multiplication par ¢ () = ¢ (27x).

Les opérateurs ln et éx permettent de décrire opérateur de Berry-Keating réduit
zZpde L? (]0 400, & ) comme le conjugué, en un certain sens, de 'opérateur p défini
comme opérateur de L? (R,dz). D’autres opérateurs ont été construits, comme les
opérateurs de Li, de Dirichlet et les opérateurs Bender, Brody et Miiller qui ont
été développés pour les espaces de Hilbert de fonctions définies sur des intervalles
bornés de R.
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