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Les 4 Robots Fantastiques

Quentin Bramas! et Sébastien Tixeuil?

1 ICUBE, Université de Strasbourg, CNRS
2 Sorbonne Université, LIP6, CNRS

Nous considérons le probleme de la formation d’un motif géométrique arbitraire avec 4 robots évoluant dans un envi-
ronnement asynchrone. Ce probléme, dans sa formulation la plus générale ou les robots n’ont pas de chiralité commune
et permettant de former tous les motifs possibles, n’est pas encore résolu, quelque soit le nombre de robots considérés.

Avec I’hypothese d’une chiralité commune, ou des conditions supplémentaires sur les configurations de départ ou sur
le motif a former, nous avons observé que le cas n = 4 a souvent été laissé de coté, puis résolu apres le cas général.

Nous prenons le contre-pied de cette habitude en commengant par résoudre le cas n = 4 pour le probleme général,
avant de nous attaquer au cas n > 4. Il s’avere que le probléme n’est pas trivial, et que sa résolution offre une meilleure
compréhension du probleme. En outre, la solution que nous proposons introduit un nouvel invariant géométrique dont
I’intérét est indépendant du probleme considéré.

Mots-clefs : Robots mobiles, Algorithme distribué, Formation de motifs

1 Introduction et Modele

Nous considérons un systeme distribué constitué de robots autonomes capables d’observer leurs positions
respectives, d’effectuer des calculs, et de se déplacer dans un plan Euclidien. Les robots ne communiquent
pas explicitement entre eux (mais peuvent effectuer des déductions et des calculs a partir des positions
observées). Ils sont anonymes, autonomes, et exécutent le méme algorithme de maniére asynchrone. Les
travaux dans le domaine des réseaux de robots se concentrent sur I’étude des tches qu’il est possible de
réaliser avec ces robots tres simples, parfois en ajoutant certaines hypotheses supplémentaires, qui peuvent
concerner les robots eux-mémes, leurs positions initiales, ou I’ordonnancement des exécutions.

Un des problemes fondamentaux consiste a déplacer les robots jusqu’a former un motif géométrique
donné. Lorsque les robots partagent une méme chiralité (c’est a dire qu’ils ont la méme notion de droite et
de gauche), on sait qu’il est nécessaire et suffisant que la symétricité de la configuration de départ (c’est a
dire le plus grand p tel que la rotation par 21t/p de la configuration est invariante) divise celle du motif a
former pour qu’il existe un algorithme déterministe qui forme ce motif.

Sans chiralité commune, les robots ne peuvent pas former, a partir d’une configuration ayant un axe de
symétrie, des motifs qui ne sont pas symétriques. Plus généralement, on sait qu’il est nécessaire que les
symétries de la configuration initiale persistent dans le motif a former, mais aucune preuve ne montre que
c’est suffisant (ce qui est le cas avec une chiralité commune). Dans le modele sans chiralité commune, les
résultats existant sont incomplets : (i) il est possible de former un n-gone régulier a partir d’une configu-
ration quelconque pour n > 4 robots [FPSV14] et pour n = 4 [MV16], et (ii) il est possible de former un
motif quelconque a partir d’une configuration asymétrique [CDSN18].

Dans ce papier nous présentons un premier algorithme qui permet de former, avec n = 4 robots, tous les
motifs qu’il est possible de former a partir d’ une configuration initiale donnée, prouvant ainsi que la condi-
tion nécessaire de symétrie est également suffisante. Par ailleurs, notre algorithme fonctionne avec ou sans
chiralité. Dans le cas avec chiralité commune, les robots 1'utilisent et 1’ensemble des motifs qu’ils peuvent
former est plus grand. En outre, la solution que nous proposons introduit un nouvel invariant géométrique
dont I’intérét est indépendant du probléme considéré. Les détails de notre algorithme sont disponible dans
le rapport technique associé [BT18].
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Modele Un réseau de n = 4 robots est modélisé par I’ensemble P = {ry,rp,r3,r4}, appelé configuration,
de leurs positions dans le plan Euclidien. Les positions ne sont pas définies dans un systeme de coordonnées
particulier et deux configurations sont équivalentes si 1'une peut étre obtenue de 1’autre par translation,
rotation ou symétrie.

Les robots sont activés de maniere asynchrone et effectuent des cycles Regarde-Calcule-Se Déplace. A
chaque activation, un robot Regarde autour de lui et obtient un instantané des positions des autres robots.
Basé uniquement sur cette information visuelle, le robot Calcule une destination, et se Déplace vers cette
destination (sans étre assuré de 1’atteindre). La durée de chaque phase du cycle, ainsi que la durée entre deux
activations, est arbitraire. Lorsqu’un robot regarde son environnement, il obtient I’ensemble des positions
occupées par les autres robots dans un systeme de coordonnées ego-centré dont I’orientation et la mesure
unitaire sont arbitraires. De plus, un robot peut observer son environnement lorsque d’autres robots sont en
mouvement, ils lui apparaissent alors comme s’ils étaient immobiles. Enfin, les robots ne disposent pas de
mémoire persistante : a chaque début de cycle, leur mémoire est réinitialisée.

Le probleme de la formation de motif, consiste a atteindre, en un nombre fini d’activations, une configu-
ration équivalente a un ensemble de points F donné. Le motif géométrique F' a former est donné aux robots
dans un systéme de coordonnée arbitraire.

Notations Dans la suite, on dit que 4 points (p1, p2, p3, pa) forment un quadrilatere si (i) ils forment un
quadrilatere convexe, (if) trois points forment un triangle et le quatrieme se situe sur une aréte, ou (iii) pa
et p3 se situent sur le segment [py, pa], ¢’est-a-dire que I’on considére que les deux points centraux sont
adjacents sur un quadrilatere aplati. On note Q 1’ensemble des configurations formant un quadrilatere. On
note L C Q, resp. C C Q, I’ensemble des configurations formant une ligne, resp. un cerf-volant. On pose
0~ = 0\(LUC).

On dit que la configuration est un triangle si un robot est strictement contenu dans 1’enveloppe convexe
formée par les trois autres. Une configuration est donc soit un triangle, soit un quadrilatere. On note Ty g
I’ensemble des configurations formant un triangle dont les deux plus petits angles sont a et 3.

Z(A,B,C) désigne la valeur de I’angle orienté ABC. L orientation est soit directe dans le cas oil les robots
partagent la méme chiralité, soit déterminée par la configuration, soit arbitraire.

2 Un Invariant Géométrique Pour 4 Robots

Pour faciliter la description de notre algorithme, nous avons défini un nouvel invariant géométrique qui
existe entre 4 points formant un quadrilatére quelconque. La définition d’un invariant est particulierement
utile dans un modele asynchrone. En effet, lorsque la destination d’un robot est définie a I’aide d’un inva-
riant, elle ne dépend plus des mouvements des autres robots et on peut donc ignorer de quelle maniere ils
sont activés.

Notre invariant est un segment dont les extrémités forment des angles particuliers avec les 4 robots. Dans
la suite, on dira que deux points p et p’ étendent un segment [A, B] en A si parmi les deux angles /(p,A, B)
et Z(B,A,p’), 'un vaut 57t/8 et I’autre vaut 57/8 mod 7.

H-segment Pour un quadrilatere (ry,r,r3,r4), prenons deux cotés opposés [ry,r] et [r3,r4] (il y a deux
manieres possibles de choisir deux cotés opposés). Le H-segment correspondant a ce choix de cotés opposés
est le segment [A, B] tel que 7| et r étendent [A, B] en A, et r3 et r4 étendent [A, B] en B (voir Figure 1).

On peut montrer que le H-segment ainsi défini est unique. En effet, pour que r; et r, étendent [A,B] en A,
il faut nécessairement (i) que A appartienne au cercle Cj 7, I'unique cercle dont les points forment un angle
de 6m/8 ou 31/8 avec r; et ry, et dont le centre est dans le demi plan délimité par (rj,r;) ne contenant
pas r3, et (ii) que A et B soient alignés avec le point A 5, point d’intersection de la médiatrice de [ry, 7]
et de C1 . Comme la méme propriété est vraie pour B sur le cercle C34, A et B sont définis de maniere
unique comme étant les points d’intersection de (h 2,543 4) avec Cj » et C3 4 (voir Figure 1). Par ailleurs, le
H-segment ne dépend que des angles qu’il forme avec les 4 sommets du quadrilatere, il est donc invariant
par déplacement de ces sommets vers, ou s’éloignant d’une extrémité.

Comme il existe deux H-segments par quadrilatére (un par maniere de choisir les cotés opposés), on
défini le H-segment d’un quadrilatere comme étant le plus long des deux H-segments. On peut montrer
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FIGURE 2: 4 robots sur leur H-axis. Les H-
coordinates des 4 robots sont (—0.5,3,0.5,1)

FIGURE 1: Construction d’un H-segment

que le H-segment est correctement défini pour les quadrilateres non aplatis dont les diagonales ne sont pas
perpendiculaires. Dans ce cas, un H-segment peut tout de méme étre élu par un robot de maniere unique,
sauf si le quadrilatere est un losange. Les configurations dans LUC i.e., ou les robots forment un cerf-volant
(une 1égere généralisation du losange), ou un quadrilatere aplati, sont traitées séparément.

H-axes et H-coordonnées A partir d’'un H-segment, on défini le H-axe d’un robot comme étant la droite
passant par ce robot et par I’extrémité du H-segment qu’il étend. le H-axe est orienté et I’unité de distance
est la longueur du H-segment. Ainsi, chaque robot posséde une H-coordonnée sur son H-axe (voir Figure 2).

Soit (r1,r2,r3,74) un quadrilatere dont le plus grand H-segment est associé aux cotés opposés [ri, 73] et
[r3,74]. Soit ¢; 1a H-coordonnée de r;, pour i = 1,2,3,4. (ri,r2,r3,r4) a pour H-coordonnées le plus pe-
tit tuple parmi (cy,cz2,c3,c¢4) et (c3,ca,c1,¢2) (et (ca,c1,ca,¢3) et (ca,c3,¢2,¢1) si les robots ne partagent
pas la méme chiralité). Si le quadrilatere est orthodiagonal, il a pour H-coordonnées le plus petit tuples
de H-coordonnées parmi ceux obtenus pour les deux H-segments. On dira qu’un tuple de 4 nombres (ou
4-tuple) est acceptable s’il correspond aux H-coordonnées d’un quadrilatére. On remarque que ce n’est
pas forcément le cas pour tout les 4-tuples. Le lemme suivant permet de s’assurer que former un quadri-
latere donné est équivalent a déplacer les robots sur leur H-axe jusqu’a atteindre les H-coordonnées de ce
quadrilatere (mé&me si celui-ci est orthodiagonal ou aplati).

Lemme 1 Deux quadrilatéres sont similaires si et seulement si ils ont les mémes H-coordonnées.

Pour que le mouvement des robots le long de leur H-axe laisse invariant le H-segment du quadrilatere
qu’ils forment, il faut que le H-segment reste le plus grand. On peut montrer que lorsqu’un robot se déplace
en diminuant sa H-coordonnée, la taille du second H-segment du quadrilatere diminue. Les robots peuvent
donc diminuer leur H-coordonnées sans probleme tant qu’ils forment un quadrilatere, i.e., un robot ne doit
pas entrer dans 1’enveloppe convexe formée par les trois autres robots.

Si les robots doivent augmenter leur H-coordonnée afin de former un quadrilatere, ils peuvent le faire
tout en conservant le H-segment le plus long. En effet, les H-coordonnées (d;,d»,ds,ds) d’un quadrilatére
correspondent toujours aux H-coordonnées associées a son H-segment le plus long, c’est donc aussi vrai
pour tous les tuples de H-coordonnées (d},d5,d5,d}) avec d; > d..

Le Mouvement Principal des 4 Robots Fantastiques Soient une configuration de robots de H-coordonnées
(dy,da,d3,ds) et un motif F a former de H-coordonnées (f7, f2, f3, f4). Un robot r;, connait la position de
sa H-coordonnée dans le tuple et connait ainsi la valeur cible f; qu’il doit atteindre pour former le quadri-
latere voulu. Il peut y avoir une ambiguité si la configuration est symétrique, mais dans ce cas la méme
symétrie existe aussi dans le quadrilatére a former (sinon le probleme ne peut étre résolu [BT18]) et donc,
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FIGURE 3: Schéma de I’ Algorithme : les mouvements des robots dépendent de la configuration / et du motif
F aformer.

dans tous les cas, la valeur cible est la méme. La séquence de mouvements que les 4 robots doivent réaliser
afin de former le motif F est la suivante. Tout d’abord, les robots dont les H-coordonnées sont plus grandes
que leur valeur cible doivent réduire leur H-coordonnée, généralement en se rapprochant de I’extrémité
du H-segment, afin de former un quadrilatere de H-coordonnées (d,d5,d5,d}), avec f; > d.. Ensuite, les
robots peuvent augmenter leurs H-coordonnée pour atteindre la valeur cible du quadrilatére a former. Si
possible, les robots se déplacent I'un apres 1’autre afin de ne pas créer de de nouvelle symétrie. Si c’est
impossible, c’est qu’une symétrie existe déja et plusieurs robots peuvent donc se déplacer en méme temps.
Dans I’algorithme principal, on note ce mouvement mg-_, .

3 Description de I'Algorithme

Le schéma de la Figure 3 décrit les phases de 1’algorithme en fonction de la configuration de départ et
du motif a former. Commencons la description de notre algorithme par les cas particuliers ou 1’invariant
n’intervient pas (correspondants aux boucles sur le schéma) :

— si la configuration initiale et le motif a former sont des triangles similaires, I, F € Ty ps alors le mou-

vement mr_,r consiste a déplacer le robot central vers sa position finale.

— si la configuration initiale et le motif a former sont des lignes, I, F € L, alors le mouvement my_,r

consiste a déplacer les deux robots centraux vers leur position finale.

— si la configuration initiale et le motif a former sont des cerf-volants, I, F € C, alors le mouvement

my_r consiste a déplacer les deux robots les plus proches du centre vers leur position finale.

Si la configuration initiale est un triangle, une ligne ou un cerf-volant, on applique une phase spéciale
(mr_0-, mp_0-, €t mc_, - respectivement) afin d’obtenir un quadrilatere dans Q™. Par manque de place
ces phases ne sont pas décrites.

La phase principale de notre a algorithme permet, a partir d’ une configuration dans Q~, d’obtenir n’im-
porte quelle configuration dans Q a I’aide du mouvement mg-_, décrit a la section précédente.

Il ne reste que le cas ou le motif a former est dans T, g. Dans ce cas, on applique I’algorithme précédent
jusqu’a former le quadrilatere dont 1’enveloppe convexe est un triangle similaire (avec un robot sur une
aréte a un position arbitraire). Une fois ce quadrilatere formé, le mouvement mr_,r forme le motif final en
déplacant le robot qui est dans le triangle, ou sur une arétes, jusqu’a sa position finale.
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