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RESUME. On étudie un modéle mathématique pour la transition démographique. Il s’agit d’un sys-
teme différentiel homogene de degré un. Il y a deux classes d'age et deux niveaux de fécondité. La
fécondité faible s’étend par mimétisme aux adultes avec une fécondité élevée. Lorsque le coefficient
de mimétisme augmente, le systéme traverse deux seuils entre lesquels la population croit ou dé-
croit exponentiellement avec un mélange stable des deux fécondités. Cette transition démographique
partielle rappelle la situation dans certains pays d’Afrique subsaharienne.

ABSTRACT. We study a mathematical model for the demographic transition. It is a homogeneous dif-
ferential system of degree one. There are two age groups and two fertility levels. Low fertility extends
by mimicry to adults with high fertility. When the mimicry coefficient increases, the system crosses two
thresholds between which the population increases or decreases exponentially with a stable mixture
of the two fertility rates. This partial demographic transition is reminiscent of the situation in some
countries of sub-Saharan Africa.
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1. Introduction

La transition démographique est un phénomene observé damtes pays du monde
et qui s'étend sur plusieurs décennies. La population vabatd sa mortalité baisser.
Puis, avec un certain retard, c’est au tour de la féconditéaiser. A cause de ce dé-
calage, la population croit souvent de maniere considérabkbc d'importantes consé-
guences économiques et socialées [3]. L hypothése bienusode la modernisation insiste
sur le fait que le faible taux de fécondité est le résultahd’'adaptation individuelle a des
environnements modernisés, a mesure que l'industri@isdturbanisation, les normes
éducatives et les familles changent. Il est néanmoinsitifiicétablir un lien direct entre
la baisse de la fécondité et de nombreux indices du niveaéddappement social. On
cherche par conséquent un mécanisme dynamique pour coungf&rtart entre le chan-
gement d’attitude individuelle et les données statissquacroscopiques.

Sil'on suit le découpage en « trois démographies » de [9]eon gire que la transition
démographique peut étre envisagée sous trois anglesstigiadi, politique ou mathéma-
tique. C'est sous ce dernier angle, illustré notamment gaitrvaux de Verhulst [20]
ou de Lotka[[12] et résumé par exemple parl [14], que I'on vasici#mer le probléme.
Contrairement aux deux premiers angles, I'approche matigue permet notamment
de faire des projections quantitatives. Mais c’est surthupoint de vue qualitatif que
I'on va envisager la dynamique du probléme.

Du point de vue de la modélisation mathématique, la tramsdiémographique peut
étre présentée soit comme exogéene, soit comme endogeng ldOpremier cas, la po-
pulation est supposée homogéne mais la modernisation ddgioas de vie fait que les
paramétres démographiques varient dans le temps. Celaitardks modeles non auto-
nomesl[1]. Lhypothése sous-jacente est donc que la bagsksefécondité n’est pas due a
l'interaction entre différentes composantes de la pomrahais a un « progres » externe.

L'approche endogéne consiste au contraire a utiliser defelas autonomes, c’est-
a-dire dont les coefficients ne dépendent pas du temps, reguae population hétéro-
géne. Les changements qualitatifs résultent alors detaation entre les sous-populations;;
la transition démographique est un peu analogue a une égidBes normes culturelles
novatrices qui réduisent le nombre de naissances peuvertt@&smises par des indivi-
dus a faible fécondité (les « infectés ») a des individustitathels a fécondité élevée (les
«susceptibles »), selon une dynamique fondée sur la « théefa diffusion »[18, 13]. Ce
processus de transmission peut étre déclenché par desechamig socio-économiques
et environnementaux.

[8] a récemment développé ce point de vue épidémique pohétaie de la diffusion
de la transition de la fécondité ; le déclin de la féconditéésrit comme le résultat de la
diffusion de la tendance a avoir moins d’enfants. Le premiedéele divisait la population
entre individusP; (t) avec une fécondité élevée et individiis(t) avec une fécondité
faible. Leurs nombres évoluaient selon un systeme diffé&dmmogéene de degré un

dPl P1P2 sz P1P2
@1 p—p—2 2 p 2
a Tt g Tt e

our; etry sont les taux de croissance des populations isolées-(r2), tandis que
est un coefficient de mimétisme indiquant le taux maximunualtes individus avec
une fécondité élevée adoptent une fécondité faible. Cedatuigupposé dépendre linéai-
rement de la fractiorf (t) = P»(t)/(P1(t) + P»(t)) de la population avec une fécondité
faible. En termes écologiques, c’est un systéme du genrespprédateurs a la maniere



de Lotka et Volterra [21] mais avec un taux de prédation noédire qui ne dépend que
du rapport des deux populations, comme dans le modéle disgtdsinzburg[11, §2.3].
L'analyse mathématique est trés simple : il suffit d'obseouee f(t) est solution d’'une
équation logistique. Selon qwe< r; — ro oub > r; — r9, la population totale tend a
croitre exponentiellement avec un tayxou r, et c’est la fraction de la population avec
une fécondité faible ou celle avec une fécondité élevéeenu vers 0. En partant d’'une
population avec une fécondité élevée et quelques indivagias une fécondité faible, la
transition démographique n'a donc lieu qué sist strictement supérieur au seuil unique
K —Ta.

Dans un deuxiéme temps] [8] considérait une version stréefpar age du méme mo-
déele. Comme 'age était une variable continue, cela conduisait & un systéémuditions
aux dérivées partielles du type de McKendrick et von Foerste

8P1 (t, .%') + 8P1 (t, .%')

= —m(2)Pi(t,z) — n(t,z)Pi(t, z),

ot or
apga(z,x) N an(i, x) —m(z)Pa(t, ) + 7(t, ) PL(t, 2),
Py(t,0) = /OOO ay(x) Py (t, ) de,
Py (t,0) = /OOO as(x) Py(t, ) de,
avec - . .
W(t,x) . fO (xvy) Q(tay) Y

Jo [PL(t,y) + Pa(t, y)] dy

Dans ce modeélen(z) est la mortalitéqa; (x) etas(z) sont les fertilités. L'analyse ma-
thématique du modeéle est alors plus compliquée et seulsédettats trés partiels ont
été obtenus. Il n’existe en général plus un seul seuil maig.dgous le premier seuil et
au-dessus du second seuil, il existe une unique solutioonexgielle triviale localement
stable (au sens de la théorie des systémes homogénes) émposlividus avec une
fécondité élevée dans le premier cas, faible dans le seamdeatre les deux seuils, au
moins pour certaines valeurs des parameétres (c’'est-adére certaines conditions sup-
plémentaires certainement non optimales), il a été pasdibtiémontrer I'existence d'une
solution exponentielle non triviale qui méle des individwec des fécondités différentes;
ni la question de l'unicité ni celle de la stabilité de cettdution non triviale n'ont été
abordées. Pour cette solution, le taux de croissance deplalgimn est intermédiaire.
La transition démographique n’est alors que partielleteCgitférence qualitative avec le
premier modéle n’était pas évidente a priori.

Le régime entre les deux seuils semblait anecdotique ddmai[8gue la motivation
provenait de la démographie du Japon. La transition démbgrae y est si avancée que
le taux de croissance de la population est devenu négatie drouve au-dela du second
seuil. En revanche, il se pourrait que le régime interméglf@ésente un intérét dans le cas
de certains pays d’Afrique subsaharienne. La féconditéemog y a effectivement baissé
un peu mais bien moins que ce que prévoyaient les démogr§ldje®ar ailleurs, les
difficultés d’analyse du systéme d’équations aux dérivéesgles poussent a chercher
un modéle plus simple pour une transition démographiqueetiar

On étudie donc ci-dessous un modéle avec seulement dewesld®ge (jeunes et
adultes) au lieu d’un age qui varie continment. L'intésdtaqu’il conserve le méme phé-
nomeéne de transition a deux seuils. Ceci permet de faire ke ¢plus compléte : on



montre notamment que la solution non triviale est uniqueuet spn domaine d’exis-
tence coincide exactement avec le domaine d’instabiligésdéutions triviales; on par-
vient aussi a démontrer la stabilité locale de la solutiomtniwiale.

On présente le modeéle dans la section 2 avec ses solutionsanelles triviales
et non triviales. On étudie la stabilité des solutions exgmtielles dans la section 3 en
utilisant notamment le critére de Routh-Hurwitz et la théaelativement peu connue
des systemes différentiels homogénes de degré un dévelppps, p. 638], également
exposée dans les livres|[5, chap. 5], [7, chap. 4] et [16, chhpl a d'ailleurs fallu
recourir a un logiciel de calcul formel pour se sortir de al@utrement inextricables.
Comme le systéme est de dimension 4, |la stabilité de la salatiponentielle non triviale
présente une difficulté qui était absente des exemples ffgemées ci-dessus. La section
4 présente un exemple numérique qui se veut représentagiielques pays d'Afrique
subsaharienne. La section 5 propose une conjecture poamipartement asymptotique
global faute d’avoir trouvé une fonction de Liapounov camsgle. Quoique plus simple
qgue celle du systéme d’équations aux dérivées partielfaglyse de notre modéle est
donc encore incompléte.

2. Le modéle et ses solutions exponentielles

NotonsX; (t) etY: (¢) le nombre de jeunes et d’adultes de familles fécondes. NNoton
de mémeX,(t) etYa(t) le nombre de jeunes et d’adultes de familles peu fécondes. On
suppose que

dX, dYiy Y1V,
v - X, Zl X —mvi—b 1
7 arYy —(c+m) Xy, 7 cXy—mY; Vi Y, 1)
dXo dYs 1Y,
>z Y, — X = cXo—mYo+b 2
7 azYs — (c+m) Xa, 7t cXo—mYs+ Y11, (2

olUa; > 0 etas > 0 sont les fécondités aveg > as, m > 0 est la mortalité¢ > 0 est
le taux de passage des jeunes a I'dge adulte>ed est un coefficient de mimétisme qui
donne le taux maximum auquel les adultes avec une féconeitéedadoptent une fécon-
dité faible. Plus le coefficierit est faible, plus la population est « conservatrice » ; plus
le coefficienth est élevé, plus la population est sujette au « panurgismemstr&irement
au deuxiéme modéle del[8], c’est la fractiBy (Y1 + Y2) d’adultes peu féconds dans la
population adulte qui intervient dans le modele et non letiva d’individus de familles
peu fécondes dans la population totale. On suppdg6é) > 0, Y7 (0) > 0, X5(0) > 0 et
Y>(0) > 0.
Sil'on poseZ = (X1, Y1, X3, Y2), on remarque que le systeme différentiel ci-dessus

peut s'écrire sous la forme

dz

o =F@) 3)
avec un second membre qui est une fonction vectorielle hémode degré un. Lexis-
tence globale et la positivité des solutions du systdrheg3nhantrent comme dans les
modéles démographiques avec mariage ; voir par exemgleliap, 4]. La positivité ré-
sulte de ce quéX; /dt > 0 lorsqueX; = 0, dY;/dt > 0 lorsqueY; = 0, etc. Avec une
condition initiale dont les composantes sont toutes stment positives, chaque compo-
sante reste méme strictement positive pour tout 0. L'existence globale résulte de
I'inégalité pour la population total® = X7 + Y, + Xo + Y2 : dP/dt < (a; — m)P.



On dit queZ(t) = ez est une solution exponentielle positive du systéie (3) si
z = (z;) est un vecteur fixé aveg > 0 pour touts, si )", z; > 0 et si(),z) est une
solution du probléme de valeur propre non linéaire

Az = F(z).

Si (), z) est une pareille solution et ai > 0, alors(\, az) est aussi une solution. On dit
qu’une solution exponentielle positive est normalis€e siz; = 1.

Proposition 1 Il existe une unique solution exponentielle positive ndisga de la forme
eAlt('r:l? y17 07 O)

) —c++/c? +4ace —c++/c? +4ajce 2c
= -m, T = , S a——
! 2 ! c+ Ve +4dajce n c++/c? +4arce

De méme, il existe une unique solution exponentielle pesitbrmalisée de la forme
ekzt(oa O7x27y2) .

A —c+ /2 + dasc —c+ /2 + dasc 2¢
= — m’ €To = 5 =
2 2 2 c++/c? +4dase v c+ V2 +4dase

Sib; < b < by avec

2(&1 — ag) 2(@1 — ag)

by= L4 oy, o AT @)
Yl tda/e 0 14 /11 das)e

alors il existe une unique solution exponentielle positivemalisée de la forme*"* (z3, y3, 23, y3)
aveczry > 0,y; > 0,25 > 0ety; >0:

)\*—c<a1;a2—1)—m,

. ai b asb? . C c asb
1- 2| Yy 5

a; — az (a1 — CLQ)

2

a] — as ay —az  c(a; —ag)
a b a1b? b
* 2 1 % C C al
$2 = - 1 + 21> y2 = - 7 + 72 .
a1 —as | ay — as cla; — ag) ar—az b (a1 —ag)

Preuve. La premiére solution doit vérifigr;, y1) # (0,0), A+m) x1 = a1y1 —cx
et(A+m)y1 = cx;. D’'ou'équation quadratique pouwr: (A+m)(c+A+m)—aic = 0.
Les deux racines sofft-¢ £+ v/c? + 4a;ic]/2 — m mais seule celle avec uq conduit &
des solutiongz+, y1) qui sont positives.

La deuxiéme solution s’obtient de la méme maniéere en reraptdgndice 1 par I'in-
dice 2.

Quant a la troisieme solution, elle doit vérifier

A+m)zr = ary1 —czxr, ()\+m)y120$1—byff2y27 (4)
A+m)za = asya—cxa, (A+m)ya=cxa+b Y1 Y2 (5)

Y1+



On ne peut pas avoir+ A + m = 0 car on aurait sinog; = 0. Doncz; = a1y1/(c +
A+ m) etxy = azy2/(c + A+ m). D'ou, en remplacant dans les deux autres équations
et en divisant pag; ouys,,

Ad+m=c a1 —b Y2 , At+m=c az +b £l .
c+A+m Y1 + Y2 c+A+m Y1 + Yo
En soustrayant ces deux équations, on obtient
— 1
/\—c<a1ba2—1)—m, e Tt (6)
y2 a1—az + E - ¢ b—2

Le membre de droite dans la formule payr/y» doit étre strictement positif. Notons
gu’il tend vers—1 quandb tend ver9™ et qu'il tend vers—as/a; < 0 quandb tend vers
+00. La dérivée du dénominateur par rappoft @st—c/b? + 2¢(a; — az)/b. Elle est
strictement positive pour < b < 2(a; — ag) := b3, nulle quand = b3 et strictement
négative quand > bs. Par ailleurs, un petit calcul montre que le dénominatensd@)
s'annule poub = b; et vaut 1 quand = b,. On remarque enfin qug < by < bs. On
en conclut que le membre de droite dans la forniule (6) petw. décroitde—1 a —co
sur l'intervalle]0, by [, décroit de+-oo a O sur l'intervallgb,, bs[, continue & décroitre sur
I'intervalle |bs, b3[ en prenant des valeurs négatives, puis croit sur l'interVal, +oo|
en restant négatif. Dong /y» n'est positif que sur I'intervalldh, , b-[. Les formules pour
21, Y1, T2 €ty découlent de(6) et de la normalisation+ y; + 22 + 2 = 1.

Remarquons qui, < be. Lorsqueb croit deb; abs, le taux de croissancg* donné
par [8) décroit de,; a\.. Lorsquec tend vers+oo, le modéle avec deux groupes d’ages
se réduit au modéle de I'introduction avec un seul groupgaba on vérifie bien que les
deux seuil$; etby convergent alors vers un seuil unique égal & as.

3. La stabilité des solutions exponentielles

Pouri € {1, 2}, posons
_ X; v, — Y;
X1+ X+ Yy N Xi Y+ X+ Y

Notons queX; + Y + X5 + Yy = 1. Un calcul assez simple a partir du systefde [1)-(2)
montre alors que

X,

dX

—dtl = oY —cX; —X;[a1Y1 +a2Yy], (7)
dY Y, Y

d—tl = cX;—-b ﬁ —Yi[a1Y1+a2Yse], (8)
dX

d—t2 = aYr—cXo—Xo[a1 Y1 +a2Yo], 9)
dY Y;Y

_dtQ = ¢Xy+b Yooy, 1+ {“{2 ~ Yy (1Y +asYs]. (10)

SieMz avecz = (x1,y1,22,y2) fixé est une solution exponentielle normalisée du
systemel[{[1)E(2), alors les équatiols (@)-(5) sont vérifieasadditionnant les quatre équa-
tions, on obtient quey; + a2y2 = A + m. On en déduit que est un point d’équilibre



du systeme[{7)=(10). On dit que la solutiel z est « asymptotiquement stable » (respec-
tivement instable) st est un point d’équilibre asymptotiquement stable (resptaivle)

du systemel{7)=(10). Il résulte du théoréme d’Euler pourfdestions homogénes vec-
torielles (ici de degré un) quk est toujours une valeur propre de la matrice jacobienne
Jr(z) de la fonctionF' définie par((B) en car

Jp(2)z=F(z) = Az.

D’apres[6, p. 638]), I'équilibre est asymptotiquement stable si les trois valeurs propres
de Jr(z) autres que\ ont une partie réelle strictement inférieure ail est instable si
I'une de ces trois valeurs propres a une partie réelle sinieht supérieure & C'est ce

gue I'on va utiliser dans la proposition suivante.

Proposition2  — Soite**(z1, y1,0,0) la solution exponentielle normalisée de la pro-
position]. Elle est asymptotiquement stablg si b, instable sib > b;.

— Soite*2t(0,0, x4, y2) la solution exponentielle normalisée de la proposifibn tle E
est asymptotiguement stable»si- b, instable sib < bs.

— Soite? (¥, yt, x5, y3) la solution exponentielle normalisée de la proposifion 1.
Elle est asymptotiquement stable pour< b < b,.

Preuve. De maniere généralezsk (z1, y1,22,y2) avecy; + y2 > 0 et si

— Y2
Y1 +y2’
alors
—c—m a1 0 0
- c —bp?—m 0 —b(1—p)?
Jr(z) = 0 0 —c—m as (11)
0 bp? c b(1—p)2—m
Dans le premier cas, onga= 0. Donc
—c—m a1 ‘ 0 0
c —-m 0 -b
Tr(z) = 0 0 | —c—m as
0 0 c b—m

La plus grande valeur propre du bloc supérieur gauchegsta plus grande valeur
propre du bloc inférieur droit est

b—c++/(b+ ¢)? + dasc
= 2 —m

2

)

qui est clairement une fonction strictement croissante @ plus,

p2 =M < V(b+ )2+ 4dage = /2 +4ajc—b
& (b4 ¢)? + dage = 2 + dajc + b? — 2by/c® + da;c

& 2bc + 4aoc = 4arc — 2b+/ 2 + darc

“ph= 2(&1 —ag)

S Sl S S
14+ +/1+4a1/c



Doncpus > A1 Sib > by, etus < A1 Sib < by.
Dans le deuxiéme cas, orpa= 1. Donc

—c—m aq ‘ 0 0

c —b—m 0 0

Jr(2) = 0 0 —c—m as
0 b c -m

La plus grande valeur propre du bloc inférieur droit estLa plus grande valeur propre
du bloc supérieur gauche est

—b—c+/(b—1c)?+4ac
H1 = 2 —m,

qui est une fonction décroissanteldpuisque

2% =l (b —bc)QC—l— 4aic <0
De plus, le méme calcul que ci-dessus en échanggateca, etb avec—b montre que
p1 =X /(b—c)? +4dayc = Ve + dase+ b
2(a; — a2)

:—:b
111+ dagjec -

Doncuy > Ao Sib < by, €ty < Ao Sib > bo.
Dans le troisieme cas, onla< p < 1. Il résulte alors de I'équatiohl(6) que

)

Ys ai c a1 — as

= = - — . 12
P Y+ al—a2+b ¢ b2 (12)

On sait déja, d'apres le théoréeme d’Euler pour les fonctimmogenes, qué* est une
valeur propre de la matricér(z) définie par[(Ill). La question est de savoir si les trois
autres valeurs propres ont une partie réelle stricteméériéure a\*. Autrement dit, la
matrice

M = Jp(z) = NI
a une valeur propre nulle (et donc un déterminant nul), éagisde savoir si les autres
valeurs propres ont une partie réelle strictement négalinea

—cH2 ax 0 0
M- c —bp? — 1392 4 ¢ 0 —b(1 — p)?
0 0 —cH2 as
0 bp? c b(1 —p)? — B2 + ¢

Son polyndme caractéristique est donc de la forme
X(€) = dét(M — £T) = £(&% + ka&® + ka& + ko).
En développant par rapport a la premiére colonne, on obtient

ap — a2 _bp2 B Ca]gaz te a?—az _b(l N p)2
x€) = - (M2 0 e @
bp? ¢ b(1 —p)? —cB5%2 +¢
al O O
—c| 0 —c®r92 as ,



ce qui donne, avec la « regle de Sarrus »,

e = - (M5 )

{[bpz—i—cal;baz—c—i—% [calgazﬁ-ﬁ} {b(l—p)Q—calgaz—kc—g}

—b2p3(1 — p)? {c‘“ — 5] +ase {bp“‘ +et c+5} }

_c{—al [cal ; a2 —1—5} [b(l —p)? — et ;ag +c— 5} — alagc}.

En développant les deux accolades, on trouve

O = [

{—53 + &2 [b(l —p)? —bp*+2c— 3c4 ;aQ]

+& 92 b(l—p)2—cal_a2—|—c +
b b
bp2+c7a1_a2—c b(l—p)Q—cal_QQ—i-c -
b b
a; — az

; <bp2 + cLbaQ - c) + aze — b*p*(1 — p)?

—l—cal;ba2 (bp2 + cal;ba2 - c> <b(1 —p)? - ot ; 24 c)

+age (bp2 n 0@1 ;az _ c) _ b2p2(1 _p)ZCM}

b

_c{a1§2 + & [2alca1 ; a2 _ a1b(1 —p)Q}

_alcal ;a2 (b(l — p)2 — ca1 ;ag + c) — alagc}.

Pour le coefficient d¢* dans le polyndme (¢), on a donc

ky = calgaz— [b(l—p)z—bp2+2c—3ca1;a2}

ap — az
b

4c —2¢—b(1 —2p)



ce qui donne, en remplagagnpar son expression (IL2) et aprés simplification,

(a1 + a2)b? + 2(a; — az)?c

kj =
2 (al — ag)b
Pour le coefficient d¢?, on a
kL = M ; @ {b(l —p)? —bp? +2c — 3cL— ag]

_lc“;“? (b(l —p)? —calgaz —i—c) +

(bpg—i-cali;a2 —c) (b(l —p)? —calg(m —l—c) -

ap —az
c
b

(bp2 + CL;GZ — c) + age — bPp*(1 — P)ﬂ — g,

ce qui conduit, en remplacaptpar son expressioh (IL2) et aprés une simplification labo-
rieuse, a
[2(a1 — az) — b][(a1 + az)b+ (a1 — a2)]]

(al — ag)b '
Enfin, pour le coefficient d&, on a utilisé le logiciel de calcul formel Xcasw . xcasenligne. fT)
pour obtenir

klzc

. [a1b? + (a1 — a2)be — (a1 — az)?c][a2b?® + (a1 — az)be — (a1 — a2)?c .

ko = —
0 (a1 — a2)b3

Notons quék, peut aussi s'écrire sous la forme

ko = —k(b_bl)(b_bQ)a

Eo— ai1asc b 2(a; — a2) bt 2(a1 — as) .
b3(a1 — az) V144ai/e—1 V1+44ag/c—1

Pour que les trois racines du polynémie+ k2&? + k1€ + ko aient une partie réelle
strictement négative, il faut et il suffit d’apres le crité@e Routh-Hurwitz qué, > 0,
k1> 0,ky > 0etkikes — kg > 0[17, p. 134]. On a bieks > 0. D’autre partk; > 0
lorsqued < b < 2(a; —ag) et donc en particulier pods < b < be puisquebs < aj —as.
On a aussiky > 0 pourb; < b < bs. Il ne reste donc qu'a voir Skiks — kg > 0
lorsqueb; < b < bs. En développant le prodult k2 et en ordonnant les termes selon les
puissances di on obtient

klkg — ko = {(al — CL2)5C2 + 2(0,1 — a2)402b


www.xcasenligne.fr

On regroupe certains termes :

kiko — ko = {(al - a2)502 + (al - a2)302b[2(a1 — ag) — b]

+3(a1 + az)(a1 — az)’cb® + (af — a3)cb®[(a1 — a2) — b]
4 274 c

—|—a1a2(a1 — (IQ)b + (al —+ CLQ) b [2(a1 — CLQ) — b] }m

Commeb < by < a3 — ag, ON VoIt que les termes entre crochets sont tous strictement

positifs. Ainsiki1 ks — ko > 0. La troisiéme solution est donc bien asymptotiquement

stable poub; < b < bs.

4. Un exemple

Prenonsy; = 10% par an. Rappelons que ce parametre est égal au nombre de nais-
sances dans les familles avec une fécondité élevée divis@ papulation adulte avec
une fécondité élevée, et non le taux de natalité employéduellement en démographie,
qui divise par la population totale. Prenons aussi = 4% par an,c = 5% par an (de
sorte quel /c = 20 ans) etm = 2% par an. L'espérance de vie a la naissance est donc
1/m = 50 ans. Rappelons qu’en 2017, les espérances de vie pour lend®at pour
les femmes étaient par exemple égales a 52 et 55 ans en Cdigeal'h 51 et 54 ans au
Tchad, a 50 et 53 ans en Centrafique [15].

Avec ces valeurs des parameétres, on obtient d’'une\past 3% par an ef\, ~ 0,62%
par an, d'autre pait; = 3% par an eb, ~ 3,9% par an. La figurell montre les différents
taux de croissanck;, \* et A, en fonction deb. C'est dans l'intervalléb,, bo[ quily a
une transition démographique partielle avec un taux dessaoice\*. Par comparaison,
le taux d’accroissement naturel est de 2,4% par an en Cateid| de 3,3% au Tchad et
de 2,2% en Centrafique. Le Tchad serait donc plut6t dans letdas: b;, tandis que les
deux autres pays seraient dans la situation intermédiadieba < b < bs.

Pour ce modéle, on peut calculer la proportion de « jeuness ta population.
Lorsqueb < by, elle vautry /(z1 +y1) = 1/(1 4+ ¢/(A1 +m)) = 50%. Lorsqueb > by,
elle vautzy/(x2 + y2) = 1/(1 4+ ¢/(A2 + m)) =~ 34%. Néanmoins, étant donnée la
structure du modeéle, ces « jeunes » auraient une moyenne &g+ m) de 14,3 ans.

Il est donc difficile de comparer avec les statistiques déaqgques. D'aprés [15], la
proportion des moins de 15 ans est de 43% en Co6te d’'lvoire8¥%eat Tchad et de 44%
en Centrafique.

On en déduit aussi que le taux de natalitéuegt / (z1+y1) = a1c/ (M1 +m—+c) =50
pour 1000 habitants $i < by, asya/(z2 + y2) = aze/(Aa + m + ¢) = 26 pour 1000
habitants sb > by. Pour les trois pays déja considérés, les chiffres sont itandse 37,
46 et 36 pour 1000 habitants.

Ainsi donc, les valeurs choisies pour les paramétres stativement réalistes.

5. Le comportement asymptotique

L'étude de stabilité n’était jusqu’ici que locale. Commesiestéme est de dimension
4 et comme il se raméne au mieux a un systeme de dimensiong8sémble pas pos-
sible d'utiliser le théoréme de Poincaré et Bendixson p@temniner le comportement
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Figure 1 — Les taux asymptotiques de croissance de la populat, \* et Ay (ligne
continue) en fonction du coefficient de mimétisin@n abscisse). Les valeurs propres

et us sont en pointillé. _ . ) ) )
asymptotique global, contrairement au modéle démographagec mariage de plus pe-

tite dimension de[[16, chap. 4].

Il est également difficile de trouver une fonction de Liapowuoonvenable. Quoique
notre systeme homogeéne puisse se transformer en un systecggquement des termes
linéaires ou quadratiques si I'on prend comme nouvellesinoesX; /(Y1 +Y2), Y1/ (Yi+
Y2), Xo/(Y1 + Ya) etYs /(Y1 + Y3), la fonction de Liapounov avec des termes logarith-
miques utilisée par exemple par [2] pour une classe paieute pareils systéemes ne
semble pas convenir.

En s’inspirant du modéle linéaire de population(de [4, p, 88]obtient cependant la
proposition suivante.

Proposition 3 La fonction

V() = Sfe X ()2 + 1D

; 52 e MO

est toujours positive et décroissante.

Preuve. Posons plus généralemeift) = 1[e Xy (t)]? + $k[e Y1(t)])? avec
k > 0. Alors
dv
E = 6_2)\tX1 [—)\Xl + (IlYl - (C + m)Xl]
1Y,

+hke MY | =AY + Xy —mY; — b .
€ 1 1 CAq mrq Y1+Y2

CommeY;(t) > 0 etY2(t) > 0, le terme aved en facteur est négatif et il reste

av

— < e M [(=XA—c—m)X] + (a1 + ke) X1 Y1 — (A +m)k Y] .



Pourvu que\ + ¢ + m # 0, on obtient

dVv ot ay + ke 2
2 < _ It L
a = € { A+etm) {Xl 2(A+c+m) 1]
(a1 + ke)? 2
{4(A+c+m) A+ mk| Y1 o

Choisissons\ de sorte que le coefficient 3§ s’annule. On trouve que

—ct /e +2aic+ a?/k + kc2

2
Pour avoirA + ¢ + m > 0, ne conservons que la racine avectidanst. Cette racine,
qui dépend dé, est minimale sii?/k + kc? est minimal, c’est-a-dire $i = a; /c. Avec
ce choix,ona\ = \; et

dV < _on CH VR +dage
ar e crve T Re
- 2

)\:

A +m

2
[X1 }/1:| <0.

Notons queV () converge vers une limite positive ou nulle. En particulieexiste
une constant& > 0 telle que pour tout > 0, X (t) < K e*t etY;(t) < K eMt,

Proposition 4 La fonction

W(t) =

b—ct JbT? T4
Ao et (;C)+W—m (13)

est toujours positive et décroissante.

X0 + 5 2 e (0

avec

Preuve. Posons plus généralemBntt) = 1[e* X, (¢)]> + 1kle*Ya(t))* avec
k > 0. Alors
aw
W = 672)\tX2[—)\X2 + CLQ}/Q - (C + m)XQ]
Y1Ys
Vi+Ya| -

+hke MYy | =AYy + cXo — mYs + b

CommeY; /(Y7 + Y2) < 1, on obtient
aw

dt
Pourvu que\ + ¢ + m # 0, on peut écrire que

IN

e [~ (A + e+ m)X3 + (a2 + ke)XaYa + k(b — A — m)Y7].

aw

2
WV ] Chegm) [xp - 2Ry
a - 2 )

A+c+m

+ [kz(b—)\—m)—l—%} Yg}.



Choisissons\ de sorte que le coefficient d¢* s’annule. On trouve que

_b—cE\/(b+ )+ 2azc + a3/k + kc?

A 2

Pour avoirA + ¢ + m > 0, ne conservons que la racine avectidans+. Cette racine,
qui dépend dé, est minimale si3/k + kc? est minimal, c’est-a-dire ¢i = as/c. Alors
A est donné par la formule{lL3) et on a bidi/dt < 0.

Ces deux derniéres propositions ne permettent pas deglisties différents com-
portements asymptotiques selon la valeubd®n conjecture néanmoins, étant données
les propositionE]l €l 2, que :

—Sib < by, alors

eiAlt(Xl 3 Yla X27 YQ) tjoo(xb Y1, 07 0)
avecr; > 0,y1 > 0et(A; +m)y; = cxy; c'estla population avec une fécondité élevée
qui en proportion finit par dominer;

—Sib; < b < by, alors

7)\*
€ t(le}quQa}/Q)tjoo(Ilaylv'ery?)
et il existe une constante > 0 telle que(z1,y1,z2,¥2) = a(z], v}, x5, y3), ce der-
nier vecteur étant celui de la propositiah 1. Il y a coexiseern proportion des sous-
populations avec des fécondités différentes;;

—Sib > bo, alors

e (X1, Y1, X2, Y2) (0,0, 22,42)

avecrs > 0,y2 > 0 et(Aa + m)ys = cxo; c'estla population avec une fécondité basse
qui en proportion finit par dominer.

Ainsidonc, latransition démographique partielle obsemans certains pays d’Afrique
subsaharienne pourrait correspondre au cas intermédiabie< b < bo.

Pour soutenir cette conjecture, considérons I'exempleérnigme de la section pré-
cédente. Prenons une condition initiale quelconque, pample X;(0) = Y1(0) =
X2(0) = Y5(0) = 1 (comme le systéeme est homogéne, on peut penser a 1 million).
La figure 2 montre comment le systéme se comporte selon ltigrodied par rapport a
b1 et by. Si la conjecture semble bien se confirmer, on notera cepéddas le cas ol
by < b < by que le temps caractéristique de convergence est assezlibdguxiéme
valeur propre de la matricér(z) est proche de*.

6. Conclusion

Quoique encore incompléte d’'un point de vue mathématiqokee rétude est néan-
moins plus précise que celle du modéle analogue de [8]. On gueuméme pour un
systeme d’équations différentielles ordinaires homogghétude de la stabilité linéaire
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n'est pas triviale, tandis que la stabilité globale nousaggle encore. Cela donne une
idée de la difficulté qu'il y aura a traiter le cas d'un systed¥&quations aux dérivées
partielles.

On espére que tout ceci stimulera I'étude mathématique desanix modéles pour la
transition démographique. Il s'agit d’'un phénoméne glaleaioute premiére importance,
souvent moins évoqué que la pollution, le réchauffemenatique ou les épidémies.
C’est en tout cas un enjeu majeur pour I'Afrique subsahagef9]. Notre modele aborde
le probleme qualitativement. Sans doute faudrait-il dgpeér aussi des modéles plus
guantitatifs, plus proches des données démographiques.
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