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resumo

Estudamos um modelo matematico para a transicdo demografica. Existem duas classes etarias e dois niveis de fertilidade.
Adultos com alta fertilidade imitam adultos com baixa fertilidade. Quando o coeficiente de imitagdo aumenta, a populacio
cruza dois limites entre os quais a populacdo aumenta ou diminui exponencialmente com uma mistura estavel das duas
fertilidades. Essa transicio demografica parcial lembra a situagdo em certos paises da Africa Subsaariana.
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1. Introducio

A transicao demografica ¢ um fendmeno que se estende por décadas. A populacdo vé primeiro a sua mortalidade
diminuir. Entdo, com um certo atraso, a fertilidade também diminui. Devido a esse atraso, a populacdo geralmente cresce
consideravelmente, com importantes conseqiiéncias econdmicas e sociais [3].

A bem conhecida hipdtese de modernizacao insiste em que a baixa taxa de fertilidade é o resultado da adaptacao
individual a ambientes modernizados: industrializa¢do, urbaniza¢do, mudangas nos padrdes educacionais e familiares. No
entanto, ¢ dificil estabelecer um vinculo direto entre o declinio da fertilidade e muitos indicadores do nivel de
desenvolvimento social. Portanto, buscamos um mecanismo dinamico para entender a diferenga entre a mudanca de
atitude individual e os dados estatisticos macroscopicos.

Se seguirmos a divisdo em "trés dados demograficos" de [9], podemos dizer que a transicdo demografica pode ser vista
de trés angulos: estatistico, politico ou matematico. E deste ultimo angulo, ilustrado em particular pelas obras de Verhulst
ou Lotka [19, 12] e resumidas, por exemplo, por [14], que consideraremos o problema.

Do ponto de vista da modelagem matematica, a transi¢do demografica pode ser apresentada como exogena ou
endogena. No primeiro caso, supde-se que a populacdo seja homogénea, mas a modernizagdo das condicdes de vida
significa que os pardmetros demograficos variam ao longo do tempo. Isso leva a modelos ndo auténomos [1].

A abordagem enddgena, pelo contrario, consiste em usar modelos auténomos, ou seja, cujos coeficientes ndo dependem
do tempo, com uma populacao heterogénea. As mudangas qualitativas resultam da interagdo entre as subpopulagdes. A
transicdo demografica ¢ um pouco analoga a uma epidemia. Normas culturais inovadoras que reduzem o numero de
nascimentos podem ser transmitidas de individuos de baixa fertilidade (os "infectados") para individuos tradicionais de
alta fertilidade (as pessoas "saudaveis"), como na teoria da difusdo [18, 13] Esse processo de transmissdo pode ser
desencadeado por mudancas socioecondmicas e ambientais.

[8] recentemente desenvolveram esse ponto de vista epidémico para a teoria da difusdo da transigdo da fertilidade. O
declinio na fertilidade ¢ descrito como o resultado da dissemina¢do da tendéncia a ter menos filhos. Seu primeiro modelo
dividiu a populagdo entre individuos com alta fertilidade e individuos com baixa fertilidade, P; (t) ¢ P>(t). Seus niimeros
evoluiram de acordo com um sistema diferencial homogéneo de grau um

dP, P, P, dP, P, P,

_— = P—b , - P+b—.
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71 € T2 s80 as taxas de crescimento de populacdes isoladas, com r1 > r3. bé um coeficiente de imitagdo que indica a taxa
maxima na qual individuos com alta fertilidade adotam baixa fertilidade. Presume-se que esta taxa dependa linearmente da
fragao da populagdo com baixa fertilidade: f(t) = P2(t)/(P1(t) + P»>(t)). Em termos ecoldgicos, ¢ um sistema presa-
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predador, como Lotka e Volterra [20], mas com uma taxa de predacdo ndo linear que depende apenas da propor¢do das
duas populagdes, como no modelo de Arditi e Ginzburg [ 11, § 2.3]. A analise matematica ¢ muito simples. Basta observar
que f(t) é a solu¢do de uma equagéo logistica. De acordo comb < r1 — 72 ou b > r1 — 72, a populagio total tende a
crescer exponencialmente com uma taxa r; ou r2 ¢ € a fragdo da populagdo com baixa fertilidade ou aquela com alta
fertilidade que converge para 0. A partir de uma populagdo com alta fertilidade e de alguns individuos com baixa
fertilidade, a transicdo demografica ocorre, se € somente se b > r1 — ra.

A seguir, [8] estuda uma versdo estruturada por idade do mesmo modelo. Como a idade x era uma varidvel continua,
isso levou a um sistema de equagdes diferenciais parciais do tipo de McKendrick e von Foerster:

BPl(t,m) 8P1(t,m)

= —m(x)P(t,z) — 7(t, z)Pi(t, z),

ot oz
OBbz) | OBWLT) _  a) Pyt ) + n(t,2) Pyt ),
ot oz

Pit0) = [ " (@) Bi(t, z) da,
Py(t,0) = /000 az(z) Pa(t, z) dz,

com

— fooo b(m’ y) PZ (t’ y) dy
Jo"[Pu(t,y) + Pa(t,y) dy

m(t,x) :

Nesse modelo, m(z) é a taxa de mortalidade a1 (z) e as(x) sdo as taxas de fertilidade. A anélise matematica do modelo é
entdo mais complicada e apenas resultados muito parciais foram obtidos. Geralmente, ndo hd mais um tnico limite, mas
dois. Sob o primeiro limiar e acima do segundo limiar, existe uma tnica solugao exponencial trivial localmente estavel (no
sentido da teoria dos sistemas homogéneos) composta por individuos com alta fertilidade no primeiro caso, com baixa
fertilidade no segundo caso. Entre os dois limiares, pelo menos para certos valores dos parametros (isto é, com certas
condigdes adicionais que certamente ndo sdo 6timas), foi possivel provar a existéncia de uma solugdo exponencial ndo
trivial com individuos que t€m fertilidade diferente. o a exclusividade e a estabilidade dessa solugdo ndo trivial ndo foram
discutidas. Para esta solu¢2o, a taxa de crescimento populacional € intermediaria entre os dois casos extremos. Ha uma
transi¢do demografica parcial. Essa diferenca qualitativa com o primeiro modelo ndo era 6bvia a priori.

O regime entre os dois limiares parecia aneddtico em [8], uma vez que a motivacdo veio da demografia do Japao. A
transi¢do demografica ¢ tdo avancada 14 que a taxa de crescimento da populacdo se tornou negativa. Estamos além do
segundo limiar. Por outro lado, o regime intermediério pode ser de interesse no caso de certos paises da Africa
Subsaariana. A fertilidade média caiu um pouco, mas muito menos do que os demodgrafos previram [10]. Além disso, as
dificuldades de analisar o sistema de equagdes diferenciais parciais nos levam a buscar um modelo mais simples para uma
transicdo demografica parcial.

Portanto, estudamos abaixo um modelo com apenas duas faixas etarias (jovens e adultos) em vez de uma idade que
varia continuamente. A vantagem ¢ que ele mantém o mesmo fenomeno de transi¢do em dois limites. Isso permite um
estudo mais completo. Mostramos, em particular, que a solugdo ndo trivial € inica e que seu dominio de existéncia
coincide exatamente com o dominio de instabilidade de solugdes triviais. Também conseguimos provar a estabilidade local
da solugdo néo trivial.

Apresentamos 0 modelo na se¢do 2 com suas solugdes exponenciais triviais e ndo triviais. Estudamos a estabilidade de
solugdes exponenciais na se¢do 3, usando em particular o critério de Routh-Hurwitz e a teoria de sistemas diferenciais
homogéneos de grau um. Para esta teoria, veja [6, p. 638] e os livros [5, cap. 5], [7, cap. 4] e [16, cap. 4] Como o sistema é
da dimensdo 4, a estabilidade da solugdo exponencial ndo trivial apresenta uma dificuldade ausente nos exemplos das
referéncias acima e que exigia o uso de um software formal de calculo. A Secdo 4 apresenta um exemplo numérico que
visa ser representativo de alguns paises da Africa Subsaariana. A Segdo 5 propde uma conjectura para 0 comportamento
assintotico global por falta de ter encontrado uma funcdo Liapounov adequada. Embora mais simples que a do sistema de
equacdes diferenciais parciais, a analise do nosso modelo ainda ¢ incompleta.

2 O modelo e suas solucdes exponenciais

Nos definimos

e X;(t) o nimero de jovens de familias férteis
 Yi(t) o numero de adultos em familias férteis
e X>(t) o nimero de jovens de familias com fertilidade reduzida



e Y3(t) o numero de adultos em familias com fertilidade reduzida.

Nés presumimos

dX, dy; Y,

—a; Y] —(c+mX;, —=cX;-mY;—b—i=, 1
i a) Iy (C m) 1 i CAp —MmIy Vit Y, ()
dX, dY, Y, Y,
= =g Yy—(c+m) Xy, —= =cXy—mYy+b—=_. 2
a e letmXe, GE=cXmmhtbyrey )

a1 > 0eay > 0sdo fertilidade (a; > as), m > 0 é mortalidade, ¢ > 0 ¢ a taxa de transi¢ao dos jovens para a idade adulta
e b > 0¢ a taxa maxima na qual adultos com alta fertilidade adotam baixa fertilidade. A fragdo de adultos menos férteis na
populagdo adulta, Y5 /(Y7 + Y3), intervém nesse modelo. Pelo contrario, no segundo modelo de [8], foi a fragdo de
individuos de familias pobres de fertilidade na populagéo total. Nos presumimos X;(0) > 0, ¥7(0) > 0, X2(0) > 0e
Y>(0) > 0.

Nos definimos Z = (X1, Y1, X», ¥2) . O sistema diferencial acima pode ser escrito da seguinte forma

dzZ
o = F(2) 3)

com uma fun¢do F que é uma fungdo vetorial homogénea de grau um. A existéncia global ¢ a positividade das solugdes do
sistema (3) sdo mostradas como nos modelos demograficos com casamento. Veja, por exemplo, [16, cap. 4] A positividade
resulta do fato de quedX;/dt > 0 E se X7 = 0, dY1/dt > 0 E se Y7 = Oetc. Com uma condigio inicial cujos
componentes sdo estritamente positivos, cada componente permanece estritamente positivo para todos os 7> 0. A
existéncia global resulta da desigualdade a que a populagao total obedece

P=X1+Y1+ X2+ Y, < (a1 —m)P.

dt
Z(t) = ez ¢ uma "solugdo exponencial positiva" do sistema (3) se

e z=(z;) é¢um vetor com z; > 0V3

L4 ZZ Zi > O
(A, z) é uma solugdo para o problema ndo linear de autovalor Az = F(z).

Se (A, z ) é uma solugdo e se o> 0, entdo (A, az) também é uma solugdo. Dizemos que uma solugdo exponencial positiva é
normalizada se ), z; = 1.

Proposicio 1 . Existe uma tinica solugdo exponencial positiva normalizada do formuldrio e(x1,y1,0,0)

—c+ 4/ +4ajc —c+ \/c2+4a1c 2¢
Al = -m, x1= , Y1 =

2 c++v/c2+4a;c c+ c2+4a1c.

Da mesma forma, existe uma tinica solugéio exponencial positiva normalizada da forma (0,0, x4, y5)

—c+ v+ 4dase —c+ \/62 + 4dasc 2c
)\2 = 2 —-m, ro = s Y2 = .
c+ v+ 4daye c+ 2+ 4daye

Dentro do estojo by < b < by com

b — 2(a1 — a2) b — 2(a1 — a2)
1 — ’ 2 — ———————
1+ +/1+4a1/c 14 /1 +4az/c

A*t(

existe uma unica solugdo exponencial positiva normalizada da forma e *(x7, Y5, 5, ys) comz] > 0,y7 > 0, 25 > 0e

¥ >0

c asb

C
3 a; — Qs (0,1 — 02)2 ’

al b G,sz :| y*
Y
a; — ap a; —ay  c(a; — az)?



N as b a1b? N c c aib
23 = L Sy _ab
a1 —as | a1 —as c(a; — ag) al — as b (a1 — ag)

Prova . Para a primeira solugao,
(1,91) # (0,0), (A+m)z1 =a1y1r —cx1, (A+m)y =car.
Portanto, a equagdo quadratica para A
A+m)(c+A+m)—a;c=0.

As duas raizes sdo

—c+ 1/ +4ac
2

mas apenas aquele com um + leva a solugdes positivas (z1,y;).
A segunda solugdo ¢ obtida da mesma maneira, substituindo o indice 1 pelo indice 2.

Para a terceira solugdo,

A+m)z1 =a1y1 —cz1, (A—{—m)yl:cml—b&, (4)
Y1+ y2

A+ m)zy = a2y2 — cxa, ()\—I—m)yzzcmz—l—bM. (5)
Y1+ Y2

Nao podemos ter ¢ + A + m = 0 de outra forma y; = 0. Entdo nds temos z1 = a1y1/(c+ A +m) e
Z2 = azy2/(c + A + m). Portanto, substituindo nas outras duas equacdes e dividindo pory; ou ya,

At+m=c l £ , A+tm=c 2 +b o
ct+tA+m Y1 + Y2 c+A+m Y1+ 92
Subtraindo essas duas equagdes, obtemos
— 1 1
A:c<a1ba2—1>—m, A 1= 1 (6)
y2 a;—as + ? —-¢ b2 Q

O membro a direita na formula para y; /y, deve ser estritamente positivo. Nos temos

db b2 b3
Nos definimos b3 = 2(a1 — az). Nos temos
dQ dQ dQ
—(b) >0 Vb €]0,bs], —(b3) =0, — <0 Vb>b;.
2 (0) sl () o ;

Além disso, um pequeno céalculo mostra que Q(b;) = 0 e Q(by) = 1. Nos tambem temos by < by < bs. Concluimos que

* nointervalo |0,b;[, 1/Q — 1 é uma fungdo decrescente que diminui de -1 a -1,

e no intervalo |by, bs[, 1/Q — 1 é uma fungdo decrescente que diminui de + o a 0,
 no intervalo |by, b3[, 1/Q — 1 ainda é uma fungédo decrescente e 1/Q — 1 < 0,

* no intervalo |bs, +0o[ 1/Q — 1 é uma fungéo crescente e ainda temos 1/Q — 1 < 0.

Entdo nos temos y; /yo > 0 somente no intervalo |by, by[. As formulas para zq, y;, s € yo surgem de (6) e padronizagio
x1 + Y1 + 2 + yo = 1. Isso completa a prova.

Observe que b1 < by. A taxa de crescimento A* dado por (6) diminui em A; até Ay no intervalo by < b < ba.



Quando ¢ converge para + o, 0 modelo com dois grupos etarios ¢ reduzido ao modelo na introdugdo com um tnico
grupo etario. Podemos ver que os dois limiares b; e by convergem para um Unico limite igual a a; — as.

3 A estabilidade das solucoes exponenciais

Com i € {1, 2}, definimos

Xi Y;

X, = = )
X AN+ X Y, Vi X1+ Y+ X +Y,

Nos temos &1 + Vi + X2 + Vo = 1. Um célculo bastante simples do sistema (1) - (2) fornece
dX;

B — 0 ok~ Klad + ], (M)
d

et % ~ Vifaadr + axdh), ®
dX.

d_t2 = a3 Yy — c Xy — Byla )y + az)], 9)
d

S =et ”% ~ Valard + azdh). (10)

Seja uma solugio exponencial normalizada do sistema (1) - (2), ez com z = (x1, y1, 2, y2). Temos as equagdes (4) -
(5). Ao adicionar as quatro equagdes, obtemos

a1yl + a2y2 = A+ m.

Deduzimos que z é um ponto de equilibrio do sistema (7) - (10). Diz-se que a solugio ez ¢ "assintoticamente estavel"

(respectivamente instavel) se z for um ponto de equilibrio assintoticamente estavel (resp. instavel) do sistema (7) - (10).
Segue-se do teorema de Euler para fungdes vetoriais homogéneas (aqui do grau um) que A € sempre um valor préprio da
matriz jacobiana da funcdo F definida por (3) no ponto z : Jp(z). De fato,

Jr(z)z = F(z) = Az
De acordo com [6, p. 638], o ponto de equilibrio z é assintoticamente estavel se os trés valores proprios dessa matriz

jacobiana, exceto A, tiverem uma parte real estritamente menor que A. O ponto de equilibrio ¢ instavel se um desses trés
valores proprios tiver uma parte real estritamente maior que A. E isso que usaremos na seguinte proposigao.

Proposicio 2

o A solugdo exponencial normalizada da proposi¢ao 1, eM*(z1,1,0,0), é assintoticamente estdvel se b < byinstdvel

seb > by.

o A solugdo exponencial normalizada da proposigdo 1, e)‘2t(0, 0, z2,y2), ¢ assintoticamente estdvel se b > bainstdvel
seb < by.

o A solugdo exponencial normalizada da proposicdo 1, e\*(x},y}, x5, ys), é assintoticamente estavel para
b1 < b < bs.

Prova . Geralmente, se z = (x1, Y1, Z2,¥2) comy; + y2 > 0 ese p = y2/(y1 + y2), entdo nds temos

—c—m ai 0 0
c —bp* —m 0 —b(1 — p)?
J = . 11
r(2) 0 0 —c—m as (11)
0 bp? c b(l—-p)?2—m
No primeiro caso, temos p = 0, entdo
—-c—m 0 0
c —m 0 —b
J pu—
F(z) 0 0 —c—m as
0 0 c b—m

O maior autovalor do bloco superior esquerdo ¢ A;. O maior autovalor do bloco inferior direito é



b—c++/(b+c)? +4asc

E uma fungio crescente de b . Apos alguns célculos, obtemos fis > A; Ese b > by e g < Ay Ese b < b;.

No segundo caso, temos p = 1, entdo

—c—m a1 ‘ 0 0
c —b—m 0 0
J —
#(2) 0 0 ‘ —c—m a3
0 b c -m

O maior autovalor do bloco inferior direito € Ay. O maior autovalor do bloco superior esquerdo ¢

—b—c++/(b—c)? +4asc

E uma fungio decrescente de b porque

d b—
9 I _ g4 ¢ <0.

db V(b —c)? + 4aic

Apds alguns calculos, obtemos g1 > Ao Eseb < bae pu1 < A2 Ese b > bs.

No terceiro caso, temos 0 < p < 1. Segue-se da equacao (6) que

Y5 ai i c ai — a2
= = — C
P Y+ Y a1 — az b b2

Nos ja sabemos que A* ¢ um autovalor da matriz Jx(z) definido por (11). A questdo ¢ saber se os outros trés valores
proprios tém uma parte real estritamente menor que A*. Em outras palavras, a matriz M = Jp(z) — A\*I tem um autovalor
zero e a questdo € se os outros autovalores t&ém uma parte real estritamente negativa. Nos temos

—cHF2 a1 0 0
A c —bp? — 52 +c 0 —b(1 —p)?
0 0 —c% as
0 bp? c b(1—p)? — 52 +ec

O polindmio caracteristico €, portanto, da forma
X(8) = dét(M — £I) = £(€° + ka€® + k1€ + ko).

Com um desenvolvimento de acordo com a primeira coluna, encontramos

() = _[Cm;az _’_5]{[61)2_}_0%_0_’_6] [cm;az +§][b(1—p)2—ca1;a2+c—§]

— b?p%(1 — p)? [c—al ; 42 + 5] + asc [bp2 + c—a1 ; %2 _ c+ 5] }

_c{—a1 [cal;a2 —i—E] [b(l—p)z—cal;a2 —i—c—{} —a1a2c}.

Para o coeficiente de &2, nés achamos

e depois da simplificagdo

(a1 + c12)b2 +2(a1 — ag)Zc
(al - az)b




Para o coeficiente de €2, nés achamos

a; — as

b

2 (a1 — az)?
b2

2 _ c} + b2p2(1 —p)2 —aic — asc,

klz[—3ca1;a2—bp2—|—c] [b(l—p)z—c +c]+c

al —
2
+ 2¢ b

a
2 [bp2 + et
e depois de uma simplificagdo laboriosa

[2((11 — a2) — b][(a1 + a2)b + (a1 — a2)C] ‘
(a1 — a2)b

k]ZC

Finalmente, para o coeficiente de &, usamos o software formal de calculo Xcas ( https://www.xcasenligne.fr ) para obter

[a1b? + (a1 — a2)be — (a1 — az)?c][azb® + (a1 — az)be — (a1 — az2)?c] .

ko = —
0 ¢ (a1 — ag)b?’

ko também pode ser escrito na forma

ko= —k(b—1b1)(b—by),

j— _ @asc L 2@ a) po 2o —a2)
b*(a; — ay) V1+4a1/c—1 \/1+4a2/c—1
Para que as trés raizes do polindmio &€ + ko&2? + k1€ + ko possuir uma parte real estritamente negativa, é necessario e
suficiente, de acordo com o critério de Routh-Hurwitz, que k2 > 0, k1 > 0, kg > 0 e k1ka — ko > 0[17, p. 134] Nos
temos k2 > 0. Por outro lado, k1 > 0 Ese 0 < b < 2(a; — a2) e, portanto, em particular para b; < b < by Porque

ba < a1 — az. Nos tambem temos kg > 0 E se by < b < ba. Resta apenas provar que kiks — ko > 0 Ese by < b < ba.
Desenvolvendo o produto k; k2 e classificando o numerador como um polinémio na varidvel b , obtemos

kiky — ko = {(al — a2)502 +2(a1 — a2)4czb
+ [ (a1 — a2)3c2 + 3(a1 + a2)(a1 — a2)3c] b?
(a1 — az) (a1 + az)c b3
+ [~(a1 — a2)(a1 + a2)c + a1az(a1 — a2) + 2(a1 + a2)*(a1 — a2)|b*
— (

5 Cc
@t o)V}

Agrupamos algumas partes:

kiks — ko = {(al — ay)%c® + (a1 — a9)*c?b[2(a; — ag) — b]
+3(a1 + a2) (a1 — a2)’cb? + (a} — a3)cb’[(a1 — az) — b]

+ aras(a; — az)b* + (a1 + a2)?b*[2(a; — ap) — b } ( c

a; — a2)2b3 '
Os termos entre colchetes sdo estritamente positivos porque b < b2 < a1 — a2. Temos assim k1ka — ko > 0. A terceira
solugdo &, portanto, assintoticamente estavel parab; < b < bs.

4 Exemplo

Vamos levar a; = 10% por ano. Lembre-se de que esse pardmetro ¢ igual ao nimero de nascimentos em familias com
alta fertilidade dividido pela populagdo adulta com alta fertilidade, e ndo a taxa de natalidade normalmente usada na
demografia, que ¢ dividida pela populagio total. Vamos também pegar: a2 = 4% por ano, ¢ = 5% por ano, entdo
1/c = 20 anos e m = 2% por ano. A expectativa de vida ao nascer ¢, portanto, 1/m = 50 anos. Lembremos que em 2017,
a expectativa de vida de homens e mulheres era, por exemplo, igual a 52 ¢ 55 anos na Costa do Marfim, a 51 e 54 anos no
Chade, a 50 e 53 anos na Africa Central [15] .

Com esses valores de parametro, obtemos A\ = 3% por ano e A2 ~ 0,62% por ano, by = 3% por ano ¢ by ~ 3,9% por
ano. A Figura 1 mostra as diferentes taxas de crescimento A1, A* e A2 em fungéo de b . Temos uma transi¢do demografica
parcial seb; < b < by, com uma taxa de crescimento A*. Em comparagdo, a taxa de crescimento natural ¢ de 2,4% na
Costa do Marfim, 3,3% no Chade e 2,2% na Africa Central. O Chade, portanto, preferiria estar no caso em que b < by,
enquanto os outros dois paises estdo na situagdo intermedidria com by < b < bs.


https://www.xcasenligne.fr/
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Figura 1. Taxas assintdticas de crescimento populacional A;, A* e Az (linha s6lida) em fungdo do coeficiente
de imitac@o b (na abcissa). Autovalores p; € p2 sdo pontilhados.
Para este modelo, podemos calcular a propor¢ao de “jovens” na populacdo. Essa propor¢ao ¢
z1/(z1+y1) =1/(1+¢/(A +m)) = 50%
E se b < b;. Essa proporgdo ¢é
T2/ (%2 +y2) = 1/(1 4 ¢/(As + m)) ~ 34%

E se b > by. No entanto, dada a estrutura do modelo, esses "jovens" teriam uma idade média 1/(c + m) ~ 14,3 anos.
Portanto, ¢ dificil comparar com as estatisticas demograficas. Segundo [15], a propor¢do de criangas com menos de 15
anos ¢ de 43% na Costa do Marfim, 48% no Chade e 44% na Africa Central.

A taxa de natalidade é

e a1yi/(z1 + 1) = aic/(M + m + ¢) = 50 por 1000 habitantes se b < by,
e axy2/(x2 + y2) = aze/(A2 + m + ¢) = 26 por 1000 habitantes se b > bs.

Para os trés paises ja considerados, os nimeros estao na ordem de 37, 46 e 36 por 1.000 habitantes.

Portanto, os valores escolhidos para os pardmetros ndo sdo muito irrealistas.

5 Comportamento assintotico

Até agora, o estudo da estabilidade era apenas local. O sistema é da dimenséo 4 ¢ é melhor reduzido a um sistema da
dimensao 3. Nao parece possivel usar o teorema de Poincaré-Bendixson para determinar o comportamento assintotico
global. No modelo demografico com casamentos de [16, cap. 4], o sistema foi a dimensao dois.

Também ¢ dificil encontrar uma func¢do Liapunov adequada. Nosso sistema homogéneo certamente pode se transformar
em um sistema com apenas termos lineares ou quadraticos se considerarmos como novas incognitas X1 /(Y1 + Y2),
Yi/(Y1+ Ys), Xo/(Y1 + Y2) e Yo /(Y1 + Y2). Mas a fungdo de Liapounov com termos logaritmicos usados por exemplo
por [2] para uma classe especifica de tais sistemas nao parece ser adequada.

Inspirado no modelo linear de populagdo de [4, p. 80], no entanto, obtemos a seguinte proposi¢ao.

Proposicao 3. 4 funcdo
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Yi(t) > 0e Y5(t) > 0. O termo com fator b ¢, portanto, negativo
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O coeficiente de Y12 ¢ igual a 0 se escolhermos

—c+ \/02 + 2a;c + a2 /k + kc?

A= 5 —m.

Apenas mantemos a raiz com um + em =+, de modo a A + ¢ + m > 0. Essa raiz, que depende de &, ¢ minima se
a% /k+ kc? ¢ minimo, ou seja, se k = a1 /c. Com esta escolha, temos A = Aj e
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2
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V(t) converge para um limite >0. Em particular, ha uma constante K > 0 com V¢ > 0, X;(t) < KeMte
Yi(t) < K eMt,

Proposicio 4. 4 fungdo
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O coeficiente de Y é igual a 0 se escolhermos

b—c+ \/(b+c)2+2agc+a§/k+k02
A= 5 —m.

Apenas mantemos a raiz com um + em +, de modo a A + ¢ + m > 0. Essa raiz, que depende de k£, ¢ minima se
a2/k + kc? ¢ minimo, ou seja, se k = ay/c. Entdo A ¢ dado pela formula (12) e temos dW /dt < 0.

No entanto, esses resultados ndo permitem distinguir os diferentes regimes de acordo com o valor de b . Conjecturamos
que:

e Esebd < by, temos

—)\1t
€ (Xl’Y;hXZ’Yé)tjoo(xl,yl’O,O)
comz; > 0,y1 > 0e (A1 + m)y1 = cz1. E a populagio com alta fertilidade que, em proporgdo, acaba dominando.
e Eseb; < b < by, temos

—X't
€ (X17Y'1,X271/2)tjoo(wlaylvx%y?)
e ha uma constante & > 0 com (z1, y1, 2, y2) = a(z], yi, 3, Y5), sendo este Gltimo vetor o da proposigdo 1. Ha
coexisténcia nas propor¢des de subpopulagdes com fertilidade diferente;
e Esebd > by, temos

C_Azt(Xla Y,—ly XZ, Y’2) tjw(o’ 0, 2, yg)
comzy > 0,y2 > 0e (A2 +m)y2 = cxo. E a populagio com baixa fertilidade que, em proporgéo, acaba
dominando.

Assim, a transi¢do demografica parcial observada em certos paises da Africa Subsaariana pode corresponder ao caso
intermediario em que b; < b < bs.

Para apoiar essa conjectura, considere o exemplo numérico na se¢do anterior. Pegue qualquer condigao inicial, por
exemplo X (0) = Y1(0) = X2(0) = ¥>2(0) = 1 (como o sistema ¢ homogéneo, podemos pensar em 1 milhdo). A Figura 2
mostra como o sistema se comporta de acordo com a posi¢ao de b em relagdo aos dois limites. Se a conjectura parecer
confirmada, observaremos, no entanto, no caso em que by < b < b que o tempo de convergéncia caracteristico é bastante
longo. O segundo autovalor da matriz jacobiana Jr(z) é perto de A*.
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