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Un modèle mathématique pour une transitiondémographique partielleNiolas Baaër ∗ Hisashi Inaba † Ali Moussaoui‡hal : 02123099Tradutions : [ar, de, es, it, ja, nl, pt, ru, zh℄, [html℄RésuméOn étudie un modèle mathématique pour la transition démographique. Ils'agit d'un système di�érentiel homogène de degré un. Il y a deux lassesd'âge et deux niveaux de féondité. La féondité faible s'étend par mi-métisme aux adultes ave une féondité élevée. Lorsque le oe�ient demimétisme augmente, le système traverse deux seuils entre lesquels la po-pulation roît ou déroît exponentiellement ave un mélange stable desdeux féondités. Cette transition démographique partielle rappelle la si-tuation dans ertains pays d'Afrique subsaharienne.1 IntrodutionLa transition démographique est un phénomène qui s'étend sur des déennies.La population voit d'abord sa mortalité baisser. Puis, ave un ertain retard,'est au tour de la féondité de baisser. À ause de e déalage, la population roîtsouvent de manière onsidérable, ave d'importantes onséquenes éonomiqueset soiales [3℄. L'hypothèse bien onnue de la modernisation insiste sur le faitque le faible taux de féondité est le résultat d'une adaptation individuelle à desenvironnements modernisés, à mesure que l'industrialisation, l'urbanisation, lesnormes éduatives et les familles hangent. Il est néanmoins di�ile d'établirun lien diret entre la baisse de la féondité et de nombreux indies du niveaude développement soial. On herhe par onséquent un méanisme dynamiquepour omprendre l'éart entre le hangement d'attitude individuel et les donnéesstatistiques marosopiques.Si l'on suit le déoupage en � trois démographies � de [9℄, on peut dire quela transition démographique peut être envisagée sous trois angles : statistique,
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politique ou mathématique. C'est sous e dernier angle, illustré notamment parles travaux de Verhulst [19℄ ou de Lotka [12℄ et résumé par exemple par [14℄,que l'on va onsidérer le problème.Du point de vue de la modélisation mathématique, la transition démogra-phique peut être présentée soit omme exogène, soit omme endogène. Dans lepremier as, la population est supposée homogène mais la modernisation desonditions de vie fait que les paramètres démographiques varient dans le temps.Cela onduit à des modèles non autonomes [1℄.L'approhe endogène onsiste au ontraire à utiliser des modèles autonomes,'est-à-dire dont les oe�ients ne dépendent pas du temps, mais ave une po-pulation hétérogène. Les hangements qualitatifs résultent alors de l'interationentre les sous-populations ; la transition démographique est un peu analogueà une épidémie. Des normes ulturelles novatries qui réduisent le nombre denaissanes peuvent être transmises par des individus à faible féondité (les � in-fetés �) à des individus traditionnels à féondité élevée (les � suseptibles �),selon une dynamique fondée sur la � théorie de la di�usion � [18, 13℄. Ce proes-sus de transmission peut être délenhé par des hangements soio-éonomiqueset environnementaux.[8℄ a réemment développé e point de vue épidémique pour la théorie dela di�usion de la transition de la féondité ; le délin de la féondité est déritomme le résultat de la di�usion de la tendane à avoir moins d'enfants. Lepremier modèle divisait la population entre individus P1(t) ave une féonditéélevée et individus P2(t) ave une féondité faible. Leurs nombres évoluaientselon un système di�érentiel homogène de degré un
dP1

dt
= r1 P1 − b

P1 P2

P1 + P2

,
dP2

dt
= r2 P2 + b

P1 P2

P1 + P2

,où r1 et r2 sont les taux de roissane des populations isolées (r1 > r2), tandisque b est un oe�ient de mimétisme indiquant le taux maximum auquel lesindividus ave une féondité élevée adoptent une féondité faible. Ce taux estsupposé dépendre linéairement de la fration f(t) = P2(t)/(P1(t) + P2(t)) de lapopulation ave une féondité faible. En termes éologiques, 'est un système dugenre proies-prédateurs à la manière de Lotka et Volterra [20℄ mais ave un tauxde prédation non linéaire qui ne dépend que du rapport des deux populations,omme dans le modèle d'Arditi et Ginzburg [11, �2.3℄. L'analyse mathématiqueest très simple : il su�t d'observer que f(t) est solution d'une équation logistique.Selon que b < r1 − r2 ou b > r1 − r2, la population totale tend à roîtreexponentiellement ave un taux r1 ou r2 et 'est la fration de la populationave une féondité faible ou elle ave une féondité élevée qui tend vers 0.En partant d'une population ave une féondité élevée et quelques individusave une féondité faible, la transition démographique n'a don lieu que si b eststritement supérieur au seuil unique r1 − r2.Dans un deuxième temps, [8℄ onsidérait une version struturée par âge dumême modèle. Comme l'âge x était une variable ontinue, ela onduisait àun système d'équations aux dérivées partielles du type de MKendrik et von2



Foerster :
∂P1(t, x)

∂t
+

∂P1(t, x)

∂x
= −m(x)P1(t, x)− π(t, x)P1(t, x),

∂P2(t, x)

∂t
+

∂P2(t, x)

∂x
= −m(x)P2(t, x) + π(t, x)P1(t, x),

P1(t, 0) =

∫

∞

0

a1(x)P1(t, x) dx,

P2(t, 0) =

∫

∞

0

a2(x)P2(t, x) dx,ave
π(t, x) :=

∫

∞

0
b(x, y)P2(t, y) dy

∫

∞

0
[P1(t, y) + P2(t, y)] dy

.Dans e modèle, m(x) est la mortalité, a1(x) et a2(x) sont les fertilités. L'ana-lyse mathématique du modèle est alors plus ompliquée et seuls des résultatstrès partiels ont été obtenus. Il n'existe en général plus un seul seuil mais deux.Sous le premier seuil et au-dessus du seond seuil, il existe une unique solutionexponentielle triviale loalement stable (au sens de la théorie des systèmes ho-mogènes) omposée d'individus ave une féondité élevée dans le premier as,faible dans le seond as. Entre les deux seuils, au moins pour ertaines valeursdes paramètres ('est-à-dire ave ertaines onditions supplémentaires ertaine-ment non optimales), il a été possible de démontrer l'existene d'une solutionexponentielle non triviale qui mêle des individus ave des féondités di�érentes ;ni la question de l'uniité ni elle de la stabilité de ette solution non trivialen'ont été abordées. Pour ette solution, le taux de roissane de la populationest intermédiaire. La transition démographique n'est alors que partielle. Cettedi�érene qualitative ave le premier modèle n'était pas évidente a priori.Le régime entre les deux seuils semblait anedotique dans [8℄ puisque lamotivation provenait de la démographie du Japon. La transition démographiquey est si avanée que le taux de roissane de la population est devenu négatif ;on se trouve au-delà du seond seuil. En revanhe, il se pourrait que le régimeintermédiaire présente un intérêt dans le as de ertains pays d'Afrique sub-saharienne. La féondité moyenne y a e�etivement baissé un peu mais bienmoins que e que prévoyaient les démographes [10℄. Par ailleurs, les di�ultésd'analyse du système d'équations aux dérivées partielles poussent à herher unmodèle plus simple pour une transition démographique partielle.On étudie don i-dessous un modèle ave seulement deux lasses d'âge(jeunes et adultes) au lieu d'un âge qui varie ontinûment. L'intérêt est qu'ilonserve le même phénomène de transition à deux seuils. Cei permet de faireune étude plus omplète : on montre notamment que la solution non trivialeest unique et que son domaine d'existene oïnide exatement ave le domained'instabilité des solutions triviales ; on parvient aussi à démontrer la stabilitéloale de la solution non triviale.On présente le modèle dans la setion 2 ave ses solutions exponentiellestriviales et non triviales. On étudie la stabilité des solutions exponentielles dans3



la setion 3 en utilisant notamment le ritère de Routh-Hurwitz et la théorie dessystèmes di�érentiels homogènes de degré un développée par [6, p. 638℄, égale-ment exposée dans les livres [5, hap. 5℄, [7, hap. 4℄ et [16, hap. 4℄. Comme lesystème est de dimension 4, la stabilité de la solution exponentielle non trivialeprésente une di�ulté qui était absente des exemples des référenes i-dessus. Lasetion 4 présente un exemple numérique qui se veut représentatif de quelquespays d'Afrique subsaharienne. La setion 5 propose une onjeture pour le om-portement asymptotique global faute d'avoir trouvé une fontion de Liapounovonvenable. Quoique plus simple que elle du système d'équations aux dérivéespartielles, l'analyse de notre modèle est don enore inomplète.2 Le modèle et ses solutions exponentiellesNotons X1(t) et Y1(t) le nombre de jeunes et d'adultes de familles féondes.Notons de même X2(t) et Y2(t) le nombre de jeunes et d'adultes de familles peuféondes. On suppose que
dX1

dt
= a1 Y1 − (c+m)X1 ,

dY1

dt
= cX1 −mY1 − b

Y1 Y2

Y1 + Y2

, (1)
dX2

dt
= a2 Y2 − (c+m)X2 ,

dY2

dt
= cX2 −mY2 + b

Y1 Y2

Y1 + Y2

, (2)où a1 > 0 et a2 > 0 sont les féondités ave a1 > a2, m > 0 est la mortalité,
c > 0 est le taux de passage des jeunes à l'âge adulte, et b > 0 est le tauxmaximum auquel les adultes ave une féondité élevée adoptent une féonditéfaible. Contrairement au deuxième modèle de [8℄, 'est la fration Y2/(Y1 + Y2)d'adultes peu féonds dans la population adulte qui intervient dans le modèle etnon la fration d'individus de familles peu féondes dans la population totale.On suppose X1(0) > 0, Y1(0) > 0, X2(0) > 0 et Y2(0) > 0.Si l'on pose Z = (X1, Y1, X2, Y2), on remarque que le système di�érentieli-dessus peut s'érire sous la forme

dZ

dt
= F (Z) (3)ave un seond membre qui est une fontion vetorielle homogène de degré un.L'existene globale et la positivité des solutions du système (3) se montrentomme dans les modèles démographiques ave mariage ; voir par exemple [16,hap. 4℄. La positivité résulte de e que dX1/dt ≥ 0 lorsque X1 = 0, dY1/dt ≥ 0lorsque Y1 = 0, et. Ave une ondition initiale dont les omposantes sont toutesstritement positives, haque omposante reste même stritement positive pourtout t > 0. L'existene globale résulte de l'inégalité pour la population totale

P = X1 + Y1 +X2 + Y2 : dP/dt ≤ (a1 −m)P .On dit que Z(t) = eλtz est une solution exponentielle positive du système (3)si z = (zi) est un veteur �xé ave zi ≥ 0 pour tout i, si ∑
i
zi > 0 et si (λ, z)est une solution du problème de valeur propre non linéaire

λz = F (z).4



Si (λ, z) est une pareille solution et si α > 0, alors (λ, αz) est aussi une solution.On dit qu'une solution exponentielle positive est normalisée si ∑
i
zi = 1.Proposition 1. Il existe une unique solution exponentielle positive normaliséede la forme eλ1t(x1, y1, 0, 0) :

λ1 =
−c+

√
c2 + 4a1c

2
−m, x1 =

−c+
√
c2 + 4a1c

c+
√
c2 + 4a1c

, y1 =
2c

c+
√
c2 + 4a1c

.De même, il existe une unique solution exponentielle positive normalisée de laforme eλ2t(0, 0, x2, y2) :
λ2 =

−c+
√
c2 + 4a2c

2
−m, x2 =

−c+
√
c2 + 4a2c

c+
√
c2 + 4a2c

, y2 =
2c

c+
√
c2 + 4a2c

.Si b1 < b < b2 ave
b1 =

2(a1 − a2)

1 +
√

1 + 4a1/c
, b2 =

2(a1 − a2)

1 +
√

1 + 4a2/c
,alors il existe une unique solution exponentielle positive normalisée de la forme

eλ
∗

t(x∗

1, y
∗

2 , x
∗

2, y
∗

2) ave x∗

1 > 0, y∗1 > 0, x∗

2 > 0 et y∗2 > 0 :
λ∗ = c

(

a1 − a2
b

− 1

)

−m,

x∗

1 =
a1

a1 − a2

[

1− b

a1 − a2
− a2b

2

c(a1 − a2)2

]

, y∗1 =
c

b
− c

a1 − a2
− a2b

(a1 − a2)2
,

x∗

2 =
a2

a1 − a2

[

b

a1 − a2
− 1 +

a1b
2

c(a1 − a2)2

]

, y∗2 =
c

a1 − a2
− c

b
+

a1b

(a1 − a2)2
.Démonstration. La première solution doit véri�er (x1, y1) 6= (0, 0), (λ+m)x1 =

a1y1 − c x1 et (λ + m) y1 = c x1. D'où l'équation quadratique pour λ : (λ +
m)(c+ λ+m)− a1c = 0. Les deux raines sont [−c±

√
c2 + 4a1c]/2−m maisseule elle ave un + onduit à des solutions (x1, y1) qui sont positives.La deuxième solution s'obtient de la même manière en remplaçant l'indie 1par l'indie 2.Quant à la troisième solution, elle doit véri�er

(λ+m)x1 = a1 y1 − c x1 , (λ+m)y1 = c x1 − b
y1 y2

y1 + y2
, (4)

(λ+m)x2 = a2 y2 − c x2 , (λ+m)y2 = c x2 + b
y1 y2

y1 + y2
. (5)On ne peut pas avoir c + λ + m = 0 ar on aurait sinon y1 = 0. Don x1 =

a1y1/(c+ λ+m) et x2 = a2y2/(c+ λ+m). D'où, en remplaçant dans les deuxautres équations et en divisant par y1 ou y2,
λ+m = c

a1
c+ λ+m

− b
y2

y1 + y2
, λ+m = c

a2
c+ λ+m

+ b
y1

y1 + y2
.5



En soustrayant es deux équations, on obtient
λ = c

(

a1 − a2
b

− 1

)

−m,
y1
y2

=
1

a1

a1−a2

+ c

b
− c a1−a2

b2

− 1 . (6)Le membre de droite dans la formule pour y1/y2 doit être stritement positif.Notons qu'il tend vers −1 quand b tend vers 0+ et qu'il tend vers −a2/a1 <
0 quand b tend vers +∞. La dérivée du dénominateur par rapport à b est
−c/b2+2c(a1−a2)/b

3. Elle est stritement positive pour 0 < b < 2(a1−a2) := b3,nulle quand b = b3 et stritement négative quand b > b3. Par ailleurs, un petitalul montre que le dénominateur dans (6) s'annule pour b = b1 et vaut 1 quand
b = b2. On remarque en�n que b1 < b2 < b3. On en onlut que le membre dedroite dans la formule (6) pour y1/y2 déroît de −1 à −∞ sur l'intervalle ]0, b1[,déroît de +∞ à 0 sur l'intervalle ]b1, b2[, ontinue à déroître sur l'intervalle
]b2, b3[ en prenant des valeurs négatives, puis roît sur l'intervalle ]b3,+∞[ enrestant négatif. Don y1/y2 n'est positif que sur l'intervalle ]b1, b2[. Les formulespour x1, y1, x2 et y2 déoulent de (6) et de la normalisation x1 + y1+x2 + y2 =
1. Remarquons que b1 < b2. Lorsque b roît de b1 à b2, le taux de roissane
λ∗ donné par (6) déroît de λ1 à λ2. Lorsque c tend vers +∞, le modèle avedeux groupes d'âges se réduit au modèle de l'introdution ave un seul grouped'âges ; on véri�e bien que les deux seuils b1 et b2 onvergent alors vers un seuilunique égal à a1 − a2.3 La stabilité des solutions exponentiellesPour i ∈ {1, 2}, posons

Xi =
Xi

X1 + Y1 +X2 + Y2

, Yi =
Yi

X1 + Y1 +X2 + Y2

.Notons que X1 + Y1 + X2 + Y2 = 1. Un alul assez simple à partir du sys-tème (1)-(2) montre alors que
dX1

dt
= a1Y1 − cX1 −X1 [a1Y1 + a2Y2] , (7)

dY1

dt
= cX1 − b

Y1 Y2

Y1 +Y2

−Y1 [a1Y1 + a2Y2] , (8)
dX2

dt
= a2 Y2 − cX2 −X2 [a1Y1 + a2Y2] , (9)

dY2

dt
= cX2 + b

Y1 Y2

Y1 +Y2

−Y2 [a1Y1 + a2Y2] . (10)Si eλtz ave z = (x1, y1, x2, y2) �xé est une solution exponentielle normaliséedu système (1)-(2), alors les équations (4)-(5) sont véri�ées. En additionnantles quatre équations, on obtient que a1y1 + a2y2 = λ + m. On en déduit que6



z est un point d'équilibre du système (7)-(10). On dit que la solution eλtz est� asymptotiquement stable � (respetivement instable) si z est un point d'équi-libre asymptotiquement stable (resp. instable) du système (7)-(10). Il résulte duthéorème d'Euler pour les fontions homogènes vetorielles (ii de degré un) que
λ est toujours une valeur propre de la matrie jaobienne JF (z) de la fontion
F dé�nie par (3) en z ar JF (z)z = F (z) = λ z. D'après [6, p. 638℄), l'équilibre
z est asymptotiquement stable si les trois valeurs propres de JF (z) autres que
λ ont une partie réelle stritement inférieure à λ ; il est instable si l'une de estrois valeurs propres a une partie réelle stritement supérieure à λ. C'est e quel'on va utiliser dans la proposition suivante.Proposition 2. � Soit eλ1t(x1, y1, 0, 0) la solution exponentielle normaliséede la proposition 1. Elle est asymptotiquement stable si b < b1, instable si

b > b1.� Soit eλ2t(0, 0, x2, y2) la solution exponentielle normalisée de la proposition1. Elle est asymptotiquement stable si b > b2, instable si b < b2.� Soit eλ∗

t(x∗

1, y
∗

1 , x
∗

2, y
∗

2) la solution exponentielle normalisée de la proposi-tion 1. Elle est asymptotiquement stable pour b1 < b < b2.Démonstration. De manière générale, si z = (x1, y1, x2, y2) ave y1 + y2 > 0 etsi p = y2/(y1 + y2), alors
JF (z) =









−c−m a1 0 0
c −b p2 −m 0 −b(1− p)2

0 0 −c−m a2
0 b p2 c b(1− p)2 −m









. (11)Dans le premier as, on a p = 0. Don
JF (z) =









−c−m a1 0 0
c −m 0 −b
0 0 −c−m a2
0 0 c b−m









.La plus grande valeur propre du blo supérieur gauhe est λ1. La plus grandevaleur propre du blo inférieur droit est
µ2 =

b− c+
√

(b + c)2 + 4a2c

2
−m,qui est une fontion roissante de b. Après quelques aluls, on obtient que

µ2 > λ1 si b > b1 et µ2 < λ1 si b < b1.Dans le deuxième as, on a p = 1. Don
JF (z) =









−c−m a1 0 0
c −b−m 0 0
0 0 −c−m a2
0 b c −m









.7



La plus grande valeur propre du blo inférieur droit est λ2. La plus grande valeurpropre du blo supérieur gauhe est
µ1 =

−b− c+
√

(b− c)2 + 4a1c

2
−m,qui est une fontion déroissante de b puisque

2
dµ1

db
= −1 +

b− c
√

(b − c)2 + 4a1c
< 0.Après quelques aluls, on obtient que µ1 > λ2 si b < b2 et µ1 < λ2 si b > b2.Dans le troisième as, on a 0 < p < 1. Il résulte alors de l'équation (6) que

p =
y∗2

y∗1 + y∗2
=

a1
a1 − a2

+
c

b
− c

a1 − a2
b2

.On sait déjà que λ∗ est une valeur propre de la matrie JF (z) dé�nie par (11).La question est de savoir si les trois autres valeurs propres ont une partie réellestritement inférieure à λ∗. Autrement dit, la matrie M = JF (z)− λ∗I a unevaleur propre nulle et il s'agit de savoir si les autres valeurs propres ont unepartie réelle stritement négative. On a
M =









−ca1−a2

b
a1 0 0

c −bp2 − ca1−a2

b
+ c 0 −b(1− p)2

0 0 −ca1−a2

b
a2

0 bp2 c b(1− p)2 − ca1−a2

b
+ c









.Son polyn�me aratéristique est don de la forme
χ(ξ) = dét(M − ξI) = ξ(ξ3 + k2ξ

2 + k1ξ + k0).En développant par rapport à la première olonne, on trouve que
χ(ξ) = −

[

c
a1 − a2

b
+ ξ

]

{

[

bp2 + c
a1 − a2

b
− c+ ξ

] [

c
a1 − a2

b
+ ξ

] [

b(1− p)2 − c
a1 − a2

b
+ c− ξ

]

−b2p2(1 − p)2
[

c
a1 − a2

b
+ ξ

]

+ a2c

[

bp2 + c
a1 − a2

b
− c+ ξ

]

}

−c

{

−a1

[

c
a1 − a2

b
+ ξ

] [

b(1− p)2 − c
a1 − a2

b
+ c− ξ

]

− a1a2c

}

.Pour le terme en ξ3, on trouve
k2 = 4c

a1 − a2
b

− 2c− b(1− 2p),8



e qui donne après simpli�ation
k2 =

(a1 + a2)b
2 + 2(a1 − a2)

2c

(a1 − a2)b
.Pour le terme en ξ2, on trouve

k1 =

[

−3c
a1 − a2

b
− bp2 + c

] [

b(1− p)2 − c
a1 − a2

b
+ c

]

+ c2
(a1 − a2)

2

b2

+2c
a1 − a2

b

[

bp2 + c
a1 − a2

b
− c

]

+ b2p2(1 − p)2 − a1c− a2c,e qui onduit après une simpli�ation laborieuse à
k1 = c

[2(a1 − a2)− b][(a1 + a2)b+ (a1 − a2)c]

(a1 − a2)b
.En�n, pour le terme en ξ, on a utilisé le logiiel de alul formel Xas (www.xasenligne.fr)pour obtenir

k0 = −c
[a1b

2 + (a1 − a2)bc− (a1 − a2)
2c][a2b

2 + (a1 − a2)bc− (a1 − a2)
2c]

(a1 − a2)b3
.Notons que k0 peut aussi s'érire sous la forme

k0 = −k(b− b1)(b− b2) ,

k =
a1a2c

b3(a1 − a2)

(

b+
2(a1 − a2)

√

1 + 4a1/c− 1

)(

b+
2(a1 − a2)

√

1 + 4a2/c− 1

)

.Pour que les trois raines du polyn�me ξ3+k2ξ
2+k1ξ+k0 aient une partie réellestritement négative, il faut et il su�t d'après le ritère de Routh-Hurwitz que

k2 > 0, k1 > 0, k0 > 0 et k1k2 − k0 > 0 [17, p. 134℄. On a bien k2 > 0. D'autrepart, k1 > 0 lorsque 0 < b < 2(a1 − a2) et don en partiulier pour b1 < b < b2puisque b2 < a1 − a2. On a aussi k0 > 0 pour b1 < b < b2. Il ne reste don qu'àvoir si k1k2 − k0 > 0 lorsque b1 < b < b2. En développant le produit k1k2 et enordonnant les termes selon les puissanes de b, on obtient
k1k2 − k0 =

{

(a1 − a2)
5c2 + 2(a1 − a2)

4c2b

+
[

−(a1 − a2)
3c2 + 3(a1 + a2)(a1 − a2)

3c
]

b2

+(a1 − a2)
2(a1 + a2)c b

3

+
[

−(a1 − a2)(a1 + a2)c+ a1a2(a1 − a2) + 2(a1 + a2)
2(a1 − a2)

]

b4

−(a1 + a2)
2b5
} c

(a1 − a2)2b3
.On regroupe ertains termes :

k1k2 − k0 =
{

(a1 − a2)
5c2 + (a1 − a2)

3c2b
[

2(a1 − a2)− b
]

+3(a1 + a2)(a1 − a2)
3c b2 + (a21 − a22)c b

3
[

(a1 − a2)− b
]

+a1a2(a1 − a2)b
4 + (a1 + a2)

2b4
[

2(a1 − a2)− b
]

} c

(a1 − a2)2b3
.9
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Comme b < b2 < a1 − a2, on voit que les termes entre rohets sont tousstritement positifs. Ainsi k1k2 − k0 > 0. La troisième solution est don bienasymptotiquement stable pour b1 < b < b2.4 Un exemplePrenons a1 = 10% par an. Rappelons que e paramètre est égal au nombrede naissanes dans les familles ave une féondité élevée divisé par la populationadulte ave une féondité élevée, et non le taux de natalité employé habituel-lement en démographie, qui divise par la population totale. Prenons aussi :
a2 = 4% par an, c = 5% par an (de sorte que 1/c = 20 ans) et m = 2% par an.L'espérane de vie à la naissane est don 1/m = 50 ans. Rappelons qu'en 2017,les espéranes de vie pour les hommes et pour les femmes étaient par exempleégales à 52 et 55 ans en C�te d'Ivoire, à 51 et 54 ans au Thad, à 50 et 53 ansen Centra�que [15℄.Ave es valeurs des paramètres, on obtient d'une part λ1 = 3% par an et
λ2 ≃ 0,62% par an, d'autre part b1 = 3% par an et b2 ≃ 3,9% par an. La �gure 1montre les di�érents taux de roissane λ1, λ∗ et λ2 en fontion de b. C'est dansl'intervalle ]b1, b2[ qu'il y a une transition démographique partielle ave un tauxde roissane λ∗. Par omparaison, le taux d'aroissement naturel est de 2,4%en C�te d'Ivoire, de 3,3% au Thad et de 2,2% en Centra�que. Le Thad seraitdon plut�t dans le as où b < b1, tandis que les deux autres pays seraient dansla situation intermédiaire ave b1 < b < b2.
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Figure 1 � Les taux asymptotiques de roissane de la population λ1, λ∗ et
λ2 (ligne ontinue) en fontion du oe�ient de mimétisme b (en absisse). Lesvaleurs propres µ1 et µ2 sont en pointillé.10



Pour e modèle, on peut aluler la proportion de � jeunes � dans la popu-lation. Lorsque b < b1, elle vaut x1/(x1 + y1) = 1/(1 + c/(λ1 + m)) = 50%.Lorsque b > b2, elle vaut x2/(x2+ y2) = 1/(1+ c/(λ2+m)) ≃ 34%. Néanmoins,étant donnée la struture du modèle, es � jeunes � auraient une moyenne d'âge
1/(c+m) de 14,3 ans. Il est don di�ile de omparer ave les statistiques dé-mographiques. D'après [15℄, la proportion des moins de 15 ans est de 43% enC�te d'Ivoire, de 48% au Thad et de 44% en Centra�que.On en déduit aussi que le taux de natalité est a1y1/(x1+y1) = a1c/(λ1+m+
c) = 50 pour 1000 habitants si b < b1, a2y2/(x2 + y2) = a2c/(λ2 +m+ c) = 26pour 1000 habitants si b > b2. Pour les trois pays déjà onsidérés, les hi�ressont dans l'ordre 37, 46 et 36 pour 1000 habitants.Ainsi don, les valeurs hoisies pour les paramètres sont relativement réa-listes.5 Le omportement asymptotiqueL'étude de stabilité n'était jusqu'ii que loale. Comme le système est dedimension 4 et omme il se ramène au mieux à un système de dimension 3,il ne semble pas possible d'utiliser le théorème de Poinaré et Bendixson pourdéterminer le omportement asymptotique global, ontrairement au modèle dé-mographique ave mariage de plus petite dimension de [16, hap. 4℄.Il est également di�ile de trouver une fontion de Liapounov onvenable.Quoique notre système homogène puisse se transformer en un système aveuniquement des termes linéaires ou quadratiques si l'on prend omme nouvellesinonnues X1/(Y1+Y2), Y1/(Y1+Y2), X2/(Y1+Y2) et Y2/(Y1+Y2), la fontionde Liapounov ave des termes logarithmiques utilisée par exemple par [2℄ pourune lasse partiulière de pareils systèmes ne semble pas onvenir.En s'inspirant du modèle linéaire de population de [4, p. 80℄, on obtientependant la proposition suivante.Proposition 3. La fontion

V (t) =
1

2
[e−λ1tX1(t)]

2 +
1

2

a1
c
[e−λ1tY1(t)]

2est toujours positive et déroissante.Démonstration. Posons plus généralement V (t) = 1

2
[e−λtX1(t)]

2+ 1

2
k[e−λtY1(t)]

2ave k > 0. Alors
dV

dt
= e−2λtX1[−λX1 + a1Y1 − (c+m)X1]

+k e−2λtY1

[

−λY1 + cX1 −mY1 − b
Y1Y2

Y1 + Y2

]

.Comme Y1(t) > 0 et Y2(t) > 0, le terme ave b en fateur est négatif et il reste
dV

dt
≤ e−2λt

[

(−λ− c−m)X2
1 + (a1 + kc)X1Y1 − (λ+m)k Y 2

1

]

.11



Pourvu que λ+ c+m 6= 0, on obtient
dV

dt
≤ e−2λt

{

−(λ+ c+m)

[

X1 −
a1 + kc

2(λ+ c+m)
Y1

]2

+

[

(a1 + kc)2

4(λ+ c+m)
− (λ+m)k

]

Y 2
1

}

.Choisissons λ de sorte que le oe�ient de Y 2
1 s'annule. On trouve que

λ =
−c±

√

c2 + 2a1c+ a21/k + kc2

2
−m.Pour avoir λ+ c+m > 0, ne onservons que la raine ave un + dans ±. Cetteraine, qui dépend de k, est minimale si a21/k+ kc2 est minimum, 'est-à-dire si

k = a1/c. Ave e hoix, on a λ = λ1 et
dV

dt
≤ −e−2λ1t

c+
√
c2 + 4a1c

2

[

X1 −
λ1 +m

c
Y1

]2

≤ 0.Notons que V (t) onverge vers une limite positive ou nulle. En partiulier,il existe une onstante K > 0 telle que pour tout t > 0, X1(t) ≤ K eλ1t et
Y1(t) ≤ K eλ1t.Proposition 4. La fontion

W (t) =
1

2
[e−λtX2(t)]

2 +
1

2

a2
c
[e−λtY2(t)]

2ave
λ =

b− c+
√

(b+ c)2 + 4a2c

2
−m (12)est toujours positive et déroissante.Démonstration. Posons plus généralementW (t) = 1

2
[e−λtX2(t)]

2+ 1

2
k[e−λtY2(t)]

2ave k > 0. Alors
dW

dt
= e−2λtX2[−λX2 + a2Y2 − (c+m)X2]

+k e−2λtY2

[

−λY2 + cX2 −mY2 + b
Y1Y2

Y1 + Y2

]

.Comme Y1/(Y1 + Y2) ≤ 1, on obtient
dW

dt
≤ e−2λt

[

−(λ+ c+m)X2
2 + (a2 + kc)X2Y2 + k(b− λ−m)Y 2

2

]

.12



Pourvu que λ+ c+m 6= 0, on peut érire que
dW

dt
≤ e−2λt

{

−(λ+ c+m)

[

X2 −
a2 + kc

2(λ+ c+m)
Y2

]2

+

[

k(b− λ−m) +
(a2 + kc)2

4(λ+ c+m)

]

Y 2
2

}

.Choisissons λ de sorte que le oe�ient de Y 2
2 s'annule. On trouve que

λ =
b− c±

√

(b+ c)2 + 2a2c+ a22/k + kc2

2
−m.Pour avoir λ+ c+m > 0, ne onservons que la raine ave un + dans ±. Cetteraine, qui dépend de k, est minimale si a22/k+ kc2 est minimum, 'est-à-dire si

k = a2/c. Alors λ est donné par la formule (12) et on a bien dW/dt ≤ 0.Ces deux dernières propositions ne permettent pas de distinguer les di�érentsomportements asymptotiques selon la valeur de b. On onjeture néanmoins,étant données les propositions 1 et 2, que :� si b < b1, alors
e−λ1t(X1, Y1, X2, Y2) −→

t→+∞

(x1, y1, 0, 0)ave x1 > 0, y1 > 0 et (λ1 + m)y1 = c x1 ; 'est la population ave uneféondité élevée qui en proportion �nit par dominer ;� si b1 < b < b2, alors
e−λ

∗

t(X1, Y1, X2, Y2) −→
t→+∞

(x1, y1, x2, y2)et il existe une onstante α > 0 telle que (x1, y1, x2, y2) = α(x∗

1 , y
∗

1 , x
∗

2, y
∗

2),e dernier veteur étant elui de la proposition 1. Il y a oexistene enproportion des sous-populations ave des féondités di�érentes ;� si b > b2, alors
e−λ2t(X1, Y1, X2, Y2) −→

t→+∞

(0, 0, x2, y2)ave x2 > 0, y2 > 0 et (λ2 + m)y2 = c x2 ; 'est la population ave uneféondité basse qui en proportion �nit par dominer.Ainsi don, la transition démographique partielle observée dans ertainspays d'Afrique subsaharienne pourrait orrespondre au as intermédiaire où
b1 < b < b2.Pour soutenir ette onjeture, onsidérons l'exemple numérique de la setionpréédente. Prenons une ondition initiale quelonque, par exemple X1(0) =13
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Figure 2 � (a) Les fontions t 7→ e−λ1t(X1, Y1, X2, Y2) lorsque b = 0,025 < b1.(b) Les fontions t 7→ e−λ
∗

t(X1, Y1, X2, Y2) lorsque b = 0,035 ∈]b1, b2[. () Lesfontions t 7→ e−λ2t(X1, Y1, X2, Y2) lorsque b = 0,05 > b2. Pour simpli�er, on aérit (X1, Y1, X2, Y2) sur les di�érentes �gures, mais il s'agit bien des fontionsrenormalisées par une exponentielle. 15
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