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resumen

Estudiamos un modelo matematico para la transiciéon demografica. Hay dos clases de edad y dos niveles de fertilidad. Los adultos con alta fertilidad imitan a
los adultos con baja fertilidad. Cuando el coeficiente de imitacion aumenta, la poblacion cruza dos umbrales entre los cuales la poblacion aumenta o
disminuye exponencialmente con una mezcla estable de las dos fertilidades. Esta transicion demografica parcial recuerda la situacion en ciertos paises del
Africa subsahariana.
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1. Introduccion

La transicion demografica es un fenomeno que abarca décadas. La poblacion primero ve disminuir su mortalidad. Luego, con cierto retraso, la fertilidad
también cae. Debido a este retraso, la poblacion a menudo crece considerablemente, con importantes consecuencias econdmicas y sociales [3].

La conocida hipotesis de modernizacion insiste en que la baja tasa de fertilidad es el resultado de la adaptacion individual a los entornos modernizados:
industrializacion, urbanizacion, cambios en los estandares educativos y familiares. Sin embargo, es dificil establecer un vinculo directo entre la disminucion
de la fertilidad y muchos indicadores del nivel de desarrollo social. Por lo tanto, estamos buscando un mecanismo dindmico para comprender la diferencia
entre el cambio en la actitud individual y los datos estadisticos macroscopicos.

Si seguimos la division en "tres datos demograficos" de [9], podemos decir que la transicion demografica se puede ver desde tres angulos: estadistico,
politico o matematico. Es desde este ultimo angulo, ilustrado en particular por los trabajos de Verhulst o Lotka [19, 12] y resumido, por ejemplo, por [14],
que consideraremos el problema.

Desde el punto de vista del modelado matemético, la transicion demografica puede presentarse como exoégena o endogena. En el primer caso, se supone
que la poblacion es homogénea, pero la modernizacion de las condiciones de vida significa que los parametros demograficos varian con el tiempo. Esto lleva
a modelos no auténomos [1].

El enfoque enddgeno, por el contrario, consiste en utilizar modelos autdnomos, es decir, cuyos coeficientes no dependen del tiempo, con una poblacién
heterogénea. Los cambios cualitativos resultan de la interaccion entre las subpoblaciones. La transicion demografica es algo analoga a una epidemia. Las
normas culturales innovadoras que reducen el nimero de nacimientos pueden transmitirse de individuos de baja fertilidad (los "infectados") a individuos
tradicionales de alta fertilidad (las personas "sanas"), como en la teoria de la difusion [18, 13] Este proceso de transmision puede ser desencadenado por
cambios socioecondémicos y ambientales.

[8] desarrolld recientemente este punto de vista epidémico para la teoria de la difusion de la transicion de la fertilidad. La disminucion de la fertilidad se
describe como el resultado de la propagacion de la tendencia a tener menos hijos. Su primer modelo dividio la poblacion entre individuos con alta fertilidad
e individuos con baja fertilidad, P;(t) y P»(t). Sus nimeros evolucionaron de acuerdo con un sistema diferencial homogéneo de primer grado.

P, , PP dP, PP,
— = Ph-b—-—", —Z= —_— .
dt 1ol P+ P dt P+ P

71y T2 son las tasas de crecimiento de poblaciones aisladas, con r; > 72. bes un coeficiente de imitacion que indica la tasa maxima a la que las personas
con alta fertilidad adoptan baja fertilidad. Se supone que esta tasa depende linealmente de la fraccion de la poblacion con baja fertilidad:

f(t) = Pa(t)/(Pi(t) + P(t)). En términos ecoldgicos, es un sistema de presa-depredador a la manera de Lotka y Volterra [20], pero con una tasa de
depredacion no lineal que depende solo de la proporcion de las dos poblaciones, como en el modelo de Arditi y Ginzburg [ 11, § 2.3]. El analisis matematico
es muy simple. Basta observar que f(¢) Es la solucion de una ecuacion logistica. De acuerdo ab < r; — ro 0 b > r; — 79, la poblacion total tiende a crecer
exponencialmente con una tasa r; 0 7 y es la fraccion de la poblacion con baja fertilidad o aquella con alta fertilidad la que converge a 0. A partir de una
poblacion con alta fertilidad y unos pocos individuos con baja fertilidad, la transicion demografica por lo tanto tiene lugar si y sdlo si b > r; — 7.

Luego, [8] estudia una version estructurada por edad del mismo modelo. Como la edad x era una variable continua, esto condujo a un sistema de
ecuaciones diferenciales parciales del tipo de McKendrick y von Foerster:

aplgz, ) an;,x) = —m(z)Pi(t, ) — (t, z) Py (t, ),
OP(t,z)  OP(t,xz) — (e z) + 7tz x
ot + oz B ( )PZ(tv ) + (t’ )Pl (t’ )’

Pi(t,0) = /000 ai(z) Pi(t, z) dz,
Py(t,0) = Aoo ax(z) Px(t, z) dz,

con

fooo b(:t, y) P2(t7 y) dy

o) = I[Pt y) + Pat, )l dy |
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En este modelo, m(z) es la tasa de mortalidad a1(z) y az(z) son las tasas de fertilidad. El analisis matematico del modelo es entonces mas complicado y
solo se han obtenido resultados muy parciales. En general, ya no hay un solo umbral, sino dos. Por debajo del primer umbral y por encima del segundo
umbral, hay una tinica solucion exponencial trivial estable localmente (en el sentido de la teoria de sistemas homogéneos) compuesta de individuos con alta
fertilidad en el primer caso, con baja fertilidad en el segundo caso Entre los dos umbrales, al menos para ciertos valores de los pardmetros (es decir, con
ciertas condiciones adicionales que ciertamente no son Optimas), ha sido posible demostrar la existencia de una solucion exponencial no trivial con
individuos que tienen Fertilidad diferente. los la unicidad y la estabilidad de esta solucion no trivial no se han discutido. Para esta solucion, la tasa de
crecimiento de la poblacion es intermedia entre los dos casos extremos. Hay una transicion demografica parcial. Esta diferencia cualitativa con el primer
modelo no era obvia a priori.

El régimen entre los dos umbrales parecia anecdético en [8], ya que la motivacion provenia de la demografia de Japon. La transicion demografica esta tan
avanzada alli que la tasa de crecimiento de la poblacion se ha vuelto negativa. Estamos mas alla del segundo umbral. Por otro lado, el régimen intermedio
podria ser de interés en el caso de ciertos paises del Africa subsahariana. La fertilidad promedio en realidad ha disminuido un poco, pero mucho menos de lo
que predijeron los demografos [10]. Ademas, las dificultades de analizar el sistema de ecuaciones diferenciales parciales nos llevan a buscar un modelo mas
simple para una transicion demografica parcial.

Por lo tanto, estudiamos a continuacién un modelo con solo dos clases de edad (jovenes y adultos) en lugar de una edad que varia continuamente. La
ventaja es que conserva el mismo fenomeno de transicion en dos umbrales. Esto permite un estudio mas completo. Mostramos en particular que la solucion
no trivial es tnica y que su dominio de existencia coincide exactamente con el dominio de inestabilidad de las soluciones triviales. También logramos probar
la estabilidad local de la solucién no trivial.

Presentamos el modelo en la seccion 2 con sus soluciones exponenciales triviales y no triviales. Estudiamos la estabilidad de las soluciones exponenciales
en la seccion 3 utilizando en particular el criterio de Routh-Hurwitz y la teoria de los sistemas diferenciales homogéneos de primer grado. Para esta teoria,
ver [6, p. 638] y los libros [5, cap. 5], [7, cap. 4] y [16, cap. 4]. Como el sistema es de dimension 4, la estabilidad de la solucion exponencial no trivial
presenta una dificultad que estaba ausente de los ejemplos de las referencias anteriores y que requeria el uso de un software de céalculo formal. La seccion 4
presenta un ejemplo numérico que pretende ser representativo de algunos paises en Africa subsahariana. La seccion 5 propone una conjetura para el
comportamiento asintotico global por falta de haber encontrado una funcién de Liapounov adecuada. Aunque es mas simple que el sistema de ecuaciones
diferenciales parciales, el andlisis de nuestro modelo atin es incompleto.

2 El modelo y sus soluciones exponenciales.

Definimos

e Xi(¢) el nimero de jovenes de familias fértiles
o Yi(t) la cantidad de adultos en familias fértiles
e X>(t) El numero de jovenes de familias con fertilidad reducida
e Y5(t) El namero de adultos en familias con fertilidad reducida.

Asumimos
X, dY; 1Y,
—=a1Yi—(c+tm)Xy, —=cX;—-mY—-b—"i=—, 1
at a Y, - (c+m)X; a cAyp—mX Y+ Y, (1)
dX, dYs 1Y,
— = =Y —(c+m) Xy, —=cXo—-mYo+b—"——. 2
i 2 Y — ( ) Xa at 2 2 Y1 Y, (2)

a; > 0y ay > 0son fertilidad (a; > a3), m > 0 es la mortalidad ¢ > 0 es la tasa de transicion juvenil a la edad adulta, y b > 0 es la tasa maxima a la que
los adultos con alta fertilidad adoptan baja fertilidad. La fraccion de adultos menos fértiles en la poblacién adulta, Y3 /(Y] + Y3) , interviene en este modelo.
Por el contrario, en el segundo modelo de [8], fue la fraccion de individuos de familias de baja fertilidad en la poblacion total. Asumimos X;(0) > 0,

Y1(0) > 0, X2(0) > 0y Y>2(0) > 0.

Definimos Z = (X 1,Y1, X2,Y2) . El sistema diferencial anterior se puede escribir de la siguiente forma

az
= ~F(2) (3)

con una funcion F' que es una funcion vectorial homogénea de grado uno. La existencia global y la positividad de las soluciones del sistema (3) se muestran
como en modelos demograficos con el matrimonio. Ver por ejemplo [16, cap. 4]. La positividad resulta del hecho de que dX; /d¢t > 0 Si X1 =0,

dY:/dt > 0 SiY; = Oetc. Con una condicion inicial cuyos componentes son estrictamente positivos, cada componente permanece estrictamente positivo
para todos ¢> 0. La existencia global resulta de la desigualdad a la que la poblacion total obedece

dP
P=X1+Y1+ X3+ Yo, ES(M*m)P-

Z(t) = ez es una "solucion exponencial positiva" del sistema (3) si

e z= (%) esunvector conz; > 0V3
L4 Zz Z; > 0
e (], 2) es una solucion al problema del valor propio no lineal Az = F(z).

Si (A, z) es una solucién y si &> 0, entonces (A, az) También es una solucion. Decimos que una solucion exponencial positiva se normaliza si ), z; = 1.
Proposicion 1. Hay una tinica solucion exponencial positiva normalizada de la forma e’ (21,41, 0, 0)

—c+ /2 +4ac —c+ vV +4ac 2¢
Alz\/——m, r=—————7—" WY1 =

2 c+\/02+4alc _c—|—\/cz+4alc.

Del mismo modo, hay una tinica solucion exponencial positiva normalizada de la forma e**(0,0, x5, y5)

—c+ \/c2+4azc —c+ vV +4dase 2c
)\2:——771, o — — —, Y2 —

e ——
2 c+ /¢ + daye c+ /¢ + dasc

En caso by < b < by con



by — 2(a; — ap)  2(a1—ap)
1

e — P ——
14 4/1+4a,/c 14 4/1+4day/c

entonces hay una inica solucion exponencial positiva normalizada de la forma e\ (z}, ys, x5, y5) con x} > 0, yf > 0,25 >0y ys >0

A*:c(a1;a2 —1)7m,

« a; |:1 _ b a2b2 :| « Cc C a2b

Z = - h=+-- - y
a1 — as a1 — as cla; — az)? b a1 —a (a1 — a2)?
@ [ b 1+ a,b? } i = c ¢, ab
2 - ’ 2 -7 .
a1 —a | a1 — az c(a; — ay)? a] — as b (a1 — az)?

Prueba . Para la primera solucion,
(z1,91) # (0,0), A+m)z1 =ay1 —cx1, (A+m)y =cuzi.
De ahi la ecuacién cuadratica para A
A+m)(c+A+m)—a;c=0.

Las dos raices son

—c+ \/02 + 4aic
2

pero solo el que tiene un + lleva a soluciones positivas (zy, y;)-
La segunda solucion se obtiene de la misma manera reemplazando el indice 1 por el indice 2.

Para la tercera solucion,

Y1 Y2
Adm)zr =aiy1 —cx1, A+m)yi1=cxy —b——, 4
( ) 1 19 1 ( )y 1 v+ 2 ( )
A+ m)zy =asy2 — cxa, (A+m)y2=cm2+bﬂ. (5)
Y1+ Y2

No podemos tener ¢ + A + m = 0 de otra manera y; = 0. Entonces tenemos 1 = a1y1/(c + A + m) y 2 = asy2/(c + A + m). Por lo tanto, al reemplazar
en las otras dos ecuaciones y dividir por y; o y2,

ap Yo (] N

A+m=c —-b , At+m=c +b .
c+A+m Y1+ Y2 ctA+m Yty
Al restar estas dos ecuaciones, obtenemos
— 1 1
Azc(alba2—1>—m, 9n_ - - T —li== -1 (6)
y2 a;—as + F - cb_2 Q

El miembro a la derecha en la formula para y; /y2 Debe ser estrictamente positivo. Se tiene

1 1 az
o Yo h g hem o <0
y
aQ _c N 2¢(a1 — az)
db B2 b ’
Definimos b3 = 2(a1 — a2). Se tiene
dQ aQ . dQ
7 () >0 Vb€|o,bs], o (b3) =0, b - 0 Vb> bs.

Ademas, un pequefio calculo muestra que Q(b;) = 0y Q(by) = 1. También tenemos b; < by < bs. Concluimos que

e en el intervalo |0, b;[, 1/Q — 1 es una funcion decreciente que disminuye de —1 a —o,
e enelintervalo |by, by[, 1/Q — 1 es una funcidn decreciente que disminuye de + o0 a 0,
e en el intervalo |by, b3[, 1/Q — 1 sigue siendo una funcion decreciente y 1/Q — 1 < 0,
e en el intervalo |b3, +00[ 1/Q — 1 es una funcién creciente y todavia tenemos 1/Q — 1 < 0.

Entonces tenemos y1/y2 > 0 solo en el intervalo |b, ba[. Las formulas para z1, y1, 2 y y2 surgen de (6) y la estandarizacion 1 + y1 + z2 + y2 = 1. Esto
completa la prueba.

Tenga en cuenta que by < by. La tasa de crecimiento A* dado por (6) disminuye en A; hasta A2 en el intervalo by < b < bs.

Cuando ¢ converge a + o, el modelo con dos grupos de edad se reduce al modelo en la introduccion con un solo grupo de edad. Podemos ver que los dos
umbrales by y bs luego convergen hacia un umbral tinico igual a a; — as.

3 La estabilidad de las soluciones exponenciales.

Con ¢ € {1, 2}, definimos



Xi Y;

X = ) i .
X %% VX XY

Se tiene X1 + YV, + X2 + Y, = 1. Un célculo bastante simple del sistema (1) - (2) da

dX,

d_tl = alyl — C/Yl — Xl [alyl + azyz} ) (7)
d

G oM b3y~ Rladi+adi, )
dX-

d—t2 = ay yZ — CXQ — Xz[alyl + a2y2] ) (9)
d

G oAb~ Ve + (10

Sea una solucion exponencial normalizada del sistema (1) - (2), €Mz con z = (21, y1, T2, y2). Tenemos las ecuaciones (4) - (5). Al sumar las cuatro
ecuaciones, obtenemos

a1y1 + azys = A +m.

Deducimos que z es un punto de equilibrio del sistema (7) - (10). Se dice que la solucion ez es "asintoticamente estable" (respectivamente inestable) si z es

un punto de equilibrio asintoticamente estable (resp. inestable) del sistema (7) - (10). Del teorema de Euler se sigue para las funciones vectoriales
homogeéneas (aqui del grado uno) que A es siempre un valor propio de la matriz jacobiana de la funcion F definida por (3) en el punto z : Jr(z). En efecto,

Jp(2)z = F(z) = Az

De acuerdo con [6, p. 638], el punto de equilibrio z es asintticamente estable si los tres valores propios de esta matriz jacobiana, distintos de A, tienen una
parte real estrictamente menor que A. El punto de equilibrio es inestable si uno de estos tres valores propios tiene una parte real estrictamente mayor que A.
Esto es lo que usaremos en la siguiente proposicion.

Proposicion 2

e La solucion exponencial normalizada de la proposicion 1, e)‘lt(azl, y1, 0, 0) , es asintoticamente estable si b < byinestable si b > b;.
o La solucién exponencial normalizada de la proposicion I, €**(0,0, x2,y2), es asintéticamente estable si b > byinestable si b < b.
o La solucién exponencial normalizada de la proposicion I, e*'t(z5, v}, x5, y3) , es asintéticamente estable para by < b < ba.

Prueba . En general, siz = (@1, Y1, T2, y2) cony1 + y2 > 0y sip = y2/(y1 + y2), entonces nosotros tenemos

—c—m ai 0 0
c —bp? —m 0 —b(1 — p)?
J = 11
r(2) 0 0 —c—m as (11)
0 bp* c b(l—-p)?—m
En el primer caso, tenemos p = 0, entonces
—c—m a 0 0
c —m 0 —b
0 0 —c—m as

Jr(2) = ‘

El valor propio mas grande del bloque superior izquierdo es A;. El mayor valor propio del bloque inferior derecho es

b—c++/(b+c)?+4asc
pr = 5 -

Es una funcion creciente de b . Después de algunos calculos, obtenemos pa > A1 Sib > b1y pa < A1 Sib < by.

En el segundo caso, tenemos p = 1, entonces

—c—m a1 ‘ 0 0
c -b—m 0 0
J =
F(z) 0 0 —c—m a2
0 b c —-m

El mayor valor propio del bloque inferior derecho es As. El valor propio mas grande del bloque superior izquierdo es

—b—c++/(b—c)?+4asc
= 5 -

Es una funcion decreciente de b porque

do_ g bte

db V(b= c)? + dasc
Después de algunos calculos, obtenemos g1 > A2 Sib < bay p1 < A2 Sib > bo.
En el tercer caso, tenemos 0 < p < 1. Luego se deduce de la ecuacion (6) que

*
Yo B ai C ay — a

al—a2+z b2

p: " " =
Y1 T Y5



Ya lo sabemos A* es un valor propio de la matriz Jg(z) definido por (11). La pregunta es saber si los otros tres valores propios tienen una parte real
estrictamente inferior a A*. En otras palabras, la matriz M = Jp(z) — A\*I tiene un valor propio cero y la pregunta es si los otros valores propios tienen una
parte real estrictamente negativa. Se tiene

—cAg2 a; 0 0
M c —bp® — 432 ¢ 0 —b(1 —p)?
0 0 —cuzm as
0 bp? c b(1 —p)? - 2t

El polinomio caracteristico es, por lo tanto, de la forma
X(€) = dét(M — &) = &(€ + kao&® + kré + ko).

Con un desarrollo de acuerdo con la primera columna, encontramos

&) = — {cm;az +§]{[bp2+0¥ —C—l—{} {calgaz +4 {b(l—p)z—c¥ +C_§]
a1 — az

—bzpz(l—p)2[c 5 +§]+azc[bp2+ca1;a2 —c+§}}

_c{—a1 [cal ;az +§} [b(l—p)z—cal;a2 +c—£} —alazc}.

Para el coeficiente de 2, encontramos

ai — az
ko = 4c

—2c—b(1 — 2p),

y después de la simplificacion

(a1 + ag)b? + 2(a; — ay)?c
(a1 — a2)b '

ky =

Para el coeficiente de £2, encontramos

2 (a3 — 02)2
b2

a; — a

b

—bp’ + c] [b(l S — > =

ki = [—30 +c} +c

1ot ; 2 [bp2 1 ; 2 c} +b%p%(1 — p)? — ajc — aye,

y luego de una laboriosa simplificacion

[2(a1 — a) — bl[(a1 + az)b+ (a1 — an)d]

j—
tee (a1 — ax)b

Finalmente, para el coeficiente de &, utilizamos el software de calculo formal Xcas ( https://www.xcasenligne.fr ) para obtener

ko — —c [a1b” + (a1 — ag)be — (a1 — az)*cJ[ash? + (a1 — az)be — (a1 — az)*c]
0 (a1 — a2)b® ’

ko también se puede escribir en la forma

ko = —k(b—b1)(b—by),

b ajasc n 2(a1 — a2) - 2(a1 — a2)
(a1 — a2) v1+4dai/c—1 V14+4az/c—1
Para que las tres raices del polinomio & + ky€2 + ki€ + kg tener una parte real estrictamente negativa, es necesario y suficiente seguin el criterio de Routh-
Hurwitz que k2 > 0, k1 > 0, ko > 0y kika — ko > 0[17, p. 134]. Se tiene k2 > 0. De otra parte, k1 > 0Si 0 < b < 2(a; — az2) y por lo tanto en particular
para by < b < by porque by < a1 — az. También tenemos kg > 0 Si by < b < ba. Solo queda probar que k1k2 — ko > 0 Si by < b < by. Desarrollando el
producto k1 k2 y al clasificar el numerador como un polinomio en la variable 4 , obtenemos
k1k2 — ko = {(a1 — a2)562 + 2(111 - a2)4C2b

+ [f(al —ay)3c® + 3(a; + ay)(a; — a2)3c} b?

+ (a1 — a2)*(ar + ag)eb?

+ [—(a1 — a3)(ay + az)c + aras(ar — as) + 2(ay + az)*(a; — ap) |b*

-~ 215 c
(a1 * az) b } (al - a2)2b3 ’

Agrupamos algunas partes:

kiko — ko = {(al — a2)5c2 + (a1 — a2)302b[2(a1 — az) — b]
+ 3(a1 + a2)(a1 — a2)®cb? + (a2 — al)ch® [(a1 — a2) — b]

+ araz2(a1 — 112)b4 + (a1 + 112)2b4 [2(a1 —az) — b]} ¢

((11 — a2)2b3 ’

Los términos entre corchetes son estrictamente positivos porque b < ba < a; — az. Asi tenemos k1ka — ko > 0. Por lo tanto, la tercera solucion es
asintoticamente estable parab; < b < bs.


https://www.xcasenligne.fr/

4 Ejemplo

Echemos a; = 10% anualmente. Recuerde que este parametro es igual al namero de nacimientos en familias con alta fertilidad dividido por la poblacion
adulta con alta fertilidad, y no la tasa de natalidad que se usa generalmente en la demografia, que se divide por la poblacion total. Tomemos también:
az = 4% anualmente, ¢ = 5% por afio, entonces 1/¢ = 20 afios y m = 2% anualmente. Por lo tanto, la esperanza de vida al nacer es 1/m = 50 afios.
Recordemos que en 2017, la esperanza de vida de hombres y mujeres era, por ejemplo, igual a 52 y 55 afios en Costa de Marfil, a 51 y 54 afios en Chad, a 50
y 53 afios en Africa Central [15] .

Con estos valores de pardmetros, obtenemos A\; = 3% por afio y A2 ~ 0,62% anualmente, by = 3% por afio y ba ~ 3,9% anualmente. La Figura 1
muestra las diferentes tasas de crecimiento A;, A* y A en funcion de b . Tenemos una transicion demografica parcial sib; < b < by, con una tasa de
crecimiento A*. En comparacion, la tasa de crecimiento natural es de 2.4% en Costa de Marfil, 3.3% en Chad y 2.2% en Africa Central. Chad, por lo tanto,
preferiria estar en el caso donde b < by, mientras que los otros dos paises se encuentran en una situacion intermedia con b; < b < by.
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Figura 1. Tasas asintdticas de crecimiento de la poblacion. A;, A* y Ay (linea continua) en funcion del coeficiente de imitacion b (en la abscisa).
Valores propios 1 y o estan punteados

Para este modelo, podemos calcular la proporcion de "jovenes" en la poblacion. Esta proporcion es
z1/(z1+y1) =1/(1 4+ ¢/(M +m)) = 50%

Si b < b;. Esta proporcion es
z2/(z2 +32) = 1/(1+ ¢/(A2 + m)) = 34%

Si b > bo. Sin embargo, dada la estructura del modelo, estos "jovenes" tendrian una edad promedio 1/(c + m) ~ 14,3 afios. Por lo tanto, es dificil comparar
con las estadisticas demograficas. Segiin [15], la proporcién de nifios menores de 15 afios es del 43% en Costa de Marfil, el 48% en Chad y el 44% en Africa
Central.

La tasa de natalidad es

e a1y1/(z1+ y1) = aic/ (A1 + m + ¢) = 50 por 1000 habitantes si b < by,
e asya/(x2 + y2) = aze/ (A2 + m + ¢) = 26 por 1000 habitantes si b > bo.

Para los tres paises ya considerados, las cifras estan en el orden 37, 46 y 36 por 1000 habitantes.

Por lo tanto, los valores elegidos para los parametros no son demasiado poco realistas.

5 Comportamiento asintotico

El estudio de estabilidad fue hasta ahora solo local. El sistema es de dimension 4 y se reduce mejor a un sistema de dimension 3. No parece posible
utilizar el teorema de Poincaré-Bendixson para determinar el comportamiento asintotico global. En el modelo demografico con matrimonios de [16, cap. 4],
el sistema era la dimension dos.

También es dificil encontrar una funcion de Liapunov adecuada. Nuestro sistema homogéneo ciertamente puede transformarse en un sistema con solo
términos lineales o cuadraticos si tomamos como nuevas incognitas X1 /(Y1 + Y2), Y1/(Y1 + Y2), Xo/(Y1 + Y2) y Y2 /(Y1 + Y2). Pero la funcion de
Liapounov con términos logaritmicos usados, por ejemplo, por [2] para una clase particular de tales sistemas no parece ser adecuada.

Inspirado en el modelo de poblacion lineal de [4, p. 80], sin embargo, obtenemos la siguiente proposicion.
Proposicion 3. La funcion

la

3ol M)

1
Vi) =5 e M X1 (1) +
Siempre es positivo y decreciente.

Prueba . Definimos més generalmente V(t) = +[e X1 (¢))? + +k[e Y1 (t)]? con k > 0. Tenemos entonces



dav

i e X, [-AX1 + a1Y1 — (e +m)Xq]

1Y,

+ ke Y |-AYi +cX1 —mY; — b )
e 1 1 cAl mry Yi+ Y,

Y1 (t) > 0y Y5(¢) > 0. El término con factor b es, por lo tanto, negativo.

&V _ o

5 < [(-X—c—m)X] + (a1 + k) X1Y; — (A + m)k Y],

Siempre que A + ¢ + m # 0, obtenemos

AV oy a1 + ke 2
= < _ v

pm <e A+c+m)|Xy St m) i
(a1+kc)2 2

{4()\+c+m)7()\+m)kyl '

El coeficiente de Y12 es igual a 0 si elegimos

—ck [+ 2ac+ al/k + ke
A= 3 —m.

Solo mantenemos la raiz con un + en +, de manera que A + ¢ + m > 0. Esta raiz, que depende de & , es minima si af Jk+ kc? es minimo, es decir, si
k = a;/c. Con esta eleccion, tenemos A = A; y

SR 2
ﬂ_ _672)\1tc+\/02+4a10 Xl_)\l—i—mYI <o.
dt 2 c
V(t) converge a un limite >0. En particular, hay una constante K > 0 con V¢ > 0, X1(t) < KeMy Yi(t) < KeMt.
Proposicion 4. La funcion
1. lay _
W) = 3l XN + 5 e M hBE)”

con

b—c++/(b+c) +dasc 3
2

A=

Siempre es positivo y decreciente.

Prueba . Definimos més generalmente W (t) = +[e " X5(t)]? + +k[e *¥2(¢)]? con k > 0. Tenemos entonces

% = e X, [-AX5 + ayYs — (c+ m)X,)

YiYs
Vi+Y, ]’

+ ke Yy | —AYs + cX2 —mYs + b

ConY/(Y1+Yz) <1

aw

= e M [—(A+c+m)X5 + (a2 + ke) Xo¥a + k(b — X — m)YZ].

Siempre que A + ¢+ m # 0, se tiene

aw as + ke ?
27 <ce) _(a X, — 2

at =€ { ( +c+m)|: ? 2A+c+m) ?

(a2 + kc)? 9
+ [Eb—A—m)+ —— Y5 ).

|:( m) 4A+c+m)] 2

El coeficiente de Y7 es igual a 0 si elegimos
b—c:t\/(b+c)2+2a2c+a§/k+kc2
A= —m.

2

Solo mantenemos la raiz con un + en +, de manera que A + ¢ + m > 0. Esta raiz, que depende de & , es minima si a% Jk+ kc? es minimo, es decir, si
k = ay/c. Entonces X viene dado por la formula (12) y tenemos dW /dt < 0.

Sin embargo, estos resultados no permiten distinguir los diferentes regimenes de acuerdo con el valor de 5 . Conjeturamos que:
e Sib < by, setiene

e_Alt(Xl,K,Xz,Yé)t_Tgo(ivhyl»O, 0)

conzy > 0,y > 0y (A1 + m)y1 = cz1. Es la poblacion con una alta fertilidad que en proporcion termina dominando.
e Sib; < b < b, se tiene

(12)



e N(X1, Y1, Xo, Ya) t:)w(xl,yh Z2,Y2)

y hay una constante @ > 0 con (z1,y1, 2, y2) = a(z], Y], T3, Y5 ), este Gltimo vector es el de la Proposicion 1. Hay coexistencia en las proporciones
de subpoblaciones con diferente fertilidad;
o Sib > by, se tiene

Aot
€ (X17}/17X27Y'2) tm(0707w27y2)

conzz > 0,y2 > 0y (A2 + m)y2 = cxa. Es la poblacion con baja fertilidad la que en proporcion termina dominando.

Por lo tanto, la transicion demografica parcial observada en ciertos paises del Africa subsahariana podria corresponder al caso intermedio donde
b1 < b < ba.

Para apoyar esta conjetura, considere el ejemplo numérico en la seccion anterior. Tome cualquier condicién inicial, por ejemplo
X1(0) = Y1(0) = X2(0) = Y2(0) = 1 (como el sistema es homogéneo, podemos pensar en 1 millon). La Figura 2 muestra como se comporta el sistema de
acuerdo con la posicion de b con respecto a los dos umbrales. Si la conjetura parece confirmarse, notaremos sin embargo en el caso donde by < b < b que el
tiempo de convergencia caracteristico es bastante largo. El segundo valor propio de la matriz jacobiana Jr(z) esta cerca de A*.

i
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(a) Funciones t — e‘*lt(Xl7 Y1, X2,Y2) Sib= 0,025 < b;. (b) Funcionest — e‘“(Xl, Y1, X2, Ys) Si b= 0,035 €]b1, bs]. (c) Funciones
t— e’)‘zt(Xl, Y1, X2,Y2) Sib= 0,05 > by. Para simplificar, escribimos (X1, Y1, X2, Y2) en las diferentes figuras, pero estas son funciones
renormalizadas por un exponencial.
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