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ملخص

نحن ندرس نموذجًا ریاضیاً للتحول الدیموغرافي. ھناك فئتان عمریتان ومستویان من الخصوبة. البالغون ذوو الخصوبة العالیة یقلدون البالغین
ذوي الخصوبة المنخفضة. عندما یزید معامل التقلید ، یتجاوز السكان عتبتین یتزاید بینھما أو ینخفض   بشكل كبیر مع مزیج مستقر من

الخصوبتین. یشیر ھذا التحول الدیموغرافي الجزئي إلى الوضع في بعض بلدان أفریقیا جنوب الصحراء الكبرى.

الكلمات المفتاحیة: النموذج الریاضي ، التحول الدیموغرافي ، النمو الأسي

1 المقدمة

    إن التحول الدیموغرافي ظاھرة تمتد على مدى عقود. یرى السكان أولاً انخفاض معدل الوفیات. ثم ، مع بعض التأخیر ، تنخفض الخصوبة
أیضًا. بسبب ھذا الفارق ، ینمو السكان في كثیر من الأحیان بشكل كبیر ، مع عواقب اقتصادیة واجتماعیة مھمة [3].

    تصر فرضیة التحدیث المعروفة على أن معدل الخصوبة المنخفض ھو نتیجة للتكیف الفردي مع البیئات الحدیثة: التصنیع والتحضر
والتغیرات في المعاییر التعلیمیة والأسریة. ومع ذلك ، من الصعب إقامة صلة مباشرة بین انخفاض الخصوبة والعدید من المؤشرات على
مستوى التنمیة الاجتماعیة. لذلك نحن نبحث عن آلیة دینامیكیة لفھم الفرق بین التغییر في الموقف الفردي والبیانات الإحصائیة المجھریة.

    إذا اتبعنا التقسیم إلى "ثلاثة دیموغرافیات" من [9] ، فیمكننا القول أنھ یمكن النظر إلى التحول الدیموغرافي من ثلاث زوایا: إحصائي أو
سیاسي أو ریاضي. من ھذه الزاویة الأخیرة ، والموضحة بشكل خاص بأعمال Verhulst أو Lotka [19 ، 12] والتي تم تلخیصھا على

سبیل المثال بواسطة [14] ، سننظر في المشكلة.

    من وجھة نظر النمذجة الریاضیة ، یمكن تقدیم التحول الدیموغرافي إما خارجي أو داخلي. في الحالة الأولى ، یفترض أن السكان
متجانسون ، ولكن تحدیث ظروف المعیشة یعني أن المعلمات الدیموغرافیة تختلف مع مرور الوقت. ھذا یؤدي إلى نماذج غیر مستقلة [1].

    ویتكون النھج الداخلي ، على العكس من ذلك ، من استخدام نماذج مستقلة ، أي أن معاملاتھا لا تعتمد على الوقت ، مع عدد غیر متجانس
من السكان. ثم تنتج التغییرات النوعیة عن التفاعل بین المجموعات الفرعیة. إن التحول الدیموغرافي یشبھ إلى حد ما الوباء. یمكن نقل المعاییر
الثقافیة المبتكرة التي تقلل من عدد الولادات من الأفراد ذوي الخصوبة المنخفضة ("المصابین") إلى الأفراد ذوي الخصوبة العالیة (الأشخاص

"الأصحاء") ، كما ھو الحال في نظریة الانتشار [18 ، 13]. یمكن أن تبدأ عملیة الانتقال ھذه بالتغیرات الاجتماعیة الاقتصادیة والبیئیة.

    [8] طور مؤخرًا وجھة النظر الوبائیة ھذه لنظریة انتشار انتقال الخصوبة. یوصف انخفاض الخصوبة نتیجة لانتشار المیل إلى إنجاب عدد
. أقل من الأطفال. قام نموذجھم الأول بتقسیم السكان بین الأفراد ذوي الخصوبة العالیة والأفراد ذوي الخصوبة المنخفضة ، و 

تطورت أعدادھم وفقاً لنظام تفاضلي متجانس من الدرجة الأولى

ھو معامل التقلید یشیر إلى المعدل الأقصى الذي یتبنى عنده الأفراد ذو الخصوبة  .  و  ھي معدلات نمو السكان المعزولین 
العالیة الخصوبة المنخفضة. یفترض أن ھذا المعدل یعتمد خطیا على جزء السكان ذوي الخصوبة المنخفضة:

. من الناحیة البیئیة ، ھو نظام فریسة مفترسة بطریقة لوتكا وفولتیرا [20] ولكن بمعدل افتراس غیر
خطي یعتمد فقط على نسبة السكان ، كما ھو الحال في نموذج أردیتي وجینزبرج [ 11 ، § 2.3]. التحلیل الریاضي بسیط للغایة. یكفي أن

، یمیل مجموع السكان إلى النمو بشكل مطرد مع معدل  نلاحظ ذلك ھو حل معادلة لوجستیة. ادعى أن أو 
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 أو  إن نسبة السكان الذین یعانون من انخفاض الخصوبة أو نسبة الخصوبة العالیة ھي التي تتقارب إلى الصفر. بدءًا من السكان ذوي
. الخصوبة العالیة وقلیل من الأفراد ذوي الخصوبة المنخفضة ، فإن التحول الدیموغرافي یحدث إذا و فقط إذا 

    بعد ذلك ، [8] یدرس إصدارًا منظمًا حسب العمر من نفس النموذج. نظرًا لأن العمر x كان متغیرًا مستمرًا ، فقد أدى ذلك إلى نظام
:von Foerster و McKendrick معادلات تفاضلیة جزئیة من نوع

مع

ھي معدلات الخصوبة. بعد ذلك ، أصبح التحلیل الریاضي للنموذج أكثر تعقیدًا في ھذا النموذج ،  ھو معدل الوفیات ،  و 
وتم الحصول على نتائج جزئیة جدًا. عموما لم یعد ھناك حد واحد ولكن اثنین. تحت العتبة الأولى وفوق العتبة الثانیة ، ھناك حل أسي تافھ

مستقر محلیاً (بمعنى نظریة النظم المتجانسة) یتكون من أفراد ذوي خصوبة عالیة في الحالة الأولى ، مع خصوبة منخفضة في الحالة الثانیة.
بین العتبتین ، على الأقل لقیم معینة من المعلمات (أي مع بعض الشروط الإضافیة التي لیست مثالیة بالتأكید) ، كان من الممكن إثبات وجود حل

أسي غیر تافھ مع الأفراد الذین لدیھم خصوبة مختلفة. ال لم تتم مناقشة تفرد واستقرار ھذا الحل غیر التافھ. لھذا الحل ، فإن معدل النمو
السكاني متوسط   بین الحالتین المتطرفتین. ھناك تحول دیموغرافي جزئي. لم یكن ھذا الاختلاف النوعي مع النموذج الأول بدیھیاً.

    بدا النظام بین العتبتین قصصًا في [8] ، لأن الدافع جاء من التركیبة السكانیة للیابان. إن التحول الدیموغرافي متقدم ھناك لدرجة أن معدل
النمو السكاني أصبح سلبیاً. نحن أبعد من العتبة الثانیة. من ناحیة أخرى ، یمكن أن یكون النظام الوسیط ذا أھمیة في حالة بعض البلدان في

أفریقیا جنوب الصحراء الكبرى. انخفض معدل الخصوبة في الواقع قلیلاً ولكن أقل بكثیر مما توقعھ الدیمغرافیون [10]. بالإضافة إلى ذلك ،
فإن صعوبات تحلیل نظام المعادلات التفاضلیة الجزئیة تدفعنا إلى البحث عن نموذج أبسط للانتقال الدیموغرافي الجزئي.

    لذلك ندرس أدناه نموذجًا یحتوي على فئتین عمریتین فقط (الشباب والكبار) بدلاً من العمر الذي یختلف باستمرار. والمیزة أنھا تحتفظ
بظاھرة الانتقال نفسھا عند عتبتین. ھذا یسمح بدراسة أكثر اكتمالا. نظھر بشكل خاص أن الحل غیر التافھ فرید من نوعھ وأن مجال وجوده

یتطابق تمامًا مع مجال عدم الاستقرار للحلول التافھة. تمكنا أیضًا من إثبات الاستقرار المحلي للحل غیر التافھ.

Routh-Hurwitz نقدم النموذج في القسم 2 مع حلول أسیة تافھة وغیر تافھة. ندرس استقرار الحلول الأسیةّ في القسم 3 باستخدام معیار    
بشكل خاص ونظریة النظم التفاضلیة المتجانسة من الدرجة الأولى. لھذه النظریة ، انظر [6 ، ص. 638] والكتب [5 ، الفصل. 5] ، [7 ،

الفصل. 4] و [16 ، الفصل. 4]. نظرًا لأن النظام ذو بعُد 4 ، فإن استقرار الحل الأسي غیر البسیط یمثل صعوبة كانت غائبة عن أمثلة
المراجع أعلاه ، والتي تتطلب استخدام برمجیات حسابیة رسمیة. یقدم القسم 4 مثالاً رقمیاً یھدف إلى أن یكون ممثلاً لبعض البلدان في أفریقیا

جنوب الصحراء. القسم 5 یقترح التخمین للسلوك المقارب العالمي لعدم وجود العثور على وظیفة Liapounov مناسبة. على الرغم من كونھ
أبسط من نظام المعادلات التفاضلیة الجزئیة ، فإن تحلیل نموذجنا لا یزال غیر مكتمل.

2 النموذج وحلولھ الاسیة

    نحدد

 عدد الشباب من العائلات الخصبة
 عدد البالغین في الأسر الخصبة

 عدد الشباب من العائلات ذات الخصوبة المنخفضة
 عدد البالغین في الأسر ذات الخصوبة المنخفضة.

ومن المفترض
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ھو ) ،  ھو الموت ،  ھو معدل انتقال الشباب إلى مرحلة البلوغ ، و   و  ھي الخصوبة (
، یتدخل في ھذا الحد الأقصى لمعدل الخصوبة المرتفعة عند البالغین. جزء البالغین الأقل خصوبة في السكان البالغین ،

النموذج. على العكس من ذلك ، في النموذج الثاني [8] ، كان جزءًا من الأفراد من أسر الخصوبة الفقیرة في إجمالي السكان. ومن المفترض
. ،  و   ،

. یمكن كتابة النظام التفاضلي أعلاه في النموذج التالي     نحدد 

مع دالة F وھي دالة متجھ متجانسة من الدرجة الأولى. یظھر الوجود العالمي وإیجابیة حلول النظام (3) كما في النماذج الدیموغرافیة مع
، ،  إذا  الزواج. انظر على سبیل المثال [16 ، الفصل. 4]. نتائج إیجابیة من حقیقة ذلك إذا 

إلخ. مع الحالة الأولیة التي تكون جمیع مكوناتھا إیجابیة تمامًا ، یظل كل مكون إیجابیاً تمامًا لجمیع t > 0. ینتج الوجود العالمي عن عدم
المساواة الذي یطیعھ إجمالي السكان

     ھو "حل أسي إیجابي" للنظام (3) إذا

 ھو ناقل مع 

 ھو حل لمشكلة القیمة الذاتیة غیر الخطیة 

. ھو أیضا حل. نقول أن الحل الأسي الإیجابي یتم تطبیعھ إذا إذا كان (λ، z ) ھو مثل ھذا الحل وإذا كان α> 0 ، فعندئذٍ

الاقتراح 1 . ھناك حل أسي إیجابي واحد مقیسّ للنموذج

وبالمثل ، ھناك حل أسي إیجابي واحد مقیدّ للنموذج 

في الحالة  مع

،  و   ، ثم ھناك حل أسي إیجابي واحد مقیسّ للنموذج  مع 
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a1 > 0a2 > 0a1 > a2m > 0c > 0b > 0
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X1(0) > 0Y1(0) > 0X2(0) > 0Y2(0) > 0
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.



    إثبات . للحل الأول ،

λ ومن ھنا المعادلة التربیعیة ل

الجذور ھي

. ولكن فقط الشخص الذي لدیھ علامة + یؤدي إلى حلول إیجابیة 

    یتم الحصول على الحل الثاني بنفس الطریقة عن طریق استبدال المؤشر 1 بالمؤشر 2.

    للحل الثالث ،

. ومن ثم ، . اذا لدینا و  لا یمكننا ذلك  غیر ذلك 
، عن طریق استبدال المعادلتین الأخریین والقسمة على أو 

من خلال طرح ھاتین المعادلتین ، نحصل على

یجب أن تكون إیجابیة للغایة. نملك العضو على الیمین في صیغة 

و

. نملك نحدد 

. نستنتج أن . ولدینا ایضا علاوة على ذلك ، یظھر حساب صغیر ذلك  و 

،  ھي وظیفة متناقصة تنخفض من −1 إلى −∞ ، على الفاصل الزمني 
،  دالة تناقص تنقص من + ∞ إلى 0 ، على الفاصل الزمني 

، ،  وظیفة لا تزال تتناقص و  على الفاصل الزمني 
. على الفاصل الزمني   ھي وظیفة متزایدة ولا یزال لدینا 

. ،  و  تنشأ من (6) والتوحید   ، . الصیغ لـ اذا لدینا  فقط على الفاصل الزمني 
ھذا یكمل الدلیل.

(x1, y1) ≠ (0, 0), (λ + m)x1 = a1y1 − c x1, (λ + m) y1 = c x1.

(λ + m)(c + λ + m) − a1c = 0.

−c ± √c2 + 4a1c

2
− m

(x1, y1)

(λ + m)x1 = a1 y1 − c x1 , (λ + m)y1 = c x1 − b
y1 y2

y1 + y2
,

(λ + m)x2 = a2 y2 − c x2 , (λ + m)y2 = c x2 + b
y1 y2

y1 + y2
.

(4)

(5)

c + λ + m = 0y1 = 0x1 = a1y1/(c + λ + m)x2 = a2y2/(c + λ + m)
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− b
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1
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− 1 :=
1

Q
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− 1 ⟶

b→+∞
−
a2

a1
< 0,
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+
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.
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dQ
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(b) > 0 ∀b ∈]0, b3[,

dQ

db
(b3) = 0,

dQ

db
< 0 ∀b > b3.

Q(b1) = 0Q(b2) = 1b1 < b2 < b3

]0, b1[1/Q − 1
]b1, b2[1/Q − 1
]b2, b3[1/Q − 11/Q − 1 < 0

]b3, +∞[1/Q − 11/Q − 1 < 0

y1/y2 > 0]b1, b2[x1y1x2y2x1 + y1 + x2 + y2 = 1



. . معدل النمو بواسطة (6) ینخفض   بمقدار  حتى  على الفاصل الزمني      لاحظ أن 

    عندما یتقارب c إلى + ∞ ، یتم تقلیل النموذج مع فئتین عمریتین إلى النموذج في المقدمة مع فئة عمریة واحدة. یمكننا أن نرى أن العتبتین
.  و  ثم تتلاقى نحو عتبة واحدة تساوي 

3 استقرار الحلول الأسیة

، نحدد     مع 

. حساب بسیط إلى حد ما من النظام (1) - (2) یعطي نملك 

. لدینا المعادلات (4) - (5). بإضافة المعادلات الأربعة ،     لنكن حل أسي عادي للنظام (1) - (2) ،  مع 
نحصل على

یكون "مستقرا مقارب" (غیر مستقر على التوالي) إذا كانت z ھي نقطة نستنتج أن z ھي نقطة توازن النظام (7) - (10). یقال أن الحل
توازن مستقرة (تقلب غیر مستقر) للنظام (7) - (10). یستنتج من نظریة أویلر لوظائف المتجھ المتجانسة (ھنا من الدرجة الأولى) أن λ ھي

. في الواقع،  : z المحددة بواسطة (3) عند النقطة F دائمًا قیمة ذاتیة للمصفوفة الیعقوبیة للدالة

بحسب [6 ، ص. 638] ، نقطة التوازن z مستقرة بشكل تقارب إذا كانت القیم الذاتیة الثلاثة لھذه المصفوفة الیعقوبیة ، بخلاف λ ، لدیھا جزء
حقیقي أقل من λ. نقطة التوازن غیر مستقرة إذا كان لأحد ھذه القیم الذاتیة الثلاثة جزء حقیقي أكبر من λ. ھذا ما سنستخدمھ في الاقتراح التالي.

الاقتراح 2

. ، غیر مستقر إذا  ، مستقر تقارب إذا  الحل الأسي المقیسّ للمقترح 1 ، 

. ، غیر مستقر إذا  ، مستقر تقارب إذا  الحل الأسي المقیسّ للمقترح 1 ، 
. ، مستقر تقارب ل  الحل الأسي المقیسّ للمقترح 1 ، 

، لدینا بعد ذلك     إثبات . بشكل عام ، إذا مع  وإذا 

    في الحالة الأولى ، لدینا p = 0 ، لذا

b1 < b2λ∗λ1λ2b1 < b < b2

b1b2a1 − a2

i ∈ {1, 2}

Xi =
Xi

X1 + Y1 + X2 + Y2
, Yi =

Yi

X1 + Y1 + X2 + Y2
.

X1 + Y1 + X2 + Y2 = 1

dX1

dt
= a1Y1 − cX1 − X1[a1Y1 + a2Y2] ,

dY1

dt
= cX1 − b

Y1 Y2

Y1 + Y2
− Y1[a1Y1 + a2Y2] ,

dX2

dt
= a2 Y2 − cX2 − X2[a1Y1 + a2Y2] ,

dY2

dt
= cX2 + b

Y1 Y2

Y1 + Y2
− Y2[a1Y1 + a2Y2].

(7)

(8)

(9)

(10)

eλtzz = (x1, y1,x2, y2)

a1y1 + a2y2 = λ + m.

eλtz 

JF (z)

JF (z)z = F(z) = λ z.

eλ1t(x1, y1, 0, 0)b < b1b > b1

eλ2t(0, 0,x2, y2)b > b2b < b2

eλ
∗t(x∗

1, y∗
1,x∗

2, y∗
2)b1 < b < b2

z = (x1, y1,x2, y2)y1 + y2 > 0p = y2/(y1 + y2)

JF (z) = .

⎛⎜⎝−c − m a1 0 0

c −b p2 − m 0 −b(1 − p)2

0 0 −c − m a2

0 b p2 c b(1 − p)2 − m

⎞⎟⎠ (11)



. أكبر قیمة ذاتیة للكتلة الیمنى السفلى ھي أكبر قیمة ذاتیة للكتلة العلویة الیسرى ھي 

. إنھا وظیفة متزایدة من ب . بعد بعض الحسابات نحصل  إذا  و  إذا 

    في الحالة الثانیة ، لدینا p = 1 ، لذا

. أكبر قیمة ذاتیة للكتلة العلویة الیسرى ھي أكبر قیمة ذاتیة للكتلة الیمنى السفلى ھي 

إنھا وظیفة متناقصة لـ b لأنھ

. بعد بعض الحسابات نحصل  إذا  و  إذا 

. ثم یترتب على المعادلة (6) ذلك     في الحالة الثالثة ، لدینا 

تعرف بـ (11). السؤال ھو معرفة ما إذا كانت القیم الذاتیة الثلاثة الأخرى لھا جزء نحن نعلم ذلك بالفعل  ھو قیمة ذاتیة للمصفوفة 
. وبعبارة أخرى ، المصفوفة لیس لھ قیمة eigenvalue والسؤال ھو ما إذا كانت القیم الذاتیة حقیقي أقل من ذلك

الأخرى لھا جزء حقیقي سلبي تمامًا. نملك

وبالتالي فإن كثیرات الحدود الممیزة ھي من الشكل

مع تطور وفقا للعمود الأول نجد

JF (z) = .

⎛⎜⎝−c − m a1 0 0

c −m 0 −b

0 0 −c − m a2

0 0 c b − m

⎞⎟⎠λ1

μ2 =
b − c + √(b + c)2 + 4a2c

2
− m.

μ2 > λ1b > b1μ2 < λ1b < b1

JF (z) = .

⎛⎜⎝−c − m a1 0 0

c −b − m 0 0

0 0 −c − m a2

0 b c −m

⎞⎟⎠λ2

μ1 =
−b − c + √(b − c)2 + 4a1c

2
− m.

2
dμ1

db
= −1 +

b − c

√(b − c)2 + 4a1c
< 0.

μ1 > λ2b < b2μ1 < λ2b > b2

0 < p < 1

p =
y∗

2

y∗
1 + y∗

2

=
a1

a1 − a2
+

c

b
− c

a1 − a2

b2
.

λ∗JF (z)
λ∗M = JF (z) − λ∗I

M = .

⎛⎜⎝−c
a1−a2

b a1 0 0

c −bp2 − c
a1−a2

b + c 0 −b(1 − p)2

0 0 −c
a1−a2

b a2

0 bp2 c b(1 − p)2 − c
a1−a2

b + c

⎞⎟⎠χ(ξ) = dét(M − ξI) = ξ(ξ3 + k2ξ
2 + k1ξ + k0).



، نجد لمعامل 

وبعد التبسیط

، نجد لمعامل 

وبعد تبسیط شاق

أخیرًا ، بالنسبة لمعامل ξ ، استخدمنا برنامج الحساب الرسمي Xcas ( https://www.xcasenligne.fr ) للحصول على

 یمكن أیضًا كتابتھا في النموذج

بحیث تكون جذور كثیرات الحدود الثلاثة  لھا جزء حقیقي سلبي تمامًا ، فھي ضروریة وكافیة وفقاً لمعیار روث
. من جھة أخرى،  إذا  ،  و  [17 ، ص. 134]. نملك   ، ھورویتز ذلك 

. . ولدینا ایضا إذا   وبالتالي على وجھ الخصوص ل  لان 
ومن خلال تصنیف البسط على أنھ متعدد الحدود . من خلال تطویر المنتج یبقى فقط لإثبات ذلك  إذا 

في المتغیر b ، نحصل على

χ(ξ) = − [c
a1 − a2

b
+ ξ]{[bp2 + c

a1 − a2

b
− c + ξ][c

a1 − a2

b
+ ξ][b(1 − p)2 − c

a1 − a2

b
+ c − ξ]

− b2p2(1 − p)2[c
a1 − a2

b
+ ξ] + a2c[bp2 + c

a1 − a2

b
− c + ξ]}

− c{−a1[c
a1 − a2

b
+ ξ][b(1 − p)2 − c

a1 − a2

b
+ c − ξ] − a1a2c}.

ξ3

k2 = 4c
a1 − a2

b
− 2c − b(1 − 2p),

k2 =
(a1 + a2)b2 + 2(a1 − a2)2c

(a1 − a2)b
.

ξ2

k1 = [−3c
a1 − a2

b
− bp2 + c][b(1 − p)2 − c

a1 − a2

b
+ c] + c2 (a1 − a2)2

b2

+ 2c
a1 − a2

b
[bp2 + c

a1 − a2

b
− c] + b2p2(1 − p)2 − a1c − a2c,

k1 = c
[2(a1 − a2) − b][(a1 + a2)b + (a1 − a2)c]

(a1 − a2)b
.

k0 = −c
[a1b2 + (a1 − a2)bc − (a1 − a2)2c][a2b2 + (a1 − a2)bc − (a1 − a2)2c]

(a1 − a2)b3
.

k0

k0 = − k(b − b1)(b − b2) ,

k =
a1a2c

b3(a1 − a2)
(b +

2(a1 − a2)

√1 + 4a1/c − 1
)(b +

2(a1 − a2)

√1 + 4a2/c − 1
) .

ξ3 + k2ξ2 + k1ξ + k0

k2 > 0k1 > 0k0 > 0k1k2 − k0 > 0k2 > 0k1 > 0
0 < b < 2(a1 − a2)b1 < b < b2b2 < a1 − a2k0 > 0b1 < b < b2

k1k2 − k0 > 0b1 < b < b2k1k2

k1k2 − k0 = {(a1 − a2)5c2 + 2(a1 − a2)4c2b

+ [−(a1 − a2)3c2 + 3(a1 + a2)(a1 − a2)3c] b2

+ (a1 − a2)2(a1 + a2)c b3

+ [−(a1 − a2)(a1 + a2)c + a1a2(a1 − a2) + 2(a1 + a2)2(a1 − a2)]b4

− (a1 + a2)2b5} c

(a1 − a2)2b3
.

https://www.xcasenligne.fr/


نقوم بتجمیع بعض الأجزاء:

. الحل الثالث مستقر لذلك . لقد فعلنا ذلك العبارات بین الأقواس المربعة كلھا إیجابیة تمامًا لأنھ 
. مقارب

4 مثال

سنویا. تذكر أن ھذه المعلمة تساوي عدد الموالید في العائلات ذات الخصوبة العالیة مقسومًا على السكان البالغین ذوي     لنأخذ 
الخصوبة العالیة ، ولیس معدل الموالید المستخدم عادة في الدیموغرافیا ، والذي یقسم على إجمالي السكان. لنأخذ أیضًا:  سنویا، 

أعوام. دعونا سنویا. لذلك متوسط   العمر المتوقع عند الولادة  في السنة ، لذلك  سنوات و 
نتذكر أنھ في عام 2017 ، كان متوسط   العمر المتوقع للرجال والنساء ، على سبیل المثال ، یساوي 52 و 55 سنة في كوت دیفوار ، و 51 و

54 سنة في تشاد ، و 50 و 53 سنة في وسط أفریقیا [15] .

سنویا. یوضح الشكل     نحصل على قیم المعلمات ھذه  في السنة و  سنویا،  في السنة و 
. وبالمقارنة ، یبلغ معدل ، بمعدل نمو  كدالة ب . لدینا تحول دیموغرافي جزئي إذا ،  و  1 معدلات النمو المختلفة 

النمو الطبیعي 2.4٪ في كوت دیفوار و 3.3٪ في تشاد و 2.2٪ في وسط إفریقیا. ولذلك ، تفضل تشاد أن تكون في حالة حدوث ذلك
. بینما البلدان الآخران في وضع وسیط مع 

(الخط الصلب) كدالة لمعامل التقلید ب (على الخراجي). القیم الذاتیة ،  و  الشكل 1. معدلات مقاربة للنمو السكاني 
 و  منقط.

    بالنسبة لھذا النموذج ، یمكننا حساب نسبة "الشباب" في السكان. ھذه النسبة

. ھذه النسبة إذا 

k1k2 − k0 = {(a1 − a2)5c2 + (a1 − a2)3c2b[2(a1 − a2) − b]

+ 3(a1 + a2)(a1 − a2)3c b2 + (a2
1 − a2

2)c b3[(a1 − a2) − b]

+ a1a2(a1 − a2)b4 + (a1 + a2)2b4[2(a1 − a2) − b]} c

(a1 − a2)2b3
.

b < b2 < a1 − a2k1k2 − k0 > 0
b1 < b < b2

a1 = 10%
a2 = 4%

c = 5%1/c = 20m = 2%1/m = 50

λ1 = 3%λ2 ≃ 0,62%b1 = 3%b2 ≃ 3, 9%
λ1λ∗λ2b1 < b < b2λ∗

b < b1

b1 < b < b2

λ1λ∗λ2

μ1μ2

x1/(x1 + y1) = 1/(1 + c/(λ1 + m)) = 50%

b < b1



أعوام. لذلك یصعب المقارنة . ومع ذلك ، بالنظر إلى ھیكل النموذج ، فإن متوسط   عمر ھؤلاء "الشباب" إذا 
مع الإحصاءات الدیمغرافیة. وفقاً لـ [15] ، تبلغ نسبة الأطفال دون سن 15 عامًا 43٪ في كوت دیفوار و 48٪ في تشاد و 44٪ في وسط

إفریقیا.

    معدل الموالید

،  لكل 1000 نسمة إذا 
.  لكل 1000 نسمة إذا 

بالنسبة للبلدان الثلاثة التي تم النظر فیھا بالفعل ، فإن الأرقام بالترتیب 37 و 46 و 36 لكل 1000 نسمة.

    وبالتالي ، فإن القیم المختارة للمعلمات لیست غیر واقعیة للغایة.

5 السلوك المقارب

    كانت دراسة الاستقرار حتى الآن محلیة فقط. النظام ھو البعد 4 وأفضل اختزالھ إلى نظام البعد 3. لا یبدو من الممكن استخدام نظریة
بوانكاریھ-بندیكسون لتحدید السلوك المقارب العالمي. في النموذج الدیموغرافي مع زیجات [16 ، الفصل. 4] ، كان النظام البعد الثاني.

    من الصعب أیضًا العثور على وظیفة Liapunov مناسبة. یمكن لنظامنا المتجانس بالتأكید أن یتحول إلى نظام بعبارات خطیة أو تربیعیة
. لكن وظیفة Liapounov ذات ،  و   ، فقط إذا أخذنا كمجھول جدید

المصطلحات اللوغاریتمیة المستخدمة على سبیل المثال بواسطة [2] لفئة معینة من ھذه الأنظمة لا تبدو مناسبة.

    مستوحاة من النموذج الخطي للسكان [4 ، ص. 80] ومع ذلك ، نحصل على الاقتراح التالي.

الاقتراح 3. الوظیفة

دائمًا ما یكون إیجابیاً ومتناقصًا.

. لدینا بعد ذلك     إثبات . نحدد بشكل عام مع 

. وبالتالي فإن المصطلح الذي یحمل العامل ب ھو سلبي  و 

، نحصل بشرط 

معامل  یساوي 0 إذا اخترنا

x2/(x2 + y2) = 1/(1 + c/(λ2 + m)) ≃ 34%

b > b21/(c + m) ≃ 14,3

a1y1/(x1 + y1) = a1c/(λ1 + m + c) = 50b < b1

a2y2/(x2 + y2) = a2c/(λ2 + m + c) = 26b > b2

X1/(Y1 + Y2)Y1/(Y1 + Y2)X2/(Y1 + Y2)Y2/(Y1 + Y2)

V (t) =
1

2
[e−λ1tX1(t)]2 +

1

2

a1

c
[e−λ1tY1(t)]2

V (t) = 1
2

[e−λtX1(t)]2 + 1
2
k[e−λtY1(t)]2k > 0

dV

dt
= e−2λtX1[−λX1 + a1Y1 − (c + m)X1]

+ k e−2λtY1[−λY1 + cX1 − mY1 − b
Y1Y2

Y1 + Y2
] .

Y1(t) > 0Y2(t) > 0

dV

dt
≤ e−2λt[(−λ − c − m)X2

1 + (a1 + kc)X1Y1 − (λ + m)k Y 2
1 ].

λ + c + m ≠ 0

dV

dt
≤ e−2λt{−(λ + c + m)[X1 −

a1 + kc

2(λ + c + m)
Y1]

2

+ [
(a1 + kc)2

4(λ + c + m)
− (λ + m)k]Y 2

1 }.

Y 2
1

λ =
−c ± √c2 + 2a1c + a2

1/k + kc2

2
− m.



. ھذا الجذر ، الذي یعتمد على k ، ھو الحد الأدنى إذا ھو الحد ، بحیث  نحن نحتفظ فقط بالجذر مع + 
. مع ھذا الاختیار ، لدینا  و الأدنى ، أي إذا 

. تتقارب إلى حد ≥0. على وجھ الخصوص ، ھناك ثابت مع  و      

الاقتراح 4. الوظیفة

مع

دائمًا ما یكون إیجابیاً ومتناقصًا.

. لدینا بعد ذلك     إثبات . نحدد بشكل عام مع 

مع 

، نملك بشرط 

معامل  یساوي 0 إذا اخترنا

. ھذا الجذر ، الذي یعتمد على k ، ھو الحد الأدنى إذا ھو الحد ، بحیث  نحن نحتفظ فقط بالجذر مع + 
. . ثم λ تعطى بالصیغة (12) ولدینا  الأدنى ، أي إذا 

    ومع ذلك ، فإن ھذه النتائج لا تسمح بتمییز الأنظمة المختلفة وفقاً لقیمة ب . نفترض أن:

، نملك إذا 

. إنھم سكان یتمتعون بخصوبة عالیة وینتھي بھم الأمر في النھایة إلى الھیمنة. ،  و  مع 
، نملك إذا 

±λ + c + m > 0a2
1/k + kc2

k = a1/cλ = λ1

dV

dt
≤ − e−2λ1t

c + √c2 + 4a1c

2
[X1 −

λ1 + m

c
Y1]

2

≤ 0.

V (t)K > 0∀ t > 0,  X1(t) ≤ K eλ1tY1(t) ≤ K eλ1t

W(t) =
1

2
[e−λtX2(t)]2 +

1

2

a2

c
[e−λtY2(t)]2

λ =
b − c + √(b + c)2 + 4a2c

2
− m (12)

W(t) = 1
2 [e−λtX2(t)]2 + 1

2 k[e−λtY2(t)]2k > 0

dW

dt
= e−2λtX2[−λX2 + a2Y2 − (c + m)X2]

+ k e−2λtY2[−λY2 + cX2 − mY2 + b
Y1Y2

Y1 + Y2
] .

Y1/(Y1 + Y2) ≤ 1

dW

dt
≤ e−2λt[−(λ + c + m)X2

2 + (a2 + kc)X2Y2 + k(b − λ − m)Y 2
2 ].

λ + c + m ≠ 0

dW

dt
≤ e−2λt{−(λ + c + m)[X2 −

a2 + kc

2(λ + c + m)
Y2]

2

+ [k(b − λ − m) +
(a2 + kc)2

4(λ + c + m)
]Y 2

2 }.

Y 2
2

λ =
b − c ± √(b + c)2 + 2a2c + a2

2/k + kc2

2
− m.

±λ + c + m > 0a2
2/k + kc2

k = a2/cdW/dt ≤ 0

b < b1

e−λ1t(X1,Y1,X2,Y2) ⟶
t→+∞

(x1, y1, 0, 0)

x1 > 0y1 > 0(λ1 + m)y1 = c x1

b1 < b < b2



، ھذا المتجھ الأخیر ھو الافتراض 1. ھناك تعایش في نسب وھناك ثابت  مع 
المجموعات الفرعیة ذات الخصوبة المختلفة ؛

، نملك إذا 

. إن السكان ذوي الخصوبة المنخفضة ھم في نھایة المطاف یھیمنون. ،  و  مع 

    وھكذا ، فإن التحول الدیموغرافي الجزئي الذي لوحظ في بعض بلدان أفریقیا جنوب الصحراء الكبرى یمكن أن یتوافق مع الحالة المتوسطة
. حیث 

    لدعم ھذا التخمین ، خذ بعین الاعتبار المثال العددي في القسم السابق. خذ أي شرط أولي ، على سبیل المثال
(بما أن النظام متجانس ، یمكننا التفكیر في ملیون). یوضح الشكل 2 كیف یتصرف النظام

أن وقت التقارب وفقاً لموضع b بالنسبة إلى العتبتین. إذا بدا أن التخمین قد تم تأكیده ، فسوف نلاحظھ في حالة حدوث ذلك
. الممیز طویل جدًا. القیمة الذاتیة الثانیة للمصفوفة الیعقوبیة قریب من 

 

 

e−λ∗t(X1, Y1, X2, Y2) ⟶
t→+∞

(x1, y1, x2, y2)

α > 0(x1, y1, x2, y2) = α(x∗
1, y∗

1, x∗
2, y∗

2)

b > b2

e−λ2t(X1, Y1, X2, Y2) ⟶
t→+∞

(0, 0, x2, y2)

x2 > 0y2 > 0(λ2 + m)y2 = c x2

b1 < b < b2

X1(0) = Y1(0) = X2(0) = Y2(0) = 1
b1 < b < b2

JF (z)λ∗



. (ب) الوظائف إذا (أ) الوظائف  إذا 
. للتبسیط ، كتبنا . (ج) الوظائف إذا 

 في الأشكال المختلفة ، ولكن ھذه ھي الوظائف التي یعاد تنظیمھا بواسطة أسي.
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Reinhard H.  (1989), Équations diff érentielles,  fondements et applications, Paris,  Dunod.
Rosero– Bixby L. ,  Casterline J.  B.  (1993), Modelling diffusion effects in fertility transition,
Population Studies,  47 (1),  p.  147– 167
Verhulst P. – F.  (1838), Notice sur la loi que suit la population dans son accroissement,
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