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Un modeéle mathématique pour une transition
démographique partielle

Nicolas Bacaér * Hisashi Inaba f Ali Moussaoui ¥

Résumé

On propose un systéme d’équations différentielles ordinaires avec des termes
non linéaires homogénes de degré un pour modéliser la transition démo-
graphique. Il y a deux classes d’age et deux niveaux de fécondité. La
fécondité faible s’étend par mimétisme aux adultes avec une fécondité éle-
vée. Lorsque le coefficient de mimétisme augmente, la population traverse
deux seuils. Entre ces deux seuils, la population croit ou décroit exponen-
tiellement avec un mélange stable des deux fécondités. Cette transition
démographique partielle s’observe dans certains pays d’Afrique subsaha-
rienne.

Abstract

We study a system of ordinary differential equations with nonlinear terms
that are homogeneous of degree one in order to model the demographic
transition. There are two age groups and two levels of fertility. The adults
with a high fertility mimic the adults with a low fertility. When the mimi-
cry coefficient increases, the population crosses two thresholds. Between
the two thresholds, the population increases or decreases exponentially
with a stable mix of the two fertilities. This partial demographic transi-
tion can be observed in some subsaharan countries.

Keywords : homogeneous differential equations, stability, demography

MSC : 91D20, 34D20

1 Introduction

La transition démographique est un phénoméne observé dans tous les pays
du monde au cours de ’histoire. Elle s’étend sur des décennies, parfois sur plus
d’un siécle. La population voit d’abord sa mortalité baisser. Puis, avec un certain
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retard, c’est au tour de la fécondité de baisser. A cause de ce décalage, la popu-
lation croit souvent de maniére considérable, avec d’importantes conséquences
économiques et sociales [2]. Dans certains pays d’Afrique subsaharienne, la fé-
condité moyenne a effectivement baissé mais bien moins que ce que prévoyaient
les démographes [8]. On va proposer et étudier un modeéle mathématique pour
cette transition démographique partielle.

On s’inspire pour cela d’un travail récent 7] qui se concentre sur la deuxiéme
phase de la transition, celle qui voit la baisse de la fécondité. Un premier modéle
divisait la population entre individus X (t) avec une fécondité élevée et individus
X>(t) avec une fécondité faible. Leurs nombres évoluaient selon un systéme de
deux équations différentielles homogeénes de degré un

dX1 X1 XQ dX2 Xl X2

X —b oy Xy 4 b2
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ol 1 et r2 sont les taux de croissance des populations isolées (1 > rq), tandis
que b est un coeflicient de mimétisme indiquant le taux maximum auquel les in-
dividus avec une fécondité élevée adoptent une fécondité faible. Ce taux dépend
linéairement de X3/(X; + X2), c’est-a-dire de la fraction de la population avec
une fécondité faible. En termes écologiques, c’est un systéme du genre proies-
prédateurs avec un taux de prédation non linéaire qui ne dépend que du rapport
des deux populations [9]. Suivant que b < r; — 12 ou b > 1 — ro, la population
totale tend & croitre exponentiellement avec un taux r; ou ro et c’est la fraction
de la population avec une fécondité faible ou celle avec une fécondité élevée qui
tend vers 0. En partant d’une population avec une fécondité élevée et quelques
individus avec une fécondité faible, la transition démographique n’a donc lieu
que si b était strictement supérieur au seuil unique 1 — 3.

Dans un deuxiéme temps, [7] considérait une version structurée par age du
méme modéle. Comme ’age était une variable continue, cela conduisait & un sys-
téme hyperbolique d’équations aux dérivées partielles du type de McKendrick
et von Foerster. L’analyse du modéle suggérait qu’il n’existait plus un seul seuil
mais deux. Sous le premier seuil et au-dessus du second seuil, il existait une
unique solution exponentielle triviale localement stable composée d’individus
avec une fécondité élevée dans le premier cas, faible dans le second cas. Entre
les deux seuils, au moins pour certaines valeurs des parameétres, il existait une
solution exponentielle qui mélait des individus avec des fécondités différentes.
Dans ce cas, le taux de croissance de la population était intermédiaire entre les
deux valeurs précédentes. La transition démographique n’était alors que par-
tielle. Cette différence qualitative avec le premier modéle n’était pas évidente a
priori.

On propose ci-dessous un modéle quelque peu différent de celui de [7], avec
seulement deux classes d’age (jeunes et adultes) au lieu d’un age qui varie conti-
niment, mais qui conserve le méme phénomeéne de transition a deux seuils. Ceci
permet en revanche de faire une étude plus compléte : on montre notamment
que la solution non triviale est unique et que son domaine d’existence coincide
exactement avec le domaine d’instabilité des solutions triviales; on parvient



aussi & démontrer la stabilité locale de la solution non triviale. Ceci n’avait pas
été possible avec le modéle structuré par age de [7].

On présente le modéle dans la section 2 avec ses solutions exponentielles. On
étudie la stabilité de ces solutions dans la section 3 en utilisant notamment le
critére de Routh-Hurwitz ; ceci repose surtout sur la théorie des systémes diffé-
rentiels homogeénes de [5, p. 638], également exposée dans les livres [4, chap. 5],
[6, chap. 4] et [10, chap. 4]. La section 4 propose un conjecture pour le com-
portement asymptotique global faute d’avoir trouvé une fonction de Lyapounov
convenable.

2 Le modéle et ses solutions exponentielles

Notons X (t) et Y7 (t) le nombre de jeunes et d’adultes de familles fécondes.
Notons de méme X5(t) et Y2(t) le nombre de jeunes et d’adultes de familles peu
fécondes. On suppose que

dX, dYy ) ER T
-~ _ Y; — X — =cX;—-mY; —b 1
0t a1 Y1 — (c+m) Xy, 0t cX1—mY Y+ Y, (1)
dXs dYs ) ER D)
it R Y, — X — =cXy—mYs+b 2
0t as Yo — (c+m) Xy, 0t cXg—mYo+ Y+ Y, (2)

ot a; > 0 et ag > 0 sont les fécondités (a1 > a2), m > 0 est la mortalité,
c > 0 est le taux de passage des jeunes & l’dge adulte, et b > 0 est le taux
maximum auquel les adultes avec une fécondité élevée adoptent une fécondité
faible. Contrairement au deuxiéme modeéle de [7], c’est la fraction Ya/(Y1 + Y2)
d’adultes peu féconds dans la population adulte qui intervient dans le modéle et
non la fraction d’individus de familles peu fécondes dans la population totale.
On suppose X7(0) > 0, ¥1(0) > 0, X2(0) > 0 et Y2(0) > 0.

Si on pose Z = (X1,Y1, X5,Y3), on remarque que le systéme différentiel
ci-dessus peut s’écrire sous la forme

dz
%—F(Z)

avec un second membre qui est une fonction vectorielle homogene de degré un.

L’existence globale et la positivité des solutions du systéme se montrent
comme dans les modéles démographiques avec mariage (voir par exemple [10,
chap. 4]). La positivité résulte de ce que dX7/dt > 0 lorsque X; = 0, dY;/dt > 0
lorsque Y7 = 0, etc. Avec une condition initiale dont les composantes sont toutes
strictement positives, chaque composante reste méme strictement positive pour
tout t > 0. L’existence globale résulte de l'inégalité pour la population totale
P=X1+Y1+X2+4+Y5:dP/dt < (a1 + a2)P.

Cherchons des solutions exponentielles triviales de la forme

(X1,Y1, X2, Ys) = e (z1,91,0,0)

avec 21 > 0 et y; > 0. On voit que (A+m)x1 = ajy1 —cxy et (A+m)y; = cxy.
D’ou l’équation quadratique pour A : A + m = aic/(A + m) — ¢. Pour avoir



x1 > 0 et y; > 0, il faut avoir A +m > 0. Donc la seule solution pour le taux de

croissance est
—c+ /2 +4darce
5 m
Notons que le vecteur solution (z1,y1,0,0) n’est défini qu’a une constante mul-
tiplicative prés.
De méme, pour les solutions triviales de la forme

A:)\l =

(X1,Y1, X5, Y2) = (0,0, 22,72)
avec g > 0 et yo > 0, on trouve que

—c+ /2 +4dase
-m
2

A= )\2 =
Cherchons maintenant une solution non triviale de la forme
(X17 }/17 XQ; }/2) - e)\t(xla Y2,T2, y2)

avec 1 > 0, y1 > 0, x5 > 0 et yo > 0. On doit avoir

Y1 Y2
Ad+m)xy = a —cxy, (A4+m)yp=cx1—0 ,
( )1 1Y 1 ( )yl 1 v+ 2
A+m)zes = asya—cxa, (A+m)yz=caa+b yive

Y1+ Y2

Ona:z =an/(c+A+m) et z2 = azyz2/(c+ A+ m). D’ou, en remplacant
dans la 2° et dans la 4° équation,

ai Y2 a2 'A%

Ad+m=c —-b , At+m=c +b .
ct+A+m Y1+ Y2 ct+tA+m Y1+ Y2
En soustrayant, on obtient
- 1
)\:A::C(al a2_1)_m, % ay c a17a2_1' (3)
b y2 a17a2+5_c b2

Le membre de droite dans la formule pour y;/y2 doit étre strictement po-
sitif (Fig. 1). Notons qu’il tend vers —1 quand b tend vers 0 et qu’il tend
vers —as/a; < 0 quand b tend vers +oo. La dérivée du dénominateur par
rapport & b est —c/b? + 2c(a; — az)/b®. Elle est strictement positive pour
0 < b < 2(a; — az2) := bs, nulle quand b = b3 et strictement négative quand
b > bs. Par ailleurs, un petit calcul montre que le dénominateur dans (3) s’an-
nule pour

__ 2(m - az) — b,
1++/1+4a1/c
et vaut 1 quand
2(&1 — ag) - b
2.

14/t dasje
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On remarque enfin que by < b < b3. On en conclut que le membre de droite
dans la formule (3) pour ;1 /y2 décroit de —1 & —oo sur intervalle 0, b1 [, décroit
de +00 a 0 sur lintervalle |by, ba[, continue & décroitre sur l'intervalle ]bs, bs|
en prenant des valeurs négatives, puis croit sur 'intervalle |bs, +0o[ en restant
négatif. Donc y; /y2 n’est positif que sur U'intervalle |b1, bo[. Lorsque b1 < b < ba,
il y a donc une unique solution (& une constante multiplicative prés) pour la
coexistence de sous-populations avec des fécondités différentes. On remarque
enfin que lorsque b croit de b; & be, le taux de croissance A donné par (3) décroit
de /\1 a )\2.

| T

FIGURE 1 — Le rapport y1/y2 en fonction de b selon la formule (3). Ce rapport
n’est positif que dans lintervalle b1, ba|.

3 Stabilité des solutions exponentielles

3.1 Rappels
Pour i € {1, 2}, posons

X — Xi Y, = Yi
XY+ X+ Yy T X Y+ X+ Yy




Un calcul assez simple montre alors que

dx;

7 =m) —cX; — X [&13}1 + @2))2] » (4)
d

% = C-Xl — b % — yl [a1y1 + 012.)}2] 9 (5)
dX.

d—;zagyg—CXQ—XQ[alyl +a2y2] ) (6)
d

%:C%M%_% (0101 + as] . (7)

A

Aux solutions exponentielles du systéme (1)-(2) de la forme ez, ou z est un
vecteur fixe, correspondent des solutions stationnaires du systéme (4)-(7). Pour
la notion de stabilité dans les systémes différentiels homogeénes de degré un, on
renvoie A [5, p. 638] ou aux livres [4, chap. 5], [6, chap. 4] et [10, chap. 4]. La
« stabilité » dans le systéme (1)-(2) correspond par définition a la stabilité dans
le systéme (4)-(7). Il résulte du théoréme d’Euler pour les fonctions homogeénes
vectorielles (ici de degré un) que A est toujours une valeur propre de la matrice
jacobienne Jg(z) de la fonction F en z (car Jp(z)z = F(z) = Az). D’aprés |5,
p. 638], il y a stabilité asymptotique locale si et seulement si toutes les valeurs
propres de Jp(z) autres que A ont une partie réelle strictement inférieure a
A. C’est cette caractérisation que ’on va utiliser dans les trois sous-sections
suivantes. Si z = (x1,y1,Z2,¥2) et p = ya/(y1 + y=2), alors

—c—m ai 0 0
- c —bp®—m 0 —b(1 —p)?
Jr(z) = 0 0 —c—m as ‘ (8)
0 bp? ¢ b(1—p)2—m

3.2 Stabilité de la population avec une fécondité élevée

Considérons une solution triviale de la forme e*t*(

(A1 +m)y; = cxq. Alors p =0 et

x1,91,0,0) avec z1 > 0 et

—c—m a1 ‘ 0 0

c -m 0 —b

Jr(2) = 0 0 |[—c—m ao
0 0 c b—m

La plus grande valeur propre du bloc supérieur gauche est A;. La plus grande
valeur propre du bloc inférieur droit est

b—c++/(b+c)?+4dase
= 2 —m

M2t ;

qui est une fonction croissante de b. Aprés quelques calculs, on obtient que
to > A1 lorsque b > by. La solution triviale ot la population a une fécondité
élevée est donc localement stable lorsque b < by et instable lorsque b > b;.



3.3 Stabilité de la population avec une fécondité basse

Considérons une solution triviale de la forme e*2¢(0,0, 2, y2) avec 2o > 0 et
(A2 +m)ys = cxo. Alors p=1 et

—c—m ai ‘ 0 0

c —b—m 0 0

Tr(2) = 0 0 —c—m as
0 b c -m

La plus grande valeur propre du bloc inférieur droit est Ao. La plus grande valeur
propre du bloc supérieur gauche est

_ =b—c++/(b—c)*+4dasc

M1 = 2 m,

qui est une fonction décroissante de b puisque

d b—
ﬂ:—1+ < < 0.
db (b —¢)? +4asc

2

Aprés quelques calculs, on obtient que 1 > Ag lorsque b < be. La solution
triviale ou la population a une fécondité basse est donc localement stable lorsque
b > by et instable lorsque b < bo.

Comme b; < by, on voit que dans lintervalle ]bq, b, les deux types de
solutions exponentielles triviales sont tous les deux instables. Lorsque c tend vers
~+00, le modéle avec deux groupes d’ages se réduit au modeéle de ’'introduction
avec un seul groupe d’ages ; on vérifie bien que les deux seuils by et by convergent
alors vers un seuil unique égal & a; — as.

3.4 Stabilité de la solution non triviale avec des fécondités
différentes

Considérons une solution non triviale de la forme e (xy,y1,22,y2) dont
toutes les composantes sont > 0. Il résulte alors de 1’équation (3) que

_ Y al c ay — az
D= +
Y1+ Y2

ap — az b b2 '

On sait déja, d’apreés les résultats généraux rappelés dans la sous-section 3.1, que
A est une valeur propre de la matrice Jr(z) définie par (8). La question est de sa-
voir si les trois autres valeurs propres ont une partie réelle strictement inférieure
a A. Avec aide du logiciel libre de calcul formel Xcas (www.xcasenligne.fr),
on trouve que le polyndome caractéristique (en la variable £) de la matrice
Jr(z) = A1, est de la forme

E(E% + kal® + k1€ + ko),



ou

b — (a1 + a2)b? + 2c(a; — az)?
2 — )

(a1 — ag)b
k=c (% T a i QQ) [(a1 + a2)b + (a1 — az)d],
ko = —c [a1b? + (a1 — az)be — (a1 — az)?c][azb?® + (a1 — az)be — (a1 — az)?d] '

b3 (CLl — ag)
Notons que ko peut aussi s’écrire sous la forme

ko = —k(b—by)(b—by),

E - aiasc n 2(a1 — a2) bt 2(ay — a9)
b3(a1 — asz) V1+4ai/c—1 V1+4dagje—1)
Pour que les trois racines du polynome &3+ ko£2 + k1 £+ kg aient une partie réelle
strictement négative, il faut et il suffit d’aprés le critére de Routh-Hurwitz que
k2 >0, k1 >0, ko > 0 et k1ka — ko > 0 [11, p. 134]. On a bien ky > 0. D’autre
part, k1 > 0 lorsque 0 < b < 2(a1 — az2) et donc en particulier pour by < b < by

puisque by < a1 — az. On a aussi kg > 0 pour b; < b < bs. Il ne reste donc qu’a
voir si k1ks — ko > 0 lorsque b; < b < bs. Un calcul fastidieux montre que

Wi+ Wy + Ws
kiko —ko=c——"——
1~h2 0 c b3(a1 —CL2)2
ou
Wl = (CLl — ag)gcz[(al — a2)2 + 2(0,1 — ag)b — b2],
W2 = (CLl + ag)(al — ag)b26[3(a1 — a2)2 + (a1 — CLQ)b — b2],

W3

b4[a1a2(a1 - ag) + 2(@1 + a2)2(a1 — ag) - (al + a2)2b],

et ou les différents termes ont été ordonnés suivant les puissances croissantes du
paramétre b. Comme b < b < a1 — asz, on voit que Wy > 0, Wy > 0 et W3 > 0.
Ainsi k1ks — kg > 0. La solution non triviale est donc bien stable sur tout son
domaine d’existence by < b < bs.

4 Comportement asymptotique global

Jusqu’ici, I’étude de stabilité n’était que locale. Comme le systéme est de
dimension 4 et comme il se raméne au mieux & un systéme de dimension 3,
il ne semble pas possible d’utiliser le théoréme de Poincaré-Bendixson pour
déterminer le comportement asymptotique global, contrairement au modéle dé-
mographique avec mariage de plus petite dimension dans [10, chap. 4].

Il est également difficile de trouver une fonction de Lyapounov convenable.
Quoique notre systéme homogeéne puisse se transformer en un systéme avec



uniquement des termes linéaires ou quadratiques si ’on prend comme nouvelles
inconnues X1/(Y1+Y2), Y1/(Y1+Y2), X2/(Y1 +Y2) et Y2/(Y7 +Y2), la fonction
de Lyapounov avec des termes logarithmiques utilisée par exemple dans [1] pour
une classe particuliére de pareils systémes ne semble pas convenir.

En s’inspirant du modéle linéaire de population de [3, p. 80], on note cepen-
dant que la fonction

1a1

Vit = 2 ¢

e X0 ()] + 5 —[e MY (1)?

est toujours positive et décroissante. En effet,

av

—r = X EMX o = (e m)X]

Y-
+ a_cle_”‘ltyl [—/\1y1+cX1—mY1—b L2 ] :

Yi+Ys
Comme Y7 (t) > 0 et Y2(t) > 0, le terme avec b en facteur est négatif et il reste

av

’r < et {(—)\1 —c—m)X?+2a:X1Y1 — (M1 + m)a—clYﬂ

2
2t O VC22+ daic (X1 _Aitm Yl)
c

puisque (A1 + m)(A1 + m + ¢) = aje. Ainsi dV/dt < 0 et V(t) converge vers
une limite positive ou nulle. Cela ne permet pas néanmoins de distinguer les
différents régimes selon la valeur de b.

On conjecture que :

— si b < by, alors

e_klt(Xl,Yl,Xz,ng) — (;L‘hyl,()’())

t—+oo
avec x1 > 0, y1 > 0 et (A1 + m)y1 = cxy; c’est la population avec une

fécondité élevée qui en proportion finit par dominer ;
— si b1 < b < by, alors

—At
€ (X17}/17X2;}/Q)t_:)oo(xlaylv'IvaQ)
avec 1 > 0, y1 > 0, xz2 > 0 et y2 > 0; cette limite est unique a une
constante multiplicative prés; il y a coexistence en proportion des sous-
populations avec des fécondités différentes;
— si b > by, alors

e*Azt(Xl,Yl,Xg,Yg) — (0,0, 72, y2)

t— oo

avec x2 > 0, yo > 0 et (A2 + m)ys = cxa; c’est la population avec une
fécondité basse qui en proportion finit par dominer.



Ainsi donc, la transition démographique partielle observée dans certains pays
d’Afrique subsaharienne pourrait correspondre au cas intermédiaire ot by < b <
ba.

Considérons un exemple. Prenons a; = 10% par an. Rappelons que ce pa-
rametre est égal au nombre de naissances dans les familles avec une fécondité
élevée divisé par la population adulte avec une fécondité élevée, et non le taux
de natalité employé habituellement en démographie, qui divise par la population
totale. Prenons aussi : ag = 4% par an, ¢ = 5% par an (de sorte que 1/c = 20
ans) et m = 2% par an (de sorte que 1/¢ = 50 ans). Alors A\; = 3% par an,
A2 ~ 0,6% par an, by = 3% par an et by ~ 3,9% par an. La figure 2 montre les
différents taux de croissance supposés A1, A et A2 en fonction de b. C’est dans
lintervalle |by, bo[ qu’il y a une transition démographique partielle avec un taux
de croissance A.

0.057
0.04 1
0.03
~
~
S
~
0.02 1
-,
- 7L2
0.014 4
b
-
0 T
0 0.01

FIGURE 2 — Les taux asymptotiques de croissance de la population i, A et
A2 (ligne continue) en fonction du coefficient de mimétisme b (en abscisse). Les
valeurs propres p; et po sont en pointillé.
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