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Un modèle mathématique pour une transitiondémographique partielleNi
olas Ba
aër ∗ Hisashi Inaba † Ali Moussaoui ‡RésuméOn propose un système d'équations di�érentielles ordinaires ave
 des termesnon linéaires homogènes de degré un pour modéliser la transition démo-graphique. Il y a deux 
lasses d'âge et deux niveaux de fé
ondité. Lafé
ondité faible s'étend par mimétisme aux adultes ave
 une fé
ondité éle-vée. Lorsque le 
oe�
ient de mimétisme augmente, la population traversedeux seuils. Entre 
es deux seuils, la population 
roît ou dé
roît exponen-tiellement ave
 un mélange stable des deux fé
ondités. Cette transitiondémographique partielle s'observe dans 
ertains pays d'Afrique subsaha-rienne. Abstra
tWe study a system of ordinary di�erential equations with nonlinear termsthat are homogeneous of degree one in order to model the demographi
transition. There are two age groups and two levels of fertility. The adultswith a high fertility mimi
 the adults with a low fertility. When the mimi-
ry 
oe�
ient in
reases, the population 
rosses two thresholds. Betweenthe two thresholds, the population in
reases or de
reases exponentiallywith a stable mix of the two fertilities. This partial demographi
 transi-tion 
an be observed in some subsaharan 
ountries.Keywords : homogeneous di�erential equations, stability, demographyMSC : 91D20, 34D201 Introdu
tionLa transition démographique est un phénomène observé dans tous les paysdu monde au 
ours de l'histoire. Elle s'étend sur des dé
ennies, parfois sur plusd'un siè
le. La population voit d'abord sa mortalité baisser. Puis, ave
 un 
ertain
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retard, 
'est au tour de la fé
ondité de baisser. À 
ause de 
e dé
alage, la popu-lation 
roît souvent de manière 
onsidérable, ave
 d'importantes 
onséquen
esé
onomiques et so
iales [2℄. Dans 
ertains pays d'Afrique subsaharienne, la fé-
ondité moyenne a e�e
tivement baissé mais bien moins que 
e que prévoyaientles démographes [8℄. On va proposer et étudier un modèle mathématique pour
ette transition démographique partielle.On s'inspire pour 
ela d'un travail ré
ent [7℄ qui se 
on
entre sur la deuxièmephase de la transition, 
elle qui voit la baisse de la fé
ondité. Un premier modèledivisait la population entre individusX1(t) ave
 une fé
ondité élevée et individus
X2(t) ave
 une fé
ondité faible. Leurs nombres évoluaient selon un système dedeux équations di�érentielles homogènes de degré un

dX1

dt
= r1 X1 − b

X1 X2

X1 +X2

,
dX2

dt
= r2 X2 + b

X1 X2

X1 +X2

,où r1 et r2 sont les taux de 
roissan
e des populations isolées (r1 > r2), tandisque b est un 
oe�
ient de mimétisme indiquant le taux maximum auquel les in-dividus ave
 une fé
ondité élevée adoptent une fé
ondité faible. Ce taux dépendlinéairement de X2/(X1 +X2), 
'est-à-dire de la fra
tion de la population ave
une fé
ondité faible. En termes é
ologiques, 
'est un système du genre proies-prédateurs ave
 un taux de prédation non linéaire qui ne dépend que du rapportdes deux populations [9℄. Suivant que b < r1 − r2 ou b > r1 − r2, la populationtotale tend à 
roître exponentiellement ave
 un taux r1 ou r2 et 
'est la fra
tionde la population ave
 une fé
ondité faible ou 
elle ave
 une fé
ondité élevée quitend vers 0. En partant d'une population ave
 une fé
ondité élevée et quelquesindividus ave
 une fé
ondité faible, la transition démographique n'a don
 lieuque si b était stri
tement supérieur au seuil unique r1 − r2.Dans un deuxième temps, [7℄ 
onsidérait une version stru
turée par âge dumême modèle. Comme l'âge était une variable 
ontinue, 
ela 
onduisait à un sys-tème hyperbolique d'équations aux dérivées partielles du type de M
Kendri
ket von Foerster. L'analyse du modèle suggérait qu'il n'existait plus un seul seuilmais deux. Sous le premier seuil et au-dessus du se
ond seuil, il existait uneunique solution exponentielle triviale lo
alement stable 
omposée d'individusave
 une fé
ondité élevée dans le premier 
as, faible dans le se
ond 
as. Entreles deux seuils, au moins pour 
ertaines valeurs des paramètres, il existait unesolution exponentielle qui mêlait des individus ave
 des fé
ondités di�érentes.Dans 
e 
as, le taux de 
roissan
e de la population était intermédiaire entre lesdeux valeurs pré
édentes. La transition démographique n'était alors que par-tielle. Cette di�éren
e qualitative ave
 le premier modèle n'était pas évidente apriori.On propose 
i-dessous un modèle quelque peu di�érent de 
elui de [7℄, ave
seulement deux 
lasses d'âge (jeunes et adultes) au lieu d'un âge qui varie 
onti-nûment, mais qui 
onserve le même phénomène de transition à deux seuils. Ce
ipermet en revan
he de faire une étude plus 
omplète : on montre notammentque la solution non triviale est unique et que son domaine d'existen
e 
oïn
ideexa
tement ave
 le domaine d'instabilité des solutions triviales ; on parvient2



aussi à démontrer la stabilité lo
ale de la solution non triviale. Ce
i n'avait pasété possible ave
 le modèle stru
turé par âge de [7℄.On présente le modèle dans la se
tion 2 ave
 ses solutions exponentielles. Onétudie la stabilité de 
es solutions dans la se
tion 3 en utilisant notamment le
ritère de Routh-Hurwitz ; 
e
i repose surtout sur la théorie des systèmes di�é-rentiels homogènes de [5, p. 638℄, également exposée dans les livres [4, 
hap. 5℄,[6, 
hap. 4℄ et [10, 
hap. 4℄. La se
tion 4 propose un 
onje
ture pour le 
om-portement asymptotique global faute d'avoir trouvé une fon
tion de Lyapounov
onvenable.2 Le modèle et ses solutions exponentiellesNotons X1(t) et Y1(t) le nombre de jeunes et d'adultes de familles fé
ondes.Notons de même X2(t) et Y2(t) le nombre de jeunes et d'adultes de familles peufé
ondes. On suppose que
dX1

dt
= a1 Y1 − (c+m)X1 ,

dY1

dt
= cX1 −mY1 − b

Y1 Y2

Y1 + Y2

, (1)
dX2

dt
= a2 Y2 − (c+m)X2 ,

dY2

dt
= cX2 −mY2 + b

Y1 Y2

Y1 + Y2

, (2)où a1 > 0 et a2 > 0 sont les fé
ondités (a1 > a2), m > 0 est la mortalité,
c > 0 est le taux de passage des jeunes à l'âge adulte, et b > 0 est le tauxmaximum auquel les adultes ave
 une fé
ondité élevée adoptent une fé
onditéfaible. Contrairement au deuxième modèle de [7℄, 
'est la fra
tion Y2/(Y1 + Y2)d'adultes peu fé
onds dans la population adulte qui intervient dans le modèle etnon la fra
tion d'individus de familles peu fé
ondes dans la population totale.On suppose X1(0) > 0, Y1(0) > 0, X2(0) > 0 et Y2(0) > 0.Si l'on pose Z = (X1, Y1, X2, Y2), on remarque que le système di�érentiel
i-dessus peut s'é
rire sous la forme

dZ

dt
= F (Z)ave
 un se
ond membre qui est une fon
tion ve
torielle homogène de degré un.L'existen
e globale et la positivité des solutions du système se montrent
omme dans les modèles démographiques ave
 mariage (voir par exemple [10,
hap. 4℄). La positivité résulte de 
e que dX1/dt ≥ 0 lorsqueX1 = 0, dY1/dt ≥ 0lorsque Y1 = 0, et
. Ave
 une 
ondition initiale dont les 
omposantes sont toutesstri
tement positives, 
haque 
omposante reste même stri
tement positive pourtout t > 0. L'existen
e globale résulte de l'inégalité pour la population totale

P = X1 + Y1 +X2 + Y2 : dP/dt ≤ (a1 + a2)P .Cher
hons des solutions exponentielles triviales de la forme
(X1, Y1, X2, Y2) = eλt(x1, y1, 0, 0)ave
 x1 > 0 et y1 > 0. On voit que (λ+m)x1 = a1y1− c x1 et (λ+m) y1 = c x1.D'où l'équation quadratique pour λ : λ + m = a1c/(λ + m) − c. Pour avoir3



x1 > 0 et y1 > 0, il faut avoir λ+m > 0. Don
 la seule solution pour le taux de
roissan
e est
λ = λ1 :=

−c+
√
c2 + 4a1c

2
−m.Notons que le ve
teur solution (x1, y1, 0, 0) n'est dé�ni qu'à une 
onstante mul-tipli
ative près.De même, pour les solutions triviales de la forme

(X1, Y1, X2, Y2) = eλt(0, 0, x2, y2)ave
 x2 > 0 et y2 > 0, on trouve que
λ = λ2 :=

−c+
√
c2 + 4a2c

2
−m.Cher
hons maintenant une solution non triviale de la forme

(X1, Y1, X2, Y2) = eλt(x1, y2, x2, y2)ave
 x1 > 0, y1 > 0, x2 > 0 et y2 > 0. On doit avoir
(λ+m)x1 = a1 y1 − c x1 , (λ+m)y1 = c x1 − b

y1 y2
y1 + y2

,

(λ+m)x2 = a2 y2 − c x2 , (λ+m)y2 = c x2 + b
y1 y2

y1 + y2
.On a : x1 = a1y1/(c + λ +m) et x2 = a2y2/(c+ λ +m). D'où, en remplaçantdans la 2e et dans la 4e équation,

λ+m = c
a1

c+ λ+m
− b

y2
y1 + y2

, λ+m = c
a2

c+ λ+m
+ b

y1
y1 + y2

.En soustrayant, on obtient
λ = Λ := c

(

a1 − a2
b

− 1

)

−m,
y1
y2

=
1

a1

a1−a2

+ c

b
− c a1−a2

b2

− 1 . (3)Le membre de droite dans la formule pour y1/y2 doit être stri
tement po-sitif (Fig. 1). Notons qu'il tend vers −1 quand b tend vers 0 et qu'il tendvers −a2/a1 < 0 quand b tend vers +∞. La dérivée du dénominateur parrapport à b est −c/b2 + 2c(a1 − a2)/b
3. Elle est stri
tement positive pour

0 < b < 2(a1 − a2) := b3, nulle quand b = b3 et stri
tement négative quand
b > b3. Par ailleurs, un petit 
al
ul montre que le dénominateur dans (3) s'an-nule pour

b =
2(a1 − a2)

1 +
√

1 + 4a1/c
:= b1et vaut 1 quand

b =
2(a1 − a2)

1 +
√

1 + 4a2/c
:= b2.4



On remarque en�n que b1 < b2 < b3. On en 
on
lut que le membre de droitedans la formule (3) pour y1/y2 dé
roît de −1 à −∞ sur l'intervalle ]0, b1[, dé
roîtde +∞ à 0 sur l'intervalle ]b1, b2[, 
ontinue à dé
roître sur l'intervalle ]b2, b3[en prenant des valeurs négatives, puis 
roît sur l'intervalle ]b3,+∞[ en restantnégatif. Don
 y1/y2 n'est positif que sur l'intervalle ]b1, b2[. Lorsque b1 < b < b2,il y a don
 une unique solution (à une 
onstante multipli
ative près) pour la
oexisten
e de sous-populations ave
 des fé
ondités di�érentes. On remarqueen�n que lorsque b 
roît de b1 à b2, le taux de 
roissan
e Λ donné par (3) dé
roîtde λ1 à λ2.

Figure 1 � Le rapport y1/y2 en fon
tion de b selon la formule (3). Ce rapportn'est positif que dans l'intervalle ]b1, b2[.3 Stabilité des solutions exponentielles3.1 RappelsPour i ∈ {1, 2}, posons
Xi =

Xi

X1 + Y1 +X2 + Y2

, Yi =
Yi

X1 + Y1 +X2 + Y2

.

5



Un 
al
ul assez simple montre alors que
dX1

dt
= a1Y1 − cX1 −X1 [a1Y1 + a2Y2] , (4)

dY1

dt
= cX1 − b

Y1 Y2

Y1 + Y2

− Y1 [a1Y1 + a2Y2] , (5)
dX2

dt
= a2 Y2 − cX2 −X2 [a1Y1 + a2Y2] , (6)

dY2

dt
= cX2 + b

Y1 Y2

Y1 + Y2

− Y2 [a1Y1 + a2Y2] . (7)Aux solutions exponentielles du système (1)-(2) de la forme eλtz, où z est unve
teur �xe, 
orrespondent des solutions stationnaires du système (4)-(7). Pourla notion de stabilité dans les systèmes di�érentiels homogènes de degré un, onrenvoie à [5, p. 638℄ ou aux livres [4, 
hap. 5℄, [6, 
hap. 4℄ et [10, 
hap. 4℄. La� stabilité � dans le système (1)-(2) 
orrespond par dé�nition à la stabilité dansle système (4)-(7). Il résulte du théorème d'Euler pour les fon
tions homogènesve
torielles (i
i de degré un) que λ est toujours une valeur propre de la matri
eja
obienne JF (z) de la fon
tion F en z (
ar JF (z)z = F (z) = λ z). D'après [5,p. 638℄, il y a stabilité asymptotique lo
ale si et seulement si toutes les valeurspropres de JF (z) autres que λ ont une partie réelle stri
tement inférieure à
λ. C'est 
ette 
ara
térisation que l'on va utiliser dans les trois sous-se
tionssuivantes. Si z = (x1, y1, x2, y2) et p = y2/(y1 + y2), alors

JF (z) =









−c−m a1 0 0
c −b p2 −m 0 −b(1− p)2

0 0 −c−m a2
0 b p2 c b(1− p)2 −m









. (8)3.2 Stabilité de la population ave
 une fé
ondité élevéeConsidérons une solution triviale de la forme eλ1t(x1, y1, 0, 0) ave
 x1 > 0 et
(λ1 +m)y1 = c x1. Alors p = 0 et

JF (z) =









−c−m a1 0 0
c −m 0 −b
0 0 −c−m a2
0 0 c b−m









.La plus grande valeur propre du blo
 supérieur gau
he est λ1. La plus grandevaleur propre du blo
 inférieur droit est
µ2 :=

b − c+
√

(b+ c)2 + 4a2c

2
−m,qui est une fon
tion 
roissante de b. Après quelques 
al
uls, on obtient que

µ2 > λ1 lorsque b > b1. La solution triviale où la population a une fé
onditéélevée est don
 lo
alement stable lorsque b < b1 et instable lorsque b > b1.6



3.3 Stabilité de la population ave
 une fé
ondité basseConsidérons une solution triviale de la forme eλ2t(0, 0, x2, y2) ave
 x2 > 0 et
(λ2 +m) y2 = c x2. Alors p = 1 et

JF (z) =









−c−m a1 0 0
c −b−m 0 0
0 0 −c−m a2
0 b c −m









.La plus grande valeur propre du blo
 inférieur droit est λ2. La plus grande valeurpropre du blo
 supérieur gau
he est
µ1 :=

−b− c+
√

(b − c)2 + 4a1c

2
−m,qui est une fon
tion dé
roissante de b puisque

2
dµ1

db
= −1 +

b− c
√

(b − c)2 + 4a1c
< 0.Après quelques 
al
uls, on obtient que µ1 > λ2 lorsque b < b2. La solutiontriviale où la population a une fé
ondité basse est don
 lo
alement stable lorsque

b > b2 et instable lorsque b < b2.Comme b1 < b2, on voit que dans l'intervalle ]b1, b2[, les deux types desolutions exponentielles triviales sont tous les deux instables. Lorsque c tend vers
+∞, le modèle ave
 deux groupes d'âges se réduit au modèle de l'introdu
tionave
 un seul groupe d'âges ; on véri�e bien que les deux seuils b1 et b2 
onvergentalors vers un seuil unique égal à a1 − a2.3.4 Stabilité de la solution non triviale ave
 des fé
onditésdi�érentesConsidérons une solution non triviale de la forme eΛt(x1, y1, x2, y2) donttoutes les 
omposantes sont > 0. Il résulte alors de l'équation (3) que

p =
y2

y1 + y2
=

a1
a1 − a2

+
c

b
− c

a1 − a2
b2

.On sait déjà, d'après les résultats généraux rappelés dans la sous-se
tion 3.1, que
Λ est une valeur propre de la matri
e JF (z) dé�nie par (8). La question est de sa-voir si les trois autres valeurs propres ont une partie réelle stri
tement inférieureà Λ. Ave
 l'aide du logi
iel libre de 
al
ul formel X
as (www.x
asenligne.fr),on trouve que le polyn�me 
ara
téristique (en la variable ξ) de la matri
e
JF (z)− Λ I, est de la forme

ξ(ξ3 + k2ξ
2 + k1ξ + k0),7



où
k2 =

(a1 + a2)b
2 + 2c(a1 − a2)

2

(a1 − a2)b
,

k1 = c

(

2

b
− 1

a1 − a2

)

[(a1 + a2)b+ (a1 − a2)c] ,

k0 = −c
[a1b

2 + (a1 − a2)bc− (a1 − a2)
2c][a2b

2 + (a1 − a2)bc− (a1 − a2)
2c]

b3(a1 − a2)
.Notons que k0 peut aussi s'é
rire sous la forme

k0 = −k(b− b1)(b− b2) ,

k =
a1a2c

b3(a1 − a2)

(

b+
2(a1 − a2)

√

1 + 4a1/c− 1

)(

b+
2(a1 − a2)

√

1 + 4a2/c− 1

)

.Pour que les trois ra
ines du polyn�me ξ3+k2ξ
2+k1ξ+k0 aient une partie réellestri
tement négative, il faut et il su�t d'après le 
ritère de Routh-Hurwitz que

k2 > 0, k1 > 0, k0 > 0 et k1k2 − k0 > 0 [11, p. 134℄. On a bien k2 > 0. D'autrepart, k1 > 0 lorsque 0 < b < 2(a1 − a2) et don
 en parti
ulier pour b1 < b < b2puisque b2 < a1 − a2. On a aussi k0 > 0 pour b1 < b < b2. Il ne reste don
 qu'àvoir si k1k2 − k0 > 0 lorsque b1 < b < b2. Un 
al
ul fastidieux montre que
k1k2 − k0 = c

W1 +W2 +W3

b3(a1 − a2)2
,où

W1 = (a1 − a2)
3c2[(a1 − a2)

2 + 2(a1 − a2)b − b2],

W2 = (a1 + a2)(a1 − a2)b
2c[3(a1 − a2)

2 + (a1 − a2)b− b2],

W3 = b4[a1a2(a1 − a2) + 2(a1 + a2)
2(a1 − a2)− (a1 + a2)

2b],et où les di�érents termes ont été ordonnés suivant les puissan
es 
roissantes duparamètre b. Comme b < b2 < a1 − a2, on voit que W1 > 0, W2 > 0 et W3 > 0.Ainsi k1k2 − k0 > 0. La solution non triviale est don
 bien stable sur tout sondomaine d'existen
e b1 < b < b2.4 Comportement asymptotique globalJusqu'i
i, l'étude de stabilité n'était que lo
ale. Comme le système est dedimension 4 et 
omme il se ramène au mieux à un système de dimension 3,il ne semble pas possible d'utiliser le théorème de Poin
aré-Bendixson pourdéterminer le 
omportement asymptotique global, 
ontrairement au modèle dé-mographique ave
 mariage de plus petite dimension dans [10, 
hap. 4℄.Il est également di�
ile de trouver une fon
tion de Lyapounov 
onvenable.Quoique notre système homogène puisse se transformer en un système ave
8



uniquement des termes linéaires ou quadratiques si l'on prend 
omme nouvellesin
onnues X1/(Y1+Y2), Y1/(Y1+Y2), X2/(Y1+Y2) et Y2/(Y1+Y2), la fon
tionde Lyapounov ave
 des termes logarithmiques utilisée par exemple dans [1℄ pourune 
lasse parti
ulière de pareils systèmes ne semble pas 
onvenir.En s'inspirant du modèle linéaire de population de [3, p. 80℄, on note 
epen-dant que la fon
tion
V (t) =

1

2
[e−λ1tX1(t)]

2 +
1

2

a1
c
[e−λ1tY1(t)]

2est toujours positive et dé
roissante. En e�et,
dV

dt
= e−2λ1tX1[−λ1X1 + a1Y1 − (c+m)X1]

+
a1
c
e−2λ1tY1

[

−λ1Y1 + cX1 −mY1 − b
Y1Y2

Y1 + Y2

]

.Comme Y1(t) > 0 et Y2(t) > 0, le terme ave
 b en fa
teur est négatif et il reste
dV

dt
≤ e−2λ1t

[

(−λ1 − c−m)X2
1 + 2a1X1Y1 − (λ1 +m)

a1
c
Y 2
1

]

= −e−2λ1t
c+

√
c2 + 4a1c

2

(

X1 −
λ1 +m

c
Y1

)2puisque (λ1 + m)(λ1 + m + c) = a1c. Ainsi dV/dt ≤ 0 et V (t) 
onverge versune limite positive ou nulle. Cela ne permet pas néanmoins de distinguer lesdi�érents régimes selon la valeur de b.On 
onje
ture que :� si b < b1, alors
e−λ1t(X1, Y1, X2, Y2) −→

t→+∞

(x1, y1, 0, 0)ave
 x1 > 0, y1 > 0 et (λ1 + m)y1 = c x1 ; 
'est la population ave
 unefé
ondité élevée qui en proportion �nit par dominer ;� si b1 < b < b2, alors
e−Λt(X1, Y1, X2, Y2) −→

t→+∞

(x1, y1, x2, y2)ave
 x1 > 0, y1 > 0, x2 > 0 et y2 > 0 ; 
ette limite est unique à une
onstante multipli
ative près ; il y a 
oexisten
e en proportion des sous-populations ave
 des fé
ondités di�érentes ;� si b > b2, alors
e−λ2t(X1, Y1, X2, Y2) −→

t→+∞

(0, 0, x2, y2)ave
 x2 > 0, y2 > 0 et (λ2 + m)y2 = c x2 ; 
'est la population ave
 unefé
ondité basse qui en proportion �nit par dominer.9



Ainsi don
, la transition démographique partielle observée dans 
ertains paysd'Afrique subsaharienne pourrait 
orrespondre au 
as intermédiaire où b1 < b <
b2. Considérons un exemple. Prenons a1 = 10% par an. Rappelons que 
e pa-ramètre est égal au nombre de naissan
es dans les familles ave
 une fé
onditéélevée divisé par la population adulte ave
 une fé
ondité élevée, et non le tauxde natalité employé habituellement en démographie, qui divise par la populationtotale. Prenons aussi : a2 = 4% par an, c = 5% par an (de sorte que 1/c = 20ans) et m = 2% par an (de sorte que 1/c = 50 ans). Alors λ1 = 3% par an,
λ2 ≃ 0,6% par an, b1 = 3% par an et b2 ≃ 3,9% par an. La �gure 2 montre lesdi�érents taux de 
roissan
e supposés λ1, Λ et λ2 en fon
tion de b. C'est dansl'intervalle ]b1, b2[ qu'il y a une transition démographique partielle ave
 un tauxde 
roissan
e Λ.
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Figure 2 � Les taux asymptotiques de 
roissan
e de la population λ1, Λ et
λ2 (ligne 
ontinue) en fon
tion du 
oe�
ient de mimétisme b (en abs
isse). Lesvaleurs propres µ1 et µ2 sont en pointillé.Référen
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