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MÉCA�IQUE. - Les liaisons unilatérales et le principe de Gauss. 

Note(*) de M. JEA.��-JACQUES MoREAu, présentée par M. Jean Leray. 

Soit un système matériel auquel des liaisons différentiables, bilatérales, 
sans frottement, laissent n degrés de liberté; soit un paramétrage régulier 
(q1, q�, ... , q,,) et la fonction énergie cinétique 

T !r/, q', t ) =:. ; � ((
1 k ( q, / ) q; r/k + � li ( f /, t ) ri + < • t q � I 1 •

Î, k 

Ce système est, en outre, soumis à une famille de liaisons unilatérales 
décrites par les inégalités (supposées compatibles) 
( I) f;,. ( q, l) � 0 ('r/ :zel, ensemble fini d'indices:,. 

Ces liaisons unilatérales sont sans frottement, c'est-à-dire que les forces 
de réaction qui assurent f;J. � o ont des composantes covariantes de la 
forme i .. ':1. u�, avec ) .. x � o et u� � àf r1./àqi; en outre, 

),;J. = o pour toute configuration telle que /:1. > o.

Enfin on donne les composantes covariantes Qi (fonctions continues 
de q, q', t) des forces actives appliquées au système. A un instant to on 
suppose données les valeurs des qi et des q:, compatibles avec tous les 
contacts r� = o, c'est-à-dire qu'à cet instant 

( 3 )
dj� - df:,. � Î ' -

dt - àt + �u,_q, - 0 

i 

Le problème posé ( 1 ) est de déterminer l'état d'accélération c< immédiatement 
postérieur à lo », c'est-à-dire les limites à droite q; ( t;). 

Soit ( ei) une bas� dans un espace vectoriel E, de dimension n, et ( e') la 
base duale dans l'espace dual E *; la matrice symétrique (a;,..) représente 
dans ces bases une bijection linéaire A de E * sur E. On munit E d'une 
structure d'espace euclidien en définissant, pour tout couple x e E, y e E, 
le produit scalaire 

(x l.r) = < x, A- 1 (y)) == < A-t (x), y).

· Si l'on pose
et 

i 

les équations de Lagrange s'écrivent sous la forme d'une égalité dans E 
( où z désigne une fonction connue de q, q', t) 

A ( qH ) == Z + IiÀaUo:,

ctEI 

•
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D'autre part, en notant sœ une fonction connue de q, q', t, on a 

d� !"' "" ; Il 

dt� = - S:x + .,�,../l:x q;

de:sorte que (1) et (3) assujettissent q" (t�) aux inégalités 

(4) < ur,., q'') - s(I,:::::,,. o (Vael) 

et la loi (2) implique que, pour chaque a, un au 1noins des deux no1nbres i,:1. 
et ( u:x, q" >-s"' est nul. On fait le changement d'inconnue A (q") = xE E 
et le problème se formule comme suit : 

(P) TrourJer xE E �t une fcunille de no,nbres (i."')
:1.
ei tels que

( 11 :x : .r J - Sx::::,,. o,

x=.:; + �Àr,.u,. 
"'EI 

i. :x ::::,,_ 0 , Ï,r,. [ ( Il :X ' .I' ) - S X J = 0, 

l\Jontrons que, quelles que soient les ·données z'e E, u.,, E E, s"" ER ce problèrne 
adniet une unique solution x qui est, dans l'espace euclidien E, la proJection 
de z sur l'ensemble conçexe fermé : 

· [non vide, puisque les inégalités (1) sont supposées compatibles].
1 ° Soit une solution de (P) et ç quelconque dans C; on a 

(.:; - ,r ! :; - .r J = (-� ),:x u x : � - ,r) = -� À(/, [ 1 11,: �) - s c,. ] • o.

:XEI (I.E[ 

On sait que cette inégalité caractérise x comme égal à projc z. 
2

° Réciproquement, soit 

�1:: = prOJ c.:; et J = l zel/(110: 1 .r.,1 - s:1. = o: 

(ensemble peut-être vide), c'est-à-dire que 

Les fonctions 1;-+ (u:x j 1;) - S:x étant continues, il existe alors y,. voisinage 
de zéro dans E, tel que 

' ' 

C( El: J' ; - XE V =;, ( ll:x 1 ; ) - S:x > 0. 

On a· donc la suite d'implications 

;-xeV, inf ( ll:x 1 ; - x) :::::,. o =;, inf [ ( ll :x 1 ;) - S:x ] :::::,. o:xei :xe1 
=;, � e c =;, ( z - x 1 :; - x) .::::::: o. 



Finalement
1 

en posant k (1; - x) = I', avec k > o arbitraire, de sorte que !' 

parcourt E entier lorsque ç - x parcourt V, on a 

sup ( - 1tr,. j 1· l _- / o ---', 1 ;; - .r l 1· 1 - - o.
:<E,I 

Donc ;:; - x appartient à l'enveloppe conique convexe des (- u,.)
""
e'' 

c'est-à-dire que pour chaque 7. E J il existe i.,. � o tel que

(soit o si J est vide). 
En prenant, d'autre part, i,"" = o si z$J, on construit bien une solution 

du problème (P). 
Cette interprétation extréniale du problèrne signifie que le principe de 

moindre contrainte de Gauss s'applique aux liaisons unilatérales. 
En effet, dans le cas classique d'un système à liaisons toutes bilatérales, 

sans frottement, le principe de Gauss peut s'énoncer sous la forme suivante: 
la configuration et l'état de vitesse d'un système {I; étant donnés à un 
certain instant, l'état d'accélération consécutif est, parmi tous les états 
d'accélération cinématiquement compatibles avec ces données et avec 
les liaisons, celui qui confère son minimum à la « fonction d' Appell » : 

G= ;jr�d,n -{ r.dF
8 .. 1S 

(r désigne l'accélération de l'élément générique du système; dm est la 
mesure masse, définie sur &, tandis que la mesure vectorielle dF rP.présente 
les forces acti!'es appliquées au système &).

Pour un mouvement défini par une évolution quelconque des q;, la 
fonction d' Appell du système de tout à l'heure a l'expression 

1 ' . 1 (' 1 
1 - 1 

L' = - ( X ! X ) - ( ::; ,l: ) + \ = - ( J' - ;; , ,l' - :, 1 - - ( ;; ::; ) -+- n , 2 . ' ' 1 1 . 

où K ne dépend pas de q" et où x = A (q"). Minimer cette expression sur 
l'ensemble des q" respectant les inégalités (4) revient bien à prendre pour x,

dans E, le point de C le plus proche de z. 
Le calcul effectif de q" relève alors des techniques de la programmation 

quadratique ( 2). 
Mentionnons, d'autre part, qu'un théorème de dualité, publié précédem­

ment ( 3 ) permettrait, indépendemment du calcul de q", une caractérisation 

extrémale de la réaction !i Î,x u,. . Enfin, les liaisons unilatérales dans un 
O<EI 

milieu continu peuvent s'étudier dans le même esprit ('). 


