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MÉCANIQUE DES FLUIDES. - /n(,'ariants intét{raux d'un ensemble de solutions

des équations de l'hydrodynamique. Note de l\1. JEAN-JACQUES l\loREAu, pré
sentée par M. Joseph Pérès. 

Une mesure invariante au cours du ternps est définie sur une famille à 2 p para
rnètres d'écoulements d'un fluide parfait incompressible, limité par une paroi de mou
vement iinposé.

Dans une portion de l'espace { x} ( où x1 , x2 , x 3 sont des coordonnées carté
siennes rectangulaire·s) se meut un fluide parfait incompressible, soumis à un 
champ de forces massiques dérivant d'un potentiel, en présence d'une paroi S, 
de mouvement imposé. On suppose, pour simplifier, que le domaine fluide 
D t C { x} que limite cette paroi, à tout instant t, est borné. Comme dans la plu
part des considérations sur les fluides parfaits, on pose que l'écoulement est 
différentiable, c'est-à-dire que l'évolution de chaque particule entre deux ins
tants quelconques t' et t" définit une application C i -différentiable hi univoque 
de D i, sur D t": ainsi est induite sur le milieu matériel fluide une structure de 
variété C 1-différentiable ( appelons { p.} cette variété) à trois dimensions : 
chaque particule du fluide, soit p., est repérée dans { �-} par trois« coordonnées 
matérielles >) [J-o 02, p.3• Les coordonnées cartésiennes x,, de la position de p. à
l'instant t sont des fonctions Ci-différentiables des P.i et de t, de même, par h)po
thèse, que les composantes cartésiennes de la vitesse 

O)x1.:.
u1c== --6Jt 

( CfJ / 6Jt représente une dériçée suiçeuse, c'est-à-dire prise à � constant). 



Soit une famille de tels écoulements, dépendant différentiablement de n

paramètres ),i, À 2 , ••• , À11 ( écoulements cc modifiés))) (i ), On note odes diffé
rentielles prises à fJ. et t constants : ce sont des éléments de En, espace des 
covecteurs tangents au point ), de la variété /À), variété C i -différentiable de 
dimension n. Pour plus de clarté, on pose bXr.- = X1, , ôur,= Ur.- : Les grandes 
lettres représentent, dans les équations qui vont suivre, des éléments de E" ou 
de ses puissances extérieures. 

·De ce que tous les écoulements sont incornpressibles on tire

(1) a (u' àu, x· ) _ � ;---Lk -Ü
à.xi , à:.ck 

( clans tout D,) 

et, de ce qu'ils s'effectuent en respectant S : 

(
1

U ùu; X) a; ; - �d . .1 k = o
-Xk 

(surS,) 

les IX; étant les cosinus directeurs de la normale sortante au point courant de S 1 •

On conr,;ient enfin que « la niodijication conserve les circulations l) : le long 

d'une ligne fluide fermée yc \ fJ. ), la circulation .f u;dx; ne dépend pas de ), 

( elle ne dépend pas non plus de t, d'après le théorème de Kelvin). Cela veut 
dire, si l'on préfère, que les états de mouvement <c modifiés)) se définissent en 
déformant les lignes tourbillon tout en conservant à chaque tube tourbillon 
son intensité. On en tire facilement l'existence d'une fonction G, uniforme sur 
tout D 1 , à valeurs dans E,,, telle que 

Soit 

U;-- ÙUkXk= ùG. 
à.X; à.X; 

le tourbillon tensoriel. Formons 

(dr, élément de volume de { x l ). 

'fnÉORÈME - L'expression I E E;, 2
, forme différentielle extérieure de degré 2

sur / ), l, est invariante par rapport à t. 
On le montre en notant d'abord que, en vertu de l'incompressibilité, 

d"r définit aussi bien sur j fJ.) que suri x) une mesure indépendante de t et que I 
s'exprime ainsi par une intégrale étendue à D C / fJ. ), d'où 

Comme 

dI J(OJ(;k .. 
T 

OJX; X) d -d = -�Xi/\ Xk+ 2'C.1k- /\ k -:.t @t . . (ï;)t 
JI 

(ï;)Sik àu; Ùu j àuk ÙUj 
U""Jl = à.xi Ù.Xk - àxj à.xi 

( équations de Helmholtz) 



cela donne 

@X; 
_U 

@t - "

dl -1 (àu; àui X X r U /\X) ddt -2 . àx . àxk ., ; /\ k + -,;k ; k '.
D, / 

Il n'y a qu'à multiplier extérieurement par G la relation ( 2 ), intégrer sur S t, 
puis transformer l'intégrale de surface par la formule d'Ostrogradsky dans j x l 
pour obtenir, compte tenu de ( 1 ), la nullité de dl/ dt. 

En multipliant extérieurement p formes identiques à I, à la dénomination 
des variables près, on obtient plus généralement une forme différentielle exté
rieure sur / ), l, de degré 2p, invariante par rapport à t. Si l'on intègre cette 
forme sur un morceau de sous-variété différentiable dei Î, l, de dimension 2p,

on obtient un in<;ariant intégral: on peut dire encore que, sur une famille diffé
rentiable de dimension paire d' écoulenzents du fluide est définie une mesure inra
riante à l'égard du temps. 

On pourrait obtenir des invariants assez analogues en adaptant au système 
fluide certains raisonnements classiques fournissant les invariants intégraux 
d'un système mécanique à un nombre fini de degrés de liberté, rattachés au 
principe variationnel de 1-Iamilton. Mais les résultats présents sont substan
tiellement différents : soulignons notamment que les ôx1; ne sont pas astreints à
respecter les liaisons mécaniques du fluide (incompressibilité et présence de la 
paroi S); seuls les u1c sont affectés par ces liaisons ( ce qui permet, par exemple, 
dans chaque « état modifié )), la détermination des u" à partir du seul champ 
tourbillonnaire, dont on a précisé plus haut la règle de modification). Au fond, 
nous dégageons ici une « physionomie hamiltonienne>> pour les lois d'évolu
tion d'une structure tourbillonnaire, lois qui peuvent s'énoncer en faisant 
abstraction du fluide matériel qui en est le support. Un tel caractère hamil
tonien est déjà bien connu dans le cas bidimensionnel d'un ensemble fini de tour
billons ponctuels ( 3 ).

(1) Des exemples simples permettraient de rnontrer que de telles familles difTérentiables
d'écoulements existent. Nous n'abordons pas ici la question de savoir si le fait de supposer 
que les modifications à un instant initial t0 dépendent différentiablement de,, suffit à assurer 
à la famille des mouve1nents consécutifs les caractères de différentiabilité voulus. 

(2) Noter qu'il n'est pas indispensable d'invoquer à titre local la commutativité de diffé
rentiations qu'implique cette égalité, mais seulement en intégrale sur des parties de ( x f.
De façon analogue, dans l'égalité (r), la dérivation à/àx; peut n'être définie qu'à titre distri
butionnel. 

('3) Le fait que les équations d'évolution sont, dans ce cas, des équations canoniques, sert 
de base, notamment, à des considérations de L. Onsager sur la turbulence à deux dirnensions 
(Nuoro Cimenta, ge série, 6, suppl., rgig, p. '.:l79). 




