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Introduction

PREAMBULE

Dans I’enseignement, et peut-étre plus spécifiquement dans 1’enseignement des sciences, le
terme « exemple » est employé de maniére trés courante. C’est un fait, presqu’une banalité, de
dire que les exemples sont omniprésents dans I’enseignement, que ce soit dans les manuels ou
en classe. Quel enseignant n’a jamais été sollicité par ses éléves ou étudiants pour produire un
exemple ?

La notion d’exemple est clairement présente dans ce cas d’une demande explicite de
production d’exemple et, plus généralement, lorsque le mot « exemple » est employé. Ainsi,
dans le premier chapitre d’un manuel de mathématiques de 3° pris au hasard, le mot
« exemple » est utilisé a la suite des définitions et propriétés des deux pages « cours » :

- «Exemple: m est un nombre irrationnel » juste aprés la définition d’un nombre
irrationnel censé illustrer ou éclairer la définition.

- «Exemple: on a vu ci-dessus que PGCD(36 ; 24)=12. :;’E = xﬁ =§ et S est une
fraction irréductible. » juste aprés une propriété pour rendre irréductible une fraction.

11 serait toutefois trompeur de se limiter 4 cet unique emploi du mot, car la notion d’exemple
est beaucoup plus large. C’est le cas des « activités » préparatoires au cours, des exemples,
sans que le terme soit mentionné, présentés dans les pages « savoir-faire » ou encore des
exercices, qu’ils soient « de base », « d’application » ou « d’approfondissement ».

Ce que I’on peut comprendre lorsque I’on ouvre un manuel, c’est qu’un exemple n’est jamais
isolé, il fait toujours référence a une notion, un chapitre, un contexte : un exemple est toujours
un_exemple de quelque chose et sa fonction dépend, entre autres, de sa position dans le
chapitre. Considérons la réaction chimique entre ’acide acétique et I’eau : elle peut étre un
exemple d’une réaction chimique ou d’une réaction acido-basique, et sa fonction est différente
selon qu’elle est présentée, ou étudiée, en début de chapitre, en cours de chapitre ou en fin de
chapitre.

Ainsi, sous le terme apparemment banal d’exemple, on trouve des caractéristiques et des
fonctions qui peuvent étre trés différentes. C’est 1’objectif de cette brochure d’éclairer la
notion d’exemple et de préciser le role qu’elle joue dans ’enseignement et I’apprentissage des
mathématiques et des sciences physiques.

La brochure est organisée en deux parties. La premiére partie (page 5) est dédiée a une étude
bibliographique sur la notion d’exemple en didactique. Chaque article présente un résumé
avec des commentaires et des critiques des lecteurs. Dans la deuxiéme partie (page 47), nous
avons voulu interroger la notion d’exemples a partir de nos expériences de recherche.



PARTIE I : FICHES DE LECTURE CRITIQUE

En mathématiques, nous nous sommes appuyés sur un numéro spécial de la revue
Educational Studies in Mathematics : The Role and Use of Examples in Mathematics
Education, Volume 69 de 2008. Cette revue est le fruit du travail de chercheurs reconnus
internationalement. Aprés une premiére rencontre en 2005, ils ont organisé un research _forum
a PME 30 en 2006 d’ou a émergé ce numéro spécial d’ESM. L objectif de ces chercheurs était
principalement de lancer un nouveau courant de recherche sur la notion d’exemple et de
proposer un cadre cohérent pour ces recherches. De ce fait, les articles dont il est question
dans cette partie ont tous des liens avec le cadre des espaces d’exemples et des Learners
Generating Examples (LGE) de Mason et Watson (2005). Ces deux chercheurs ont d’ailleurs
chacun un article dans ce numéro spécial dont les éditeurs sont Anne Watson et Liz Bills.

Le recueil d’articles montre ainsi une certaine homogénéité du point de vue théorique. Le
point de vue des lecteurs, tous affiliés au LDAR et/ou & ’'IREM de Paris, révéle également
une homogénéité dans la perception des articles : les études sont intéressantes mais le cadre
théorique laisse des zones d’ombre parfois importantes et les arguments des auteurs ne sont
pas toujours convaincants. Une des raisons provient peut-&tre du choix d’isoler les exemples
comme objet d’étude alors qu’ils ne sont qu’une composante de I’activité mathématique.
Nous renvoyons aux commentaires de chaque article de la partie I ainsi qu’aux articles
d’Ouvrier-Buffet et de Vivier de la partie IT pour des discussions plus précises.

Les deux premiéres fiches sont relatives au cadre théorique des espaces d’exemples et des
LGE qui sont repris dans les autres articles. L’article de Goldenberg et Mason (fiche page 7)
est un article plut6t théorique qui présente la notion d’espace d’exemples de maniére générale
en pointant notamment les dimensions de variations possibles. Les types exemple, contre-
exemple et non-exemple sont également précisés. Larticle de Watson et Shipman (fiche page
11) s’intéresse plutdt aux situations permettant aux apprenants de générer des exemples
(Learner Generated Example) dans un but de conceptualisation. Plusieurs études
expérimentales sont présentées pour étayer leur propos.

Les troisieme et quatriéme fiches s’intéressent plus spécifiquement aux exemples utilisés par
les enseignants : expérimentés du secondaire pour Iarticle de Zodik et Zaslavsky (fiche page
19) et débutants du primaire pour I’article de Rowland (fiche page 27). Zodik et Zaslavsky
relévent de nombreux exemples qu’ils classifient & I’aide des trois types exemple, contre-
exemple et non-exemple qu’ils croisent avec deux caractéristiques liées aux enseignants :
exemples préparés ou spontanés (souvent pour répondre a un éléve). Rowland s’intéresse
plutdt aux exemples, qu’il qualifie d’inappropriés ou de judicieux, que les professeurs
débutants utilisent et que 1’on pourrait ainsi interpréter avec la notion de variable didactique.

L’étude de la cinquieéme fiche (fiche page 31) est plus spécifique. Alcock et Inglis
s’intéressent a la production d’exemples dans un processus de preuve par deux doctorants en
mathématiques en distinguant deux formes de raisonnements : sémantique et syntaxique.

En sciences physiques, il apparait que les études sur la notion d’exemple dans I’enseignement
sont extrémement peu nombreuses. De ce fait, un seul article est exposé, le seul trouvé qui
mentionne explicitement dans son titre le terme d’exemple. Il s’agit d’un article de Brown
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datant de 1992 (fiche page 37) ot il compare deux stratégies d’enseignement : une premiére
par exposition de plusieurs exemples juxtaposés pour construire par induction le concept et
une deuxiéme par une succession de situations pouvant étre expliquées par une méme
structure analogique. II est a noter que si la littérature sur les exemples est faible, nombreuses
sont les études sur I’usage des analogies dans I’enseignement.

PARTIE IT : DES RECHERCHES ORIGINALES SUR LA NOTION D’EXEMPLE

Cette deuxiéme partie a pour objectif d’ouvrir les recherches sur la notion d’exemple. Les
deux premiers articles font référence explicitement aux cadres utilisés en partie I pour les
discuter, alors que les quatre articles suivants explorent librement d’autres pistes en
s’appuyant notamment sur les manuels.

Larticle de Cécile Ouvrier-Buffet (page 49) s’intéresse aux types d’exemples et a leurs
fonctions mais d’un tout autre point de vue de ce qui ressort du numéro spécial d’ESM. Au
lieu de partir directement des exemples, elle prend un point de vue plus large en s’intéressant
aux définitions et plus précisément & I’activité autour des définitions, notamment celle lide &
la preuve en mathématiques. Il s’agit d’un texte plutdt théorique qui se termine par une
discussion sur I’intérét de considérer des non-exemples (Tsamir & Tirosh, 2008).

Le deuxiéme article (page 59) est écrit par Iauteur de la fiche sur I’article de Watson et
Shipman (2008, cf. fiche page 11). A travers trois études expérimentales sur le théme des
rationnels en écriture décimale, I’auteur, Laurent Vivier, discute certaines caractéristiques qui
sont prétées aux exemples dans la perspective des LGE. Il se focalise en particulier sur les
potentialités réelles, et non pas uniquement espérées, des exemples pour la conceptualisation.
D’une certaine maniére, cet article prolonge les commentaires sur I’article de Watson et
Shipman.

Richard Cabassut (page 69) expose le role fondamental des exemples dans les comparaisons
internationales. En effet, il est impossible de comparer en intégralité deux systémes éducatifs
et il est nécessaire de choisir des exemples tirés des curricula. Il s’intéresse, dans une
comparaison Allemagne/France sur les preuves, aux justifications institutionnelles en prenant
appui sur le théoréme sur la somme des angles d’un triangle ainsi que sur les formules du
périmeétre d’un cercle et celle de Paire d’un disque.

Bernard Parzysz (page 83) pointe le caractére particulier des exemples en probabilités. Aprés
une recension des exemples d’expériences aléatoires utilisés par les manuels, 1’auteur
s’intéresse a la fonction de ces exemples en probabilités. Il replace I’interrogation dans une
problématique plus large tenant compte de la simulation et de la modélisation. Il dégage alors
Iintérét de ces premiers exemples pour ’enseignement et I’apprentissage des probabilités
dans ce qu’il nomme un schéma d’expériences.

Si en physique on reléve quelques articles s’intéressant aux exemples dans 1’enseignement (cf.
notamment les travaux de Brown et la fiche page 37), en revanche il semble qu’aucune étude
didactique n’ait été mende sur les exemples en chimie — méme si des articles traitant de la
motivation ont été publiés. Ainsi, Isabelle Kermen et Nicolas Décamp (page 91) ont initié une
telle étude en s’intéressant aux transformations chimiques non totales (TnT) dans les manuels
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de Terminale S. Ils discutent en particulier le rdle de contre-exemple que peut jouer une TnT
dans la classe déja enseignée des transformations totales puis du sens de I’induction porté par
les différents exemples de TnT alors que la plupart sont dans la sous-classe des
transformations acido-basiques. A coté de la question de la variété des exemples pour
I’enseignement qui est ici posée, les auteurs pointent également de nombreuses imprécisions
qui peuvent étre préjudiciables pour les apprentissages.

Enfin, Nicolas Gauvrit (page 103) se penche sur les exemples en psychologie. Dans une
premicre partie, il précise les caractéristiques particuliéres des exemples dans les catégories en
distinguant leurs structures internes et externes. Le propos, bien différent de celui des autres
articles de cette brochure, permet de différencier I’exemple dans les disciplines scientifiques
scolaires de I’exemple en psychologie, plus proche donc du fonctionnement mental du sujet.
Dans une deuxi¢éme partie, indépendante, il se penche sur la transposition didactique des
statistiques dans les manuels a I’usage des psychologues. Il reléve une transposition radicale
des statistiques visant a €liminer les mathématiques, I’institution source, mais qui n’est pas
pleinement assumée et présente donc des paradoxes qu’il juge préjudiciables pour
I’enseignement.



PARTIE I

Fiches de lecture critique

Goldenberg, P. & Mason, J. (2008). Shedding light on and with example spaces,
Educational Studies in Mathematics, 69.
Fiche écrite par Alain Kuzniak

Page 7

Watson, A. & Shipman, S. (2008). Using learner generated examples to introduce new
concepts, Educational Studies in Mathematics, 69.
Fiche écrite par Laurent Vivier

Page 11

Zodik, 1. & Zaslavsky, O. (2008). Characteristics of teachers’ choice of examples in and
for the mathematics classroom, Educational Studies in Mathematics, 69.
Fiche écrite par Marie-Pierre Galisson et Bernadette Denys

Page 19

Rowland, T. (2008). The purpose, design and use of examples in the teaching of
elementary mathematics, Educational Studies in Mathematics, 69.
Fiche écrite par Jacques Douaire

Page 27

Alcock, L. & Inglis, M. (2008). Doctoral students’ use of examples in evaluating and
proving conjectures, Educational Studies in Mathematics, 69.
Fiche écrite par Joris Mithalal

Page 31

Brown, D. E. (1992). Using examples and analogies to remediate misconceptions in

physics: Factors influencing conceptual change, Journal of Research in Science

Teaching, 29, 17-34.

Fiche écrite par Philippe Colin et Cécile de Hosson
: Page 37
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Shedding light on and with example spaces

Paul Goldenberg & John Mason

Fiche écrite par Alain Kuzniak

L'article rédigé par Goldenberg et Mason est larticle conclusif du numéro d’ESM
spécialement consacré aux exemples. Il donne une vision globale de l'usage des exemples
dans l'enseignement des mathématiques et s'applique & dégager un cadre théorique fondant
une exploitation raisonnée des exemples : les espaces d'exemples. L'article reste assez général
et pour en savoir plus sur la mise en pratique de cette approche, il est recommandé de lire le
livre de Watson et Mason (2005).

I. UNE SYNTHESE SUR LA NOTION D'EXEMPLE

Les deux auteurs s'appuient sur diverses contributions dont certaines sont présentées dans
cette brochure (Alcock et Ingliss, 2008, fiche page 31 ; Zazkis et Leikin, 2008), pour dégager
différents usages des exemples en mathématiques.

Le cas le plus commun, et qui n'est pas spécifique aux mathématiques, concerne le jeu entre
abstraction et monde empirique. A partir d'exemples, il est possible de généraliser et de
définir certains objets ou concepts et, dans le sens inverse, un exemple permet de donner du
sens et de la substance a des définitions abstraites. Les exemples s'insérent alors dans le
processus de réification utilisé en didactique notamment par Sfard (1994).

Les exemples peuvent également étre considérés comme des outils de médiation entre les
apprenants et les concepts et techniques mathématiques. Ils sont aussi outils de
communications pour I’apprenant lui-méme ou entre individus pour mieux cerner le sens des
objets mathématiques notamment en découvrant les limites d'un concept. Les deux auteurs
insistent sur le fait que « voir un objet mathématique comme un exemple de quelque chose »
est un acte fondamental dans la compréhension de la signification d'une notion mathématique.
Un objet donné peut étre un exemple pour diverses propriétés et cette reconnaissance de la
propriété et de son lien avec I'objet est & la charge de l'apprenant. Les auteurs soulignent que
cette mise en relation est liée a la réification et a la perception mais ils ne justifient pas cette
affirmation.

IIs citent également Rissland (Michener, 1978) qui établit une progression sur l'usage des
exemples dans la construction des notions mathématiques : exemple introductif pour motiver
la notion, référentiel pour fonder I'intuition, générique comme modéle et enfin contre-exemple
pour percevoir les limites de la notion.

Note du lecteur I: Goldenberg et Mason soutiennent l'intérét d'introduire I'idée de non-
exemple. Pour une propriété P donnée, nous comprenons ce non-exemple comme un exemple
qui vérifie non P. Il peut s'agir d'un contre-exemple si P est affirmée. Cette notion a été



introduite dans l'enseignement de notions mathématiques pour permetire de jouer
explicitement sur l'opposition entre les éléments possédant la propriété et ceux qui ne la
possédent pas. Il est ainsi possible de questionner les prototypes. (Voir aussi OQuvrier-Buffet,
page 49.)

Note du lecteur 2 : Les auteurs insistent sur la question de la représentativité d'un exemple
particulier. Cette question porte plus généralement sur la relation entre un élément et sa classe
d'équivalence au sens mathématique. Ce lien peut s'interpréter en sémiotique comme le lien
entre un signifiant et son référent. Dans quelle mesure un signifiant donné est-il un
représentant suffisamment caractéristique et pertinent de I'objet mathématique qu’il
représente ? Cette question devient cruciale dans une pratique ostensive des mathématiques
puisque l'exemple présenté par le professeur est censé porter la signification de l'objet
mathématique dans son ensemble. Une différence de perception existe entre celle de l'expert
habitué a relativiser la portée réelle d'un exemple et celle du débutant pour qui certains
exemples seront plus porteurs de sens que d'autres. De fait, le travail perceptif tend & dégager
certains prototypes alors qu'un travail plus abstrait ignorera cette nécessité. Les auteurs
généralisent ici l'idée de figural concept de Fischbein a d'autres domaines que celui des
figures géométriques en distinguant les traits saillants et parfois inadaptés que privilégie une
construction perceptuelle du concept.

Note 3 et conclusion provisoire du lecteur : Les exemples sont nécessaires a l'enseignement et
a l'apprentissage des mathématiques. Cependant, du fait méme de leur caractére parfois
particulier, la relation entre un exemple et le concept qu'il illustre doit étre bien pensée pour
¢viter les erreurs et les mauvaises interprétations. C'est pour dépasser ces problémes que les
auteurs ont éprouvé la nécessité d'introduire la notion d'espace d'exemples.

II. LES ESPACES D'EXEMPLES

Cette notion est liée a une vision constructiviste de l'apprentissage des mathématiques en
relation avec le niveau de l'apprenant. Il s'agira de collections d'exemples dans un sens trés
¢tendu intégrant des diagrammes et divers objets mathématiques voire métamathématiques
comme des exemples de démonstrations. La nature de ces exemples peut évoluer suivant les
domaines mathématiques considérés.

Les auteurs développent leur idée d'espaces d'exemples en cinq paragraphes illustrant des
points spécifiques.

I1.1. Sur les dimensions des variations possibles et I'étendue des changements autorisés.

II'y a deux fagons de percevoir un objet comme un exemple de quelque chose. On peut étre
attentif aux variations qui mettent en évidence les invariants parmi toutes les variations. On
peut aussi insister sur la vision d'un cas particulier au milieu de la généralité. Ainsi, on peut
voir une expression particuliére du second degré comme une instanciation de la forme
générale du second degré.

Les auteurs introduisent l'idée de dimension des variations possibles pour aider les apprenants
a faire varier les exemples sans qu'ils perdent leur caractére exemplaire et générique. La



nouveauté est ici que le professeur peut intervenir pour déclencher ces variations et ouvrir de
nouvelles dimensions possibles.

Quant a I'étendue des changements autorisés, elle a ét¢ introduite dans le cadre théorique pour
favoriser I'exploration de ce champ des exemples par les éléves et les professeurs.

I1.2. Espaces d'exemples accessibles

La métaphore du garde-manger est utilisée par les auteurs pour mettre en évidence la double
idée du stockage des exemples puis de leur accessibilité. En effet, stocker est nécessaire mais
utiliser ce qui est stocké est également indispensable et non évident & faire. L'idée
d'accessibilité permet d'attirer l'attention du professeur sur le contexte, l'ancienneté des
situations, les connaissances d’un éléve particulier.

11.3. Construction d'exemple et enrichissement de l'espace des exemples.

Ce point n'est pas beaucoup développé par les auteurs qui font référence a d'autres articles : il
semble essentiel dans leur approche pédagogique qui construit les notions mathématiques a
partir d'une structuration des exemples de la notion.

11.4. Explorer les espaces d'exemples

Dans la logique métaphorique qui est celle de la notion d'espaces d’exemples, les auteurs
suggérent des activités d'exploration des diverses dimensions de ces espaces. Il est ainsi
possible de demander aux étudiants de fournir le plus possible de nombres irrationnels entre

100 et 200, ce qui permet de combiner des écritures avec 7 ou V2.

IL5. Une synthése sur la notion d'espaces d'exemples

De maniére synthétique, les auteurs affirment qu’un espace d'exemple est I'expérience de faire
surgir & l'esprit une ou plusieurs classes d'objets mathématiques en y associant leurs méthodes
de construction.

Ces espaces ne sont pas statiques mais évolutifs et dynamiques.

Note 4 : Dans cette derniére synthése, les auteurs insistent sur la dimension personnelle et
psychologique de la notion. Il ne faut ainsi pas voir les espaces d'exemples comme une
collection mathématique d'objets mais comme un processus lié & l'individu qui lui permet de
donner du sens aux objets mathématiques en les généralisant a partir d'exemples. A mon avis,
leur synthése les €loigne un peu du coeur de ce qu'ils ont défini dans les quatre premiers
paragraphes. Elle les éloigne aussi des usages habituels de la notion qu'ils rappellent et dont
certains sont présentés dans cette brochure.

III. SUR LE ROLE DE LA NOTION D'ESPACE D'EXEMPLES POUR
L'ENSEIGNEMENT ET L'APPRENTISSAGE DES MATHEMATIQUES

L'article se conclut par un ensemble de perspectives sur les usages pédagogiques de la notion
d'espace d'exemples. Il va s'agir de penser a des tiches spécifiques qui aident les apprenants a
construire et a développer le garde-manger des exemples. En invitant les éléves a construire
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des exemples dans des champs mathématiques spécifiques avec contraintes — esthétique,
simplicité, complication, généricité ou particularité — les auteurs s'appuient aussi sur cette
exploration des variations et des changements. Ils visent aussi a rendre conscients éléves et
professeurs des différences entre les types d'exemples.

Une certaine explicitation du travail fait autour de ces notions semble nécessaire pour aider
les professeurs a développer ce type d'enseignement en explorant avec lucidité le monde des
exemples.

Note 5: Les modalités mises en évidence par les auteurs et notamment l'approche
systématique des variations et des limites des exemples rappellent d'autres expériences et
cadres théoriques. On peut citer les méthodes liées au problem solving de Schoenfeld ou les
réflexions sur le milieu et les situations fondamentales de Brousseau. Les auteurs font aussi
une allusion aux travaux de Legrand en évoquant l'idée d'une classe organisée pour
promouvoir ce type de travail mathématique.

IV. SUR LE ROLE DE LA NOTION D'ESPACE D'EXEMPLES DANS LA
RECHERCHE EN DIDACTIQUE DES MATHEMATIQUES

La tonalit¢ du dernier paragraphe détonne par rapport a l'ensemble. Cette fois les auteurs
argumentent sur l'intérét de leur cadre théorique pour les recherches sur l'enseignement des
mathématiques. Ils commencent par noter que chercheurs et formateurs d'enseignants
échouent a développer des pratiques partagées pour décider de la pertinence de leurs cadres et
outils théoriques. Ils dénoncent aussi le c6t¢ évasif des définitions qui ne peuvent s’appuyer
sur un cadre axiomatique De leur point vue, la notion d'espace d'exemples pourrait étre un
objet intéressant pour sortir les recherches en sciences de I'éducation et spécialement celles
sur I'enseignement des mathématiques de la confusion générée par les usages multiples de
termes similaires et par les emplois de termes multiples ayant des significations semblables.
Ceci permettrait de développer la discipline et de la rendre plus productive.

V. BIBLIOGRAPHIE

WATSON, A., & MASON, J. (2005). Mathematics as a constructive activity: learners
generating examples. Mahwah: Erlbaum.
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Using learner generated examples to introduce new
concepts

Anne Watson & Steve Shipman

Fiche écrite par Laurent Vivier

I. BASES THEORIQUES

Larticle est articulé autour de deux axes théoriques. Le premier axe est issu des travaux de
Marton (Marton & Booth, 1997) sur la théorie de la variation et le second est celui des
Learner Generated Examples (LGE)' développé par Watson et Mason (2005).

La théorie de la variation de Marton met en relief, parmi différents aspects de I’apprentissage,
la perception de la variation dans des événements quasi-simultanés. Ce point de vue peut
facilement étre introduit en mathématiques ou les structures se manifestent a travers les
relations entre les similarités et les différences.

L’objectif est donc de faire générer la variation par les étudiants puis de mener une réflexion
sur les relations entre I’activité et I’effet produit. Cela permettrait de faire prendre conscience
des structures mathématiques sous-jacentes. C’est dans ce sens que Watson et Mason (2005)
ont élaboré un outil pédagogique sur cette idée.

Dans la suite de ’article, il s’agit de voir comment les LGE peuvent étre réellement utilisés et
surtout de répondre & deux objections souvent avancées.

IL. LES OBJECTIONS : DES LGE NE PEUVENT EMERGER DU NOUVEAU

Cette partie expose trois objections avancées contre les LGE.

I1.1. On ne peut pas construire des objets sans avoir une idée de ce qu’il y a a construire

Cette premicre objection s’appuie sur le « paradoxe de P’enseignement » (Fodor, 1980) qui
avance que ’on ne peut pas accéder & un systéme conceptuel plus riche que celui dans lequel
on est. Mais cela ne peut €tre valable en mathématiques car précisément, en mathématiques,
on crée de nouveaux objets a partir d’objets familiers.

Par exemple, demander des exemples de fonction non-continue ne requiert pas de
connaissance sur la non-continuité. S’exercer a la variation au-dela des limitations percues est
un moyen de construire de nouveaux objets. On retrouve ici la notion de non-exemple’.

! Larticle ne développe pas le cadre des LGE, voir par exemple la fiche de lecture page 7 sur les espaces
d’exemples.
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Un autre exemple concerne les bases de numération : de combien de chiffres a-t-on besoin en
base dix pour pouvoir écrire tous les nombres ? Puis la méme question en base deux. Ici, la
variation (dix > deux) permet de faire émerger les structures sous-jacentes des
représentations mathématiques.

IL.2. L’empirisme en mathématiques n’est pas suffisant pour la conceptualisation car il y a
un fonctionnement mental supérieur

Par empirisme, il faut comprendre ici: le relevé de données, I’exécution de techniques,
I’observation des exemples, sans activité réflexive sur cette action.

Cette objection est particuli¢rement avancée par Schmittau (2003). Elle critique fortement un
courant américain qui encourage les éléves & générer et & comparer des exemples pour
atteindre une compréhension abstraite. Schmittau précise qu’ainsi on piége les éléves car on
doit étirer, mutiler leurs conceptions pour coller aux généralisations. En d’autres termes, on
fait croire a ces ¢léves que les connaissances ne sont que des extensions de leurs exemples,
que I’on peut faire sans précaution particuliére — dans la mesure ol I’enseignant prend
geénéralement en charge ces précautions de maniére peu transparente pour les éléves.

Pourtant, ces critiques reposent sur les travaux de Davydov (1972) qui stipulent que la
comparaison est le moyen de percevoir les structures, les dépendances et les relations qui
caractérisent I’abstraction mathématique.

La question est de savoir ce que 1’on compare et ’un des auteurs utilise une métaphore sur la
coupe du bois (going with the grain) ol «couper dans le sens de la fibre » est
superficiellement facile. Ce que Watson veut dire, c’est que dans la comparaison il est
nécessaire que la structure soit dégagée, pergue, discernée, par les éléves eux-mémes et c’est
ce qui est difficile (¢c’est en coupant contre la fibre que la structure du bois se révéle).

11.3. Les LGE ne sont testés que pour les éléves de haut niveau d’étude

On peut en effet le penser car c’est ce que I’on trouve dans la littérature, beaucoup d’études
sur le haut niveau et peu a 1’école (school).

11.4. Les questions
De ces objections, trois questions émergent

- Est-il possible que les apprenants créent des exemples de classes d’objets non
rencontrées avant ?

- Est-il possible que des apprenants qui ne sont pas & un haut niveau d’étude puissent
développer un apprentissage sur des objets mathématiques et des relations en générant
leurs propres exemples ?

- Bt ssi oui, quelles sont les conditions qui peuvent contribuer 4 cet apprentissage ?

Il est & préciser que dans un exemple, le producteur ne voit pas nécessairement ce que pourrait
y voir un expert. C’est pourquoi il est important de considérer un « exemple de » pour diriger

2 Cf. la fiche page 7 ainsi que ’article d’Ouvrier-Buffet page 49.
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la construction vers un certain but 2 atteindre, connu du sujet. Car c’est dans ce processus de
recherche que I’étudiant rencontrera les nouvelles idées pour lui, les relations, les maniéres de
classifier.

Le papier propose ensuite deux études, ou le cadre des LGE est consciemment utilisé comme
une nouvelle stratégie d’enseignement, pour répondre aux objections.

III. ETUDE 1 : LGE POUR COMPRENDRE LES STRUCTURES

III.1. Le contexte

L’étude se déroule au Royaume Uni, dans une classe de 30 éléves de 13/14 ans qui est une des
« meilleures de la cohorte de I’année précédente » ainsi que dans une classe paralléle témoin
(au Royaume Uni les classes sont constituées par niveau en fonction des résultats obtenus par
chaque éléve).

Un travail sur les racines carrées a été mené avant I’étude. Le probléme posé est le suivant ;
faire en sorte que (a+\b).(c+Vd) soit entier avec quatre entiers a, b, ¢ et d tels que b et d ne
sont pas des carrés d’entiers. L’objectif est de faire émerger la conjugaison. Un artefact est
utilisé sous forme de grille pour aider les éléves a calculer le produit qui reléve de la double
distributivité.

Le travail commence par une familiarisation de la grille pour faire des produits avec,
notamment, des nombres du type a+Vb et des lettres. Le probléme proprement dit suit ; il est &
résoudre de maniere individuelle en 30 min, a faire sur papier A3.

Les auteurs sont surtout attentifs a la nature et aux choix des nombres, a I’utilisation du signe
€=M, ...

IIIL.2. Les résultats

18 étudiants sur les 30 montrent une certaine organisation dans leur recherche. Tous ont
pratiqué la multiplication de racines carrées et on trouve au moins 4 exemples par étudiant.

La calculatrice donne le résultat (le produit est entier ou non) mais elle est rapidement
abandonnée car elle ne permet pas de comprendre la structure qui est reliée a I’algebre des
racines carrées.

10 étudiants ont clairement travaillé sur la structure mais peu ont vu qu’il fallait que les deux
racines carrées soient identiques (les auteurs donnent I’exemple de (2+v2)%). Mais aucun n’a
pensé & introduire un signe « — » pour éliminer les termes diagonaux : changer de signe n’est
pas une dimension de variation.

Une table montre I’évolution des exemples proposés par certains étudiants. On voit que
certains termes sont maintenus constants pendant que d’autres varient et aussi, bien sir, des
carrés parfaits apparaissent. Ainsi, les exemples ne sont pas liés a une perspective inductive,
on travaille sur la structure.
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Le cours suivant est une reprise par le professeur (Steve Shipman). Par une utilisation des
LGE, il apparait ainsi une motivation ainsi qu’une augmentation du sens de la structure et les
étudiants commencent & comprendre ce que sont les racines carrées (surds).

Pour ce qui est du groupe paralléle, les étudiants n’ont pas de véritable probléme pour les
questions famili¢res, mais sont en difficulté sur les questions non familiéres ce qui marque
une différence avec le groupe expérimental.

Sur la premiére étude, les auteurs en concluent que les LGE constituent une bonne maniére
pour commencer & comprendre un nouveau concept. Ils relévent une fois de plus I’importance
du but a atteindre et 1’aide apportée par la grille. Toutefois, ’utilisation d’inverses (au sens
algébrique) est limitée aux racines carrées et, en particulier, n’apparait pas pour I’addition
(signes +/-). On étend ainsi I’espace des exemples des nombres et le sens de la multiplication.

Les objections de Schmittau (cf. ci-dessus) ne sont donc pas valides ici car on impose aux
étudiants un but (difficile) a atteindre.

IV. AUTRES ETUDES
D’autres études sont bri¢vement décrites avec des classes plus faibles.

Une étude a pour objectif d’arriver, en une heure, a percevoir cos(0), sin(8) et tan(9) comme
des rapports invariants dans un triangle rectangle dont 6 est un des angles. Pour ce faire,
chaque étudiant doit tracer dix triangles rectangles. En conclusion, ce groupe est finalement
meilleur qu’un autre groupe qui a pourtant travaillé sur la trigonométrie deux ans avant la
séance proposée.

Une autre étude porte a nouveau sur les racines carrées. Elle s’inspire fortement de I’étude 1
et des constats faits. Ainsi, les auteurs ont inséré, pendant le travail de familiarisation de la
grille, la possibilité d’utilisation du signe « —» et ils n’imposent plus la condition b et d non
carrés d’entier.

V. CONCLUSION

Une exploration de nouveaux concepts par les LGE est possible. Cela permet d’identifier ou
de créer des relations, déduire des structures, engager un travail sémantique plutdt que
syntaxique.

Les données donnent des preuves que les étudiants peuvent apprendre de nouveaux concepts a
travers une symbiose entre I’induction et 1’abduction et entre I’expérience et la déduction par
les relations générées par les exemples.

VI. COMMENTAIRES DU LECTEUR SUR L’ARTICLE

Si les conclusions semblent raisonnables, on peut néanmoins objecter qu’il y a un parti pris
trés fort quant a Iutilit¢ des LGE, et on pourrait arguer que c’est plus le contexte
d’investigation qui est en jeu que la seule utilisation d’exemples. La nécessité d’une finalité
dirigeant I'utilisation des exemples, et la référence aux travaux de Schmittau, vont d’ailleurs
dans ce sens. On serait alors tentés de moduler la conclusion en disant que, dans un contexte
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d’investigation, les LGE permettent une exploration productive en vue de la construction
ultérieure de connaissances mathématiques. En outre, ce que donnent & voir les études, et
surtout les études 1 et 2, est essentiellement un travail sur le signe. Ainsi, on peut douter, a
partir de cet article, que I’on engage réellement un travail sémantique.

Plus globalement, certains passages sont difficiles a suivre car on a parfois du mal 4 suivre la
pensée des auteurs. Vygotsky est en arriére-plan et, semble-t-il, la ZPD (mais elle n’est pas
mentionnée).

Il manque une analyse a priori & I’expérimentation centrale de I’article et la notion de
« structure sous-jacente » n’est pas vraiment discutée (voir ci-dessous).

VI. 1. Commentaires sur ’objection 1

Les réfutations apportées par les auteurs relevent plus de I’exposé d’opinion et sont,
finalement, peu convaincantes. C’est plutdt I’étude ultérieure qui appuie leur propos. Ils
s’appuient en particulier sur I’exemple de la non-continuité. Mais la non-continuité est-elle un
concept comme les auteurs le supposent ? On peut en douter et il semble que, dans ce qu’ils
développent, on reste dans le méme systéme conceptuel. Ainsi, I’exemple proposé ne semble
pas tout a fait remplir le réle que lui prétent les auteurs.

Il faudrait aussi préciser de quelles structures P’on parle. Par ailleurs, ’article ne précise pas
les conditions de 1’émergence des structures et il semble plutdt que ce soit un veeu des auteurs.

La réponse & I’objection 1 apparait aussi en conclusion de la premiére étude ou les auteurs
concluent que les LGE constituent une bonne maniére pour commencer & comprendre un
nouveau concept. Mais on peut tout & fait prendre le contre-pied et affirmer la conclusion
inverse : les étudiants restent en fait au méme niveau conceptuel, au méme niveau
d’abstraction, ils étendent juste leur domaine & leur niveau. Par conséquent la conjugaison
n’émerge pas.

VI.2. Commentaires sur I’objection 2

Il faut noter que, contrairement a ce que laissent entendre les auteurs, les trois points de vue
mentionnés (LGE, Schmittau, Davidov) ne semblent pas si antithétiques. Il en ressort en
réalité que les exemples seuls ne suffisent pas, qu’il faut les organiser pour que ce ne soit pas
seulement une accumulation d’exemples mais une mise en perspective qui laisse apparaitre
les structures sous-jacentes. Cela renvoie a leur métaphore du bois qui est peu explicite — pour
qui ne la connait pas !

VI.3. Un manque d’analyse a priori

L’étude 1 manque d’une étude a priori que I’on peut reproduire ici.

Tout d’abord, précisons que d’autres structures peuvent apparaitre, et peut-étre plus
naturellement : Z[Vb] ou Q[Vb] ol éliminer les radicaux aux dénominateurs prend tout son
sens. D’autres structures sont implicites : on cherche a faire des sommes et des produits avec
des racines carrées, mais ces opérations ont-elles été explicitées ? Et qu’en est-il de leurs
propriétés ?
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Sur la situation proposée aux éleves, il est & noter qu’ils risquent de ne voir que la condition
suffisante, le produit de deux quantités conjuguées est un entier. Et c’est bien ce qui est visé.
Mais qu’en est-il de la condition nécessaire qui conditionne de fait la situation ? Les auteurs
ne la mentionnent pas alors que c’est fondamental puisque si la condition n’est pas nécessaire
les ¢leves risquent de trouver des solutions qui n’atteignent pas 1’objectif — la conjugaison.
Heureusement, on peut démontrer que le produit est un entier si et seulement si les quantités
sont conjuguées ou b et d sont des carrés d’entiers. Il faudrait au moins le signaler dans
Particle.

Ce probléme d’analyse a priori apparait également pour les autres études. Dans 1’étude, dite
étude 2, il manque de maniére notable une discussion sur 1’angle © qui est la variable
principale — il s’agit d’un angle de triangle rectangle a tracer. Les connaissances relatives a la
trigonométrie sont-elles disponibles ? Plus globalement, la situation est peu explicitée et on ne
peut finalement pas se faire une idée. Par exemple, on peut penser que les éléves doivent
mesurer et effectuer une division, mais cela n’est pas explicite. Qu’en déduire alors ?

VI.4. Commentaires sur le déroulement de la situation de I’étude 1

Sur I’étude 1, qui est la plus détaillée, les auteurs affirment que 10 étudiants ont clairement
travaill¢ sur la structure, mais on ne sait comment. Peu d’étudiants ont vu qu’il fallait que les
deux racines carrées soient identiques. A ce propos, le verbe employé est need, ce qui apparait
trop fort : d’une part il n’y a pas d’analyse a priori qui justifie ce terme et d’autre part ce n’est
pas ce qui peut étre pergu par un €éléve. Pour un étudiant, on peut plus simplement dire qu’il
trouve que ¢a aide d’avoir b=d.

Dans la table des réponses, On voit également une tendance chez certains & aboutir & b=d mais
sans aller plus loin, sans doute a cause du probléme du signe « —» cela n’est pas mentionné
dans ’article. A ce propos, on pourrait noter, dans une analyse a priori, que le signe « —» a
tres peu de chances d’apparaitre, en raison notamment de la présence trés forte du signe « + ».

Dans I’étude 1, un cours a suivi I'implémentation de cette situation. Il y a une reprise, mais on
ne sait pas s’il y a un appui sur les exemples et I’algébre qui sont apparus au cours précédent ?
Pour ce qui est du groupe paralléle, il est dit que les étudiants n’ont pas de véritable probléme
pour les questions familiéres, mais ils sont en difficulté sur les questions non familiéres ce qui
marque une différence avec le groupe expérimental. Mais qu’a-t-on fait travailler en fait ? une
méthode d’investigation en mathématiques ? Il semble en fait que le contexte antérieur donne
du corps a la connaissance et permette un meilleur réinvestissement. Mais les auteurs ne se
demandent pas si cela est lié & I'utilisation d’exemples ou & un « simple » contexte
d’investigation.
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Characteristics of teachers’ choice of examples in and
for the mathematics classroom

Iris Zodik & Orit Zaslavsky.

Fiche écrite par Marie-Pierre Galisson et Bernadette Denys

L’article porte sur des caractéristiques relatives aux choix d’exemples des professeurs pour la
classe et en classe de mathématiques dans le second degré. C’est le compte rendu d’une
recherche a grande échelle dont 1’objectif était d’identifier chez des enseignants expérimentés
ce qui caractérise les exemples qu’ils ont préparés a priori et ceux qu’ils produisent en classe
dans I’action. Il a aussi pour objet d’avoir accés aux critéres qui sont a I’origine de leur choix
et aux connaissances qui leur sont nécessaires.

I. REFERENCES THEORIQUES

Les auteurs rappellent et illustrent I’importance des exemples dans 1’enseignement des
mathématiques, en insistant sur leur caractérisation en termes de typologie (exemple
geénérique ; non-exemple ; contre-exemple), de nature (distincte selon qu’il s’agit d’une notion
ou d’une procédure, différente encore si la procédure vise un plus grand degré de généralité).

Leur étude s’inscrit dans la filiation de travaux qui montrent combien la multiplicité et la
variété des exemples sont liées a 1’appréhension des structures fondamentales (Atkinson,
Derry, Renkl & Wortham, 2000) et dans celle de recherches qui révélent la nécessité d’un
choix réfléchi et organisé d’exemples pour construire des images pertinentes du concept
d’espace d’exemples3 (Vinner, 1983 ; Zaslavski & Peled, 1996 ; Petty & Jansson, 1987 ;
Watson & Mason, 2005).

Les auteurs relévent encore que les recherches sur le choix et I"utilisation des exemples par les
professeurs sont peu nombreuses. Parmi ces recherches, ils retiennent les travaux de
Rowland®, Thwaites & Huckstep (2003) qui ont mis en évidence trois types de faiblesses
caractéristiques des choix d’enseignants débutants (dans le premier degré) : la non prise en
compte de variables cruciales, un choix inapproprié de nombres pour montrer la pertinence
d’un algorithme, un choix de données au hasard.

Ces constats leur permettent de faire un lien avec la question des connaissances du professeur
nécessaires pour opérer des choix d’exemples pertinents (Ball, Bass, Sleep & Thames 2005)
et avec les propres travaux de Zaslavaski qui travaille depuis 2005 sur la difficulté du choix
des exemples dans 1’enseignement du second degré.

3 Cf. les fiches pages 7 et 11.
* Cf. la fiche page 27.
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En s’appuyant sur le fait que la formation des enseignants ne prend pas en charge la fonction
des exemples pour enseigner, les auteurs font I’hypothése que I’aptitude a opérer des choix se
construit dans la pratique. D’ou leur objectif de s’intéresser aux pratiques des enseignants
expérimentés en cherchant & mutualiser des résultats de recherches issus du domaine portant
sur les exemples et du domaine portant sur les connaissances des professeurs.

Du co6té des recherches sur les exemples, ils prennent en compte un certain nombre de
résultats :

— Les travaux de Rissland (1991) et de Skemp (1971) qui montrent qu’un exemple est
contextualisé, qu’il est appréhendé de divers points de vue et que des aspects non
pertinents peuvent brouiller ce qui doit étre essentiel

— Par suite, il est donc préconisé (Watson & Mason, 2006) pour que ’exemple fasse
sens, d’en faire varier certains aspects tout en en préservant d’autres ce qui permettra a
I’éleve d’appréhender le cas général & travers le cas particulier (cceur de
I’exemplification — (Mason & Pim, 1984)).

Du cot¢ des recherches sur les connaissances du professeur, cette capacité a exemplifier
renvoie a trois des composantes distinguées par Shulman (1986, 1987) : sa connaissance des
mathématiques (knowledge of mathematics), sa connaissance de I’apprentissage de 1’éléve
(knowledge of students’ learning), sa connaissance des contenus pédagogiques
mathématiques (pedagogical content knowledge). La derniére catégorie comprend les divers
moyens par lesquels le professeur peut faciliter ’apprentissage des notions mathématiques, en
formulant, favorisant des représentations, en produisant des exemples.

Par ailleurs, remarquant qu’une part importante du travail du professeur réside dans ses prises
de décision, les auteurs font référence au « savoir agir dans I’instant » (knowing to act in the
moment) mis en évidence par Mason et Spence (1999) et plus précisément, en ce qui concerne
le choix ou la production d’exemples, & la capacité d’adaptation du professeur (teachers’
Slexibility) (Leikin & Dinur, 2007).

Enfin, pour analyser le développement des connaissances de 1’enseignant au cours de sa
pratique, les auteurs s’inspirent du modele de Simon (1995), « Mathematics Teaching
Cycle ». Ce dernier cadre illustre les dialectiques entre les connaissances de ’enseignant, sa
préparation de la legon, et les interactions dans la classe.

Nourrie par ces apports, I’étude s’intéresse aux choix des exemples opérés par les professeurs,
a ce qui motive ces choix en termes de connaissances, aux « savoirs en action » (knowledge-
in-action) qu’ils révélent, a 1’accessibilité & I’espace d’exemples personnel des enseignants.
Les auteurs proposent en conclusion un cadre d’analyse inspiré par Simon « Mathematics
Exemple-Related Teaching Cycle » et soulignent Dintérét de ce travail en termes
d’articulations avec les travaux de Ball et al (2005) sur les connaissances mathématiques
nécessaires pour enseigner.

Cette étude se situe donc a Dintersection de deux domaines de recherche, celui sur les
fonctions de I’exemple dans P’apprentissage et 1’enseignement et celui des connaissances et
des pratiques du professeur de mathématiques.
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II. DESCRIPTION DE L’ETUDE

L’étude concerne 5 professeurs expérimentés : 15 classes participent a cette recherche (du 7°
au 9° grade) ; ces classes sont de bon niveau ou hétérogénes.

I1.1. Les objectifs

Caractériser ce qui fonde les choix d’exemples des professeurs et, en particulier dans 1’action,
ce qui motive leur décision de produire ou transformer des exemples.

IL.2. Les données

54 séances observées et présentées en détail (notes, enregistrements audio, deux chercheurs
par séance pour 22 des séances). Ces données sont croisées avec d’autres sources (entretiens
avant et apres les séances, travaux d’éléves, préparations du professeur, plan des legons).

Pour chacun des professeurs, les legons observées sont choisies au hasard ou choisies car
considérées par les enseignants expérimentés comme des legons qui illustrent de bons choix,
de bons traitements d’exemples (legons observées en fin de recherche de fagon a avoir accés a
des pratiques plus ou moins réguliéres).

11.3. L’analyse des données

Elle reposait sur deux étapes préalables : ces choix satisfont-ils aux critéres d’un exemple ?
Sont-ils valides d’un point de vue mathématique ?

Plutét que de chercher a caractériser un exemple en lui-méme, il s’est révélé plus porteur de
sens de s’intéresser aux considérations sous-jacentes qui conduisent le professeur a ce choix
et a une catégorisation de ces considérations. Celles-ci renvoient non seulement aux
mathématiques mais a la pédagogie mise en ceuvre (objectif, outils a disposition,
interprétation...).

Une analyse statistique permet d’obtenir une vision plus claire de ces données et d’interpréter

quelques phénomeénes. Limitée, elle permet d’émettre des hypothéses pour des recherches
futures.

La consistance des analyses est étayée par le croisement des points de vue de deux chercheurs
qui ménent I’analyse indépendamment et par des entretiens avec les professeurs concernés.

11.3.1. L’identification des exemples

Il y a nécessité d’une interaction mentale entre 1’objet censé donner une image du concept et
le sujet qui en en infere I’idée de classe ; I’éléve peut se référer & I’objet comme une référence
d’une classe de situations. ’

11.3.2. La correction mathématique des exemples

Les auteurs relévent trois types d’incorrections : un cas traité comme un exemple d’une classe
plus générale, qui en fait ne remplit pas les conditions nécessaires d’un tel exemple ; traiter un
exemple comme un contre-exemple pour une conjecture quand il n’y a pas de contradiction
logique ; traiter un cas de non-existence comme s’il y avait un exemple « possible ».
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IIL. LES RESULTATS

Les chercheurs ont relevé 604 exemples produits par les enseignants ; 35 par les éléves et trés
peu d’exemples incorrects (12).

Les auteurs distinguent deux types d’exemples: les exemples planifiés, les exemples
« spontanés ».

— Les exemples planifiés : le professeur les intégre dans sa legon (plan, document de
travail, manuel) ; ils peuvent étre aussi identifiés dans les déclarations et actions du
professeur ;

- Les exemples spontanés : liés a une prise de décision dans I’action, construits dans le
moment ou complétant ou modifiant un autre exemple (donné par exemple par un
éleve), ils sont identifiés dans les déclarations des professeurs, le temps mis pour les
produire, les expressions de ’enseignant, ses hésitations. Ils répondent souvent a une
interrogation d’éléve.

Les chercheurs caractérisent 317 exemples planifiés et 287 exemples spontanés, bien que la
distinction soit parfois malaisée.

Les ressources dans lesquelles puisent les enseignants sont majoritairement des manuels.

Les exemples spontanés sont plutdt issus de ’espace d’exemples du professeur directement
accessible. Les exemples produits moins instantanément indiquent un accés moins immédiat a
I’espace d’exemples du professeur, ou la nécessité d’en produire de nouveaux. Ils
signaleraient une occasion d’apprentissage pour le professeur, un enrichissement de son
espace d’exemples personnel.

Les principes qui guident les considérations de choix ou de productions d’exemples des
professeurs relévent des « savoirs pédagogiques mathématiques » (PCK) et de la prise en
compte des é€léves. Les enseignants prennent conscience de ces rapports avec leurs
connaissances aprés questionnement : ils ne s’étaient jamais exprimés a ce sujet. Ces
considérations sont au nombre de 474 : elles peuvent étre catégorisées en 6 critéres explicités
ci-dessous (fréquences d’occurrences décroissantes) et distingués sur le graphique ci-aprés
(Fig. 6) selon les types d’exemples (distribution en pourcentage).

— Commencer par un exemple simple ou un cas familier (Start with a simple or familiar
case) —un triangle en position prototypique...

— Prendre en compte les erreurs (Attend to students’ errors) prévisibles, soit pour les
éviter, soit au contraire pour que les éléves s’y confrontent — V50 = V(2x25) mais V25
sert & attirer ’attention sur le fait que V(42 + 32) # V42 +32...

— Attirer Iattention sur les aspects caractéristiques d’une notion (Draw attention to
relevant features) — prendre des triplets pythagoriciens classiques (suites
proportionnelles a (3,4,5) pour illustrer le théoréme de Pythagore, puis introduire un
autre triplet moins familier afin d’éviter une centration sur des aspects réducteurs.

— Amener au cas général en s’appuyant sur des choix « au hasard » (Convey generality
by « random » choice) : les enseignants sont conscients de I’opportunité ou non de
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cette décision qui n’est en fait pas si aléatoire mais orientée (domaines de nombres,
choix des éléves). Par exemple, donner sens a la définition d’un rationnel en la faisant
fonctionner avec des nombres déja connus des éléves, s’appuyer sur une configuration
géométrique donnée au « hasard » pour inférer une propriété générale.

— Prendre en compte les cas particuliers, non prototypiques (Include uncommon cases) —
Par exemple le statut de 0 et 1 dans I’étude des racines carrées, le statut des
quadrilatéres non convexes.

— Réduire au minimum le travail non nécessaire (Keep unnecessary work to minimum) —
par exemple, pour illustrer le développement décimal périodique illimité des rationnels
non décimaux, choisir 1/7 plut6t que 1/17, éluder des étapes calculatoires. ..

Sont données 302 considérations concernant les exemples spontanés, 172 des exemples
planifiés : I’écart s’explique par le fait que les chercheurs n’ont pas accés aux motifs qui sous-
tendent ces derniers...

30
26
11 spontaneous 2
: 18
B Pravplamed
Startwith o Attiend to Draw Convey  ITnclude  Keep necilless
23 3
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Fig. 6 Distwibution of number of considerations between pre-planned examples and spontaneous exumples

(i perceniage)
Des tendances se dessinent : les catégories 2 et 4 (numérotées de gauche & droite) renvoient
aux exemples spontanés a I’inverse des catégories 5 et 6 qui renvoient aux exemples planifiés.
La seconde catégorie traduit le fait que c’est dans le cours de la legon que les professeurs
prennent conscience des difficultés des éléves et non pas de fagon anticipée. La premidre
catégorie est dominante, tant en termes d’occurrence par types d’exemples qu’en termes
d’occurrences par critére.

Beaucoup des connaissances en jeu sont étroitement liées aux mathématiques (logique d’un
contre-exemple, constructibilité d’un triangle, propriétés des nombres...). D’autres font plutdt
écho aux savoirs pédagogiques (PCK) : insister sur les propriétés pertinentes ; graduer une
suite d’exemples, jouer sur des choix aléatoires pour généraliser. Finalement, nombre de ces
considérations montrent combien les professeurs prennent en compte les attentes des éléves
prise en compte des erreurs, graduation des difficultés.

Les auteurs produisent, en s’inspirant du cadre de Simon (1995), un modéle (Fig.7)
caractérisant la « dynamique des choix et des élaborations d’exemples du professeur
quand il enseigne ».
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Fig. 7 Mathematics example-
related teaching cycle
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Les « justifications des choix » sont imbriquées, liées aux événements dans la classe. Les
choix dans la legon réelle (actual lesson) sont reliés aux connaissances de base du professeur,
a son espace d’exemples accessible. Quand il doit s’en €loigner, c¢’est ’occasion de
développer cet espace.

Le modé¢le illustre qu’en termes de connaissances, 1’espace d’exemples et les manuels sont
des ressources principales. Les manuels servent essentiellement & la planification de la legon,
I’espace d’exemples sert a la fois & la planification et a la mise en ceuvre du cours. Les
interactions dans la classe, les actions du professeur créent les conditions pour que celui-ci
agissant dans I’instant, trouve I’exemple approprié au contexte. Il semble que I’existence d’un
espace d’exemples développé et accessible favorise I’accroissement des capacités
d’adaptation du professeur. Des événements imprévus seraient susceptibles d’accroitre ce
développement en termes de prise de conscience des besoins des €léves et de capacités a
choisir des exemples adaptés.

1V. CONCLUSION

Les connaissances du professeur se développent dans sa pratique (constat attesté par sa
maniére d’exprimer ce qui justifie son choix).

Les auteurs soutiennent que les exemples spontanés sont en lien avec un espace exemple
accessible et pour une large part 1ié au contexte.
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IIs suggerent de distinguer entre un espace d’eﬁ(emples aisément accessible (immédiateté et
automaticité) et un espace d’exemples plus distant dont ’accés suppose une réflexion et une
prise en charge personnelle.

L’espace d’exemples du professeur est une collection d’exemples étiquetés. Une étiquette
référe a une classe d’exemples et & un contexte ; I’expansion de I’espace d’exemples ne tient
pas seulement a I’ajout de nouveaux exemples, mais aussi a I’association de nouvelles
¢tiquettes sur des exemples déja existants. La fonction « cube » est une fonction impaire mais
aussi ’exemple d’une fonction dont une tangente coupe la courbe. L’enrichissement de
I’espace d’exemples est li¢ & I’idée d’élargissement des contextes d’usage des exemples.

Les auteurs relévent quelques constats. Dans les principes des professeurs on retrouve le
besoin habituel de prise en compte des difficultés des éléves. En ce qui concerne les exemples
spontanés, les auteurs soulignent combien les professeurs accordent un pouvoir certain aux
exemples choisis au hasard pour conduire a une généralisation, mais ils rappellent aussi les
écueils de ces exemples (Rowland, 2003). Ils identifient les raisons majeures qui expliquent
I’existence des exemples spontanés, a savoir : la nécessité de répondre a une question d’éléve
(notamment une proposition fausse) et la prise de conscience des limites d’un exemple
préparé. Tous les contre-exemples sont des exemples spontanés.

Cette étude ouvre les perspectives suivantes :

— Exploiter ce travail dans le cadre de la formation initiale et continue (faciliter
I’articulation théorie-pratique) — Faire vivre des expériences pour élaborer des
exemples spontanés dans le cadre de la classe (réel ou hypothétique) dont I’objectif
serait le développement d’un espace d’exemples et la prise de conscience des
différents aspects qui guident choix ou élaboration d’exemples.

— Initier d’autres recherches : Comment diffuser les connaissances des praticiens issues
de leurs pratiques dans un programme de formation ? S’intéresser aussi aux exemples
produits par les éleves et les enseignants dans d’autres classes. Comment se construit
I’espace d’exemples ? Comment les exemples sont-ils encodés dans [’espace
d’exemples ? Quels liens entre accessibilité a ’espace d’exemples et contexte ?
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The purpose, design and use of examples in the
teaching of elementary mathematics

Tim Rowland

Fiche écrite par Jacques Douaire

Cet article étudie I’'usage des exemples par les enseignants débutants et ce que ces enseignants
et leurs formateurs peuvent en apprendre. Il est présenté comme un travail empirique, portant
sur Penseignement élémentaire, s’appuyant sur I’enregistrement de 24 lecons. De nombreux
exemples inappropriés sont analysés ; des régles pouvant guider des choix plus judicieux sont
citées.

Mots-clefs : Exemples, mathématiques, enseignement, élémentaire (école)

I. PROLOGUE

L’usage des exemples dans la pédagogic des mathématiques a une longue histoire mais
semble absent de la littérature pour I’enseignement en Grande-Bretagne. La situation a été
différente en Europe continentale.

Cet article présente de nombreux cas d’un usage maladroit ou irréfléchi d’exemples a
commencer par celui de Kirsty, une future enseignante d’une vingtaine d’années qui, pour
illustrer qu’il ne faut pas confondre I’abscisse et I’ordonnée (« the x-axis goes first »), prend
comme premier exemple le point de coordonnées (1,1).

IL. LES EXEMPLES DANS L’ENSEIGNEMENT DE MATHEMATIQUES

I1.1 La place des exemples dans I’enseignement des mathématiques
Deux usages, deux fonctions, des exemples sont distingués.

Le premier’ essentiellement inductif a pour but de pourvoir en exemples de quelque chose
pour faciliter I’abstraction ; un jeu d’exemples différents permet d’appréhender le caractére
général d’un concept.

— Dans le cas d’un apprentissage notionnel 1’enseignant qui choisit des exemples montre
par 1a méme la signification du concept qu’il privilégie, ce qu’il considére comme
paradigmatique (prototypique) ainsi que les variations possibles.

® Ce point de vue est proche du cadre des LGE, cf. les fiches pages 7 et 11.
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— Dans le cas d’une technique, par exemple la soustraction, ce que 1’éléve apprend
dépend de fagon significative de la conscience que I’enseignant a de effet de ses
choix en termes de variables numériques pour étayer la pertinence de 1’algorithme.

La seconde fonction des exemples est d’illustrer, d’entrainer. Cet usage est orienté vers la
pratique et non vers I’induction comme dans le cas précédent. Par exemple, pour entrainer
pour la soustraction a deux chiffres, 20 exercices seront privilégiés parmi les 4000 possibles.
La répétition a pour but de faire mémoriser la procédure. L auteur confére donc aux exercices
d’entrainement, le statut d’exemple, sans revenir sur ce choix dans la suite de I’article.

Dans I’idéal les exemples doivent relever d’un processus de choix délibéré, certains étant
meilleurs que d’autres.

11.2 Didactique des mathématiques et exemplification

Au primaire, les manuels anglais sont plus pauvres en exemples ; le choix et le nombre des
exemples (au sens d’exercices) ont ét¢ plus mis en évidence en Europe continentale qu’au
Royaume-Uni. Trois fois plus d’exercices sur le continent (Allemagne et Suisse alémanique)
et moins de changement de thémes traduisent la volonté de renforcer un théme. En Grande-
Bretagne, I’approche du curriculum serait spiralaire : chaque théme est vu « en passant ».

III. ORIENTATIONS THEORIQUES ET METHODES DE RECHERCHE

Le travail présenté ici, qui s’inscrit dans le cadre théorique inspiré par Shulman (1987) des
SMK (Subject Matter Knowledge), cherche & approfondir le constat habituellement partagé
que les étudiants ayant obtenu des scores bas aux tests, avant qu’ils n’exercent comme
professeurs, étaient considérés comme des moins bons enseignants dans le domaine
numérique au primaire.

L’observation porte sur douze étudiants (ayant obtenu des scores médians au SMK) qui ont
chacun conduit deux legons ; ces legons ont été enregistrées. Ils font partie d’une formation de
150 stagiaires, recrutés selon un programme sélectif, ayant suivi une préparation de 10 mois,
et ayant tous au moins une licence et plus de trente heures de didactique des mathématiques
en formation.

Les 18 critéres (choix des exemples, choix des représentations,...) permettant d’analyser ces
pratiques étaient regroupés en 4 catégories : fondements, transformations, connexions, et
contingence — ces catégories ne sont pas développées dans I’étude.

Ce texte est inspiré par le fait qu‘un des critéres les plus significatifs était le choix des
exemples.
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1V. LE CHOIX DES EXEMPLES PAR LES STAGIAIRES

Hypothése induite de I’expérience : les stagiaires apprennent plus des échecs (des piéges) que
des pratiques qui réussissent qui sont si subtiles qu’elles demeurent invisibles a leur
observation.

Les quatre facteurs éclairants dans les catégories lors du choix ou de I’emploi d’exemples

sont :

variables et successions, plus largement développées, représentations, objectifs

d’apprentissage.

Quelques exemples de choix discutables, en dehors de celui proposé par Kirsty :

1-

Pour mettre en évidence le role des termes dans une soustraction, la stagiaire, au lieu
de prendre un exemple avec des nombres distincts, comme pour 12-5 =7, a choisi 4 - 2
= 2, en s’appuyant de plus sur une représentation figurée accentuant cette confusion
entre ce qui est soustrait et le reste.

Pour apprendre aux €léves a lire I’heure sur une pendule analogique, 1’enseignant
montre six heures et quart, ... six heures et demi. Il demande ensuite aux éléves de
montrer sept heures et demie et un éléve montre les deux aiguilles sur le 7. Le choix de
I’exemple six heures et demi peut étre la cause de cette derniére erreur, ’éléve ayant
induit que la demie heure se traduit par la superposition des deux aiguilles, comme
c’est le cas pour six heures et demie.

Pour expliquer que pour ajouter 9 il est commode d’ajouter 10 et de retrancher 1, un
stagiaire prend comme exemple d’ajouter 9 & 9, ne semble pas judicieux. A-t-il pour
justification un attrait pour la symétrie ?

L’auteur note aussi des différences entre le recours aux exercices proposés par un manuel et
ceux plus spontanés d’un enseignant.

4-

II développe I’analyse de ce qui lui apparait comme un choix judicieux d’une série
d’exercices dans la recherche des compléments a 10. La série des nombres 8, 5, 7, 4
10, 8, 2, 1, 7, 3 semble bien choisie car :

o 8et7sontprés de 10 : I’intérét de ces premiers exemples réside dans ce qu’ils
mobilisent peu de comptage pour arriver a 10 ;

o 5 estun double connu ;

o 4 peut apparaitre a priori plus embarrassant mais les réponses des éléves ont
été aisées ;

o le choix de 10 semble plus étrange, mais il permet de faire apparaitre que 0 est

un nombre ;

o retour a 8 qui est un résultat connu et qui permet de lier « 2 et 8 » et « § et 2 ».

Ces choix reflétent des principes didactiques explicités depuis le début des années 60 en
Allemagne.

5- 11 présente aussi des choix d’exemples plus discutables observés chez Sonia pour faire

100 :
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o 82+...=100; 35+...=100; 63+...=100;

o Sonia n’a mis en ceuvre aucun principe pour le choix du premier nombre mais
peut donner des raisons pour les autres (35 parce qu’il est petit, 63 parce qu’il
y avait un chiffre différent pour les unités).

Dans un sens la variété des exemples est opposée & une variation réfléchie.

6- Dans certains cas le professeur préfere choisir des exemples de fagon explicitement
improvisée. L’avantage est qu’ils permettent de donner une apparence plus libre au
cours. De méme si on produit des exemples de fagon aléatoire, ceux-ci ne peuvent étre
au service d’une intention pédagogique spécifique, et cela peut entrainer par-dessus
tout, une non-perception du réle des variables numériques voire une confusion du role
des données comme nous 1’avons vu dans quelques exemples.

7- En géométrie, pour distinguer entre translation et symétric parmi les
transformations, une stagiaire prend comme exemple un cercle et un rectangle ; un
éléve propose un L, exemple approprié, mais la stagiaire continue avec les formes
initiales qu’elle avait trouvées sur une table en entrant dans sa classe, qui s’avérent ne
pas permettre d’effectuer cette distinction.

V. CONCLUSION

Les exemples jouent un role central dans la pédagogie des mathématiques a tous les niveaux.
Les résultats de la recherche présentée dans cet article montrent que les enseignants débutants
ont besoin d’étre aidés et guidés pour apprécier les différents roles des exemples dans
’enseignement des mathématiques.
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Doctoral students’ use of examples in evaluating and
proving conjectures

Lara Alcock & Matthew Inglis

Fiche écrite par Joris Mithalal

L’objet de cet article consiste a étudier les stratégies de raisonnement des mathématiciens, et
notamment leur utilisation des exemples dans ces stratégies. Cette étude s’inscrit dans une
distinction entre deux formes principales de raisonnement — syntaxique et sémantique —,
utilisée pour caractériser I’activité des étudiants et pour analyser leur usage des exemples en
termes de quantité et de finalité. On péut arguer que cette distinction est un peu caricaturale et
restrictive, et qu’elle focalise Iattention sur les systémes de représentation employée ainsi que
sur les preuves « finies », ce sur quoi nous reviendrons par la suite.

I. RAISONNEMENT SYNTAXIQUE, RAISONNEMENT SEMANTIQUE

Cet article prend appui sur un article précédent (Weber & Alcock, 2004) dans lequel les
auteurs opérerent une distinction entre deux maniéres de produire une démonstration vue
comme « preuve formelle » : (1) une production syntaxique s’appuyant sur la combinaison de
symboles et une substitution d’énoncés logiquement valides ; (2) une production sémantique
faisant appel a d’autres registres de représentation ainsi qu’d une plus grande étude
« informelle » pour établir des conjectures.

Les auteurs précisent que le raisonnement syntaxique repose sur un travail dans un unique
systtme de représentation, centré sur les définitions, théorémes, et leurs combinaisons. Le
raisonnement sémantique, au contraire, s’appuie sur plusieurs systémes de représentation, sur
la prise en compte d’exemples et I’articulation de registres de représentations sémiotiques. 11
apparait qu’on peut affiner les types de raisonnement en précisant le role de chacun des
systémes de représentation :

— Raisonnement et produit syntaxiques, lorsque le raisonnement comme I’expression du
résultat reposent sur le « systéme de représentation de la preuve » ;

— Raisonnement sémantique, produit syntaxique, lorsque le raisonnement fait appel a
d’autres systémes de représentation mais que le sujet en revient finalement au systéme
de représentation de la preuve ;

— Raisonnement et produits sémantiques, lorsque I’intégralité de I’activité s’appuic sur
d’autres systémes de représentation que celui de la preuve.
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Cet article envisage les liens entre ces deux types de raisonnement et I’utilisation d’exemple
par des doctorants, méme si I’objectif semble un peu flou® : on ne sait s’il s’agit de détecter le
type de raisonnement a I’aide des exemples utilisés, ou de 1égitimer la typologie antérieure en
exhibant deux utilisations trés différentes des exemples.

II. L’UTILISATION D’EXEMPLES

D’un point de vue théorique, il s’agit en premier lieu de clarifier la notion d’exemple employé
ici. Les auteurs précisent qu’il ne s’agit que « d’exemples de concepts mathématiques », ¢’est-
a-dire des « illustrations de cas particuliers d’objets mathématiques ». Cette définition, trés
restrictive, semble justifiée par le contexte de « mathématiques supérieures » ol ’aisance
théorique des étudiants peut laisser supposer une grande familiarité avec les objets
mathématiques eux-mémes, ainsi qu’au choix d’une étude centrée sur la preuve qui permet
d’envisager un travail sur les objets mathématiques eux-mémes.

Les auteurs proposent alors une revue des différents types d’exemples.
— Pour explorer les extensions possibles d’une définition : illustration d’un concept.

— Exemples frontiéres : pour expliquer pourquoi une condition est indispensable. Ceci
comprend :

o les exemples de départ ;

o les exemples de référence ;
o les exemples mod¢les ;

o les contre-exemples.

Les exemples permettent, selon les auteurs’, de développer la compréhension des concepts.
En outre, du point de vue de la démonstration, ils peuvent avoir différentes fonctions :

— réfuter une conjecture ;
— construire une nouvelle conjecture ;

— valider une conjecture (par I’observation convaincante, ce qu’on peut rapprocher de
I’empirisme naif) ;

— valider une conjecture (par une expérience cruciale) ;
— utilisation comme représentant générique ;
— illustration dans une preuve.

On voit alors rapidement les liens a établir entre 1’utilisation des exemples et les types de
raisonnements, que les auteurs résument dans le graphe reproduit ci-contre.

% Quand bien méme Iobjectif annoncé consiste a étudier des stratégies expertes pour envisager leur transposition
dans I’enseignement.

" Et en référence & (Watson & Mason, 2002).
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III. L’ETUDE EXPERIMENTALE

II1. 1. L’expérimentation

L’expérimentation proposée par les auteurs se base sur une étude de cas mende aupres
« d’étudiants tres talentueux » auxquels sont proposés des conjectures de théorie élémentaire
des nombres dont ils doivent évaluer la validité. Notons que ce contexte est identique & celui
développé par Weber et Alcock (2004).

Des définitions sont données aux étudiants, ce qui permet de contextualiser des conjectures
que ceux-ci doivent évaluer :

Définition. Un nombre abondant est un entier » dont la somme des diviseurs est
supérieure ou égale a n.

Définition. Un nombre parfait est un entier » dont la somme des diviseurs vaut 2.

Définition. Un nombre déficient est un entier » dont la somme des diviseurs est
inférieure ou égale a n.

Exemple. 12 est un nombre abondant, car 1 +2 +3 +4 + 6+ 12 =28 and 28 > 2 x 12.
En revanche, 14 est un nombre déficient, car 1 +2 + 7 + 14 =24, and 24 <2 x 14.

Votre tache consiste a étudier les conjectures suivantes, et de déterminer (en le prouvant) si
elles sont vraies ou fausses.

Conjecture 1. Un nombre est abondant si et seulement si c’est un multiple de 6.
Conjecture 2. Si n est parfait, alors kn est abondant pour tout entier k.
Conjecture 3. Si p1 et p2 sont premiers, alors p1.,p2 est abondant.

Conjecture 3b. Si p1 et p2 sont premiers, alors p1.p2 n’est pas abondant.

Conjecture 4. Si n est déficient, alors tout diviseur de 7 est déficient.
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Conjecture 5. Si n et m sont abondants, alors 7 + m est abondant.
Conjecture 6. Si n et m sont abondants, alors nm est abondant.

Conjecture 7. Si n est abondant, alors n n’est pas de la forme pm, o m est un entier
naturel et p un nombre premier.

A la suite, les auteurs ont mené huit entretiens — sur la méthode des entretiens semi-structurés
— aupres de participants. L’article présente deux sujets, Chris et David, comme représentants
des deux approches. Chris, s’appuyant plutdt sur un raisonnement sémantique, utilise 28
exemples, de tous types, notamment pour former des conjectures ou preuves. David, dont le
raisonnement est qualifié de syntaxique, n’utilise que 9 exemples, qui sont exclusivement des
contre-exemples et des explications®.

Deux usages des exemples s’opposent ici, restreint — c'est-a-dire dans une production
uniquement formelle — ou exploratoire — afin de mettre en place des stratégies de preuve.

II1.2. Les observations

Les extraits d’entretiens publiés montrent de maniére relativement éloquente que, pour les cas
difficiles, Chris s’appuie de maniére trés forte sur la multiplication des exemples, et que
Poubli de certains cas peut le conduire a des erreurs, tandis que David emploie peu
d’exemples, qu’il choisit de maniére trés précise et controlée, si la nécessité s’en fait sentir.

Pour les cas « simples » en revanche, des productions syntaxiques sont employées pour les
deux.

IV. CONCLUSIONS (DES AUTEURS ET DU LECTEUR)

Si I’étude présente un intérét certain quant a I’usage des exemples, on peut apporter un certain
nombre de critiques relatives aux raisonnements opposés. Cette dichotomie fait porter I’accent
sur la preuve formelle, dont on sait — notamment via les travaux de Balacheff — qu’elle n’est
que la partie émergée de I’iceberg, qu’elle fait appel 4 une intégration forte de contraintes
formelles et passe sous silence certaines aspérités du raisonnement.

Le choix de la théorie des nombres peut & ce propos ajouter au questionnement, dans la
mesure ol il est plus aisé que dans d’autres domaines de s’appuyer fortement sur un seul
registre de représentations sémiotiques, ce qui pourrait favoriser les raisonnements
syntaxiques.

Enfin, les auteurs proposent dans la discussion trois interprétations quant aux raisons de
I’emploi de stratégies syntaxiques ou sémantiques.

® On peut arguer que le recours au nombre d’exemples est peu pertinent, dans la mesure ol il n’y a aucune
¢valuation qualitative de ces exemples. La multiplicité des exemples — de mauvaise qualité — n’est d’aucun
secours & Chris, tandis que le travail de David est soutenu par des exemples pertinents et bien choisis qui rendent
inutiles Putilisation d’exemples supplémentaires. La qualité des exemples, comme I’aisance des étudiants, n’est
pas interrogée par les auteurs et ceci fragilise les conclusions.
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— Le type de stratégie individuelle dépend du domaine mathématique étudig.
— Le type de stratégie individuelle dépend de la familiarité avec le domaine.

— Le type de stratégie individuelle est décidé arbitrairement, et conformément 3 une
habitude jugée productive.

La troisieme proposition, correspondant a I’hypothése qui semble sous-jacente au texte, est
conservée. Les deux premiéres sont réfutées pour des raisons méthodologiques, puisque le
domaine abordé est identique pour les deux sujets et que leurs domaines de compétence
respectifs ne sont ni 1’un ni P’autre proche de la théorie des nombres’.

On peut interroger ces affirmations, notamment la derniére qui semble peu étayée, faute
d’indication sur les compétences des étudiants — il est délicat de considérer qu’un étudiant
travaillant en thése sur des problémes de topologie algébrique soit peu familier de problémes
¢lémentaires de théorie des nombres. L’hypothése de I’utilisation de raisonnements
sémantiques en cas de difficulté ou de non-familiarité — on voit d’ailleurs Chris les
abandonner quand la tiche s’avére « facile » — mériterait d’étre approfondie.

Cette étude apporte de fait un éclairage intéressant sur les usages des exemples par des
¢étudiants de haut niveau en mathématiques, usages trés divers mais dont la fonction et la
validité semble clairement identifiée — ce qu’on ne retrouve pas toujours dans, par exemple,
I’enseignement secondaire. En revanche, les liens entre ces usages et des types de
raisonnement — qui seraient des caractéristiques du sujet — sont moins convaincants.
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Using examples and analogies to remediate
misconceptions in physics: Factors influencing
conceptual change

D. E. Brown

Fiche écrite par Philippe Colin et Cécile de Hosson

I. UN RAPIDE ETAT DES LIEUX

La recherche présentée vise la construction de la troisiéme de loi de Newton (loi dite de
I"action et de la réaction) par I’usage d’analogies, stratégie pédagogique mise en perspective
de formes plus classiques d’enseignement mettant en jeu I’exposé d’exemples. Le choix de
I’analogie est sous-tendu par la nécessité de prendre en compte les formes de raisonnement
risquant de faire obstacle & 1’apprentissage a la troisitme loi de Newton. Ainsi, 1’auteur
souligne-t-il ’existence de « conceptions naives » fortement résistantes a I’enseignement par
des méthodes traditionnelles.

Note I : L’auteur ne caractérise pas les méthodes traditionnelles auxquelles ces conceptions
résistent ; sur ce point il propose cing références bibliographiques, dont Viennot (1979) qui
montre que les étudiants :

— considerent une force comme un attribut, une grandeur intrinséque et non comme une
interaction entre objets,

— confondent le poids d’un objet et I’action de cet objet sur un autre avec, en quelque
sorte, I’idée d’une « transmission » du poids,

— confondent Ie bilan des forces exercées sur un objet et la comparaison des forces
s’exercant sur des objets différents,

- introduisent des décalages temporels pour des lois & caractére instantané afin de
permettre une interprétation causale des situations,

~ attribuent de fagon systématique un caractére « résistant » aux frottements.

L’auteur indique qu’il en résulte un ensemble de travaux de recherche sur 1*usage approprié
d’exemples concrets permettant, selon un processus de type inductif, la construction de
modeles (abstract schema) susceptibles de s’appliquer & d’autres situations.

Note 2 : 1l faut noter que, concernant en particulier le domaine des sciences physiques, peu
d’études ont été menées sur I'usage des exemples dans I’enseignement. Il existe, en revanche,
une littérature abondante sur I'usage des analogies notamment en classe (par exemple Duit
1991, Harrison 2007). 1l est certain, cependant, que I’auteur ne connaissait pas les articles
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postérieurs a 1990 (le sien fut accepté en avril 1990). Il mentionne, d’ailleurs, que son travail
reprend les résultats de sa thése soutenue en 1987.

L’auteur insiste sur la nécessité, en présence de conceptions fortes, de travailler avec les
éléves sur le caractére prototypique des exemples (prototypical cases) au lieu de simplement
fournir une liste d’exemples a titre d’illustration.

Note 3: 1l aurait été intéressant d’avoir quelques précisions sur les critéres permettant
d’évaluer le caractére prototypique d’un exemple, afin d’entamer une réflexion sur la
construction d’activités-éléves sur ce théme.

II. QUESTIONS DE RECHERCHE

Dans un premier temps, I’auteur pose une question relativement large : Comment utiliser les
exemples dans des domaines ol sont présentes de fortes conceptions erronées ?

Les travaux de Clement (1988 p. 573) montrent que, lors de la résolution de problémes, les
«experts » s’appuient nettement plus sur des processus de construction de modéle a partir
d’analogies que sur un processus basé uniquement sur un principe formel. Un exemple
d’outil utilisé lors de cette construction, a savoir les analogies « passerelles » (bridging
analogies), a déja fait ’objet de recherche (Brown & Clement 1987, 1989) pour évaluer la
solidité et la cohérence des modéles construits.

A partir de ce constat, I’auteur précise sa problématique et présente ses deux questions de
recherche :

— Les éléves peuvent-ils s’engager de maniére féconde dans un processus similaire de
construction et d’évaluation de modéles a travers I’usage de multiples analogies ?

— L’approche par usage d’analogies est-elle plus efficace qu’une approche inductive o
de nombreux exemples illustrent 1’application d’un concept ou principe ?

Note 4 : La seconde question n’a pas donné lieu a un prolongement de recherche : 1’auteur
s’est centré sur la confirmation des résultats relatifs a 1’usage d’analogies sur un échantillon
plus important (Brown 1994).

III. EXEMPLE ET ANALOGIE : QUELLES DISTINCTIONS ?
Des le début de I’article, I’auteur propose en note (note 2 p.18) la distinction suivante :

« Pour le propos de cet article, « exemple » et « analogie » sont utilisés pour des
situations physiques qui sont d’une certaine maniére en relation les unes avec les autres.
Quand la relation essentielle est que chacune des situations peut étre assimilée & un
méme principe abstrait, « exemple» est le mot approprié; quand elles sont
essentiellement liges par le fait qu’elles ont des ressemblances structurelles et/ou
fonctionnelles, « analogie » est le terme approprié. »

Note 5 : Concernant la distinction entre exemple et analogie, la définition de Glynn (1989, p.
385) cité par Duit (1991, p. 651) fait souvent référence : « Un exemple est une instanciation
d’un concept, pas une comparaison entre des caractéristiques similaires propres a deux
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concepts. ». Comme I’indique Duit, cette distinction n’est pas si facile a opérer. Quand un
éleve utilise différents exemples d’un méme concept, il peut étre amené a effectuer des
comparaisons : dans quelle mesure n’opére-t-il pas de maniére analogique ?

IV. METHODOLOGIE

IV 1. Recueil de données :
— Pré-test avec 21 éléves d’un cursus de chimie ;

— Analyse des pré-tests : 14 éléves retenus (éléves ayant répondu, au premier pré-test,
qu’une table n’exergait pas de force dirigée vers le haut sur un livre posé dessus),
répartis au hasard en 2 groupes de 7 ;

— Post-test et entretiens de 45 minutes.

Note 6: Méme si I'auteur a effectué un traitement statistique pour valider ses résultats,
I’échantillon n’en reste pas moins trés restreint. Les résultats seront confirmés 2 ans plus tard
(Brown 1994) sur un échantillon plus important.

The teaching Instrument fondé sur des Example-based explanations déclinées en 2 stratégies
d’enseignement :

— « Text Excerpt » : approche de type inductive avec appui sur un extrait de texte d’un
manuel scolaire présentant 7 exemples illustrant la 3° loi de Newton avant d’accéder a
la situation cible du livre sur la table (voir figure 1)

Induction from examples.

Exanmples Target Prablen

Figure 1. Teatercerpt, Toduetion from multiple examples genstate o sipport an shsiract el which can then e applied
Io new sases, ’ ‘ ’

— « Bridging Explanation » : approche permettant de mettre en relation des situations de
méme structure analogique (voir figure 2)
o Utilisation d’une situation d’ancrage familiére ;

o Passage de la situation d’ancrage a la situation cible par une suite ordonnée de
situations intermédiaires ;

o Construction d’un modéle mécanique des objets rigides (« ressort» des
liaisons intermoléculaires).
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Comparison of analogiss

Anchoring STtustion ‘ Target Problen
Figure2, Bridgiog explenation. Comparison of analogies bridging betwen an snchoriog shation and 3 target ;ﬁ%&mg teading.

1o madul omstruetion,

Note 7 : Un rappel sur la 3° loi de Newton (loi dite « des actions réciproques ») :

« L’action est toujours égale et opposée a la réaction ; c’est-a-dire, que les actions de
deux corps I'un sur I’autre sont toujours égales, et dans les directions contraires »
(Newton, Principia, Principes mathématiques de philosophie naturelle, trad. M. du
Chatelet, Paris : Dunod (2005)).

L’analyse des documents d’appui de chacune des deux approches révéle, comme le souligne
’auteur, une prise en compte différente des difficultés.

— « Text Excerpt »

Les difficultés majeures soulignées précédemment sont clairement explicitées aux éléves
comme le montre I’extrait suivant & propos de la course d’une athléte :

« C’est la réaction (du sol sur le pied) qui la propulse vers I’avant (...) Dans cet
exemple et dans tous les autres, cela ne fait réellement aucune différence d’appeler
action telle force et réaction telle autre, parce qu’elles interviennent en méme temps
exactement. L’action n’est pas la « cause» de la réaction. (...) Le point le plus
important : les deux forces n’agissent pas sur le méme obijet. »'°

Les éléves semblent avoir toutes les cartes en main ; on peut néanmoins comprendre toute la
difficulté & mettre en relation des situations aussi diverses et aussi complexes, mélant de
nombreux obstacles ; en particulier, comment associer le caractére dynamique des exemples a
celui statique du probleme cible. Les exemples choisis ne facilitent pas assez la tache des
éléves ; les résultats sont donc sans surprise' .

— « Bridging Explanation »

Le principal obstacle visé par 1’auteur est constitué par 1’attribution de la force a un objet. La
stratégie s’appuie donc principalement sur la construction d’un modele explicatif des
‘interactions entre objets. Cependant, cette focalisation peut se faire au détriment de celle
accordée a la possible confusion entre le bilan des forces exercées sur un objet et la

1 Cest nous qui soulignons.

11 . .
C’est nous qui soulignons.
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comparaison des forces s’exergant sur des objets différents, comme en témoigne I’extrait
suivant relatif a la situation du livre sur la table :

« La table est composée de molécules liées & d’autres molécules comme par des ressorts
(springy). (...) Si vous regardez de trés prés avec un microscope, vous verrez que le
livre entraine une légeére flexion de la table. La table, tout & fait comme un ressort, (...)
pousse vers le haut. Comme le ressort soutenant le dictionnaire, la table fléchit et se
comprime juste assez pour fournir une force vers le haut égale au poids du livre. »'?

L’explication est-elle suffisante pour comprendre que le livre n’exerce pas son poids sur la
table ou, formulé différemment, que le poids du livre et I’action de la table sur le livre ne sont
pas des actions réciproques obéissant a la 3° loi de Newton'* ?

V. OUTILS D’EVALUATION
L’auteur utilise des pré- et/ou post-tests relatifs a 5 situations :

— Probléme de la table (pré- et post-tests) : Un livre est posé sur une table. Est-ce que la
table exerce une force ascendante sur le livre ?

— Probléme de la chévre (pré- et post-tests) : Une chévre entétée pousse contre un mur.
Pendant que la chévre pousse, le mur exerce-t-il une force réciproque sur la chévre ?

— Probléme du moustique (pré- et post-tests) : Un jour sans vent, un moustique atterrit
en haut du monument de Washington. Demandez-vous si le moustique exerce une
force sur le monument, ou si le monument exerce une force sur le moustique pendant
qu’il se repose la-haut. Pendant que le moustique se repose la-haut, le monument
exerce-t-il une force ascendante sur le moustique ?

— Probléme des deux boites (post-test) : Une boite pesant 50 kg est posée sur une autre
boite pesant 100 kg. Demandez-vous si la boite du dessus exerce une force sur celle du
dessous et si le sol exerce une force sur la boite du dessous. Le sol exerce-t-il une
force ascendante sur la boite du dessous ?

— Probléme des deux blocs d’acier (post-test) : Un grand bloc d’acier pesant 200 kg est
placé sur un petit bloc d’acier pesant 40 kg. Demandez-vous si le bloc du dessus
exerce une force sur celui du dessous et si celui du dessous exerce une force sur celui
du dessus. Le bloc léger du dessous exerce-t-il une force ascendante sur le bloc lourd
du dessus ?

12 Crest nous qui soulignons.

" Lorsqu’un livre est posé sur une table, deux forces s’exercent sur lui : la force exercée par le Terre et la force
exercée par la table. Dans la situation, trois objets sont en interaction : le livre, la table et la Terre. D’aprés la 3°
loi de Newton, la force exercée par le livre sur la table est égale 4 la force exercée par la table sur le livre et la
force exercée par la Terre sur le livre (son poids), est égale 4 la force exercée par le livre sur le Terre. La 3° loi de
Newton ne dit rien du rapport entre la force exercée par la table sur le livre et le poids du livre. En revanche, si le
livre est en équilibre sur la table (immobile par rapport & la table) alors d’aprés la seconde loi de Newton (qui
concerne la somme des forces exercée sur un objet donné), on peut conclure que la force exercée par la table sur
le livre est €gale a la force exercée par le Terre sur le livre (donc a son poids).
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Il est demandé une justification des réponses & chaque probléme, ainsi qu’une comparaison de
la mesure des forces exercées par des intervenants dans chacun des problémes (sauf le
premier, ou il s’agit seulement de dire si la table exerce une force ascendante sur le livre posé
dessus). Dans chaque cas, une évaluation du degré de confiance et du sens « physique »
attribués par les éléves a leurs réponses est requise.

VI. RESULTATS QUANTITATIFS

Les résultats sont donnés dans le tableau ci-dessous. On constate les meilleurs résultats
obtenus pour I’approche par Bridging Explanation.

Text excerpt Bridging
=Ty ne=T)
¥ Pre Puast Pre Poat
" Table* o 20 1=
Goa® 3 6 5 13
Mosquito? 1 4 2 14*
Two boxes® — 5 s 13%%
Steel blocks® — 3 — 3%

Nombre de réponses correctes (pour les étudiants n’ayant pas répondu correctement au
pré-test « Table »)

Les résultats de la derniére colonne pour les 4 derniers tests prennent en compte d’une part
Iexistence d’une action réciproque et, d’autre part, la comparaison de la mesure de ces 2
actions réciproques.

L’auteur souligne qu’il n’est pas possible d’isoler les différents facteurs responsables de cette
différence et, par conséquent, la nécessité de pratiquer des entretiens pour une analyse
qualitative plus fine.

VIL RESULTATS QUALITATIFS

Quelques résultats saillants & propos des problémes « table » et « blocs d’acier »

— Post-test pour le probléme « table »

5 €leves sur les 7 du groupe « Text Excerpt » maintiennent I’idée que la table n’exerce pas de
force sur le livre.

Tous les €leves (7/7) du groupe « Bridging Explanation » appliquent la 3° loi de Newton 2 la
situation avec 2 types d’argument : la nécessité (« c’est la loi qui I’impose ») ou / et I’appui
sur le modele explicatif du « ressort ».

— Post-test pour le probléme « blocs d’acier »
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Nous rappelons qu’il s’agit d’un probléme difficile s’il existe une confusion entre le poids
d’un objet et I’action de cet objet sur un autre.

3 éléves sur 7 du groupe « Text Excerpt » acceptent I’existence d’une force de B sur A mais
aucun d’entre eux n’accepte que les actions réciproques soient égales, en s’appuyant sur le
poids comme force attribuée & I’objet.

6 éleves sur 7 du groupe 2 « Bridging Explanation » appliquent la 3° loi de Newton a la
situation. L’extrait suivant de I’entretien souligne le rle crucial joué par la situation livre-
ressort comme explication « passerelle » :

«Méme si le livre pése beaucoup plus que le ressort, le ressort doit « rebondir en
arriére » ; pourquoi ne se passerait-il pas la méme chose ici (action du bloc B sur le bloc
A)?»

VIIL DIFFERENCES ENTRE LES 2 STRATEGIES : 3 FACTEURS IDENTIFIES

Dans cette partie de I’article, I’auteur présente — a partir de 1’analyse des entretiens — 3
facteurs influencant les différences dans les réponses des éléves soumis aux deux méthodes
d’emploi d’exemples.

— Les exemples doivent faire sens pour les éléves.
Les extraits suivants de I’entretien en témoignent

« Text Excerpt-based » student : « Pourquoi le sol déciderait spontanément de pousser
en avant quand il y a quelqu’un qui court dessus ? »

« Bridging Explanation » student : « Les objets métalliques essaient de retourner a leur
position initiale (...) et donc la force que j’exerce sur lui va le faire descendre, et la
structure du métal, supposons que c’est un ressort en métal, essaiera de retrouver son
ancienne position. »

Le taux de confiance exprimé par les éléves « Text Excerpt-based examples » est inférieur a
celui des €léves « Bridging Explanation », respectivement 3,27/ 5 et 4,60 / 5.

— I est nécessaire de présenter de fagon explicite les liens entre les différentes analogies.

6 €léves sur 7 ne font pas de lien direct entre ’action du doigt sur le ressort et I’action du livre
sur la table.

C’est un argument fort pour défendre I’approche par Bridging Explanation. L’ auteur souligne
Iimportance de I’ordre de présentation des analogies comme en témoigne le commentaire
d’un éleve lors de I’entretien :

« Sorti du contexte, vous comparez juste le ressort et la table, ¢a n’aiderait pas ; mais
vous construisez un chemin du ressort, qui est évident, a une planche flexible, puis & une
planche rigide, puis a une couche de mousse, puis a une table, c’est pas mal ».

— L’appui sur des modéles « mécaniques » explicatifs est important.

Un commentaire d’éléve a titre d’illustration :
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« On essaie de me dire qu’a chaque force est associée une force opposée qui arrive
contre elle. Mais on ne m’a pas dit d’ou elle venait et pourquoi, et je n’ai pas I’intention
de I’accepter avant qu’on ne le fasse. »

Selon I’auteur, c’est ce type de modele qui aurait un sens pour les éléves et les aménerait a
abandonner la force congue comme propriété d’un objet, au profit d’une force comme résultat
d’une interaction.

Note 8 : On peut s’interroger ici sur les limites du modéle explicatif utilisé : les ressorts liant
les molécules ne doivent pas conduire & une vision matérialiste pouvant faire obstacle & une
future modélisation des liaisons plus conformes & celle du physicien en termes de forces
¢électromagnétiques, par exemple.

IX. PERSPECTIVES
L’ auteur présente quelques questions :

- Le constat d’échec de la technique inductive vaut-il dans d’autres domaines ? Est-ce la
norme ou de simples cas isolés ?

- Latechnique des analogies « passerelle » est-elle une alternative toujours viable ?

Note 9 : Duit (1991) notait la difficulté a trouver, pour chaque conception erronée repérée
dans les différents champs des sciences, des situations d’ancrage et des analogies
« passerelle » opérationnelles. De nombreuses études ont été menées depuis, et Harrison
(2008 p. 202) indique que cette stratégie s’est avérée efficace dans différents
domaines (frottements, cellules, génes et ADN, particules, concepts mathématiques, modéles
acide-base) dont il précise que le nombre ne cesse de croitre.

X. DISCUSSION

\

Cet article de David Brown remonte a une trentaine d’années et, comme I’indiquent les
références en notes, les publications sur I’usage d’analogies et en particulier des bridging
analogies sont depuis plus nombreuses. Notre choix s’est porté sur cet article car ¢’est un des
tres rares (peut-€tre I’unique ?) a faire mention explicite dans son titre de I’usage d’exemples
afin de surmonter les conceptions.

Il faut rappeler que John Clement, initiateur du bridging analogies teaching souligne dans un
article (Clement 1993 p. 1245) que cette stratégie d’enseignement repose sur une forte
interaction entre enseignant et éléves pour discuter le passage d’une analogie a une autre et
faire le lien entre la situation d’ancrage et le domaine cible. Duit (1991 p. 665) indique que
cette stratégie d’enseignement implique « main aspects of negociation of views » et utilise des
aspects empruntés au socratic dialogue.

La passation d’entretiens fournit I’occasion de se rapprocher d’une réelle séquence
d’enseignement-apprentissage a la maniére de teaching experiment.

Il aurait ét¢ intéressant d’avoir des informations sur la construction du protocole d’entretien
pour chacune des stratégies afin de préciser la qualité de I’étayage, facteur crucial quant a la
teneur des réponses fournies.
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Dans le domaine de 'usage des analogies en situation de classe, 1’articulation recherche-
pratique est forte et, faisant suite a des parutions plus « théoriques » (Gick & Holyoak 1983 ;
Zietoun 1984 ; Glynn 1989), des ouvrages a visée trés pragmatique sont parus a destination du
public enseignant (Harrison & Coll (eds.) 2008).

La question centrale est de savoir si la construction d’un modéle explicatif, ici a partir d’une
suite d’exemples-analogies proposés dans un ordre précis (commengant par une situation
d’ancrage, suivie par plusieurs situations « passerelles », et terminant par la situation cible),
facilite un saut conceptuel, rendu nécessaire par la présence de fortes conceptions erronées
(concernant I’interprétation de la situation cible) chez les éléves.

On peut donc s’interroger sur la comparaison effectuée : ne pourrait-on pas introduire un
modéle explicatif dans une traditional teaching-by-example technique (appellation figurant
dans Dabstract de I’article) ? On serait alors en droit de comparer son impact sur
I’apprentissage a celui obtenu aprés un enseignement par bridging analogies.

XI. QUELQUES PISTES DE REFLEXION

On pourrait questionner le choix, le réle, I’importance des différents éléments du dispositif
(situation d’ancrage, analogies « passerelles », modéle explicatif, situation cible, expérience
associée). Brown et Clement (1989 p. 558) ont déja montré que certaines situations d’ancrage
en mécanique ne sont pas efficaces. Plus récemment, Clement (2008 p. 441) indique la
nécessité du choix pertinent de la technique d’usage des analogies suivant le type de saut
conceptuel vis¢ et identifie la situation d’ancrage & un proto-modéle, élément décisif, par
conséquent, dans le parcours d’apprentissage. Le niveau (micro, méso, macro) et les limites
des modéles explicatifs donnés ou construits sont bien siir & questionner.

Les résultats présentés dans I’article portent, & la marge, sur les aspects psychologiques (voir
par exemple Gentner 1983, Gineste 1984, Richard 1990) mais I’on pourrait élargir le champ
d’investigation en questionnant la nature des activités cognitives mises en jeu lors de I’usage
d’exemples / d’analogies, les liens avec la modélisation et le processus inductif.

Enfin, la technique des analogies « passerelles » pourrait étre replacée dans un cadre
historique comme I’a déja proposé Clement (1986, p. 230) a propos de Galilée et de Newton.
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Entrer par Pactivité de définition en mathématiques
pour revenir sur les notions d’exemples,
contre-exemples et non-exemples

Cécile Ouvrier-Buffet

I. DEFINIR EN MATHEMATIQUES : PROBLEMATIQUE GENERALE

L’idée directrice est d’accéder a 1’élaboration de concepts via la construction de définitions,
activité pratiquée et reconnue par les mathématiciens. Dans ce type d’activité'*, existe-t-il
différents types de définition ? Peut-on mettre en évidence une hiérarchie du point de vue de
la genése des définitions, peut-on provoquer leur évolution et ainsi proposer une voie d’accés
a la construction de concepts ? Il s’agit la d’essayer de baliser la construction de concepts par
différents « niveaux » de définition (d’ou I’idée de hiérarchie) et d’étudier le processus
consistant a faire évoluer ce que nous pourrions provisoirement appeler des définitions
intermédiaires.

Cette problématique génere d’autres questions pour lesquelles des éléments de réponses
seront donnés dans cet article, en particulier pour la derniére question :

— QI : peut-on identifier des types de situations « favorables » a la génération de
définitions ?

— Q2 : existerait-il des concepts plus favorables que d’autres, se prétant « mieux » que
d’autres a I’activité de définition ?

— Q3 : comment s’inscrit I’activité de définition dans une dialectique avec la preuve ?

— Q3 bis : tant du c6té de la définition que de la preuve, qu’en est-il de la validation de
tels processus ? mais aussi de la validation de la définition ou des définitions
construite(s), et de la preuve elle-méme ?

— Q3 ter: comment modéliser I’activité de définition et le processus de construction de
définitions ?

— Q4 : quels liens avec les exemples et les contre-exemples, voire les non-exemples ?

Dans cet article, c’est cette derniere question que nous allons tenter d’approfondir, en utilisant
’entrée par I’activité de définition en mathématiques.

Nous allons donc tout d’abord analyser les types de situations existants dans les travaux
internationaux qui permettent effectivement d’enclencher une construction de définitions et
souligner en particulier I’utilisation d’exemples et contre-exemples (section II). Seront
également dégagés la nature des concepts mathématiques retenus et les cadres théoriques
propices a I’étude didactique et épistémologique des situations présentées.

" Lactivité de définition a été définie (et donc caractérisée) comme un mode de « penser » spécifique en
mathématiques dans Ouvrier-Buffet (2012).
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Nous reviendrons ensuite plus en détail sur les roles des exemples et contre—éxemples en
mathématiques (section III).

Coté recherches en didactique, au niveau international, ’utilisation des non-exemples est
également présente. Nous discuterons la nécessité de parler de non-exemples en plus des
exemples et contre-exemples (section IV).

La derniére section sera I’occasion de proposer une ouverture quant & la poursuite de travaux
en didactique sur I’activité de définition et les rbles des exemples et contre-exemples.

II. DES TYPES DE SITUATIONS « FAVORABLES » A LA GENERATION DE
DEFINITIONS ?

Différents travaux au niveau international permettent d’identifier plusieurs types de situations
favorables & une activité de définition. Cela étant, la construction avérée de nouveaux
concepts dans ces expérimentations n’est pas toujours réelle : certains concepts, en effet, sont
« revisités » (cela peut varier d’une simple reformulation de propriété & une extension réelle
d’un concept, voire méme a une reconstruction a I’occasion d’un changement de cadre ou
paradigme) et ne font pas I’objet d’une premiére « rencontre ».

Rappelons rapidement ces situations impliquant une activité de définition (pour plus de
détails, voir Ouvrier-Buffet, 2012), les concepts mathématiques en jeu, ainsi que les outils
théoriques mobilisés par les différents auteurs pour leurs analyses épistémologique et
didactique. Le tableau récapitulatif ci-aprés montre en particulier la place accordée a des
situations (ou problémes) initiées par la présentation d’exemples et contre-exemples (ou non-
exemples, nous reviendrons sur cette notion dans la section IV). Une pensée de type inductif,
impliquée dans la généralisation de concepts, est présente, d’ ot I’intérét spécifique, et méme
la nécessité des contre-exemples.

Il ressort clairement une prépondérance des concepts de géométrie, certes trés accessibles par
leurs représentations, mais aussi de concepts issus de mathématiques discrétes. Ces derniers
ont I’avantage de proposer une problématisation naturelle et peu fortement axiomatisée, ainsi
qu’un acceés aux concepts par leurs représentations, mais également une interface avec les
mathématiques contemporaines, donc « en construction ». La place accordée aux concepts
non familiers est faible. Ce n’est donc pas un hasard si les cadres théoriques mobilisés
impliquent largement les heuristiques de Lakatos (1961, 1976), et les notions de concept
image et concept definition (Vinner, 1991). Pour concevoir des situations de construction de
définition, on s’intéressera en particulier a des concepts disposant de plusieurs définitions,
différentes de nature, dont I’équivalence n’est pas évidente, et pouvant étre impliquées dans
des preuves (pour des conjectures et théorémes « cruciaux » pour I’étudiant'?).

'® Par défaut, le terme « étudiant » désignera indifféremment un ééve ou un éudiant.
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Types de situations impliquant

Concepts mathématiques en jeu |

Outils

une activité de définition théoriques
o Quadrilateres (Freudenthal, Niveaux de
. . . ) 1973; De Villiers, 1998) Van Hiele
Classification, a  partir de e Polyadres (Mariotti &
représentations de concept, Fischbein, 1997) ‘
d’exemples et de contre-exemples | o Convexité (Fletcher, 1964 ;| Conceptions
(ou non-exemples) Ouvrier-Buffet, 2005) ~ (dont celle de
e Arbres, droites  discrétes | Lakatos)

(Ouvrier-Buffet, 2003 & 2006) |

- Redéfinition d’un concept familier :

e a partir de représentations de
celui-ci

e ou a partir d’une

- définitions incorrectes

- o redéfinir dans un cadre différent

- Généralisation d’un concept (élargir |

- des définitions connues)

o Taxicab géométrie

e Fonction / triangles (Vinner)

liste de | ® Cercle (Borasi, 1992)

1992) / Objets sur la sphere
(Duchet, 1995 ;
Zandieh, 2005 ; Zandieh &
Rasmussen, 2010)

e Puissance d’un

(Borasi, :

Larsen & |

nombre |

Concept image |
et concept
definition

(Vinner, 1991)

Heuristiques de
- Lakatos (1961, |
1976) ;

DMA!®

~ Génération d’un concept en lien
avec une activité de preuve: les
~ situations « a la Lakatos »

e avec des concepts familiers

(Borasi, 1992)

e Situation de reinvention en |
théorie des groupes (Larsen & |

Zandieh, 2008)
e Polygones (Borasi, 1992)

e Diagonales et  polygones Heuristiques de
(Balacheft, 1987a) : Lakatos
e avec des concepts non familiers | ® Générateur, minimalité |
' (Duchet, 1994;  Ouvrier-
Buffet, 2011) ’

Tableau 1 — Différents types de situations impliquant une activité de définition"’

'8 Defining as a Mathematical Activity.

17 Des situations de construction de définitions de Ouvrier-Buffet sont proposées en Annexe.
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Pour accéder a une situation fondamentale pour la construction de définitions (en considérant
des concepts mathématiques non familiers des étudiants), trois types de situations ont été
identifiés par Ouvrier-Buffet (2003) :

— & partir d’exemples et contre-exemples d’un concept (et donc de certaines de ses
représentations, ce qui est un biais non neutre de ce type de situations) ; c’est une
certaine fagon de proposer une premiere rencontre avec le concept (mais elle n’est
clairement pas suffisante) ;

— des situations de mathématisation / modélisation ;

— des situations « a la Lakatos ».

Du c6té de I’activité mathématique elle-méme, définir permet d’introduire de nouveaux
objets, d’¢largir des concepts existants, de délimiter et différencier des concepts, de faire
émerger des concepts (Formalisateurs Unificateurs Généralisateurs par exemple, voir
’ensemble des travaux de Robert et al. dans Dorier, 2000), et ce, dans différents types de
« problémes », a différents moments de I’activité du mathématicien qui restent a observer et
modéliser (travaux en cours).

III. VERS LES EXEMPLES ET CONTRE-EXEMPLES

Dans le dernier cadre évoqué en section précédente, lakatosien, il est possible de considérer la
dialectique avec la preuve, et avec elle une certaine place pour les définitions elles-mémes
(dans une logique déductive dans des démonstrations, et dans une logique constructive dans
des preuves). Il en découle ainsi une place avérée pour les exemples et contre-exemples a
différents niveaux et dans différents contextes :

— dans une logique déductive : il s’agit d’utiliser des exemples pour comprendre/vérifier
une démonstration, ou une inférence dans une démonstration qui pourrait étre
problématique ;

— dans une logique constructive: on peut s’inspirer des exemples (et parfois des
contre-exemples, plus rares) pour construire une preuve ;

— il est également possible de se convaincre qu’une preuve est correcte (en testant avec
des exemples et des contre-exemples « classiques », certains contre-exemples étant
congus pour cela) ;

— [P’exploration d’une conjecture reste un cadre de travail classique.

Nous ne reviendrons pas ici sur la portée et les limites du cadre défini par Lakatos (voir pour
cela Ouvrier-Buffet, 2012), mais nous allons nous concentrer plus précisément sur les
exemples et contre-exemples et revenir ensuite sur la notion de « non-exemple » reprise par
Tsamir et Tirosh (2008). '

Pour les mathématiciens (mais aussi pour les étudiants), les exemples sont importants (voir en
particulier certains types de preuve (empirisme naif, expérience cruciale, exemple générique
des travaux de Balacheff, 1987b) et le diagramme de Alcock-Inglis, 2008, p. 117 ; voir
également la fiche page 31). Les exemples permettent par exemple d’explorer une conjecture,
mais aussi d’illustrer et de véhiculer des propriétés qui seront ensuite structurées en
définitions, théorémes, preuves etc. au sein d’une théorie consistante. Les « nouveaux »
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contre-exemples (ceux qui seraient construits par des mathématiciens et n’ayant pas encore
été congus pour répondre & une problématique de recherche) sont plus rares d’une certaine
facon (il existe des banques de « bons » contre-exemples pour tester des conjectures, de
nombreux ouvrages en proposent, et les mathématiciens procedent également ainsi, suivant
leurs champs de recherche, car la génération de contre-exemples s’avére particuliérement
complexe). '

Par rapport & la construction de définitions, considérer les contre-exemples nécessite de se
placer dans la perspective dessinée par Podlya (processus d’induction, d’analogie, de
généralisation, de particularisation) et poursuivie par Lakatos dans le cadre d’une logique de
la découverte mathématique. Dans ce dernier cadre épistémologique, nous pouvons retenir -
différents types de contre-exemple : ‘

— le contre-exemple global refuse la conjecture ;

— le contre-exemple local refuse la preuve ;

— on peut également rencontrer un contre-exemple local non global, un contre-exemple
global non local, un contre-exemple global et local.

Le contre-exemple est en définitive un moyen de contrdle, et un « outil » pour choisir les
définitions. En découlent plusieurs catégories de définitions, non pas par rapport a la portée
des contre-exemples qui permettent I’évolution de celles-ci, mais par rapport a 1’évolution de
la construction du concept mathématique en jeu : les définitions naives, les zéro-définitions,
les proof-generated definitions, catégories enrichies par celle des définitions-en-acte
(Ouvrier-Buffet, 2006 & 2011).

Certes, aborder les exemples et contre-exemples sous le prisme de ’activité de définition peut
apparaitre comme réducteur, en particulier si I’on considére le tableau ci-contre récapitulant
les roles possibles pour les exemples et contre-exemples en mathématiques. Mais les
ramifications avec le processus de preuve et la construction de concepts permettent de
considérer des situations de génération de définitions consistantes, non réduites a des
reformulations de concepts déja partiellement connus des étudiants. Ce regard
épistémologique reste a affiner, c’est I’objet d’une étude en cours basée sur des entretiens
avec des chercheurs impliqués dans différents champs mathématiques.
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Utiliser des exemples pour comprendre/vérifier une démonstration, ou
une inférence dans une démonstration qui pourrait étre problématique

S’inspirer des exemples (voire de contre-exemples) pour construire une
preuve

Se convaincre qu’une preuve est correcte (en testant avec des exemples et
des contre-exemples « classiques », certains contre-exemples sont méme
congus pour cela)

Explorer une situation mathématique pour se I’approprier et engager un
travail d’élaboration de conjectures

Explorer une conjecture

Rédiger une preuve constructive (algorithme pour générer un exemple, et
régler ainsi le probléme d’existence)

Vérifier que toutes les hypotheéses d’un théoréme sont nécessaires

Elargir un domaine de validité

Aller contre des idées pré-congues (effet de surprise)

Distinguer des notions proches (par exemple celles de continuité et
continuité uniforme)

Tester la stabilité d’une propriété aprés transformation

Définir un concept (le délimiter via des exemples et contre-exemples)

Tableau 2 — Réles possibles pour les exemples et contre-exemples18

IV. EXEMPLES, EXEMPLES GENERIQUES ; CONTRE-EXEMPLES ; ET NON-
EXEMPLES

Revenons maintenant sur les non-exemples et la nécessité de les considérer (ou pas). Il est en
effet fréquent de trouver dans la littérature de mathematics education comme catégories les
exemples génériques, contre-exemples, et non-exemples. Reprenons les définitions usuelles de
ces termes (cf. Bills & al., 2006, p. 127), en précisant que celles-ci dépendent de la fagon dont
la personne (enseignant ou étudiant) percoit le concept ou la procédure mathématique en
question, et des propriétés mathématiques intrinséques en jeu : ainsi, les caractéristiques qui
suivent ne sont pas strictement des définitions mathématiques mais ont pour vocation de
questionner des usages dans un contexte didactique. L’idée générale qui sous-tend les
définitions ci-aprés est de considérer I’ensemble des exemples (qu’ils soient génériques ou
non) afin d’explorer un concept et/ou le domaine de validité d’une procédure, les limites
d’application de propriétés (Goldenberg & Mason, 2008, p. 184, voir aussi la fiche page 7).
Les exemples génériques sont des exemples illustrant des concepts ou des procédures et

'8 Ce tableau peut étre exemplifié par letravail de Locia Espinoza (2000).
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peuvent servir d’appui pour une preuve générique. Les contre-exemples nécessitent une
assertion ou une hypothese & « contrer ». Les non-exemples servent & clarifier les frontiéres
d’un concept, et peuvent agir de maniére semblable a celle des contre-exemples pour
identifier le domaine de validit¢ d’une procédure ou pour délimiter les conditions
d’application d’un théoréme. Ces non-exemples permettent ainsi d’identifier les
caractéristiques essentielles d’un concept, d’une procédure : en ce sens, nous sommes du coté
de la définition, dans une acception usuelle du terme, qui délimite ce qu’est le concept
(utilisation ici d’exemples) et de ce qu’il n’est pas (mobilisation de non-exemples). Nous
pouvons alors considérer les travaux sur le concept image (Vinner, 1991). La question sera
d’explorer si les exemples et non-exemples rencontrés ne sont pas trop limités quant & leur
portée et dans quelle mesure le concept image résiste et peut étre enrichi, remanié.

Mais a-t-on besoin de parler de non-exemple ? Utiliser les contre-exemples, n’est-ce pas
suffisant en mathématiques et pour des analyses didactiques ? En fait, le rle potentiel du
non-exemple est & considérer et a affiner :

— parle-t-on simplement d’un représentant d’un autre concept proche de celui qui est
étudié ? (comme cela peut-étre le cas lorsque 1’on considére des exemples de
quadrilatéres jouxtant des non-exemples constitués de triangles, pentagones etc.) ;

— va-t-il jouer un rdle moteur dans un processus de classification par exemple ?

Si I’on considére une définition comme une proposition potentielle, il serait suffisant de parler
de contre-exemple. Dans la littérature, par rapport & la formation de concept naturelle, le
terme de non-exemple est privilégié pour mettre I’accent sur ’aspect « délimitation » (un
aspect central de la définition dans une acception ordinaire). Celui de contre-exemple pourrait
aussi étre utilisé, mais ne I’est généralement pas dans la littérature dans le cadre de la
formation de concepts mais davantage dans I’exploration de conjectures. Ce qui est clairement
un choix des auteurs didacticiens utilisant les non-exemples, afin de préciser des analyses non
pas sur la dialectique entre la formation de concepts et 1’élaboration d’une preuve ou
I’exploration d’une conjecture, mais sur la « seule » délimitation d’un concept.

Dans une perspective a plus long terme de fréquentation de I’activité de mathématique de
preuve et de définition, la question didactique (et mathématique) centrale serait alors : dans
quelle mesure les étudiants peuvent-ils transférer leur pratique des exemples et non-exemples
a celle des contre-exemples ?

V. OUVERTURE

Le travail épistémologique permettant de modéliser ’activité de définition (travaux de
Ouvrier-Buffet et Larsen & Zandieh & Rasmussen) et I’efficience des modéles proposés sont
encore a tester, notamment sur des concepts non familiers des étudiants (travail en cours, cf.
Ouvrier-Buffet, 2011). II est bien sir question de « définir » dans une perspective d’activité
mathématique, c’est-a-dire au-dela de la délimitation d’un concept, et dans une dialectique
avec les preuves et conjectures. Il s’agit également de prendre en charge la gestion par
I’enseignant de situations impliquant I’activité de définition, et, en amont, la dévolution de
cette activité aux enseignants peu familiers avec ce type de travail en classe. La complexité de
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ces questions réside déja dans le choix de situations et de concepts permettant une activité
réelle de définition. La voie d’étude centrée sur les exemples et non-exemples existe et a déja
été largement explorée dans le champ des mathematics education, mais encore trop peu sur
des concepts fonciérement nouveaux pour les étudiants. L’une des pistes a explorer encore, en
relation avec la précédente, est d’impliquer plus fortement I’activité de définition dans la
perspective d’un travail sur la preuve (ce qui générera sans doute de nouveaux outils
d’analyse). En effet, les travaux existants partent généralement, pour de telles situations, sur le
modeéle de Lakatos, c’est-a-dire avec des contraintes fortes comprenant la donnée initiale de
concepts, de conjecture et surtout de preuve a analyser. Il reste a ouvrir les situations de
Lakatos en particulier du coté de la preuve, cette derniére étant porteuse de la connaissance
mathématique, a I’image des définitions. C’est 1a que la construction de concepts peut étre
balisée, tout comme le réle central des exemples et contre-exemples. Il est nécessaire
d’apporter un bémol a ce dernier point : en effet, des entretiens avec des mathématiciens (en
cours) montrent a quel point la génération « idéale » de contre-exemples est complexe et
minore ainsi la forme de construction de concepts proposée par Lakatos.
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ANNEXE - EXEMPLES DE SITUATIONS DE CONSTRUCTION DE DEFINITIONS
UTILISANT DES EXEMPLES ET CONTRE-EXEMPLES

A) Situation de classification d’un concept discret (I’arbre), non nommé, et n’étant pas présent
en tant que concept mathématique étudié au lycée.

17 partie - A partir d’exemples et contre-exemples identifiés comme tels

1~ comvrnent
s g 7 S définiriez.vous
SN P"objet
mathématique “truc™
T2 sachant gue:
T1 T3 TL,T2,T3 et T4
‘{-—»““ ) f.&"»«.&_‘ f‘*ﬁ" ‘m.,: ‘xfﬁw 3 . :u‘w%& zont des ‘ )
*‘"‘% Ty Lﬁ,w £ A qi 'y représentations de
S Cb = L AS Dy e etqueTsTs
iy * /| n'en sont pas 7
4 \w o o o
T4 T5 Té

2°™ partie - Possibilité de réinvestissement (et de validation) des définitions construites
précédemment (ici le vocabulaire mathématique est introduit par le gestionnaire de la

situation).

Soit (¢ un graphe {ensemble de points et de traits veliant ces points) connexe {en un seul
e ).

Dérnoetrer gu’il existe un srbre couvearst fous les stonmets,

B) Le méme type de probléme qu’en A) a été également étudié avec les droites discrétes (et
triangles discrets).

C) Un dernier type de situations de construction de définitions mobilisant cette fois-ci la
génération d’exemples et contre-exemples : les déplacements sur une grille discréte.

Le probléme est le suivant :

Soit G une grille discréte réguliére (par exemple de maille carrée). Un point de G est a
I’intersection de deux lignes de G. Un déplacement de G est défini par deux entiers positifs et
deux directions (parmi en haut, en bas, a droite, a gauche).

Le probléme général formel est le suivant: soit E; = %dl, v, dit un ensemble de k
déplacements d;, £ > 1 et 1 <i < k. Partant d’un point quelconque de G, quels points de la
grille peut-on atteindre en utilisant que des combinaisons entiéres positives de déplacements
de Ek?
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Un algorithme de somme pour les rationnels en
écriture décimale.
Des exemples, et apres ?

Laurent Vivier

I. INTRODUCTION

Il est possible de définir les rationnels par une extension du systéme d’écriture décimale des
décimaux. Le corps Q peut ainsi étre défini avec des algorithmes des quatre opérations de
base (Rittaud & Vivier, soumis). En particulier, I’algorithme de somme pour les rationnels en
écriture décimale proposé dans (Rittaud & Vivier, soumis), a donné lieu a des
expérimentations en classe de seconde et en premiére année d’université. Ce texte se focalise
sur des exemples de sommes et surtout sur ce que 1’on peut en espérer.

Dans une premicre partie sera exposée I’utilité des exemples pour la mise en ceuvre de cet
algorithme et sa compréhension. Dans une deuxiéme partie, nous verrons comment des
étudiants de premicre année d’université peuvent, a travers la production d’exemples, d’une
part étendre et compléter I’algorithme et d’autre part se frotter & la complexe égalité 0,9=1.
Ce dernier point illustrera certaines difficultés lies a la perspective des Learner Generated
Examples (LGE) exposée par Watson & Shipman (2008, voir aussi la fiche 11). Enfin, en
troisiéme partie, nous exposerons des résultats de (Vivier, 2012) sur la production d’un
algorithme de somme en formation d’enseignants.

II. UTILITE DES EXEMPLES

II.1. Mise en ceuvre de I’algorithme

2 7
Dans 4 classes de seconde (113 éleves), on a
proposé l’exemple19 suivant : pour effectuer la + 9 0
somme 0,27 + 0,90 on peut procéder ainsi : 1 . -
g

Donc, 0,27 + 0,90 = 1,18.

911 y avait en fait deux tests différents mais avec la méme difficulté numérique, dans un des test les périodes
étaient écrites avec des points de suspensions. En outre, avant la présentation de [’algorithme, le test proposait
notamment des sommes de rationnels en écriture décimale dont il fallait identifier le résultat dans une liste de
proposition (Vivier, 2011).
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Il a été ensuite demandé aux éléves de mettre en ceuvre cet algorithme pour les trois sommes
suivantes : 0,68 + 0,54 ; 0,7+ 0,8; 0,5+ 0, 2.

Les résultats, cf. table 1, sont plutét bons si 1’on considére qu’il s’agit d’une premiére
rencontre des éléves avec cette notation et cet algorithme. Notons également que pour la
derniére somme, 12% des éléves ajoutent une retenue. Pour une présentation plus détaillée des
résultats, voir (Vivier, 2011).

0,68 + 0,54 0,7+0,8 0,5+0,2
Succes 50% 46% 49%
Succds sans marque de la période | 72% 58% 68%

Table 1

Dans une classe de premiére année d’université (14 étudiants de MPSI intégré a Iuniversité
de Paris 13), il a été proposé une activité basée sur le méme canevas mais avec des exemples
différents, plus complexes. L’algorithme est présenté de la maniére suivante. Pour effectuer la
somme 0,27 + 0,810, on peut procéder ainsi :

+ o 1 <

Donc : 0,27 + 0,810 = 1,083538.

Il a été ensuite demandé aux étudiants de mettre en ceuvre cet algorithme pour les quatre
sommes suivantes : 0,37 + 0,905 ; 0,8 + 0,73 ; 0,31 + 0,49 ;0,7 + 0, 5.

La encore, les résultats sont bons. Les étudiants arrivent presque tous a effectuer
I’algorithme : dix étudiants sur les quatorze effectuent correctement les 4 sommes avec
I’algorithme et les quatre autres ont entre un et deux calculs faux (dont deux étudiants qui
comptabilisent une retenue qui sort de la période pour 0,31 + 0,49).

11.2. Compréhension de I’algorithme

En revanche, pour ce qui est de la compréhension de I’algorithme, les résultats sont plus
contrastés. Pour les 113 éleves des classes de seconde, 1’évocation d’une retenue provenant de
la droite est trés rare (12%) et ne permet pas de penser que 1’éléve a réellement compris
I’algorithme. Cette question a été treés peu abordée, peut-€tre par un manque d’habitude de ce
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genre de question, et ce qui ressort le plus c’est que ’algorithme donne un résultat « plus
précis » mais sans que I’on sache vraiment pourquoi car les éléves n’ont pas détaillé leurs
réponses.

En premiére année d’université (MPSI intégré a I’université Paris 13), six étudiants sur les
quatorze de I’étude comprennent parfaitement le role de la retenue qui sort de la période
comme pour I’étudiant U9 : « Il s’agit d’ajouter la retenue que I’on avait pas comptée ». Cet
¢tudiant adapte méme I’algorithme en revenant aux premiéres sommes a effectuer pour
aboutir & une disposition de I’addition en une seule étapezo, avec une fleche, proche de la
disposition usuelle pour la somme de décimaux.

AURRWN WORRAL SR7 AR Bpmnn o o e

E . 2
) 0J5]+0, 0555

‘a)‘, ’@4‘@ o‘i%?

 vyopd+ofs]
ofz3]
: L .
of72l+0 0323

o A B T,0606

: Al@i : :

Image : réponse de I’étudiant U9 aux questions préliminaires

I1.3. Conclusion

Ainsi, la présentation de 1’algorithme sur un seul exemple permet pour environ la moitié des
€léves de seconde et presque tous les étudiants de premiére année d’université de pouvoir
reproduire 1’algorithme avec quelques adaptations simples (notamment sur les tailles des
périodes et sur la retenue). Néanmoins, si environ 50% des éléves de seconde arrivent a
effectuer le processus, trés peu semblent en mesure de le justifier, on peut penser que les
éleves n’ont pas une compréhension suffisante du systéme décimal. En revanche, en premiére

% | a présentation en deux étapes était guidée par le point de vue mathématique ol il est trés intéressant de
considérer la somme dans le groupe des périodes de taille donnée pour ensuite définir la somme de deux
rationnels en écriture décimale. Nous reprenons dans nos expérimentations ultérieures cette idée d’un algorithme
en une seule étape.
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année d’université six étudiants donnent de bonnes justiﬁcation521. Mais pour ces
justifications, on peut penser que ce n’est pas [’exemple qui est en jeu, mais plutét, ici aussi,
la compréhension du systeme décimal (rappelons que les étudiants sont inscrits dans un cursus
de mathématiques).

On a ainsi I’impression que les éléves de seconde en restent a un niveau procédural sans
accéder a un niveau conceptuel, pourtant & leur portée, sur le systétme décimal alors que les
étudiants de premiere année d’université semblent déja & ce niveau conceptuel ce qui leur
permet de justifier I’algorithme. En bref, ’exercice proposé pour présenter 1’algorithme joue
bien son role de « guide procédural » mais ne serait étre seul responsable d’une quelconque
conceptualisation.

III GENERATIONS D’EXEMPLES PAR LES ETUDIANTS

II1.1. Autour de ’algorithme

En premiére année d’université (29 étudiants en MPSI intégré22 a Puniversité Paris 13). Les
étudiants ont été regroupés en dix groupes de trois (excepté le groupe I, composé de deux
étudiants) sur la base des réponses & un test individuel, et notamment sur la comparaison entre
0,9 et 1 : les groupes A, B, C, D, F, G et H sont composés d’un étudiant qui a affirmé 0,9=1
et de deux étudiants qui ont affirmé 0,9<1 (excepté dans le groupe H ot deux étudiants ont
affirmé 1’égalité) ; les groupes E, I et J sont composés uniquement d’étudiants ayant affirmé
I’inégalité.

Il a d’abord été présenté aux groupes les deux exemples suivants :

1 1 1 1)

4, 2 4 2 0, 8 2

+1 7,049 +0, 4 1
2 1,29 1 1, 2 A4
4,242 + 17,049 = 21,291 : 0,82+ 0,41 =124

|| est anoter que la présentation de I’algorithme semble &viter les justifications topologiques qui utiliseraient la
notion de limite. En effet, dans le cas avec refenue qui sort, un résidu gpparait tout a droite du résultat obtenu
lorsque I’on fait une somme finie (comme le 2 de 0,5555+0,7777=1,3332). || faudrait donc utiliser une définition
formelle de la notion de limite pour conclure correctement. Le résidu constitue un signe qui semble I’emporter
sur une interprétation topologique naive dans |a perception du résultat des sommes finies. C’est pour cette raison
que nous pensons que cet algorithme permet d’éviter les réponses infinitésimales (Margolinas, 1988) comme
0,555...+0,777...=1,333...2.

211 ne s’agit pas du méme groupe qu’au I car les expérimentations n’ont pas été menées la méme année. Voir
aussi (Rittaud & Vivier, 2013).
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Puis, aprés une demande de justiﬁcation23, on leur a demandé de trouver tous les cas de figure
que I’on peut rencontrer dans de telles sommes. Pour cela, on leur demandait d’écrire au
moins cinq autres sommes de deux rationnels en écriture décimale et d’effectuer ces sommes
a ’aide de I’algorithme proposé. On précisait que selon le cas de figure envisagé, il était

possible que ’on soit amené a adapter légérement 1’algorithme. La table 2 synthétise les
réponses des dix groupes (entre parenthéses les noms des groupes sont signalés).

exemple avec | exemple  sans | exemple exemples exemple
retenue  qui | retenue qui sorf | avec  des | avec  des | avec au
sort de la| delapériode périodes de | débuts des | moins  un
période tailles périodes décimal
différentes | différents (période 0)

Nombre de | 8 10 3 (ACH) 2 (BCO) 1(A)
g.roupes (sur | (ABCDGHIJ) | (ABCDEFGHI)) N 5 | a4 (BCDF)
ix) (ACHDF)
Table 2

La perception de la présence ou non d’une retenue qui sort de la période est plutdt bien
pergue. On ne peut manquer de pointer que, précisément, les deux exemples proposés pour
présenter 1’algorithme étaient élaborés sur cette variation — avec ou sans retenue qui sort de la
période. En revanche les autres variations possibles ont des taux d’apparition faibles.
Pourtant, dans le test individuel de la veille, les étudiants avaient été explicitement interrogés
sur les variations d’écriture des nombres rationnels (taille de période, début de la période
associé, ou non, a une permutation de la période) et ils avaient dans I’ensemble bien répondu
a ces questions. On retrouve clairement le probléme de la variation exposé par Watson et
Shipman (2008, voir aussi la fiche page 11). Mais peut-étre devons-nous préciser : si les
étudiants n’arrivent pas a percevoir/débusquer la variation, comment peut-on espérer qu’ils
découvrent/construisent un concept ? De plus, aucun groupe ne propose de variation
d’écriture des deux nombres d’une méme opération, pour voir si le résultat est le méme**, Or,
c’est sans doute 4 ce moment que le concept de nombre et d’opération peuvent effectivement
commencer a €tre percus.

% | esjustifications produites sont, pour quatre groupes, plus précises que celles mentionnées & la section 1. On
peut par exemple noter : anticiper |a retenue venant de la droite, existence de deux types de retenues (/ocale et
héritée), périodicité des retenues ainsi que des mentions de la stabilité des tailles de périodes. Deux autres
groupes proposent une justification partielle, trois groupes ne donnent pas de justification et un groupe n’a pas
compris ’algorithme.

% 0n peut interpréter cela d’une part par une variation sur les nombres en jeu dans la somme et, d’autre part, par
la question de la justification de I’algorithme par un changement d’écriture d’un méme nombre. Tout deux
semblent hors de portée des étudiants de 1’étude. 11 est & noter que la question de la variation des écritures liée a
la consistance des définitions produites est trés courant en mathématiques et dépasse largement le cadre de notre
étude.
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Bien sor, il n’était pas explicitement demandé d’exemples avec un but précis — si ce n’est la
variation — mais on ne peut s’empécher de rapprocher ce manque de variation a la non-
apparition du signe « — » dans ’expérimentation de Watson et Shipman (2008).

IIL.2. Pour I’égalité 0,9=1

A la suite de Iactivité présentée a la section précédente, on a demandé a chaque étudiant de
choisir un nombre rationnel a écrit dans le systéme décimal et de calculer x=0,9+a par
I’algorithme puis de reporter les résultats de chaque groupe dans un tableau. Ce tableau doit
faire apparaitre 1+a, sauf si la période de a est 0. La question posée est, pour chaque cas, de
donner x—a puis de faire les remarques que le groupe juge nécessaires.

Sur les 8 groupes qui ont calculé convenablement les trois sommes, figuraient 6 groupes avec
un étudiant ayant répondu « 0,9=1 » dans le test individuel de la veille a la question de leur
comparaison et deux autres groupes, E et J, pour lesquels les trois étudiants avaient tous
répondu « 0,9<1 » au test individuel. Sans surprise, les 6 premiers groupes donnent comme
remarque I’égalité 0,9=1. On reléve également que le groupe F met en doute I’algorithme et
que le groupe A parle d’arrondi pour régler le probléme — donc pour ce dernier on note une
certaine contradiction. Pour les deux autres groupes, le groupe E écrit « 0,9=1 » et précise que
0,9+a—a donne 1 et le groupe J affirme qu’il y a « beaucoup d’approximations ».

Ainsi, 5 des 6 premiers groupes en restent a 1’égalité, réponse d’un des membres au test
individuel, et ne voient pas que si I’on accepte 1’algorithme, les calculs montrent la nécessité
de Iégalité entre 0,9 et 1. Pour les deux autres groupes, si le groupe E semble se rapprocher
de I’égalité (voir les images 2a et 2b), le groupe J semble remettre en cause I’algorithme et ses
nombreuses approximations.

Images 2a et 2b : Tableau des résultats et remarques du groupe E, légérement
incohérentes

Ainsi, les exemples produits par les groupes ne permettent que trés peu de dépasser le stade
conceptuel ou en sont les membres des groupes. Il est toutefois & noter que le temps de
réflexion a été court et qu’il serait sans doute profitable de faire une nouvelle expérimentation
sur une durée plus longue pour que les étudiants se familiarisent avec 1’algorithme de la
somme, un peu comme dans I’expérimentation de Weller, Arnon et Dubinsky (2009).
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IV. CONSTRUCTION D’UN ALGORITHME

En Master 2 « enseignement », on a demandé a 12 étudiants-professeurs de déterminer un
algorithme pour faire la somme de deux rationnels en écriture décimale. La durée était
d’environ 2h, par groupe de 3 en totale autonomie.

Les €tudiants ont clairement mené leurs investigations par des exemples alors que cela n’était
pas demandé explicitement. Les exemples étaient orientés dans le but de voir comment on
pouvait faire de telles sommes. Bien entendu, sont apparus des moments plus formels ou ils
cherchaient a prouver leurs conjectures. Ainsi, il n’est pas forcément nécessaire de préciser
explicitement le but a atteindre, important pour Watson et Shipman (2008, voir aussi la fiche
page 11). Les étudiants-professeurs ont d’eux-mémes orienté leurs exemples.

Aucun groupe n’a réussi a déterminer un algorithme mais, dans I’ensemble des groupes, tous
les points importants a considérer ont été trouvés : début de la période identique pour les deux
nombres — quitte a faire des décalages —, des périodes de taille identique — quitte & prendre le
PPCM -, cas d’une retenue qui sort de la période. Dans ce dernier cas, aucun groupe n’a
trouvé de solution, mais un groupe a trouvé un exemple, a la toute fin du temps réglementaire,
qui les a stupéfaits car ils voyaient que dans cet exemple il y avait quelque chose &
comprendre, une régularité qui devrait tout expliquer. Mais ils n’ont pu aller plus loin.
L’exemple est le suivant :

Image 3 : un exemple important
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D’un autre c6té, un groupe a parfaitement identifié le cas de la retenue qui sors de la période —
c’était le seul des 4 groupes. Ils ont codé les périodes des deux nombres par deux entiers N et
M d’au plus & chiffres et ont écrit « N+ M = N + M » si N+M a encore k chiffres puis :

Image 4 : identification par un groupe du probléme de la période qui sorz de la période.

Mais ce groupe n’a pas su comment aller plus loin.

On peut penser que I’association des deux groupes présentés dans cette section sur le cas de la
retenue qui sort de la période aurait pu permettre de trouver une solution a ce probléme.

V. CONCLUSION

Regardons ce qui ressort principalement de ces quelques expérimentations. D’une part, des
exemples bien choisis peuvent servir pour la présentation d’un processus algorithmique en
montrant les étapes a suivre. Cette présentation, en tout cas dans nos exemples, est
suffisamment riche pour que la plupart des éléves et des étudiants puissent reproduire ce
processus. Mais, en revanche, cela ne semble avoir aucune incidence directe sur le niveau de
conceptualisation nécessaire pour une compréhension de la signification de I’algorithme, et
pas uniquement une compréhension procédurale, que nous avons pergue a travers des

demandes de justifications.

D’autre part, dans la derniére section sur I’expérimentation en formation d’enseignants, on
met le doigt sur un point qui apparait fondamental : la dialectique entre la conceptualisation et
la production d’exemples. En effet, les étudiants-professeurs produisent des exemples ce qui
pousse certains 4 une forme de conceptualisation (la somme des périodes) mais ils ne savent
qu’en faire sans un exemple crucial. D’autres en revanche ne conceptualisent pas
suffisamment pour tirer partie de leur exemple crucial obtenu un peu par hasard.

On peut ainsi conclure, du moins en ce qui concerne ’exemple d’algorithme ici traité : si les
exemples semblent nécessaires pour initier la conceptualisation, sans conceptualisation un
exemple peut ne servir a rien. Cela ouvre une discussion sur I’intérét de la notion des LGE
proposée par Watson et Mason (2005).
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Exemples dans les comparaisons dans l'enseignement

Richard Cabassut

Les systeémes éducatifs sont d'une grande complexité et mettent en jeu des variables qu'il est
souvent difficile de contrdler. Une étude exhaustive est bien souvent difficilement réalisable.
C'est pourquoi le recours a des exemples est fréquent. Nous proposons de présenter différents
exemples utilisés dans des comparaisons dans l'enseignement. Nous distinguerons ces
exemples par leurs fonctions : des exemples pour illustrer, décrire ou préciser, des exemples
pour représenter ou caractériser.

I. DES EXEMPLES POUR ILLUSTRER, DECRIRE OU PRECISER

(Clarke 2004, p.1) rappelle le « besoin dans la recherche comparative internationale non pas
de minimiser les variations, par une agrégation simpliste des données au niveau d’une nation,
par I’imposition implicite d’un curriculum international commun a travers des tests
internationaux, ou par 1’aspiration & « dissiper » la variation a travers I’identification et le
plaidoyer des meilleures pratiques applicables internationalement uniformément, mais de
documenter et de rendre compte des variations dans la politique et la pratique éducatives de
maniére a anticiper des variations supplémentaires dans I’adaptation et I’application de telles
recherches »*°. Les exemples servent donc 2 documenter et & rendre compte des variations.
Pour cela nous utilisons la dialectique similitude-différence suggérée par Clarke (Ibid. p.5)
pour comparer deux groupes d’objets : soit on rassemble deux groupes d’objets d’aprés leurs
similitudes par rapport a une caractérisation commune puis on compare ensuite leurs
différences qu’on essaie d’interpréter, soit on différencie les deux groupes d’objets d’aprés
leurs caractéristiques propres puis on interpréte les similitudes entre ces groupes.

Dans une étude précédente (Cabassut 2005), nous avons appliqué cette méthode pour la
comparaison de la validation des théorémes de cours dans les manuels en France et en
Allemagne. Nous avons choisi dans le curriculum allemand du Bade-Wurtemberg® un
théoréme a étudier. Nous avons noté les caractéristiques suivantes du théoréme choisi®’.
D'abord le moment de premiére rencontre avec la validation du théoréme, précise quelle
classe de l'enseignement secondaire est concernée. Ensuite la position relative de premiére
validation du théoréme par rapport & la classe 8 (correspondant 2 la classe de quatriéme),
classe ou la démonstration est introduite comme objet d'étude dans le curriculum, enfin le

% Traduction de Cabassut.

% (Cabassut 2005) détaille les raisons de ce choix, I'Allemagne étant organisée de maniére fédérale, les curricula
de mathématiques peuvent donc varier d'un Land a l'autre: il a fallu donc arréter son choix sur un Land, ici le
Bade-Wurtemberg.

?7 es critéres du choix et la justification des caractéristiques considérées sont détailiés dans (Cabassut 2005).
L'objet de cet article n'est pas de présenter dans le détail des recherches sur la démonstration mais I'aspect
comparatif de ces recherches.
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domaine mathématique du théoréme est précisé (algébre, analyse, géométrie, grandeurs et
mesures ...). Une fois le théoréme a étudier choisi, nous avons étudié sa validation dans un
manuel de la collection Lambacher-Schweizer du Bade-Wurtemberg qui est la collection la
plus utilisée dans ce Land (exemple de représentativité). Pour comparer avec la France, nous
avons alors utilisé la méthode de comparaison de Clarke, en cherchant parmi les manuels
disponibles en France, une validation semblable & celle retenue dans la collection allemande
précédente. Ce pourra étre le cas si la technologie®® utilisée dans le manuel allemand est
également mobilisable dans le manuel frangais. Si on ne trouve pas de validations semblables
on essaie d'expliquer les différences observées. Illustrons sur des exemples semblables : la
somme des angles d'un triangle

L1. L'exemple concerne la validation que la somme des angles d'un triangle est un angle
plat.

Le livre allemand est celui de classe 7 (12-13 ans), en Bade-Wurtemberg, édition Klett,
collection Lambacher Schweitzer (LS), (p.105), premiére édition 1994. Il propose deux
validations successives. Une premiére validation pragmatique utilise des mesures d'angles
d'un triangle mécano articulé pour observer la somme des angles. Une validation d'apparence
plus formelle utilise les propriétés des angles alternes-internes et des angles correspondants
pour valider la propriété.

b o Welkhe Winketdos Dl ABC
e ek, woonn s ot Siabe AL sk
vochis sebwonks wnd ey Siab BE sudoe
Richtung belfwhisl s Welcher Winked oid
onber waicher Ketngy? Verpleiche e 2
susisue dhes g Wiakel ol die Aboalune
des s vt o Winkelmar,

1 W Vsl wich ey e Somupe o 0 ¢

g wir Al AL wnd NG el ek
el der Lage von AR nllan?

el

Ykt ind gt b paenlled T oo Ball it 4 B TP,

st ke o P, & B s pfiliel 0 2, 50 orvsteb il Dvsiedh AN, Do Wankiel 7l i i o
€ ht geenbbior g, ¥ i aine Winkelwaite B dhgbtindiain gloichisitiy it i Bodn gw el ‘i"".}l‘_‘f‘m&@m,}m _?}gexmk, et i
wesser Winkel doseihen Wedte & entstdion (Wochelidibel on Pustlclenl S ek Btk engebon die oot Jrnopoinke Arinen 187
Sov gl dalers 64 4y O by i

On trouve un ouvrage frangais, dans la collection « Nouveau Transmath », 1997, p. 225,
classe de cinquiéme (dge 12-13 ans), qui contient une validation en deux étapes, d'abord
une étape d'observation pragmatique reposant sur des arguments visuels puis de mesure, et

une « démonstration »29.

% Technologie est pris dans le sens de la théorie anthropologique du didactique, cest-a-dire I'ensemble des
justifications des techniques utilisées pour démontrer le théoréme considéré, cest-a-dire les théorémes,
propriétés et définitions mathématiques qui justifient les techniques utilisées pour démontrer le théoréme.

% Nous utilisons des guillemets car, dans cette validation, on recourt & un argument visuel pour reconnaltre des
angles aternes internes ou des angles correspondants. Or en principe un argument visuel ne doit pas étre utilisé
dans une démonstration mathématique.
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(1) En déconpant

& “Trace sur papier blane un wiangle ABC commie celui dessing o-dessons.

3 in o gk *Eyyg % o
b. Découpe chacun de ses angles, puis « regroupe »-les comme Vindique le
dessiv ci~dessons.

¢, Quelle semble étre Ta valeur dé la somme des angles du triangle?

{Z) En mesurant avec bon sapportenx
a. Trace trois trisngles. o
b, Mesure les angles de chacan de ces wiangles 4 Faide d'un rapporteur, puis
caleule I somime des angles de chaque ulangle,
¢, Ouelle semble drre Ta valeur de cetie somme?

@) Une démonstration i présent
La droite (%) est parafigle 4 Ta droite (BCY ¢t passe par &,
A

x

M v

a. Compare les angles ABC et BAC  puis ACB et TAx. o
b. Explique alors pourquot la somme des trois angles du wiangle ABC et ¢gale
a 180,

Comparaison :
Dans les deux validations on observe des similitudes.

— 1l y a une premiére validation pragmatique (reposant sur des arguments visuels, des
actions (découpage, action sur le mécano, mesure) qui remplit une fonction de
découverte. Puis il y a une seconde validation qui utilise des arguments mathématiques
(reposant sur les théorémes sur les angles) et un argument visuel, qui remplit une
fonction de preuve.

— Les technologies mobilisées dans le manuel frangais et dans le manuel allemand sont
semblables, a I’exception de la définition des angles correspondants sollicitée dans le
seul manuel allemand.

— Les deux validations ont des fonctions analogues, avec une nuance pour la fonction
d’explication davantage mise en évidence dans I’exemple allemand avec la
compensation de l'angle illustrée dans I’articulation du mécano.

Quelques différences apparaissent :

— Les structures des validations sont 1égerement différentes, ce qui est bien représenté par
des figures différentes. La validation allemande utilise les angles correspondants, ce qui
n’est pas nécessaire dans la validation frangaise.
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— Les argumentations et la démonstration apparaissent dans une section intitulée
« activités » distincte de la section « cours » dans le livre frangais, alors que cette
distinction n’existe pas dans le livre allemand.

On notera au niveau des validations des figures une technique de codage des figures plus
développée dans le manuel allemand (ici avec le codage des angles). Ceci semblerait répandu
(comme le montrerait I’observation d’autres manuels, de situations de classe (Knipping 2003)
ou notre expérience de correcteur du baccalauréat franco-allemand).

La définition des angles alternes-internes est définie par recours & la figure dans le manuel
francais et par un texte en langue naturelle dans le manuel allemand.

Cet exemple montre ’existence de validations semblables dans les deux institutions quant a
’utilisation des arguments pragmatiques, du recours a la figure et des arguments
mathématiques, et répondant aux mémes fonctions. Par contre, pour les différences observées,
il est difficile de savoir si elles sont le fait de différences culturelles entre pays (recours au
codage, distinction activités-cours) ou simplement de fluctuations entre manuels qu'on

pourrait retrouver au sein d'un méme pays.

1.2. Exemples différents : le périmétre et l'aire du disque

Dans le livre de mathématiques, classe 10 (15-16 ans), en Bade-Wurtemberg, édition
Klett, collection Lambacher Schweitzer (LS), (p.74), premiére édition 1996, on observe
une validation de la formule de l'aire du disque.
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L’auteur commence par une activité d’approche autour d’évaluations par quadrillage d’aires.
Il poursuit en proposant la conjecture suivante, qui correspond a une argumentation :

« L’aire du disque dans la marge est plus petite que 16 cm?, mais plus grande que 8 cm”.
On compare I’aire A d’un disque avec I’aire #* du carré de cOté r, on constate ainsi que :
pour tous les cercles on a : 2 7 < A <4 #* ou 2<A/r’<4. Les bornes 2 et 4 ne dépendent
pas de r. On peut conjecturer que pour tous les cercles le quotient A/’ est le méme
(compris entre 2 et 4) ».

Intéressons-nous a la validation de cette conjecture dans le manuel.

« Pour vérifier notre conjecture, nous considérons deux polygones réguliers de méme
nombre » de sommets inscrits dans deux cercles de rayons respectifs 7; et »,. Comme
ces deux polygones sont semblables, leurs aires A; et A, sont dans le rapport :
Az/A1=l"22/l"12 ou Az/ 7'22:A1/7'12.

Cela signifie que, pour un » fixé, le quotient de ’aire d’un polygone a n cdtés inscrit dans un
cercle de rayon 7 et I’aire d’un carré de coté  est le méme pour tous les cercles.

Comme I’aire d’un polygone a » c6tés différe aussi peu qu’on le souhaite de ’aire du disque
correspondant pour » suffisamment grand, on doit avoir de la méme fagon également pour les
aires de disques :

Théoréme : Le rapport A/#* est le méme pour tous les disques » (traduction d'extraits p.74).

On utilise ici des arguments mathématiques (propriété du rapport des aires de triangles
semblables (et de polygones semblables) dans le carré du rapport de similitude) vus dans la
classe précédente. Par contre on utilise des arguments extra-mathématiques aprés avoir vérifié
(visuellement) que du carré a I’hexagone, I’aire du polygone régulier inscrit dans le cercle se
rapproche de I’aire du cercle. Il est induit que pour » suffisamment grand, I’aire d’un
polygone régulier inscrit dans un disque différe aussi peu qu’on le souhaite de ’aire du
disque. C’est pourquoi nous évoquons un argument d’induction, qui n’est pas un argument
mathématique. Dans un argument suivant, partant du rapport de ’aire d’un polygone régulier
inscrit dans un cercle au carré du rayon de ce cercle constant, on effectue un passage a la
limite. A la limite, 1’aire du polygone inscrit dans le cercle est égale & celle du cercle. Donc le
rapport de I’aire de ce polygone au carré de son rayon est égal au rapport de I’aire du disque
au carré de son rayon. Comme ce rapport est constant pour tous les polygones, il est constant
pour tous les cercles. Ce passage a la limite est affirmé sans qu’aucune justification
mathématique ne soit donnée. C’est pourquoi nous parlerons d’argument d’autorité
exprimant un passage a la limite. Cet argument d’autorité n’est pas un argument
mathématique. Cette validation utilisant des arguments extra-mathématiques (induction,
autorit€) est une propédeutique a l'enseignement des limites, comme le suggérent les
programmes officiels : « Les éleves comprendront le probléme des déterminations de la
circonférence et de 'aire du cercle ainsi que du volume de solides déterminés. Ils recoivent un
point de vue sur comment une considération propédeutique des limites permet le calcul »
(Ministerium 4/1994, p.481, traduction de Cabassut).

Quelques pages plus loin, le méme livre propose de déterminer la formule du périmétre d'un
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cercle. Aprés la validation de la formule de ’aire A d’un disque de rayon r indiquant que le
rapport A sur 7 est constant, le livre définit le nombre m comme étant ce rapport constant. On
décompose le disque en secteurs de méme angle que 1’on recompose de maniére a former une
figure approchant un parallélogramme, comme suggéré par la figure suivante. « On choisit un
nombre de secteurs suffisamment grand pour que ’aire de la surface recomposée différe aussi
peu qu’on le souhaite de I’aire d’un rectangle de longueur un demi-périmétre et de largeur un
rayon » (traduction d'extraits p.78). Comme [*aire du rectangle recomposé est ’aire du disque,
et comme on a précédemment établi que I’aire du disque vaut 7 fois le carré du rayon, on en
déduit que le périmétre du cercle vaut & fois le diamétre.

Wir versuchen uin, vom Fliicheninhalt A laes &rwm auf seinen Umfang ru schlieBen,
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g iwm:%w,,

wsniban Perishuerle:

(Bt Rivd)
drinnn

Etudions les arguments extra-mathématiques.

Il y a d'abord un constat visuel avec 8 secteurs puis 16 secteurs de I’apparition d’une figure se
rapprochant d’un parallélogramme. Ici la recomposition des secteurs en espéce de
parallélogramme pourrait se montrer avec les propriétés géométriques disponibles en classe
10. Le recours au constat visuel permet de simplifier I’exposé. Par contre I'argument suivant
est un argument d’induction. En effet apres I’avoir vérifié sur quelques cas, on conclut qu’on
peut choisir un nombre de secteurs suffisamment grand pour que ’aire de la surface
recomposée differe aussi peu qu’on le souhaite de I’aire d’un rectangle de longueur un demi-
périmétre (1/2 u) de cercle et de largeur un rayon r. Il n’est pas produit ici de justification
mathématique de cette affirmation. Avec le passage a la limite, on déduit que ’aire du disque
vaut I’aire du rectangle précédent. Ce passage a la limite est affirmé sans qu’aucune
justification mathématique ne puisse étre donnée a ce niveau de classe. C’est pourquoi nous
parlerons d’argument d’autorité exprimant un passage a la limite. Cet argument d’autorité
n’est pas un argument mathématique. On vise, comme pour la formule de l'aire, une
préparation a l'enseignement des limites, préconisée par les programmes officiels.
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En France, on détermine d'abord le périmétre du cercle en classe de 6éme , comme l'illustre
I'extrait suivant du manuel « le nouveau Pythagore », édition Hatier, 1996.

A Brpdeberoet, vintares oL talouls
1. Mesprer fe diowsdtre of dn rnlean oy pagier adindsif,
Tracer, me foutte, wi Pradd, oty oo 00nE e paboe §00g, 1),

Pl v e
B EoRE L
«Mesurer g longueur p du ruban déroulé (fig. 2).
Compléter ce tableau avec différentes valewrs obtenues davs T classe.

Périmétre (em) p=
| Diamdtre (onyy gs
J N

B. Conclusion

1. Que constate-t-on dans ce tableau ?
2, Compléter la phrase ;

Le périmétre d'un cercle est égal & son diamétre multiplié

1 par ...
AR 2 PPN I aver fmm‘_k. l

3. Compléter tnformitle

La technique de mesure est pragmatique car justifiée par le constat visuel. Elle remplit une
fonction de découverte de la constance du rapport périmétre/diameétre. En I’absence de
démonstration mathématique possible dans cette classe compte tenu des technologies
mobilisables, on préfere utiliser 1’autorité du livre (et éventuellement du professeur) qui
impose le résultat comme vrai, s’appuyant sur I’induction a partir des mesures. Il y a un
principe didactique du théoréme admis®® qui consiste a utiliser I’argument d’autorité pour
valider des théorémes & mobiliser pour la suite de la scolarité, qu’on retrouve dans les
programmes parfois sous la mention « preuve admise » lorsque 1’absence de technologie
mobilisable ou les contraintes de la situation d’enseignement (manque de temps, difficultés de
la classe, manque d’intérét...) ne le permettent pas : « A ce propos, les études expérimentales
(calculs numériques, avec ou sans calculatrices, mesures, représentations a I'aide
d'instruments de dessin, etc.) permettent d'émettre des conjectures et donnent du sens aux
définitions et aux théorémes. Elles ont donc toute leur place dans la formation scientifique des
éléves. On veillera toutefois & ce que les éléves ne les confondent avec des démonstrations
par exemple, pour tout résultat mathématique énoncé, on précisera explicitement qu'il est
admis lorsqu'il n'a pas été démontré » [Ministére 1998, p.43]. On pourra regretter ici que dans

% Nous appelons principe cette régle qui est suivi dans I'enseignement francais alors que dans I'enseignement
alemand un autre principe prévaudra, celui de justifier les théorémes, y compris par une validation qui ne
congtitue pas une démonstration mathématique et dont certaines parties relévent de 'explication.
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l'activité précédente la distinction entre conjecturer et démontrer ne soit pas signalée
clairement.

En 5éme, le manuel suivant de la méme collection, propose une validation de la formule de
l'aire du disque. La technique est pragmatique (découpage, reconfiguration). Cette technique
est une explication puisqu’elle montre, par reconfiguration, le lien entre I’aire du
parallélogramme et celle du disque. Elle est justifiée par constat visuel et une induction &
partir des 4 découpages. Le dernier pas utilise I’autorité du livre (et éventuellement du
professeur) qui impose le résultat comme vrai mais en s’appuyant également sur les résultats
des techniques pragmatiques. La technologie mathématique utilise les formules d’aire du
parallélogramme (mobilisable en cinquiéme) et de périmétre du cercle (mobilisable en
sixiéme). La technologie mathématique repose sur les formules d’aire du parallélogramme
(mobilisable en cinquiéme) et de périmétre du cercle (mobilisable en sixi¢me).

A. Découpage et collage

. 1. Dessiner et découper & disques de mémes dimensions.

i fonue 2. Couper le premier quw en 4 secteurs identiques et coller téte-béche
' ces 4 secteurs.

Enire nous

3, Couper le second disque en 8 secteurs identiques et coller téte-béche
ces 8 secteurs.

patignor kg Pamde

i 4, Méme travail avec 16 secteurs (et avee 32 si vous voulez).
» Leg pothinns sand
it BER LR i )

24t B. Formule

paps atocolisnt 1. A quoi ressemble Ia figure obtenite en collant téte-béche des secteurs
nombreux et trés fins?
En déduire une formule pour calculer Vaire d'un. (333‘]&&

2. Un disque compact fait 12 cm de diametre.
Peu importe son air! Calculer son aire.

Comparaison :

Les technologies non mathématiques sont analogues: une technique pragmatique de
découpage/recomposition des secteurs est justifiée par constat visuel et un argument
d’autorité. Dans I’institution francaise, on n’a pas formulé I’induction du passage a la limite
sous forme générique (comme dans le cas allemand). Plusieurs hypothéses peuvent étre
formulées : difficulté cognitive pour des éleves de classe de cinquiéme a recevoir un
raisonnement de passage 2 la limite, absence de fonction préparatoire a ’enseignement des
limites du fait de I’éloignement des classes de sixieéme et cinquiéme par rapport a la classe de

premiére ou sont introduites les limites. Par contre, dans I’institution allemande la fonction
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préparatoire a ]’enseignement des limites (fonction propédeutique de la fonction
découverte)®! est explicite dans les programmes. :

Les technologies mathématiques sont différentes : dans I’institution francaise, formule de
I’aire d’un parallélogramme, calcul ; dans institution allemande, triangles semblables et effet
d'une similitude sur 'aire, formule de ’aire d’un rectangle et calcul.

Dans I’institution frangaise, on a commencé par valider la formule du périmétre en sixiéme et
c’est cette formule qu’on utilise pour valider la formule de I’aire ; sans doute parce que, ne
disposant pas de la technologie sur le rapport des aires de figures semblables utilisé dans la
validation allemande, il n’était pas aisé¢ de mettre en place un argument pragmatique pour
mesurer les aires (4 ’exception des techniques de quadrillage assez inconfortables ou des
techniques utilisant des logiciels de géométrie plane avec calcul d’aires) ; par contre cet
argument parait plus facile a mettre en place pour mesurer les périmétres ; on voit donc que la
disponibilité de technologies mathématiques peut influencer I’ordre de présentation des
validations

Nous pensons qu'intervient ici le niveau de détermination didactique de I'école (au sens de la
théorie anthropologique du didactique). En Allemagne, la filiere Gymnasium, permet de
dérouler dans une filiére homogene préparant a l'entrée a l'université, un curriculum de
mathématique ot peut étre élaborée une construction élémentaire des mathématiques, avec
des phases propédeutiques, comme ici c'est le cas avec en classe 10 une propédeutique a
l'enseignement des limites de la classe 11. En France, le collége unique doit proposer un socle
de connaissances commun & tous les éléves, qui connaitront une orientation diversifiée aprés
la classe de troisiéme. On considererait que les éléves qui se destineront aux filiéres
professionnelles et & certaines filiéres techniques, et qui ne fréquenteront pas l'enseignement
des limites, doivent par contre avoir une connaissance des formules du périmétre et de l'aire
du disque, qui pourrait étre utiles dans leurs filiéres & venir. Le niveau de détermination
didactique de 1'école déterminerait donc les moments  d'introduction des thémes
d'enseignement et les modalités d'introduction.

Les exemples précédents ont donc pour fonction de préciser dans une comparaison dans
l'enseignement les éléments de similitudes ou de différences, en les illustrant. Nous allons
maintenant considérer des exemples qui visent a représenter une classe d'objets dans une
comparaison dans I'enseignement.

¥ Cabassut (2005) distinguent plusieurs fonctions de la validation, parmi |esquelles la fonction découverte. Cette
fonction a dans cet exemple plus particuliérement une fonction de préparation & un futur enseignement.

77



I1. DES EXEMPLES POUR REPRESENTER

Nous commengons par présenter un exemple de représentant choisi suivant des criteres
qualitatifs.

11.1. Un représentant qualitatif

L'étude des productions d'éléves combine méthodes qualitatives et quantitatives. Illustrons la
méthode supra-linguistique d'analyse du discours qui permet de le quantifier. I1 a été demandé
a des classes frangaises (3¢éme et Seconde) d'Alsace et allemandes (classes 10 et 11) du Bade-
Wurtemberg de rédiger une démonstration correspondant & un méme énoncé (formulé dans
les langues maternelles respectives). Le choix de I'énoncé a été effectué par une commission
franco-allemande qui s'est assurée que les éléves disposaient des techniques mathématiques
pour rédiger une démonstration. Chaque copie correspond & une classe différente (et donc &
un professeur différent). Chaque copie a été corrigée par deux correcteurs. Parmi les énoncés
proposés, nous avons sélectionné I'énoncé suivant dont la résolution présente I'avantage de
demander un traitement géométrique et un traitement algébrique.

gwm%mﬁ’mﬂ@mm ﬂame&«
st Grutes [, ) et td,} sont pamaém ol ttarios
de 1 décimeve. I fait glsser ta wmm,)www,mm;}
mﬁﬁ’gﬁmﬁ L 1 : | consate

Péoran sont égales, ta
pasition de ey, mmawg&ﬁe%mam“&

g’é;rmnw; gue AB = 8 quelle Gu it fa position de

m_,;m“ Ny
s

Nous allons donc constituer la "p(;pulaition des E:opieé frangafses_, notéé F, avec les 23
« meilleures » copies aprés correction et la population des copies allemandes, notée A,
constituée des 23 « meilleures » copies apres correction. Rappelons que F et A ne sont pas des
échantillons représentatifs de copies d’éléves frangais, et d’éléves allemands et que l'intention
est d'étudier les démonstrations correctes (et non pas d'étudier les erreurs produites par les
éleves). Une étude qualitative permet de dégager deux prototypes de démonstration.

Copie allemande Copie frangaise
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On observe dans la copie allemande la domination du registre algébrique symbolique et le
recours a la figure, avec codage de la figure. Dans la copie frangaise, on observe I'absence de
figure et I'importance du recours au registre écrit et une grande expansion du discours.

On souhaite vérifier par des méthodes quantitatives si ces caractéristiques sont liées aux
populations F et A. En effet, on trouve des copies des deux types dans F et A. L'étude
statistique montre que le recours a la figure est significativement plus fréquent dans une copie
allemande que frangaise. Il faut définir une mesure de I'expansion du discours qui ne soit pas
basée sur le nombre de mots. En effet « le théoréme de Thalés » compte pour quatre mots en
frangais et pour deux mots en allemand (« der Strahlensaiz »). On distingue les unités
démonstratives suivantes dans la formulation d'un argument : le contexte de I'argument (par
exemple : dans le triangle MEF), les entrées de l'argument ou données (par exemple : « les
points M, A, E sont alignés », « (AB)//(EF) », la citation de la régle d'argument (par exemple :
d'apres le théoréme de Thalés), une sortie de I'argument ou conclusion (par exemple : « on a
les rapports MA/ME = MB/MF=AB/EF » compte une unité »), un ajout de données (par
exemple « on trace une droite perpendiculaire & d; et qui passe par M »).

L'étude statistique montre que I'écart entre les copies frangaises et les copies allemandes du
nombre d'unités démonstratives en géométrie est significatif, alors qu'il ne l'est pas en algébre.
En géométrie, la citation du contexte et la citation de I'entrée d'argument sont
significativement plus fréquentes tandis que 1'écart n'est pas significatif pour la citation de la
régle d'argument. En revanche, en algebre, la citation de la régle d'argument est
significativement plus fréquente dans les copies allemandes. Ces différences illustrent des
contrats didactiques qui développent différentes techniques et fonctions de la preuve dans un
cas ou les technologies mathématiques disponibles sont les mémes>2.

I1.2. Un représentant statistique
Ici nous présentons un exemple de représentant choisi suivant des critéres statistiques.

Cabassut et Mousoulides (2009) proposent une description d'une formation continue a
I'enseignement de la modélisation auprés d'enseignants du primaire ou du secondaire. Cette
formation continue a été expérimentée dans quatre pays partenaires d'un projet européen>.
Avant de participer a la formation, chaque professeur participant a renseigné un questionnaire
relatif a sa biographie, et a ses croyances envers I'enseignement des mathématiques et de la
modélisation. Nous allons présenter ici une analyse des réponses a ce questionnaire.

Les données recueillies sont complexes : 50 variables a plusieurs modalités de réponses. Nous
commengons avec une analyse multiple des correspondances sur les variables actives (36
variables avec deux possibilités de réponses, soit 2°° possibilités). Puis nous appliquons une
classification hiérarchique ascendante (HAC ou analyse en classes) en utilisant les distances

% Nous renvoyons & (Cabassut 2005) pour détailler le sens des termes techniques et technologies empruntées ala
théorie anthropologique du didactique. Pour faire court : ici les techniques sont les maniéres de résoudre le
problémes et les technol ogies sont les justifications mathématiques de ces techniques.

% Les détails du projet européen sont donnés dans (Cabassut & Mousoulides 2009).
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mesurées sur les premieres coordonnées entre les professeurs sur les axes factoriels
déterminés par l'analyse multiple des correspondances (MCA). On identifie quatre classes ou
groupes (clusters). Dans un groupe, les réponses actives clivantes sont celles dont les
pourcentages®* sont trés différents entre le groupe et la population totale. Ces variables
clivantes sont interprétées pour décrire chaque groupe. On exclut des variables clivantes les
variables biographiques (4ge, sexe, type d'école, nationalité, niveau d'étude ...). Ces variables
biographiques seront utilisées apres la constitution des classes pour observer comment elles
sont représentées dans chaque groupe. On utilise le logiciel SPAD. On trouvera un compte-
rendu détaillé de cette analyse dans I’article de Cabassut et Villette (Cabassut & Villette
2011). Ce que nous voulons illustrer ici c'est une modalité offerte par le logiciel SPAD : il
permet d'éditer des parangons, objet central du groupe (cluster), considérés comme
« représentatifs » du groupe. Ce sont les individus les plus proches du point moyen du cluster
(proximité mesurée avec la distance adoptée par le logiciel). Nous avons ensuite interviewé
plus en détail un parangon de chaque cluster.

II1. CONCLUSION

Nous avons présenté quelques utilisations des exemples dans les comparaisons dans
I'enseignement en les distinguant par les fonctions que remplissent ces exemples. Que ce soit
pour illustrer ou pour représenter, on retrouve une méme fonction d'explication. Par contre,
pour passer a une fonction de validation, l'exemple ne suffit plus, et on peut utiliser des
méthodes statistiques qui proposent une validation statistique par 1'étude d'un grand nombre
d'exemples, et non plus I'étude de quelques exemples. Pour terminer, nous voulons signaler
que l'étude de quelques exemples peut se faire par la construction d'idéaux types, au sens de
(Weber 1922). Dans ce cas il ne s'agit plus d'extraire de la réalité des exemples a étudier, mais
de construire a partir de la réalité des idéaux types. C'est par exemple la démarche choisie par
Knipping (Knipping 2003) pour une comparaison Franco-Allemande autour de
I'enseignement du théoréme de Pythagore.
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Exemple, modéle, simulation en probabilités

Bernard Parzysz

I. LES EXEMPLES

Les exemples introductifs sont nombreux dans les chapitres de probabilités des manuels, mais
quelle est leur finalité ? « Dans le cas des concepts, le réle des exemples est de provoquer ou
de faciliter I'abstraction®® » (Rowland, 2008, p. 150). Mais ils constituent également une
« banque » de références, comme I’indiquait naguére un document d’accompagnement du
programme de mathématiques de seconde :

« Les éléves devront se constituer un bagage d’expériences de référence : lancers de
pieces, de dés, tirages de boules dans une urne, obtention de listes de nombres au hasard
a I’aide d’une calculatrice ; ces expériences seront des éléments  fondateurs de leur
perception de ’aléatoire. » (Ministére, 2000, p. 21).

Dans le domaine des probabilités, il s’agit apparemment de réaliser une approche intuitive de
la notion d’expérience aléatoire, ou d’un certain type d’expérience aléatoire. Les exemples
mentionnés ci-dessus sont congus comme des exemples génériques au sens de BalachefT,
c’est-a-dire un « objet présent non pour lui-méme, mais en tant que représentant
caractéristique d’une classe d’individus. » (Balacheff, 1987). Mais alors, de quelle(s)
classe(s) d’expériences sont-ils les représentants ? Et seront-ils pergus comme tels par les
€léves 7 Ou, en d’autres termes : qu’est-ce qui dit qu’un exemple est générique ? Et générique
pour qui ?

On peut également se tourner vers la notion d’exemple prototypique. Le terme de
« prototype » a d’abord été proposé par Eleanor Rosch (Rosch, 1973). Elle a commencé par le
définir comme un stimulus qui prend une position prédominante dans la formation d’une
catégorie, parce qu’il est le premier qui vient & I’esprit lorsqu’on évoque cette catégorie. Elle
I’a plus tard redéfini comme un objet, membre le plus « central » d’une catégorie, servant de
référence cognitive pour ladite catégorie. Le tableau ci-dessous établit un paralléle entre la
catégorisation par prototype et la catégorisation logique (tableau I).

% |n the case of concepts, the role of examplesisto provoke or facilitate abstraction.
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Logique

Prototype

Structure horizontale des | Les membres d’une catégorie ont | Existence d’une unité centrale
catégories tous le méme statut (homogénéité) | (« meilleur exemplaire »)

Limites des catégories Nettes Floues

Appartenance a une catégorie De type vrai/faux Degré d’appartenance basé sur la

plus ou moins grande
ressemblance avec le prototype.

Partage des propriétés

Mémes propriétés pour tous les
membres d’une catégorie
(condition suffisante
d’appartenance)

Au moins une proprié¢té en
commun avec le prototype

Choix et nature des propriétés

Choix  «objectif».  Nombre

minimal de propriétés.

Propriétés  considérées comme
partagées & des degrés divers.
Information plus fournie.

Statut des propriétés

Propriétés de méme importance et
indépendantes les unes des autres

Hiérarchie des propriétés,

considérées dans leur ensemble.

Dimension verticale

Niveaux hiérarchiques a priori
équivalents

Notion de «niveau de base» (le
plus informatif)

Tableau 1

II. QU’EN DISENT LES MANUELS ?

Dans le but de préciser les exemples d’expériences aléatoires proposés aux éléves frangais, je
me suis tourné vers les manuels et j’ai entrepris I’étude de 15 manuels récents :

— 7 de troisiéme (édition 2008), codés 3A a3G;
— 4 de seconde (édition 2010), codés 2A 42D ;
— 4 de premiére S (édition 2011), codés 1A a 1D.

J’ai pris en compte la nature de I’expérience aléatoire :

— lancer d’une pi¢ce de monnaie (codé P1), de deux pieces simultanément (P2) ;
— lancer d’un dé cubique (D1), de deux dés simultanément (D2) ;

— tirage d’une boule d’une urne (B1), de deux boules simultanément (B2) ;

— tirage d’une carte dans un jeu (C1), de deux cartes simultanément (C2) ;

— rotation d’une roue de loterie (R) ;

— autre (X).

Je me suis aussi intéressé 4 la « dissymétrie » éventuelle des différentes issues, c’est-a-dire a
leur non-équiprobabilité (codée NE), ainsi qu’a I’itération de I’expérience (codée I).

Les résultats sont rassemblés dans le tableau ci-aprés (tableau 2).

84




3A |3B |3C 3D |3E |3F IB |1C 1D
P |1 |2 2 |2 |1 2
D |1 |12]12(1 121 111
B ({1 |1 |1 |1 1|1 2 |1 |1
c | 1 1
R |1 |1 |1 |1 |1 |1 |1 1 |1
X X |x X |x |x Ix ,& X |x
NE X X X X x| |x
I X |x |x |x X . - X [X |X [X

o o
Tableau 2

I1. 1. Commentaire sur les expériences aléatoires

Expériences aléatoires. Les deux exemples les plus fréquents sont, sans surprise, le tirage de
boule(s) ou de jeton(s) d’une urne (15 sur 15) et le lancer de dé(s) (14 sur 15). Vient ensuite la
rotation d’une roue de loterie (11 sur 15), qui me semble pourtant un objet moins familier des
éleves (donc moins « prototypique »)*°. On ne trouve qu’ensuite un troisiétme groupe
constitué du lancer de piéce(s) (9 sur 15) (univers trop restreint ?) et du tirage de carte(s) dans
un jeu (8 sur 15), dont on pourrait penser a priori qu’ils sont plus familiers pour les éléves.

De fagon non systématique sont présentés des exemples variés :

— dé icosaédrique,

— loto « familial »,

— mise en couples de danseurs,
— sexe de nouveau-nés,

— lancer de punaise,

— jeu de franc-carreau,

— réponses a un QCM, etc.

% On peut noter au passage que dans ce cas I’équiprobabilité est souvent justifiée par 1’égalité des aires des
secteurs, alors que c’est en fait la longueur des arcs de cercle qui est en jeu : I’index se déplace en effet selon le
pourtour de laroue.
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La plupart de ces expériences aléatoires peuvent se formaliser en tant qu’espaces probabilisés
finis, constitués d’un ensemble (univers) Q, de la tribu associée P(Q) et d’une loi de
probabilité particuliére : I’équiprobabilité sur Q.

Cette omniprésence de I’univers fini peut s’expliquer par des raisons a la fois pratiques et
théoriques : d’une part il est plus simple de manipuler des ensembles finis, et d’autre part on
n’a pas a se poser la question des événements, puisque la tribu (implicitement) associée est
toujours P(Q). C’est cette méme préoccupation qui apparait dans le programme de premiére S

ou figure la loi géométrique tronquée.

11.2. Commentaires

L’équiprobabilité est souvent justifiée (quand elle I’est) par des considérations de nature
« géométrique » (par exemple des « symétries », au propre ou au figuré), et en utilisant des
expressions codées « rituelles » (Parzysz, 1980) comme : dé ou piéce « bien équilibré(e) »,
« non pipé(e) », boules ou jetons « indiscernables au toucher », etc.

Malgré tout, on trouve dans les manuels le souci de prendre en compte la non-équiprobabilité,
car elle est assez fréquemment attestée (8 sur 15), et ceci de deux fagons différentes :

— soit la loi est donnée. Exemple : pi¢ce truquée de fagon que la probabilité d’obtenir pile
soit double de celle d’obtenir face ;

— soit on part (souvent sans le dire) d’une équiprobabilité supposée qu’on va utiliser pour
trouver la loi. Exemples : dé cubique dont une face est marquée 1, deux faces marquées
2 et trois faces marquées 3, roue de loterie dont les secteurs rouge et bleu ont chacun un
angle de 90°, le secteur vert un angle de 60° et le secteur jaune un angle de 120°...

La répétition d’une expérience aléatoire est, elle aussi, assez fréquente (9 sur 15), en liaison
avec I’utilisation d’un arbre de probabilité, premiere étape de la modélisation.

IIL. LA MODELISATION

L’un des objectifs de I’enseignement des probabilités dans le secondaire est la construction de
la notion de modele probabiliste. Je me contenterai ici de renvoyer a article que j’ai publié
récemment sur le sujet (Parzysz, 2011), dans lequel je reprenais le paralléle établi par Michel
Henry entre la modélisation en probabilités et la modélisation en géométrie (Henry, 2009). En
particulier, il signale la difficulté épistémologique de la distinction entre 1’expérience réelle et
le modéle théorique :

Souvent, [les] modeles nous sont tellement familiers que nous n’en voyons pas d’autres,
et nous avons tendance a confondre ces représentations avec les objets idéaux en jeu,
lesquels sont souvent confondus avec la réalité qu’ils modélisent.

Il distingue aussi la notion de mode¢le pseudo-concret :

On peut présenter un modéle par une analogie, en y introduisant des objets idéalisés de
la réalité. (...) Nous parlerons alors de modéles « pseudo-concrets ». (...) [Un modéle
pseudo-concret est] une sorte d’abstraction et de simplification de la véalité pergue
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dans sa complexité, dans la mesure ou certains choix sont faits pour ne retenir que ce
qui semble pertinent de cette situation vis-a-vis du probléeme étudié.

En résumé, dans une approche des probabilités de type « fréquentiste »*, la démarche part
d’une perception du hasard fondée sur des expériences réelles et des actions qui leurs sont
associées, qui amene a repérer des stabilités. Il s’agit ensuite de formaliser ces constatations
en élaborant un protocole expérimental permettant d’assurer la répétition de I’expérience
« dans les mémes conditions » et de formuler des hypothéses sur les résultats qui peuvent
survenir (paradigme P1). Puis on définit I’expérience aléatoire générique ainsi que la
probabilité mathématique, et on étudie ses propriétés a I’aide d’outils mathématiques
(paradigme P2). Enfin, on travaille dans P2 uniquement, en s’aidant éventuellement
d’expériences réelles ou simulées.

Il existe, dans I’enseignement des probabilités, des expériences aléatoires a visée pédagogique
destinées a introduire ou a illustrer des modéles classiques mais qui ne reflétent pas
nécessairement de fagon satisfaisante le phénomeéne réel. C’est le cas pour le modéle
binomial, dont un modele est celui de tirages successifs d’une boule dans une urne avec
remise de la boule tirée, chaque boule ayant la méme probabilité d’étre obtenue. Une autre
concrétisation de ce modele est la « planche de Galton », dispositif constitué a la base d’une
planche sur laquelle sont fixés des clous disposés en quinconce sous lesquels est placée une
série de godets (fig. 1).

Figure 1. La planche de Galton

Lorsqu’on laisse tomber une bille au-dessus du clou supérieur, elle descend en rebondissant
sur les clous et vient achever sa course dans 1’un des godets. Lorsqu’on recommence avec un
grand nombre de billes, leur répartition dans les godets est censée illustrer une répartition
binomiale ayant pour paramétres le nombre de billes et la probabilité 1/2. L’explication
fournie est que, lorsqu’une bille arrive sur un clou, elle a autant de chances d’aller vers la
droite que vers la gauche. Mais une étude réalisée par Heinz Steinbring ((Steinbring 1986),

37 Cest-a-dire dans laquelle la probabilité d’un événement 1i€ a une expérience aléatoire apparait comme limite
de la fréquence d’apparition de cet événement a I’issue d’un grand nombre de répétitions de cette expérience.
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voir également (Artigue & Parzysz 2003)) montre — et justifie — que le modele binomial ne
correspond pas a la réalité physique, puisque la bille qui arrive sur un clou (nécessairement
par coté) a plus de chance de rebondir du méme c6té que de I’autre.

II1. LA SIMULATION

Les programmes de lycée ont, depuis plusieurs années, fait de la simulation sur calculatrice et
sur ordinateur un élément majeur de I’enseignement des probabilités et de la statistique, en
liaison avec le développement des technologies de I’information et de la communication
(TIC) au cours des dernieres décennies.

Qu’est-ce que simuler une expérience aléatoire ? Trois points principaux ressortent de 1’étude
des manuels de seconde a ce sujet :

— « La simulation remplace I’expérience. » (coll. Repéres, Hachette 2004)

— « Simuler une expérience aléatoire, c’est remplacer cette expérience par une autre, plus
économe, plus rapide, et qui permet d’obtenir des résultats analogues. » (Belin 2000)

— « Pour simuler une expérience, on décrit 1’expérience aléatoire et on la modélise : on
choisit un modéle de tirage aléatoire de nombres qui doit avoir les mémes propriétés que
le phénomene simulé. » (coll. Abscisse, Magnard 2004)

Le document d’accompagnement de seconde précise méme : « Formellement, simuler une
expérience c’est choisir un modéle de cette expérience puis simuler ce modéle. ».

La situation peut étre schématisée par le diagramme suivant (fig. 2) :

Modele . .
M W\

Expérience 1

E r_. 2
__________________ > xpérience

(phénoméne étudi€) (expérimentation)

Figure 2. De I’expérience a sa simulation

Mais comment simuler lorsqu’on ne sait pas ce qu’est un modele probabiliste, comme c’est le
cas pour les éleéves de ce niveau ? Ici aussi je me contenterai de renvoyer & un précédent
article (Parzysz, 2009). La simulation probabiliste étant fondamentalement la simulation d’un
modgele, il peut en effet sembler paradoxal de faire réaliser des simulations par des éleves qui
abordent tout juste les probabilités. Je pense qu’on peut néanmoins y parvenir & partir de
Pexplicitation des conditions permettant la répétition de 1’expérience (matérielle) considérée
(voir ci-dessus). Il s’agit alors, pour le maitre comme pour 1’éléve, de « traduire » ces
conditions, aussi fidelement que possible, dans le langage de 1’outil technologique, c’est-a-
dire de veiller & la congruence sémantique entre I’expérience réelle et 1°expérience simulée.
Pour prendre un exemple concret, on ne remplacera pas — tout au moins dans les débuts — la
simulation du tirage simultané de deux boules d’une urne par celle de la succession de deux
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tirages d’une boule, sans remise, méme si un méme modéle peut, dans la théorie, rendre
compte aussi bien d’une expérience aléatoire que de I’autre.

Globalement, la démarche générale peut étre visualisée par le schéma suivant (fig. 2) :

SCHEMA
X
Expérience 1 Procédure 1 Tableau 1
Expérience 2 »  Procédure 2 » Tableau 2
Expérience 3 > Procédure 3 » Tableau 3
Expérience 4 Procédure 4 Tableau 4
EXPERIENCE SIMULATIONS

Figure 3. De I’expérience au schéma d’expérience

L’expérience réelle est simulée en utilisant une procédure implémentée dans le tableur, qui
conduit & un tableau de nombres obtenu a partir du générateur pseudo-aléatoire®® de
I’ordinateur. Pour des expériences différentes, la comparaison des procédures via les tableaux
peut amener — si les expériences correspondent & un méme modéle — a repérer des similitudes
entre les expériences et permettre d’identifier un méme « schéma d’expérience », qui sera par
la suite formalisé en un véritable modele probabiliste. Dans ce processus, les expériences
aléatoires étudiées seront a posteriori interprétées comme des exemples de ce modéle.

IV. CONCLUSION

Dans cette courte présentation j’ai simplement voulu mettre en évidence, d’une part les usages
qui sont faits des exemples dans I’enseignement des probabilités au niveau du secondaire, et
d’autre part le role que jouent — ou qu’ils pourraient jouer — les exemples dans le passage de
I’expérience réelle au modéle théorique (notamment en liaison avec les lois classiques) et a
leur simulation a ’aide des générateurs pseudo-aléatoires. Relativement & d’autres domaines
qui sont « installés » depuis plus longtemps dans les programmes, la recherche didactique en
probabilités est encore peu développée en France. Mais on peut espérer que, suite a la place

* Le générateur « aléatoire » de la machine est en réalité déterministe, puisque les nombres sont obtenus comme
termes successifs d’une suite récurrente. Malgré tout, étant donné notamment |a période extrémement longue de
cette suite, « tout se passe comme si » ces nombres résultaient d’une procédure aléatoire. Voir par exemple
(Parzysz, 2005).
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de plus en plus importante que prend ce domaine dans ’enseignement secondaire, un plus
grand nombre de travaux apparaissent, menés éventuellement en articulation avec des
disciplines connexes (sciences physiques, biologie...).
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L’étude des exemples dans des manuels de chimie : un
révélateur d’intentions didactiques ?

Isabelle Kermen & Nicolas Décamp

I. INTRODUCTION

Alors que le traitement et le role des exemples est un théme de recherche largement exploré
en didactique des mathématiques (cf. Bills et Watson, 2008) et dans une moindre mesure en
didactique de la physique (cf. Brown, 1992), une étude bibliographique préalable nous a
amenes a constater que c¢’était un domaine vierge en didactique de la chimie. Il n’existe en
effet dans la littérature que quelques articles traitant de I’effet de motivation qui peut étre
attendu lors d’illustrations ou d’exemples tirés de la vie courante ou de pratiques de référence
(cf par exemple Bulte et al. 2006) mais il n’existe pas d’étude spécifique des liens entre
I’introduction d’un concept et le role, le choix et le traitement des exemples qui sont apportés
pour aider a sa définition et & sa compréhension. Dés lors, nous avons pris le parti de mener
par nous-mémes une €tude exploratoire en nous attachant a décrire 1’utilisation qui est faite
des exemples dans les manuels de terminale S et en nous focalisant sur un chapitre, celui de
Pintroduction des transformations non totales, chapitre dont les enjeux didactiques ont été
étudiés antérieurement au sein du Laboratoire de Didactique André Revuz (Kermen, 2007 ;
Kermen et Méheut, 2008 ; Négrier et Kermen, 2011).

Dans une premiére partie nous présentons le contenu disciplinaire en question, le situons dans
le programme et précisons les difficultés mises en évidence par une étude précédente (Van
Driel et al, 1998). Nous recherchons les effets de transposition didactique a la fois dans le
programme et dans les manuels. Nous introduisons ensuite notre grille d’analyse des manuels,
les questions auxquelles nous souhaitons répondre et enfin les résultats de notre enquéte,
avant de proposer une synthése.

IL. LES TRANSFORMATIONS NON TOTALES : PROGRAMME DE TERMINALE
S ET ENJEUX DIDACTIQUES

I1.1. Les transformations non totales dans le programme de terminale S

En classe de terminale S, ’introduction des transformations chimiques non totales (TnT)
correspond au premier des quatre chapitres de la deuxiéme partie du programme (« La
transformation d’un systéme chimique est-elle toujours totale ? »). Jusqu’ici les éléves n’ont
¢tudié et rencontré que des transformations chimiques totales (TT) qui donnent lieu a la
disparition compléte d’une espéce chimique au moins (le réactif limitant) et & la formation
d’une ou plusieurs nouvelles especes chimiques. En termes quantitatifs cela se traduit par le
fait que la grandeur avancement de réaction prend dans I’état final du systéme une valeur
particuli¢re : I’avancement maximal. Dans la premiére partie du programme de terminale la
confrontation a des transformations chimiques lentes et d’autres plus ou moins rapides a été
’occasion d’introduire la notion de vitesse de réaction. Dans la deuxidme partie du
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programme, I’objectif affiché « est de faire découvrir qu’une transformation chimique n’est
pas toujours totale ». Il s’agit de mettre en évidence expérimentalement que 1’avancement
final est inférieur & 1’avancement maximal dans une expérience donnée. Les auteurs du
programme poursuivent leurs commentaires « Les exemples sont pris dans le domaine des
réactions acido-basiques, ce qui justifie I’introduction du pH et de son outil de mesure, le pH-
métre. Cette situation, nouvelle pour I’éléve, améne a modifier I’écriture de la réaction
chimique pour rendre compte qu’elle s’effectue dans les deux sens». Cette derniére
formulation, que nous pensons malencontreuse, va se retrouver malheureusement dans des
manuels comme nous aurons I’occasion de le souligner un peu plus tard (cf. parties III et IV).
Les auteurs du programme ajoutent: «un retour sur le niveau microscopique permet
d’interpréter 1’état final du systéme comme un état d’équilibre dynamique et non comme un
état figé, comme la simple observation pourrait le suggérer » (BOEN, 2001, p.98) — ce dernier
commentaire est, lui, pertinent, contrairement au précédent.

I1.2. Les transformations non totales : enjeux didactiques

Van Driel et al. (1998) ont étudié les réactions d’éléves de seconde en petits groupes (pour
susciter leur expression) lors de ’introduction de transformations chimiques non totales au
moyen d’expériences qualitatives et visuelles (mettant en jeu des changements de couleur). Ils
ont montré qu’il fallait porter attention & deux points particuliers :

— Le premier de ces deux points est que 1’idée qu’une transformation chimique puisse ne
pas étre totale ne va pas de soi. Pour mettre en évidence cet effet I’expérience proposée
est la suivante : dans une premiere étape les éleves mélangent deux réactifs (ions fer(IIT)
et ions thiocyanate), ce qui donne lieu & la formation d’un complexe thiocyanatofer(I1I)
de couleur rouge. Dans une deuxi¢me étape, les éléves sont amenés a rajouter des ions
fer(III) au mélange rouge obtenu et constatent qu’il devient plus foncé. Cela les conduit
a dire qu’il restait des ions thiocyanate et que le réactif limitant était donc les jons
fer(Il), leur schéma de raisonnement spontané étant basé sur I’idée que la
transformation est totale. Dans une troisiéme étape on leur demande de prévoir ce qu’il
va se passer si on ajoute des ions thiocyanate, et leur surprise est grande aprés
réalisation de I’expérience car ils constatent que la solution devient encore plus rouge
contrairement a ce qu’ils prévoyaient. Malgré un nouvel essai, ils doivent se rendre a
’évidence, ils n’ont pas fait d’erreur de manipulation et font part de leur
incompréhension.

— Le deuxiéme aspect mis en exergue par cette étude concerne le fait que les éléves
congoivent difficilement qu’on puisse réaliser une transformation chimique qui redonne
les mémes espéces que celles qui étaient présentes initialement dans le systéme avant
une premicre transformation chimique, ce qu’on résume en disant que les éléves
refusent I’idée qu’il puisse se produire une transformation dans le sens inverse du sens
initial. Ils ne congoivent pas qu’ayant fait réagir de I’eau avec un complexe chloré du
cobalt (donnant une couleur bleue au mélange) et ayant obtenu une couleur rose due a
un complexe aqueux du cobalt, il puisse se reformer de I’eau et le complexe chloré si on
ajoute des ions chlorure au mélange rose.
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IIL. QU ATTENDRE DES EXEMPLES DANS LES MANUELS ?

Etant donné que le programme incite & partir des expériences pour aboutir & la notion d’état
d’€quilibre d’un systéme chimique et qu’il y a deux aspects dans la progression des idées a
prendre en compte chez les éléves (Van Driel et al., 1998), notre idée de départ est de voir
comment les exemples sont utilisés dans les manuels, si effectivement les auteurs de manuels
considérent deux étapes et si les exemples utilisés permettent par induction une généralisation
de ce qui a été établi. Nous construisons par conséquent une grille d’analyse prenant appui sur
deux étapes dont nous préciserons les implications.

Dans la premiére étape nous regardons si deux exemples (au moins) différents de TnT sont
proposés pour, en fait, jouer un réle de contre-exemple dans la classe des TT. Un exemple pris
dans le champ des transformations acido-basiques, tel que celui de ’acide éthanoique et de
’eau ne peut étre étudié que par des mesures de pH, d’abord celui de 1’eau puis celui du
mélange. Le traitement des données numériques permettra d’accéder 3 la valeur de
I’avancement final. Un autre exemple peut étre choisi qui correspond a une modification
comportant un aspect visuel.

Dans une deuxiéme étape, nous examinons si les manuels proposent une transformation
chimique dans le sens inverse de I’'une des équations de réaction écrites précédemment lors
des exemples traités. A nouveau cela peut s’effectuer avec mesures de pH. Si I’on reprend
’exemple cité précédemment, cela conduit & prendre de I’acide chlorhydrique dont on mesure
le pH et auquel on rajoute des cristaux d’éthanoate de sodium ; on effectue la mesure du pH
apres dissolution des cristaux.

Si on veut faire une induction qui ait du sens, il est préférable de fournir plusieurs exemples,
qui sont ici des contre-exemples pour les éléves qui sont encore dans le champ expérimental
des TT. Pour commencer on peut vouloir traiter deux exemples de TnT interprétables par le
méme couple de réactions chimiques inverses, ne serait-ce que pour voir qu’il ne s’agissait
pas d’une mesure fortuite et que toute une famille de transformations chimiques non totales
est interprétable par la méme paire de réactions inverses tout comme dans les classes
antérieures il a ét¢ vu qu’une famille de transformations chimiques totales est interprétable par
une méme réaction chimique.

Figure 1. Exemple d’état initial et état final lors d’une transformation chimique entre de
P’acide chlorhydrique et des cristaux d’éthanoate de sodium
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Attardons-nous quelques instants sur le schéma de la figure 1, qui représente 1’état initial et
’état final du systtme dans la transformation chimique entre I’acide chlorhydrique et les
cristaux d’éthanoate de sodium, pour en tirer quelques implications. Il s’agit d’une
transformation chimique non totale, puisqu’il reste des ions oxonium (on accéde & leur
concentration a partir de données expérimentales) et par voie de conséquence des ions
éthanoate. Quelle réaction peut-on proposer pour modéliser ce phénomeéne : H3O™ + CH3CO,~
— CH3CO.H +H;0 ou CH3CO;™ + H,O — CH3CO,H + HO™ ? La question est rapidement
tranchée puisque le milieu n’est pas basique. Ensuite c’est la modélisation d’une
transformation non totale par une seule réaction chimique qui n’est plus adaptée. Jusqu’ici les
transformations chimiques totales étaient modélisées par une réaction chimique, pour laquelle
la question du sens ne se posait pas puisqu’il était identique & celui de la transformation. Pour
les TnT, il convient de modéliser avec deux réactions, inverses 1’une de 1’autre, deux modéles
différents, qui certes mettent en jeu les mémes espéces chimiques mais pas dans le méme rdle,
les unes sont les «réactifs » dans la réaction directe (elles sont consommées) et les
« produits » dans la réaction inverse (elles sont formées) les autres jouent un rdle opposé. Il
est essentiel de parler de deux réactions inverses comme I’ont souligné Pedrosa et Dias
(Pedrosa & Dias, 2000) sous peine de susciter des incompréhensions ou des idées fausses.
Notre travail (Kermen & Méheut, 2008, 2009) a montré que certaines explications d’éléves
étaient de ce fait trés contradictoires.

Le programme lui-méme, cité plus haut, marque bien le premier point, le fait que toutes les
transformations chimiques ne sont pas totales, mais semble beaucoup moins rigoureux, sur le
second point, concevoir qu’une transformation inverse soit possible et la conséquence
fondamentale que cela implique, une modification du modele utilisé jusqu’ici. La
modification du modele des TT que nécessite 1’introduction des TnT n’est pas du tout mise en
exergue (Kermen, 2007). Il y a méme une regrettable coquille, « la réaction dans les deux
sens » (voir ci-dessus). A travers 1’étude des exemples que donnent les manuels nous
essaierons de caractériser la transposition didactique que les auteurs de manuels opérent. Plus
précisément nous considérons les exemples comme révélateurs ou indicateurs des intentions
didactiques implicites des auteurs de manuels. Nous étudions les exemples au travers de deux
questions :

— Comment les transformations non totales sont-elles introduites ?
— Comment une transformation dans le sens inverse est-elle introduite ?

Le corpus étudié est constitué de 9 manuels de chimie de terminale S, cing édités en 2002,
trois en 2006 et un en 2007, ces quatre derniers étant des rééditions. Dans ces manuels, nous
avons consulté le chapitre correspondant a I’introduction des transformations chimiques non
totale également libellé notion d’équilibre chimique par certains manuels.

Pour répondre a la premiére question, nous examinons le nombre et la nature des exemples
proposés et la présentation de ’aspect quantitatif. En effet pour qualifier une transformation
chimique de non totale, il est déterminant de montrer que 1’avancement final est inférieur a
’avancement maximal et de savoir quelle confiance accorder aux valeurs issues des mesures.
Pour la deuxieme question nous regardons la nature et le nombre des exemples présentés en
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notant s’il est effectivement proposé une transformation par mélange des espéces obtenues
lors d’une transformation « directe » précédente.

IV. RESULTATS ET DISCUSSION

1V.1. Comment les transformations non totales sont introduites

IV.1.1. Le qualitatif : les exemples permettent-ils d’aider a définir une nouvelle classe de
transformations ?

Nous avons rassemblé les différents décomptes que nous avons faits dans le tableau 1 ci-
dessous. Nous avons trouvé des exemples dans les neuf manuels examinés et nous les avons
regroupé€s dans trois catégories (activités introductives, cours et TP) qui correspondent 2 trois
tubriques figurant dans les manuels (dans cet ordre chronologique au sein du chapitre) mais
aussi a trois fonctions des exemples, introduire, expliquer et appliquer-illustrer. Cette
structuration du chapitre en activité introductive puis développement du cours et présentation
d’un protocole de travaux pratiques avec des résultats de mesures se retrouve dans huit des
neuf manuels examinés.

Activités Cours (9) TP (8)
introductives (8)
Nature et | Acide - base CH;COOH 5/8 CH;COOH 9/9 CH;COOH 7/8
fréquence  des HC13/8 HC1 4/9 HCI 3/8
exemples
NH," 1/8 NH," 1/9 NH," 2/8
HCO;™ 1/8 benzoique 1/9 HCOOH 3/8
sulfamique 1/8
Autres Précipitation de Pbl, | Précipitation de Pbl,
1/8 1/9

Table 1. Les différents exemples introduisant les transformations non totales dans les
manuels. Une majorité de transformations acido-basiques.

Ce tableau 1 appelle plusieurs remarques.

Tout d’abord tous les manuels sauf un, se limitent a des transformations acido-basiques. Les
autres types de transformations non totales, d’oxydoréduction par exemple seront vues plus
tard dans un autre chapitre. Cette absence de diversité quoique conforme aux
recommandations du programme nous semble dangereuse : on crée une nouvelle classe de
transformations (les TnT) en choisissant tous les exemples dans une méme classe de
transformations déja connue et identifiable par les éléves (les transformations acido-basiques).
Un manque d’attention des enseignants & cet instant crucial pourrait conduire & un brouillage
entre ces deux catégories et pourrait conduire certains éléves a en conclure abusivement que
seules les transformations acido-basiques peuvent étre non totales.

95




Les exemples figurant dans les activités introductives ne sont pas toujours développés. Ces
activités sont pour la plupart présentées sous forme de questions laissées sans réponses (peut-
étre en vue de la possibilité d’une utilisation immédiate par I’enseignant) et les exemples ne
sont pas systématiquement repris dans le cours, donc pas explicités.

Par ailleurs, hormis la limitation aux transformations acido-basiques déja évoquée, notons que
les exemples traités sont peu variés. Tous les manuels utilisent par exemple ’acide éthanoique
(sans que le mot vinaigre soit écrit pour désigner sa solution aqueuse). Peut-étre faut-il y voir
la marque de contraintes institutionnelles (le colit des composés chimiques, leur absence de
dangerosité a la fois pour les éléves et I’environnement, quid de ’iodure de plomb ?), de
contraintes expérimentales (leur disponibilité dans un laboratoire courant [si un manuel
propose des composés exotiques ou chers, il peut ne pas étre choisi par les enseignants et par
voie de conséquence pas acheté par les éléves] et leur usage dans plusieurs expériences, leur
facilité d’emploi).

Cinq manuels ne font pas de comparaison entre une transformation totale et une
transformation non totale. La seule donnée d’un contre-exemple suffirait-elle & définir une
nouvelle classe de transformations ? Un seul face a un trés grand nombre ?

Dans les TP qui figurent apres le cours, certes il s’agit de réinvestir les notions toutes récentes
qui viennent d’étre abordées et notamment de proposer deux transformations chimiques
modé€lisées par un méme couple de réactions chimiques donc une méme équation, ce qui n’est
jamais abordé dans le cours. Cependant & chaque fois il est demandé de faire des dilutions de
solutions d’un acide faible, donc de travailler des compétences expérimentales générales, ce
qui peut apparaitre comme une contrainte qui serait due a la proximité de I’examen et a une
validation des compétences expérimentales en fin de terminale. Le terme de dilution est par
ailleurs employé sans précautions particuliéres or il a été employé jusqu’alors pour des
solutions ou cela avait pour conséquence de diviser la concentration en soluté apporté et la
concentration effective des solutés par un méme facteur. Dans le cas d’un acide fort
(totalement dissocié dans 1I’eau, par exemple ’acide chlorhydrique) la concentration en acide
apporté comme la concentration en ions oxonium sont divisées par dix si on dilue la solution
dix fois. Dans le cas des acides faibles (partiellement dissociés dans 1’eau), la concentration
en soluté apporté est divisée par dix si on dilue dix fois, mais ni la concentration effective en
acide, ni celle en ions oxonium ne sont divisées par dix, car le solvant cette fois ne réagit pas
totalement avec I’acide. Cette différence est probablement en partie masquée pour les €léves
dans la mesure ou le méme terme de dilution est employé dans les deux situations. On peut
dire qu’il y a ici tension entre I’apprentissage d’une nouvelle notion et I’atteinte des objectifs
évalués au bac.

1V.1.2. Le quantitatif : quelle attention préter a la mesure du pH ?

La mesure du pH est diversement traitée or cette question est centrale si on veut établir un
critére quantitatif permettant de distinguer TT et TnT. Deux manuels sur neuf n’y portent
aucune attention particuliére. Trois manuels donnent des valeurs de pH a 0,01 unité prés et les
concentrations (des ions oxonium) avec deux chiffres significatifs seulement, ce qui est
contradictoire. Enfin quatre manuels sur neuf proposent un encadrement ou une valeur de

96



Ny

concentration avec une incertitude, ce qui semble plus compatible avec une pratique
expérimentale réaliste. « Toute mesure est le tirage d’une variable aléatoire » (Treiner, 2011).

Prenons le cas du manuel de la collection Hélios, de 1’éditeur Hachette. En page 66 la photo
d’un pHmétre ol on voit distinctement 3,40 sur affichage & cristaux liquides est mise en
regard d’un texte ou il est écrit « on lit pH=3,4 ». Il s’ensuit un calcul de la concentration en
ions oxonium avec deux chiffres significatifs. Dans le méme ouvrage en page 16, figure un
conductimetre avec un affichage a trois chiffres significatifs et une recommandation,
sélectionner la gamme de mesure permettant d’obtenir la meilleure précision, soit le plus
grand nombre de chiffres significatifs. Que peut comprendre un éléve ? Certainement pas que
ce traitement différent est dii a la relation logarithmique entre le pH et la concentration en ions
oxonium. D’autres manuels au contraire font un (seul) calcul pour montrer que c’est bien la
forme de la relation entre le pH et la concentration en ions oxonium qui est & 1’origine de cette
recommandation sans toutefois I’assortir de plusieurs exemples & I’appui, c’est une
généralisation rapide qui est proposée (Durupthy, 2002, p.105).

La présentation du critére selon lequel une transformation est totale ou non est aussi variable
selon les manuels. Cinq manuels sur neuf annoncent qu’une transformation est totale si le taux
d’avancement final 7 vaut 1 ou 1,00 ; deux autres proposent 1,0 ou n’en parlent pas, les deux
derniers écrivent proche de 1 ou compris entre 0,9 et 1.

Au final, c’est I’aspect expérimental qui est malmené, car en [’absence de barres
d’incertitudes comment montrer que la valeur obtenue pour ’avancement dans I’état final
n’est pas la valeur attendue (1’avancement maximal qui est calculé a priori) et que cet écart est
significatif ?

1V.2. Comment les transformations dans le sens inverse sont introduites :
1IV.2.1. Le cas le plus général : un déplacement d’équilibre

En réponse a la deuxiéme question que nous nous sommes posés concernant I’utilisation des
exemples dans les manuels un constat s’impose : I’introduction d’une transformation dans le
sens inverse de celle qui a été étudide précédemment se fait par déplacement d’équilibre
chimique dans sept manuels sur neuf (voir tableau 2) et non par simple mélange des espéces
produites lors d’une précédente transformation. En effet la plupart des manuels reprennent
I’état final du systéme aprés une premiére évolution et proposent d’ajouter une quantité
déterminée de 1’une des espéces qui vient de se former.

Type de transformation Activités introductives (8) | Cours (9) TP (8)

En partant des especes formées lors | 2/8 1/9 1/8

d’une précédente transformation (Hatier, Nathan 2002) (Hatier) (Bordas 2007)
Par perturbation du systétme a | 4/8 7/9 1/8

1’équilibre

Table 2. L’introduction d’une transformation dans le sens inverse se fait
majoritairement dans les manuels par déplacement d’équilibre

Malgré une approche en deux temps conforme & Desprit du programme, TnT puis
transformation dans le sens inverse, les auteurs n’ont semble-t-il pas totalement intégré tous
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les changements induits par ce programme, il s’agit d’étudier I’évolution de systémes a priori
quelconques dans leur composition et non pas résultant de la perturbation d’un état d’équilibre
chimique. Ce dernier point de vue était 1’objet d’un trés grand nombre d’exercices dans
I’enseignement supérieur et d’un non moins grand nombre de sujets d’enquétes didactiques.
On peut en outre signaler que dans I’ancien programme le terme équilibre avait une
signification pas toujours trés claire qu’on peut rapprocher du sens actuel du terme
transformation qui laisse imaginer qu’une certaine confusion entre les termes transformation
et équilibre perdure. La citation suivante peut aider & faire comprendre ces craintes.

«la transformation chimique entre 1’acide éthanoique et I’eau s’interpréte au niveau
microscopique, comme une situation d’équilibre entre les molécules d’acide éthanoique, de
solvant et les jons éthanoate et oxonium » (Hachette, collection Hélios, 2002, p. 68). Une
transformation ne peut étre considérée comme une situation d’équilibre, ¢’est I’essence méme
du mot transformation qui est alors remise en question.

Activités introductives (8) Cours (9) Activité
documentaire
®

Nature et | Acide | Ethanoique /éthanoate 4/8 Ethanoique / éthanoate 9/9
g;éfuence - base Benzoique / benzoate 1/8 Benzoique/benzoate et
exemples Benzoique / benzoate et Er;gthano'fque/méthanoate
méthanoique/méthanoate 1/8
Hydrogénocarbonate 1/8
Autres | CuSO, anhydre ou pas 1/8 Synthése NH; 1/9 Synthése  NHj
CuSO, anhydre ou pas 1/9 :(;e/g dynamique)
Ozone et NO 1/9

Table 3. Les exemples de transformation dans le sens inverse dans les différents manuels

Huit manuels instituent la notion de transformation dans le sens inverse d’une précédente
transformation a partir d’un seul exemple (voir tableau 3), et parlent de « la réaction dans les
deux sens » ou de la transformation dans les deux sens. Ce dernier point est un corollaire de
cette étude sur la fagon dont les exemples sont utilisés. Cependant il est révélateur d’une
certaine incompréhension des intentions didactiques des auteurs de programme comme cela a
€té montré par ailleurs (Négrier & Kermen, 2011). En écho a cette étude nous proposons
quelques citations que nous discutons ensuite.

Quelques citations :

— «la réaction mise en jeu peut donc s’effectuer dans les deux sens. (Hachette, Durupthy,
2002, p.107)
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— «lorsqu’une transformation chimique n’est pas totale, la réaction associée peut
s’effectuer dans les deux sens » (Nathan, 2002, p.101)

— «on remarque que les équations (1) et (2) sont inverses 1’'une de [I’autre la
transformation chimique peut donc avoir lieu dans les deux sens » (Hachette, collection
Hélios, p.67)

— «lorsqu’une transformation chimique se produit simultanément dans les deux sens,
I’état final est un état d’équilibre chimique ». (Nathan, 2006, p.110)

—  «[les volcans sous-marins] sont le si¢ge de deux transformations inverses :

- HzS(aq)'i‘HzO(]):HS—(aq)+H30+(aq) » (Bordas, 2007, p.86)

— «la transformation chimique étudiée, dont I’avancement final est différent de
I’avancement maximal, peut évoluer dans les deux sens » (Bordas, 2002, p.107)

— «dans un état d’équilibre dynamique, les deux transformations inverses se produisent a

“vitesses égales » (Bordas, 2007, p.86)

Nous avons déja expliqué I’inconvénient de la premiére formulation, quant a la seconde (« la
transformation dans les deux sens ») elle révele autre chose. Ces auteurs emploient le terme
transformation en lieu et place du terme réaction, parfois en considérant deux
« transformations » (cf Bordas 2007). Il suffirait dans ce dernier cas de remplacer le terme
« transformation » par le terme «réaction» pour que le propos soit correct. Une
transformation étant définie comme le passage d’un état du systéme a un autre elle n’a qu’un
sens. Certes lorsqu’on se pose la question de savoir dans quel sens le systéme est susceptible
d’évoluer en référence a une équation de réaction, on peut proposer un sens ou 1’autre, donc
deux sens potentiels, mais in fine un seul sens se réalise, lorsque les quantités des espéces
écrites d’un coté de I’équation de réaction augmentent, ou aucun s’il est déja a I’équilibre
chimique.

1V.2.2. Un exemple particuliérement peu pertinent...

Les exemples montrant des transformations dans le sens inverse sont pour la plupart eux aussi
des exemples acido-basiques. Le manque de diversité des exemples traités est probablement
une marque de la contrainte que constitue la préparation au bac, il s’agit d’habituer les éléves
a rencontrer les mémes objets.

Mais voici au détour d’un manuel (figure 2), un exemple hors du champ des transformations
acido-basiques : la déshydratation d’un morceau de sulfate de cuivre. Malheureusement cet
exemple ne répond pas au cahier des charges. ..
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4 transtonmation do x;svifa’;fis"éa galrg
anhyilie en sulfete de sulvre hydraté
et elfaviver dans log duux sens.

Figure 2. Un exemple de transformation dans le sens inverse hors du champ des
transformations acido-basiques selon Nathan 2006, p109.

Lors du chauffage du solide bleu (sulfate de cuivre hydraté), il y a formation de solide blanc
(sulfate de cuivre anhydre) et d’eau vapeur. On reléve une premiére inexactitude dans la
modélisation qui est faite puisque I’eau est indiquée dans I’écriture de la réaction & 1’état
liquide (I). Le deuxiéme probléme pour cet exemple est que I’atmosphére étant illimitée, la
vapeur s’échappe, il ne peut donc pas y avoir situation d’équilibre chimique a la fin. En effet,
dans une situation d’équilibre chimique toutes les espéces mises en jeu dans la transformation,
donc écrites dans I’équation de réaction doivent étre présentes. Enfin, la transformation
« inverse » présentée correspondant & I’hydratation effectuée avec de 1’eau liquide conduit
souvent & une solution et non a un solide, mais de toute fagon ne s’interpréte pas par une
équation de réaction inverse de la précédente puisqu’il s’agit d’eau liquide et non vapeur...

1V.2.3. Mention d’analogies

Pour terminer signalons également la présence de quelques analogies dans les manuels. Ces
derniéres apparaissent toutes pour « expliquer » P’état d’équilibre, et sont essentiellement
présentes dans les activités introductives. Leur but semble n’étre que de « faire image » et
d’introduire I’idée que I’état d’équilibre est dynamique : le systéme chimique présente une
apparence macroscopique inchangée alors que les échanges microscopiques sont constants
mais « se compensent » les uns les autres. Ainsi, les situations présentées dans ces analogies
sont diverses mais la philosophie générale est la méme : il peut s’agir de lapins de garenne qui
se reproduisent et meurent au méme taux la population globale restant constante, de burettes
qui se vident et sont remplies au méme débit, leur volume global restant constant ou de
voitures passant d’une fle A & une ile B au méme rythme que de I’ile B 4 I’fle A, le nombre de
voitures sur chaque fle étant 1a aussi constant.

Comme on le voit le paralléle avec les phénomeénes chimiques est ici assez vague. S’il est vrai
que la réaction dans le sens direct et celle dans le sens indirect ont la méme vitesse lors d’un
équilibre chimique, de nombreuses caractéristiques du phénomeéne chimique ne sont pas
présentes. Pour n’en citer que deux :

— le systéme n’est pas un systéme fermé dans le cas des lapins de garenne ou des burettes.
— il n’y a pas d’équivalent simple & la conservation des éléments chimiques ou a la
modification des substances (quelle que soit I’analogie présentée).
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III. CONCLUSION
Récapitulons ici les principaux résultats que cette étude exploratoire a mis en évidence.

Le premier constat est qu’il y a bien peu de diversité dans les exemples traités. Cette absence
de diversité est telle qu’elle pourrait mettre en danger la définition méme de la catégorie que
I’on cherche a définir. Cette uniformité s’explique dans le chapitre étudié par de nombreuses
contraintes extérieures : les contraintes institutionnelles (le programme précise qu’il faut
s’intéresser a des réactions acido-basiques), les contraintes matérielles (I’acide éthanoique est
d’usage courant, économique, peu polluant), les contraintes liées a la mesure (le pHmétre est
un instrument de mesure plus spécifique que le conductimétre puisqu’il indique la
concentration en ions oxonium alors que la conductivité d’une solution est liée & I’ensemble
des ions présents), etc.

Cependant, lorsqu’aucune de ces contraintes extérieures ne semble s’imposer, 1I’étude des
exemples peut sans doute, dans certains cas, servir de révélateur d’intentions didactiques
implicites. En effet, le choix systématique de certains exemples non-génériques parmi
I'univers des exemples possibles ne peut qu’attirer Pattention du didacticien. Plus
précisément, dans cette étude il ne nous semble pas anodin que I’ensemble des manuels
introduise les transformations dans le sens indirect par déplacement d’équilibre ce qui ne
constitue justement pas un exemple générique mais un cas particulier. Les motivations
précises d’un tel choix demanderaient a étre étudiées plus en profondeur, mais si on combine
ce résultat aux nombreuses incorrections relevées dans la formulation des explications, on ne
peut que s’interroger sur la bonne compréhension des représentations symboliques voire des
modeles sous-jacents aux TnT par les auteurs de manuels.

Un autre résultat mis en évidence lors de notre étude est que dans de nombreux manuels de
chimie, les généralisations sont menées & partir d’un seul exemple. La encore la définition de
la catégorie s’en trouve affectée, mais cela pose également des problémes quant a la nature de
la science (en particulier pour I’induction).

Enfin, il apparait que les aspects quantitatifs sont bien souvent malmenés. Dans le chapitre
choisi, de tels aspects sont pourtant cruciaux puisque la différence entre TT et TnT se fait sur
la base de la comparaison de deux nombres (I’avancement final et ’avancement maximal).
On ne peut donc que regretter que la plupart des exemples de calculs de pH soient menés sans
justification compléte vis-a-vis de la mesure.
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Exemples et catégories
et
La transposition radicale des statistiques en
psychologie

Nicolas Gauvrit

I. INTRODUCTION
Ce texte se décompose en deux parties indépendantes :

La premiere évoque bricvement quelques résultats venus de la psychologie cognitive et
concernant les catégories naturelles, qui sont des ensembles d’objets naturels percus comme
ayant une certaine unité¢ (on parle de la catégorie des pommes, des lapins, mais pas de la
catégorie des « non-pommes », qui n’a pas d’unité subjective). Les années 1970 ont été riches
d’enseignement sur ces questions, sous I’impulsion notable d’Eleanor Rosch. Certaines
caractéristiques identifiées par les psychologues concernant les catégories font échos a des
questions qui se posent sur le statut de I’exemple en mathématiques et il semble important que
les didacticiens soient informés de ces résultats.

La seconde partie reprend les premiers balbutiements d’une réflexion sur la transposition
didactique a I’ceuvre en statistiques dans les départements de psychologie des universités.
Cette transposition, on peut la qualifier de « radicale » parce qu’elle obére non seulement la
théorie, mais méme la technologie (au sens de la TAD). Mais elle est également paradoxale,
et ce caractere paradoxal transparait notamment dans les exemples choisis dans les manuels &
destination des étudiants.

II. EXEMPLES ET CATEGORIES D’OBJETS MATHEMATIQUES

IL.1. Qu’est-ce qu’une catégorie ?

La théorie psychologique des catégories a été développée sous 1’impulsion initiale d’Eleanor
Rosch dans les années 1970 (Rosch, 1973). En psychologie, on appelle catégorie un ensemble
d’objets naturels pergu comme ayant une unité subjective : on peut ainsi parler de la catégorie
des lapins ou de celle des chaises, mais pas de la catégorie formée en unissant le nombre pi,
un chien et tous les fruits qui ne sont pas des pommes. ..

Dans un ouvrage désormais célébre portant sur la catégorisation des couleurs, Berlin et Kay
(1969) montrent par une analyse interculturelle de grande ampleur qu’il existe une structure
apparemment universelle aux catégories naturelles. Ce résultat sera confirmé par d’autres
auteurs (e.g. Rosch et Heider, 1972). Les catégories semblent donc transcender les cultures,
méme s’il reste évidemment des différences concernant 1’organisation interne des catégories.
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11.2. Structure interne des catégories naturelles

L’étude psychologique des catégories a d’abord été motivée par la mise en évidence du fait
que les catégories naturelles ne sont pas seulement des ensembles au sens des mathématiques.
En particulier, tous les éléments d’une catégorie n’ont pas le méme statut, certains étant plus
représentatifs que d’autres, plus typiques (on parle de gradient de typicité). Par exemple, dans
certaines cultures comme en France, pour la catégorie des arbres, « chéne» est trés
représentatif (Dubois, 1983). On le vérifie expérimentalement en observant que « chéne » est
I’exemple le plus fréquemment donné quand on demande a des sujets de (1) donner un
exemple d’arbre le plus rapidement possible, (2) donner un exemple d’arbre particulierement
typique de ce qu’est un arbre (3) donner un exemple d’arbre « au hasard ». Le chéne est aussi
I’arbre le plus rapidement reconnu comme arbre dans des tiches ou on demande au sujet de
dire, le plus vite possible, si un mot qui apparait sur I’écran est le nom d’un arbre ou non.

La structure interne des catégories est largement déterminée par ce « gradient de typicité ».
Les théories de la construction des catégories fondées sur un ensemble de caractéres
achoppent réguliérement sur cette question de la définition : dans ma thése, je prends
I’exemple de la catégorie des chaises. Pour distinguer une chaise d’une ceuvre d’art en forme
de chaise, il faut se référer a I’intention de celui qui a congu I’objet. Dés lors, il n’est pas
possible que le sujet « reconnaisse » une chaise du premier coup d’ceil, car cela supposerait
une réflexion sur la finalité du créateur. Les théories récentes des catégories s’accordent sur le
fait que ce qui fonde la catégorie, c’est la ressemblance avec les éléments les plus typiques,
que I’on nomme des prototypes. On retrouve dans cette théorie les intuitions de Wittgenstein
(2001).

I1.3. Structure externe des catégories

En ce qui concerne la structure de I’ensemble des catégories qui s’organise autour d’une
« inclusion-appartenance » encore a préciser, elle est souvent imaginée comme formant un
treillis. Il apparait cependant qu’un niveau d’abstraction est privilégié, que I’on nomme le
niveau de base. Ainsi, on parle plus facilement de chien que de setter ou de mammifere.
« Chien » correspond au niveau de base. Ce niveau de base est un compromis entre un besoin
de précision et le coflit cognitif, et il dépend de la culture (et de la profession) du sujet. Une
structure subjective externe s’ajoute donc a la structure interne des catégories, avec 1a encore
des différences importantes avec la théorie classique des ensembles et une accessibilité en
mémoire différente selon le niveau de généralité de la catégorie.

James Hampton (1988) a également montré que la « logique » des catégories n’est pas
classique. Il a par exemple demandé & des sujets tout-venant si I’on pouvait dire qu’un tableau
noir est un « meuble de classe » et si un meuble de classe est un meuble. A ces deux
questions, la plupart ont répondu positivement. Pourtant, a la question « le tableau noir est-il
un meuble ? », la majorité répond non. Il n’y a donc pas transitivité de I’inclusion dans les
catégories.
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I1.4. Modéles théoriques

Des modéles mathématiques topologico-logiques ont été développés pour rendre compte de
ces aspects, comme la logique locologique ou la logique pseudo-consistante. Dans ces
logiques, les catégories sont des ensembles dans un espace munis d’un équivalent de
topologie (la locologie de Michel de Glas par exemple (Breysse & De Glas, 2007)). Les
logiques qui découlent de ces modéles, comme la logique pseudo-consistante ou para-
consistante, ne vérifient pas tous les axiomes de la logique classique. Néanmoins, elles ne
conviennent pas pour modéliser le raisonnement humain. Considérer qu’une catégorie est un
ouvert ou un fermé n’est donc sans doute pas encore une restriction suffisante, mais constitue
malgré tout une avancée probable, en ajoutant des contraintes heuristiques a ce que peut étre
une catégorie.

Dans le cadre des catégories, I’exemple peut avoir deux fonctions essentielles, qui renvoient
aux idées d’exemple et de contre-exemple :

1. Les exemples prototypiques — qui peuvent étre des exemplaires de la catégorie
ou des schémas (objets plus abstraits) — permettent au sujet de construire la
catégorie. Bien qu’il y ait encore discussion sur I’essence des catégories, on
s’accorde généralement sur des modéles « exemplar based » pour lesquels ¢’est
bien I’exemple qui fonde la catégorie.

2. Quant aux contre-exemples, ils délimitent par D’extérieur la frontiére de la
catégorie vue comme un ensemble dans un espace topologique.

IL.5. Spécificité des catégories d’objets mathématiques

Une question importante a aborder est celle de la spécificité des catégories mathématiques. 11
ne fait pas de doute que le mathématicien expert pergoit bien « les groupes » ou « les variétés
affines » comme des ensembles ayant une unité, et organisés au sein d’un réseau, exactement
comme I’on imagine les catégories naturelles. Un enseignant de mathématiques spéciales
disait a ses étudiants « pour vous aujourd’hui, un groupe c’est un ensemble qui vérifient
certaines propriétés, mais quand vous aurez vraiment compris, un groupe sera juste un
groupe ». Cette phrase résume bien ce qu’est une catégorie.

Il reste que la catégorie mathématique a quelque chose de spécifique, au moins en théorie,
bien qu’on puisse bien sfir identifier des prototypes (Presmag, 1992). Les contours d’une
catégorie mathématique ne sont pas flous. Un cercle privé d’un point n’est pas un cercle.
Certes, un individu normal — fiit-il mathématicien — percevra qu’un cercle privé d’un cercle
est tout de méme « presque un cercle », mais dans le cadre mathématique il restera convaincu
que ce n’est pas le cas. Il n’y pas de position intermédiaire entre I’appartenance et la non-
appartenance. Les catégories d’objets mathématiques sont également organisées
différemment : alors qu’on a tendance naturellement a privilégier les partitions en réduisant le
nombre de niveaux d’abstraction, en mathématiques on privilégie les catégories emboitées.
C’est ainsi que, a ’encontre de tout naturel, on définit le carré comme un rectangle particulier.

Le caractére peu naturel de cette classification conduit & utiliser des artifices, et a laisser
croire un temps aux éléves qu’un carré n’est pas un rectangle, ce qui bien entendu a un cofit
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important de désapprentissage par la suite. Comment ces propriétés particuliéres des
catégories mathématiques peuvent « prendre » chez certains éléves est une question de
premier plan pour I’éducation.

11.6. Conclusion : catégories et exemples

Si I’exemple fonde la catégorie, et que les premiers exemples prendront vraisemblablement la
place de prototype dans les catégories en construction chez les apprenants, le choix des
exemples est crucial et ne doit pas étre fait a la 1égére. Pourtant, il semble que dans les
pratiques enseignantes ce choix ne fasse guére I’objet de réflexions profondes. Ce n’est sans
doute pas inquiétant, si I’on considére que ’enseignant, comme expert du domaine, aura
tendance lorsqu’il choisi un exemple « au hasard », & donner précisément un prototype !

Une des définitions d’un prototype est qu’il s’agit d’un objet qui n’a « aucune des propriétés
particuliéres que ne partagent pas le reste de la catégorie ». Autrement dit, c’est un objet
générique, ou, comme on le dit en mathématique ‘quelconque’. Une vision en terme de
catégories permet d’identifier les roles de différents types d’exemples dans la construction des
catégories d’objets mathématiques :

— L’exemple ‘quelconque’ est un prototype, qui engendre la catégorie

— L’exemple ‘pathologique’ (contrexemple d’une sous-catégorie) précise les frontiéres de
la catégorie par I’intérieur

— Le contre-exemple précise les frontieres de la catégorie par I’extérieur

—~ Quant aux exemples emblématiques, ils ont certainement pour fonction de fournir une
assise au raisonnement, et n’interviennent que marginalement dans la construction
catégorielle.

III. L’EXEMPLE DANS LES MANUELS DE STATISTIQUES POUR
PSYCHOLOGUES

Les départements de psychologie des universités frangaises forment un cas a part parmi les
institutions & visée didactique utilisatrices de mathématiques. La psychologie est une science
dont le statut scientifique est encore aujourd’hui réguliérement contesté. Signe de doute sur le
statut de la psychologie, le département de psychologie de I’Université de Metz faisait par
exemple partie en 2002 de I’Unité de Formation et de Recherche (UFR) « Arts et lettres », et
non de I’'UFR « Sciences », qui existait également, un classement littéraire qui revient ici ou
14 en France et dans le reste du monde.

II1.1. Nécessité d’une transposition forte

Cet élément illustre comment la psychologie, qui utilise des outils mathématiques, reste
néanmoins réticente & une approche scientifique. Cela crée bien siir une difficulté pour
enseigner les statistiques, et conduit & une transposition radicale qui élimine la théorie mais
aussi la technologie théorique an sens de la TAD élargie de Castella (2008) — théorie
développée par enrichissement de la TAD classique (Chevallard, 1992). Cette transposition
radicale permet de rendre compatibles les statistiques enseignées avec une certaine approche,
une vue de la science, développée dans les cursus de psychologie.
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I11.1. Un discours littéraire

L’impossibilité d’adapter — sauf & prix excessif — les outils mathématiques a la psychologie,
tient également, si ce n’est surtout, & certaines caractéristiques fondamentales du discours
psychologique. Parce qu’elle est une science jeune et trés particllement formalisée, la
psychologie a développé un mode de présentation des objets et concepts ou les traces
littéraires de ses origines se manifestent. Sauf en de rares exceptions, un concept
psychologique ne se définit pas de maniere univoque & la maniére d’un objet mathématique.
Pour un concept qui fut longtemps relativement consensuel comme la mémoire de travail au
sens de Baddeley (1986), il existait une « unique » définition, mais qui ne pouvait étre donnée
en quelques lignes.

La question de la définition de ’intelligence (Flynn, 2007), ou de la précocité intellectuelle
(Lubart, 2006), reste vivement discutée, toujours contradictoire, malgré le fait que des
chercheurs travaillent sur ces thémes depuis des décennies.

II1.1.2. Le mode de validation

Autre point capital pour comprendre la dynamique transpositive : le mode de validation.
Science expérimentale, la psychologie repose en théorie sur une validation par I’expérience.
En pratique pourtant, c’est bien I’appel a ’autorité ou au consensus qui sert de validation.
Quelques expériences princeps fonctionnant « a tous les coups » font exception a cette régle
générale. Les étudiants de psychologie ont tous réalisé cette expérience historique consistant &
demander a des sujets de répéter des suites de chiffres de plus en plus longues, pour constater
que I’on se rappelle, en moyenne, entre 5 et 9 chiffres au maximum (Miller, 1956). Mais il
s’agit d’un cas exceptionnel.

II1.1.3. Le public

A TI'opposé des publics des écoles d’ingénieurs ou des filidres techniques, les étudiants de
psychologie sont en grande majorité issus des filidres littéraires du lycée. La plupart d’entre
eux avaient dans ces filiéres des résultats mathématiques faibles, et une partie a choisi la
psychologie pour ne plus avoir a étudier les mathématiques.

On peut méme penser que les filitres de psychologies forment un vivier exceptionnel de
« blocages » mathématiques, quand on sait qu’a la fin de la premiére année de psychologie, la
question « trouver la moyenne des nombres suivants : 4, 5, 9, 12, 8 (calculatrice autorisée) » a
obtenu un taux d’erreur de plus de 30 %, et que des réponses comme — 39 000 ou 178 ont été
données sans aucune remarque par des étudiants. Cette question était posée lors d’un examen
final, et il probable que ces grossiéres erreurs révélent surtout une anxiété mathématique
massive (Meece, Wigfield, & Eccles, 1990).
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I11.2. Peut-on transposer franchement ?

Ces trois points® expliquent la radicalité de la transposition didactique. Se pose alors

naturellement la question de savoir si un enseignement de statistiques sans mathématiques

(comme le proclame a tort plusieurs manuels) est véritablement possible. La réponse a cette

question est positive, si [’on accepte de renoncer aux exercices de calculs. Deux maniéres

s’offrent alors a ’enseignant : soit enseigner ’utilisation pratique d’un logiciel de statistiques,

qui viendra remplacer par la suite toutes les étapes de calculs « a la main » ; soit renoncer a
tout exercice et exemple calculatoire, pour ne conserver des statistiques que la description

d’un sens.

Ces deux approches de transposition didactique ot la séparation avec I’institution source est
assumée ont €t¢ observées en situation : un enseignant de statistiques de I’Université Paris-
VIII (lvi-méme statisticien et non psychologue) a décidé d’initier les étudiants au logiciel R,
suffisamment pour pouvoir supprimer tout calcul ou exhibition de formule des évaluations.
Un autre enseignant, de 1’Université de Metz (mathématicien a I’origine) a choisi pour sa part
d’organiser tout son enseignement autour de deux principes : les étudiants doivent pouvoir
choisir la méthode statistique adaptée & une situation (sans faire les calculs), et doivent savoir
lire les résultats fournis par un logiciel statistique. Mais ces cours ne sont pas publiés.

On le voit, il est tout a fait envisageable d’oblitérer totalement les mathématiques de
I’enseignement des statistiques dans I’institution psychologique. La transposition pourrait
donc aller jusqu’au bout de son ceuvre de radicalisation, en refusant toute formule, tout calcul.

I11.3. Un paradoxe

Or, ce n’est pas ce qu’on observe dans les manuels. Si tous les manuels consultés évitent
soigneusement toute démonstration, tout raisonnement de type mathématique, ils regorgent en
revanche de paradoxales traces mathématiques, comme si les auteurs voulaient, malgré la
transposition radicale a laquelle ils se sont livrés, signer leur reconnaissance a I’institution
productrice. Ces traces se retrouvent notamment dans les exemples sensés illustrer le sens des
notions abstraites.

Prenons un exemple tiré du manuel de Beaufils (2009) pour illustrer le coefficient de
corrélation linéaire (cf. figure 1). On voit que le contexte est peu ancré dans la psychologie (il
s’agit de comparer les golits musicaux des classes moyennes et supérieures), et que la
méthode de calcul est longuement détaillée, alors que toute calculatrice de poche donne le
coefficient de corrélation immédiatement.

% A c6té du discours littéraire, du mode de vaidation et du public, on pourrait gjouter, notamment, la formation
des enseignants et |a nécessité de rester cohérent.
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On peut vérifier que le calcul habituel du coefficient r donne le méme
résultat (Ix =Xy =45 ; Ix2 =%y? = 285 ; Txy = 209).

Nous voyons que les Quatre saisons (3) contribuent de manidre importante
A ce cocfficient alors que fa Rhapsodie hongroise {f} y contribue fort peu.

Ce résultat refldte une relation 2 tendance inverse, dont 'ampleur est
peu importante mais qui peut laisser augurer quelques cacophonies les
soirs d'6té si chacun €coute sa musique préférée, la fenbtre ouverts,
dans le cas (improbable 1) d’une cohabilation entre les sujets ayant
répondy 3 'engudte,

Figure 1 : Coefficient de corrélation linéaire dans (Beaufils, 2009)

Voici un second exemple, tiré du livre de Guégen (2006). Il présente les intervalles de
confiances pour les proportions :

Lors du référendum sur le traité de Constitution européenne, un son-

dage réalisé peu avant le vote auprés de 1 009 personnes montre que

le non lemporte & 54.21 %. On cherche & connatere ay risque d'er-

reur de 5 9% P'intervalle de confiance de ce taux dans la population,

54.21 x (100 — 54.21)
1009

= 5421 £ 3.07

/
5421 £ 1.96 x '\/

Avec 5 chances sur 100 de se tromper, on peut estimer que le pour-
centage du non sera compris entre 51.07 % (54.21 — 3.07) et
57.28 % (54.21 + 3.07). On a donc 5 chances sur 100 de se trom-

per en disant que le non I'emportera.

Figure 2 : Intervalles de confiances pour les proportions dans (Guégen, 2006).

La encore, le contexte est peu ancré dans la psychologie (contrairement & d’autres exemples
du méme ouvrage), et 12 encore I’accent est mis sur le calcul plus que sur le sens. Il s’agit
pourtant d’un manuel ot le sens prend une place plus importante que dans les autres.

II1.4. Trois hypotheéses explicatives

La quasi-totalit¢ des exemples trouvés dans 8 manuels de statistiques se résument a des
calculs, souvent décontextualisés. L’un des manuels ne contient méme que cela. La plupart
des exemples n’ont aucun contexte concret, et lorsque c’est le cas il s’agit souvent

— soit de contextes artificiels, du type « dans une classe de 5 €éléves, les notes de sport sont
les suivantes : 13, 15, 16, 16, 15. Pour calculer la moyenne, on peut... » ;
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— soit de contextes extra-psychologiques, typiquement en biologie, du type « On reléve le
poids de rats atteints d’une maladie X (groupe test) ou non (groupe témoin). Pour
déterminer si la maladie a vraiment un effet, on peut utiliser un test de Student... » ;

— soit de contextes psychologiques mais o, parce que des données manquent, on ne peut
donner aucun sens a I’exemple. « On fait passer un test d’anxiété a un groupe de
personnes. Elles obtiennent les notes 4, 12, 7, 19, 33, 5, 3, 2, 2. Pour calculer I’écart
type, on peut... ».

Comment expliquer ce choix paradoxal, 14 ou il semblerait naturel de privilégier la mise en
contexte pour favoriser ’investissement des étudiants, et surtout dans une situation ou les
mathématiques sont parfois explicitement rejetées (comme le montrent les titres de certains
manuels) ? Je propose trois hypothéses :

Premiére hypothése : le veeu des psychologues de démontrer que leur discipline est bien une
science explique la nécessité qu’ils éprouvent a laisser une signature de scientificité dans le
texte. Les traces mathématiques semées au gré des cours de statistiques pourraient tenir lieu
de symbole, de preuve de rigueur.

La deuxiéme hypothése s’appuie sur le rapport au savoir mathématique et a ’apprendre des
psychologues, et plus précisément & la représentation qu’ils ont de la notion de
« compréhension » en mathématiques. Si, pour un auteur, « comprendre » veut dire en
mathématiques « savoir faire sans utiliser (trop) d’outils », autrement dit si savoir, c¢’est
pouvoir réaliser, alors la présence de consignes de calculs dans les manuels s’explique tout
naturellement : c’est grice a elle que I’étudiant pourra calculer, et donc « comprendre », les
indices dont on lui parle.

La troisiéme hypothese est la plus évidente sans aucun doute. Il y a dans tout enseignement —
pas seulement en statistiques ni en psychologie — une certaine sclérose du fait que, bien
souvent, les enseignants reproduisent simplement ’enseignement qu’ils ont eux-mémes regu,
en adaptant les modifications mineures qui s’imposent du fait des évolutions curriculaires. Or,
il n’est pas si loin le temps ou I’étudiant lambda ne disposait pas d’un ordinateur ou d’une
calculatrice permettant en quelques secondes de calculer un coefficient de corrélation ou une
variance. Il y a quelques décennies, les cours de statistiques pour psychologues comprenaient
une partie calculatoire pure par la force des choses. La sclérose de I’enseignement, ou.tout au
moins la lenteur des changements, pourrait alors expliquer que I’exposition de calculs
numériques persiste aujourd’hui malgré leur inutilit€¢ depuis 1’avénement des machines
électroniques et des logiciels.

II1.5. Conclusion sur les statistiques en psychologie

Dans les manuels consultés, mais aussi par le recueil de discours de plusieurs enseignants de
statistiques en psychologie, on peut voir que la transposition des statistiques en psychologie
est problématique. La pratique montre un décalage slirement délétére entre une volonté
affichée d’une transposition radicale (possible), et un contenu ou subsiste des formules
mathématiques vides de sens dans un contexte ou elles ne peuvent survivre pour reprendre
localement I’image écologique de la TAD.
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Si la volonté d’une transposition radicale et de la suppression des mathématiques est
clairement affichée, il est plus difficile de comprendre les traces restantes de mathématiques.
Ces ganglions calculatoires sont & mon avis néfastes, parce qu’ils repoussent les étudiants et
ne peuvent en aucun cas compenser le manque de scientificité de la présentation et des modes
de validation psychologiques. Dés lors, ils apparaissent comme des obstacles insensés & la
compréhension statistique des éléves.

Qu’ils soient particulitrement visibles dans les exemples (et les exercices) est
particuliérement inquiétant : c’est justement I’exemple qui doit fonder la compréhension.
Lorsque, comme c’est le cas dans plusieurs ouvrages, des exemples purement calculatoires
sont en parfait décalage avec le cours énoncé dans un style trés littéraire, comment des
étudiants déja en difficulté en mathématiques pourraient-ils recoller les morceaux, faire le
pont entre les deux mondes littéraires et statistiques ? Il est probable, que pour la plupart
d’entre eux, les exemples sont finalement ignorés aprés avoir suscité une importante angoisse
statistique et que les éléments d’une construction du sens sont alors manquants.

Réaliser une transposition véritablement radicale des statistiques en psychologie est possible,
peut-étre méme souhaitable. Revenir & une approche mathématique est possible, mais
sirement difficile. La position intermédiaire qu’on observe actuellement est en revanche
dangereuse, et le fait que les exemples héritent la partie « mathématique » (en fait
calculatoire) rend le mélange encore plus vicieux.
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