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Hauteur de ’arbre de Jacobson

Anatole Khélif, Max Lemax, Christophe Chalons

1 Introduction, 22/04/2019, 16h46

Moi, auteur de ces lignes (Christophe Chalons), dinais, hier soir (21/04/2019), avec mon grand ami Anatole Khélif, dont je
suis un grand admirateur. Je fais le récit de ce diner & la derniére section. J’explique & quel moment je lui ai posé ma question
et ma motivation pour la poser dans cette méme derniére section.

Auparavant, ayant déja raconté tout ¢a sur un forum, un jeune et prometteur matheux de 20ans fréquentant le méme
forum, qui avait un peu de temps devant lui & ’heure du déjeuner nous a faitla surprise de transformer mon sketch de la
preuve fournie par Anatole du théoréme de Jacobson en fichier latex rédigé aux normes plus académiques attendues par les
supports d’articles et mémoire.

Il me semble correct de reproduire d’abord cette rédaction, afin de mettre en haleine le lecteur, puis de passer a la derniére
section, qui sera un verbatim du mail que j’ai envoyé aux news du CNRS afin de susciter un éventuel intérét vers la question
de la hauteur de ’arbre de Jacobson.

2 Rédaction de la preuve d’Anatole, du théoréme de Jacobson (TJ), par Max
Lemax

Le théoréme de Jacobson est :

Soit R un anneau unitaire.
On suppose que pour tout = € R, il existe n > 2 tel que =" = z.
Alors R est commutatif

A noter que n est autorisé a dépendre de z. Dans la suite, je recopie telle que me ’a envoyée le rédacteur Max Lemax, une
preuve élémentaire de ce résultat fournie par Anatole Khélif hier soir, lors d’un diner dans une pizzeria.

Je signale aux experts que la preuve de Max Lemax étant bien plus respectueuse du lecteur que la mienne, elle peut
disperser le lecteur expert (qui risque de vérifier bureaucratiquement que les inférences non justifiées sont bien des classiques
académiques). Mais vous disposez de DEUX descriptions.

Selon vos compétences et vos habitudes, vous disposez de DEUX preuves. Si vous étes expert, celle de Max est longue et
anlytique, donc risque de vous faire peiner de voir le fil directeur trés simple. Dans ce cas, vous disposez a la derniére section,
a la rubrique ASTERISQUES de la preuve dont a accouché Anatole telle quelle (je I’ai juste un peu remixée, sans la détailler,
en la communiquant). Pour des experts, elle est compréhensible en 5mn chrono sans effort. Cela est di a ce qu’elle
utilise des acquis que vous pouvez avoir ou pas digéré. Si pas digérés, celle de Max vous conduira plus par la main.

A partir de maintenant, je laisse la plume & Max Lemax!

Le seul résultat que nous admettons est le théoréme de Wedderburn :

2.1 Le théoréme de Wedderburn

Soit R un anneau fini non nul dans lequel tout élément non nul a un inverse (on dit que R est un anneau & division). Alors
R est commutatif, en particulier R est un corps.



Les preuves connues du résultat de Jacobson utilisent aussi ce résultat, notre preuve simplifie uniquement le reste de la
preuve.

A ma connaissance (de Max Lemax), cette preuve n’apparait nulle part dans la littérature.

3 La preuve

Soit R un anneau vérifiant les hypothéses du TJ. Nous notons pour tout z € R n(z) un entier > 2 tel que z™*) > 2: on
peut par exemple choisir le plus petit mais ce n’est pas important.

3.1 Enchainement de lemmes

Lemme : Soit x € R, et soit Anng(z) := {a € R | ax = 0}, Anng(z) := {a € R | xza = 0} les annulateurs & gauche et &

droite de z respectivement. Alors Anngy(xz) = Anng(z), et en particulier c’est un idéal bilatére.
Preuve
Les deux sont des idéaux & gauche et & droite respectivement, donc s’ils sont égaux il s’agit bien d’un idéal bilatére. Soit maintenant a € Anng(z).

Alors (za)? = 0 donc comme n(za) > 2 on a aussi za = (2a)"(*%) = 0 donc a € Anng(z). Par symétrie on a aussi Anng(z) C Anng(z) donc

Anng(xz) = Anng(z) et le résultat s’en suit.
On note désormais Ann(z) := Anng(z) = Anng(x).

Grace au lemme suivant on va réussir & se ramener au cas ol R est un anneau & division.

Lemme : L’intersection des idéaux bilatéres maximaux de R est nulle.
Preuve
Soit € R et n tel que n+ 1 = n(x). Supposons que z # 0.

Alors Ann(z) # R donc Ann(z) C I pour un certain idéal bilatére maximal I (par le lemme de Zorn). Or 1 — 2™ € Ann(z) C I donc x ¢ I ; en

particulier « n’est pas dans 'intersection des idéaux bilatéres.

En particulier, le morphisme canonique R — H R/I est injectif, ou I varie dans les idéaux bilatéres maximaux de R.
T

Nous remarquons de plus que pour chaque I, R/I vérifie les hypothéses du théoréme et est simple (n’a pas d’idéaux
bilatéres).

En particulier, avec A := R/I, si x € A\ {0}, Ann(z) est un idéal bilatére non égal & A, c’est donc 0. En particulier x
n’est donc pas un diviseur de 0, et z(1 — 2z™(®)~1) = 0, donc z est inversible : A est un anneau a division.

Donc si on sait prouver le résultat pour les anneaux a division, il est valable pour chaque R/I qui est donc commutatif,
donc leur produit ’est aussi, et donc R aussi, en tant que sous-anneau du produit : il suffit donc de prouver le théoréme dans
le cas ot R est un anneau & division : & partir de maintenant nous supposons que R est a division.

En utilisant ’hypothése sur les images des entiers dans R, on en déduit que R est de caractéristique > 0, et donc (étant a
division) de caractéristique premiére. On note k son sous-corps premier (F, si charR = p).

3.2 Fin de la preuve

Preuve Soit a € R, et soit f: R — R;x — za vu en tant qu’endomorphisme du k[a]-espace vectoriel R. Comme a est annulé par xn(a) _ x
sur k, donc il a un polynéme minimal P qui est irréductible car k[a] est un corps.

En particulier, k[a] est de dimension finie sur k, et est donc fini : soit ¢ son cardinal. Alors X7 — X annule a, et donc P divise X7 — X (en tant
que polynéme minimal de a), qui est scindé sur k[a] : donc P est scindé sur k[a].

De plus k est un corps fini donc parfait, donc P est & racines simples dans kla].

Notons que de plus P est aussi le polynéome minimal de f, qui a donc un polynéme minimal scindé & racines simples : en particulier f est
diagonalisable.



Soit ¢ € k[a] une valeur propre de f et v € R un vecteur propre associé. f(v) = cv se traduit par va = cv.
Alors pour tout n,pour tout m il existe un polyndéme Q € k[X] tel que v™a™ = Q(a)v™ (on le prouve par récurrence sur n (pour tout m
simultanément), en utilisant va = cv et le fait que ¢ est un polynéme en a)

En particulier, kla,v] = {Q(a)S(v),Q, S € k[X]} est donc de dimension finie sur k (de dimension majorée par n(a)n(v)), et en particulier est
fini. C’est donc un anneau intégre fini, donc un anneau a division fini.

Par le théoréme de Wedderburn, il est donc commutatif, donc va = av, donc ¢ = a : P n’a qu’une seule racine, et donc f(z) = az pour tout

z € R. Donc pour tout € R, ax = za. Ceci étant vrai pour tout a, on a que R est commutatif, et cela conclut la preuve.

Je reprends la plume a Max Lemax.

4 Origine, motivation, question

Ci-dessous, je recopie un mail, texto, que j’ai envoyé aux news du CNRS ce jour. Je voulais le faire depuis longtemps, mais
je n’avais pas de preuve du TJ, donc je I’admettais ce qui me rendait moins motivé.

4.1 Copie du mail envoyé le 20/04/2019 a news

Chers camarades,
il est rarissime que je vous adresse un mail sur des maths car il y a d’autres supports.

En fait présentement, comme la seule derniére fois, je le fais quand je ne sais pas vers quelles spécialités on peut pointer,
ou quand il y a un mélange.

De plus, j’ai décidé de pousser Anatole vers un magazin de chaussures en lui faisant enfler les chevilles (je plaisante).

Il y a un théoréeme d’algébre qu’Anatole ne connaissat pas, hier soir (& 19h42) pendant que nous mangions une pizza
napolitaine. Je le lui ai énoncé, puis nous avons parlé de plein de choses 20mn, donc il n’a pas di pouvoir réfléchir a ¢a plus
de 5-6mn, mais, sacré Anatole, il me ’a prouvé & 20h05 en 10 lignes. Je le connais, mais on ne s’en lasse pas pour autant.

Il ’agit du théoréme qui dit la chose suivante et qui s’appelle "théoréme de Jacobson" (TJ) :

Soit A un anneau unitaire (pas forcément commautatif). On suppose que pour tout élément x de A, il existe un entier n > 1
tel que 2™ = x. Alors A est commutatif

Je vous mets la preuve** d’Anatole en astérisque.

En TDE (théorie des ensembles) un outil de base consiste a associer un ordinal a tout arbre bien fondé. Or depuis quelques
temps déja (je ne savais pas prouver le TJ, mais je 'admettais) je réfléchissais & la hauteur possible pour : L’ARBRE DE
JACOBSON

Qu’est-ce que j’appelle ainsi?

Soit E := Z[X,Y] anneau des polynomes formels NON COMMUTATIFS sur I’anneau des entiers relatifs Z.

Soit le jeu suivant : Lea joue x; dans E et Bob répond par n; un entier naturel >1. Ensuite Lea joue zo dans E et Bob
répond par ns, etc, etc.

La partie s’arréte et Lea gagne quand 'idéal bilatére engendré par les ¢ — x; déja joués contient XY — Y X

D’apreés le TJ Lea a une stratégie S infaillible pour gagner contre n’importe qui & ce jeu. C’est un jeu ouvert. Il existe un
ordinal et une application qui & chaque position par lesquelles passent une partie jouée par Lea suivant la strat S associe un
ordinal de sorte que plus on avance plus l'ordinal est petit (ce qui "dessine" de maniére flagrante que sa stratégie est infaillible
puisque, les ordinaux étant bien ordonnés, ¢a finira par s’arréter)



Question : quelqu’un a-t-il une idée du plus petit ordinal dans lequel on peut envoyer la garantie de gagner
pour Lea?

Je rappelle que le conflit (enfin le chemin du non commutatif vers le commutatif est passionnant (subjectif), mais surtout
important en ce que plus on améliore sa compréhension, plus on approfondit les fondements quantiques, encore trés mal
compris.

De plus, & ma connaissance, des arbres bien fondés "intéressant et provenant des maths usuelles" ne sont pas trés fréquents
(enfin je veux dire des arbres ot on peut jouer des entiers trés grands (penser & Ramsey affrontant Lea avec une suite de
chez croissant ULTRA ULTRA vite d’entiers joués)) et ici on a un rond-point entre "théme commutatif/non commutatif +
ordinaux des TDistes + algébre "de fond")

Grand merci par avance. Bisous, CC

4.2 Astérisques

1/ preuve (sketch) d’Anatole entre deux bouchées de napolitaines :

1.1/ x| ax=0 est un idéal bilatére (exo)

1.2/ Si a(1 — a”) = 0 un idéal bilatére maximal contenant 1 — a? ne contiendra pas a
1.3/ Si ab # ba alors il existe un idéal bilatére maximal ne contenant donc pas ab — ba
1.4/ On peut "donc" supposer A sans idéaux bilatéres (autres que A lui-méme et (0))
1.5/ C’est un corps (a(1 — a?) = 0 entraine I'inversibilité des éléments réguliers)

1.6/ Il est de caractéristique finie un nb premier disons p et je note F' := F,

Soit a pas dans le centre de A :

1.7/ Le polymin de a pas dans le centre est irréductible sur F'

1.8/ Il est scindé sur F[A] (finitude des corps)

1.9/ L’endomorphisme x|—>xa est diagonalisable (’EV est A et le corps est Flal)

1.10/ a n’est pas sa seule valeur propre sinon pour tout x : xa=ax

1.11/ Soit ¢ dans F[a] une autre, et v tels que cv = va (v vecteur propre non nul pour c)
1.12/ On peut faire passer a a travers v via va = cv = Poly(a) v

1.13/ Les monomes en a et v forment un ensemble fini

1.14/ F'[a,v] est un corps .. FINI

1.15/ il est commutatif (Wedderburn)

Contradiction !

2/ Les ordinaux :
je réécrirai cette sous-section plus poliment ultérieurement.

<<x est transitif>> abrége << z inclus dans P(x), ’ensemble de ses parties>>
<<x est un ordinal>> abrége << x est 'ensemble de ses sous-ensembles qui sont transitifs et différents de x >>

Vous pouvez vérifier (pour ceux qui ne connaissent pas) que qu’aucun élément d’un ordinal ne s’appartient & lui-méme (2
lignes), donc que tout ensemble non vide X d’ordinaux admet un minimum pour inclusion (I'intersection de ses éléments,
qui est un ensemble transitif donc élément de tous les éléments de X sauf celui auquel il est égal et qu’aucun ensemble ne
peut contenie tous les ordinaux. Et comme ’ensemble des ordinaux est une partie transitive de a qui n’appartient pas a a,
c’est a donc a un ordinal ne contient que des ordinaux. La littérature ou internet peuvent vous raconter ¢a de maniére moins
condensée.



Si (et seulement si) une relation R incluse dans E? est bien fondée il existe f associant & chaque élément de E un ordinal
tel que pour tous x,y (x,y) dans R implique f(x) qui est un ordinal est strictement inférieur a f(y) (ie inclus dans et appartient

a)

On a donc UNE HAUTEUR DE JACOBSON qui me semble intéressante &4 déterminer. Si c’est un grand ordinal dénom-
brable alors ca veut dire que Wedderburn et TJ sont SUBTILES sinon, ¢a veut juste dire qu’on est en attente d’un futur
théoréme qui les trivialisera donnant probablement une CS de commutativité "étonnante" mais "évidente" une fois énoncée.
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