N

N
N

HAL

open science

Décompositions a la Steinberg sur une catégorie additive

Aurélien Djament, Antoine Touzé, Christine Vespa

» To cite this version:

Aurélien Djament, Antoine Touzé, Christine Vespa. Décompositions & la Steinberg sur une catégorie

additive. 2019. hal-02103934v3

HAL Id: hal-02103934
https://hal.science/hal-02103934v3

Preprint submitted on 4 Sep 2019 (v3), last revised 30 Apr 2021 (v6)

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://hal.science/hal-02103934v3
https://hal.archives-ouvertes.fr

Décompositions a la Steinberg sur une catégorie
additive

Aurélien Djament*, Antoine Touzé' et Christine Vespat

11 septembre 2019

Résumé

Nous donnons une description des foncteurs simples & valeurs de di-
mension finie allant d’une petite catégorie additive dans la catégorie des
espaces vectoriels sur un corps. Cette description est analogue a des théo-
rémes de décomposition tensorielle de Steinberg en théorie des représen-
tations des groupes. Nos résultats reposent sur la notion de foncteur po-
lynomial introduite par Eilenberg et Mac Lane. Nous en donnons des
applications aux représentations des groupes linéaires ou aux propriétés
de finitude des catégories de foncteurs.

Abstract

We give a description of simple functors taking finitely generated val-
ues, from a small additive category to the category of vector spaces over
a field. This description is analogous to Steinberg’s tensor product the-
orems in group representation theory. Our results rest on the notion
of polynomial functor introduced by Eilenberg and Mac Lane. We give
applications to representations of general linear groups or to finiteness
properties of functor categories.

Mots-clefs : représentations et foncteurs polynomiaux, représentations et fonc-
teurs simples, catégories additives, décomposition tensorielle, présentation finie.

Classification MSC 2010 : 18A25, 18E05, 18E15, 20C99, 20G05, 20J99.

Introduction

Les théorémes de décomposition tensorielle sont une pierre angulaire de la
théorie des représentations des groupes. Un premier exemple est donné par un
théoréme de Steinberg [56] sur les représentations de dimension finie de SL,,(Z).
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Plus précisément, une représentation complexe M de dimension finie est simple
si et seulement si elle se décompose sous la forme :

M~S®T (1)

ot S est une représentation simple factorisant par un groupe fini SL,(Z/mZ) et
T est une représentation polynomiale simple. Une telle décomposition tensorielle
est alors unique. Des cas particuliers de cette décomposition tensorielle avaient
été obtenus préalablement par Bass-Milnor-Serre [4] et Serre [52] ; les théorémes
de superrigidité de Margulis [43] chap. VII, § 5] donnent des résultats nettement
plus généraux en ce sens, & 'aide de méthodes beaucoup plus complexes. Un
deuxiéme exemple, également di & Steinberg [55], concerne les groupes finis
de type Lie sur un corps fini de cardinal ¢ = p" (avec p premier) G(FF,) (par
exemple G(Fy) = GL,(F,)). Plus précisément, si k est un corps algébriquement
clos contenant Fy, une représentation k-linéaire M de G(F,) est simple si et
seulement si elle se décompose comme un produit tensoriel

MeMPoMM e oMY (2)

o les M; sont des représentations simples p-restreintes de G(k), et I'exposant
[l indique que 'on a restreint la représentation M; le long du morphisme de
groupes G(F,) — G(k) induit par le plongement F, — k,  — zP". Dans le cas
de SL,(F,) (respectivement GL,,(F;)) les représentations M; sont uniquement
déterminées (resp. uniquement déterminées a tensorisation par des puissances
du déterminant prés).

Les catégories de foncteurs de source une petite catégorie C constituent une
généralisation naturelle des représentations des groupes. En théorie des repré-
sentations, elles apparaissent par exemple dans ’étude des représentations in-
décomposables des algébres de dimension finie, comme dans les travaux d’Aus-
lander |2 B8] ou de Gabriel [2§], ou dans 1’étude des propriétés de pureté pour
les modules sur des anneaux généraux [37]. En topologie algébrique, elles sont
notamment reliées aux modules sur algébre de Steenrod [31 [38, [39 [40], a
I’homologie de Hochschild topologique (THH) [48] ou & ’homologie stable des
groupes 23], 5], 17, [15].

Dans cet article, nous obtenons des analogues des décompositions de Stein-
berg ([ et () pour les catégories de foncteurs d’une petite catégorie additive A
vers les espaces vectoriels sur un corps k. Nous noterons dans la suite F(A; k)
cette catégorie de foncteurs et F¥ (A; k) sa sous-catégorie pleine des foncteurs
prenant des valeurs de dimension finie. Dans un souci de simplicité, bien que
certains de nos résultats soient valables dans un cadre plus vaste, on suppose
dans toute cette introduction que k est un corps commutatif algebri-
quement clos et A une petite catégorie additive. On renvoie le lecteur au
corps du texte pour les énoncés les plus généraux.

Nos résultats reposent sur la notion de foncteur polynomial introduite ini-
tialement par Eilenberg et Mac Lane [20] & des fins de topologie algébrique. Les
foncteurs polynomiaux constituent une généralisation naturelle des foncteurs
additifs (les foncteurs polynomiaux de degré 1 sont, & un terme constant pres,
les foncteurs additifs). Nous renvoyons le lecteur a la section [[4] pour plus de
détails sur cette notion classique qui intervient par exemple dans les différentes
parties de la topologie algébrique mentionnées ci-dessus.



La notion d’idéal d’une petite catégorie additive A (voir début de la section
[B10)) étend celle pour un anneau A. Nous introduisons la notion d’idéal k-cotrivial
de A dans la définition B.Jl C’est un analogue catégorique de la condition qu’un
anneau quotient A/T est fini et de caractéristique inversible dans k. Notre pre-
mier théoréme principal est I’analogue fonctoriel de la décomposition tensorielle
(). Dans ce théoréeme (et dans tout larticle) le produit tensoriel de deux fonc-
teurs est défini terme a terme : (F ® G)(a) = F(a) ® G(a) et pris sur k.

Théoréme 1 (Corollaire B7). Un foncteur F de F¥(A;k) est simple si et
seulement s’il est isomorphe & un produit tensoriel

F~S®T,

ot S est un foncteur simple factorisant par une catégorie quotient A/T pour
un idéal k-cotrivial Z, et T est un foncteur simple polynomial de ]:df(A; k). De
plus, S et T sont uniquement déterminés, a isomorphisme pres.

Un cas intéressant d’application du théoréme [ est celui ou la catégorie A
ne posséde pas d’idéal k-cotrivial autre que A elle-méme. Par exemple, lorsque
A est Fp-linéaire et que k contient [F,,. Dans ce cas, le théoréme [] affirme que
tous les simples de F%¥ (A, k) sont polynomiaux.

Bien que la décomposition tensorielle (I) et le théoréme [ soient formelle-
ment similaires, les relations entre ces deux énoncés ne sont pas complétement
comprises (voir les remarques [3.8] et [AJ7] pour plus de détails).

Nous passons maintenant a un analogue fonctoriel de la décomposition ten-
sorielle (2)). 11 est bien connu que les représentations polynomiales simples des
groupes GL, (k) s’obtiennent par des constructions fonctorielles, c’est-a-dire
qu’elles sont de la forme F'(k™) ou F est un endofoncteur simple des k-espaces
vectoriels. Nous appelons foncteurs élémentaires les foncteurs F' qui sont des
quotients simples des puissances tensorielles. Nous renvoyons a la section [l et
I’appendice [B] pour des descriptions plus explicites, et mentionnons seulement
que si k est de caractéristique nulle, les foncteurs élémentaires sont les foncteurs
de Schur classiques [26, Chap. 6.1]. Si F est un foncteur élémentaire et 7 est
un foncteur additif de A vers la catégorie des k-espaces vectoriels, on note 7*F
la restriction de E' le long de 7 (c’est-a-dire le foncteur composé E o 7). Notre
deuxiéme théoréme principal est le suivant.

Théoréme 2 (Théoréme [TH). Un foncteur polynomial F de F¥(A;k) est
stmple si et seulement s’il est isomorphe a un produit tensoriel

FeniE1®---Qm Ey,

oun €N, les w; sont des foncteurs additifs simples deux a deux non isomorphes
de FU¥(A; k) et les E; sont des foncteurs élémentaires non constants. De plus,
Uentier n et les classes d’isomorphisme des E; et des m; sont uniques, d permu-
tation des facteurs pres.

Les théorémes principaux [Il et Pl sont valables pour toutes les petites catégo-
ries additives A, sans restriction. Nous illustrons nos théorémes dans trois cas
particuliers. Dans la suite, P(A) désigne la catégorie des A-modules projectifs
de type fini sur un anneau A.



1. Si A = P(Z), le foncteur 7 : P(Z) — k-Mod d’extension des scalaires
est le seul foncteur additif simple. Les foncteurs simples a valeurs de
dimensions finies sont donc les produits tensoriels S @ 7*F, ot S est un
foncteur simple factorisant par une catégorie P(Z/mZ) avec m inversible
dans k, et E est un foncteur élémentaire.

2. Si A = P(F,) et si k est un surcorps de F,, on obtient une nouvelle
démonstration d’un théoréme de Kuhn [39, Thm 5.23] et [41, Thm 7.11].

3. Pour A = A-mod, la catégorie des modules de type fini sur une k-
algébre A de dimension finie, nos théorémes montrent que les foncteurs
simples & valeurs de dimensions finies sont les produits tensoriels de la
forme 77 E1 ® -+ - @ mi Ey, ou les E; sont des foncteurs élémentaires et
les m; : A-mod — k-mod sont des foncteurs additifs simples. Ces fonc-
teurs additifs simples ont été décrits par Auslander [3], nos théorémes
permettent donc d’étendre cette description aux foncteurs simples non
additifs.

Nous décrivons maintenant quelques applications des théorémes [ et

Décomposition pour GL,(A) (A anneau fini)

Lorsque A = P(A), lévaluation sur A™ d’un foncteur de F(A;k) donne
naturellement une représentation de GL,(A). Dans le cas d’un p-anneau fini
A (c’est-a~dire un anneau fini de caractéristique une puissance de p), ol p est
la caractéristique de k, nous pouvons obtenir & partir des théorémes [I et 2] un
théoréme de décomposition tensorielle pour les groupes finis GL,,(A4). (I’énoncé
du théoréme est légérement plus précis sur la propriété d’unicité.)

Théoréme 3 (Théoréme B.9). Si k est de caractéristique p # 0, soient A un
p-anneau fini, et {S1,...,Sm} un systéme complet de A-modules simples. On
note B; un facteur de composition du (k, A)-bimodule S; ®z k.

Soit M une représentation k-linéaire de GL,(A). Alors M est simple si et
seulement si elle peut s’écrire comme un produit tensoriel

M~MPlg... g MmlBn

ou les M; sont des représentations polynomiales simples p-restreintes des groupes
GLyg,(k), oo d; = dim S; et l’exposant [Bi] signifie que Uon restreint la repré-
sentation M; le long du morphisme de groupes GLyp(A) — GLypg, (k) induit par
le morphisme A — Mg, (k) correspondant au bimodule B;. De plus, les M; sont
uniquement déterminés a tensorisation par une puissance du déterminant preés.

Lorsque A = Fy, le théoréme [3 redonne la décomposition tensorielle de
Steinberg (2)). Les méthodes de notre article donnent donc une nouvelle dé-
monstration de ce résultat fondamental. Dans le cas ot A n’est pas un corps, le
théoréme [3 semble nouveau et suggére que certains résultats bien connus pour
les groupes classiques sur un corps pourraient se généraliser au cas d’un anneau
fini. Il serait intéressant de savoir s’il existe des variantes du théoréme [ pour
les groupes orthogonaux et symplectiques.



Décomposition pour des représentations EML-polynomiales sur un
anneau commutatif

On suppose maintenant que A est un anneau commutatif, éventuellement
infini. Pour obtenir des décompositions tensorielles d’une représentation V' de
G(A), ou G désigne un monoide multiplicatif M,,, ou son sous-groupe GL,, ou
SL,, nous avons besoin d’hypothéses de régularité sur le morphisme d’action
p: G(A) — Endg (V). Nous introduisons la notion de représentation polynomiale
a la Eilenberg Mac Lane, ou plus briévement représentation EML-polynomiale,
dans la définition C’est une version affaiblie de la notion classique de re-
présentation polynomiale [29], dans laquelle on demande que p soit une fonction
polynomiale & la Eilenberg-Mac Lane (par opposition & un polynéme). Les deux
propriétés suivantes donnent un grand nombre d’exemples.

1. Toute représentation polynomiale de GL, (k) au sens classique [29] est
EML-polynomiale.

2. La notion de représentation EML-polynomiale est stable par produit ten-
soriel et par restriction le long des morphismes d’anneaux.

Si M est une représentation de G(k), on note M!?! la représentation de G(A)
obtenue par restriction de M le long du morphisme G(A) — G(k) induit par un
morphisme d’anneaux ¢ : A — k. Nous obtenons (cf. théoréme[7.20]) le théoréme
de décomposition suivant.

Théoréme 4. Soient A un anneau commutatif et M une représentation k-
linéaire de dimension finie de SL,,(A). On suppose que M est EML-polynomiale.
Alors M est simple si et seulement si elle peut s’écrire comme un produit ten-
soriel

M~M" g .. oMo

ot les M; sont des représentations polynomiales (au sens classique) simples de
SL,(k), qui sont p-restreintes si k est de caractéristique p > 0, et les ¢; : A — k
sont des morphismes d’anneaux deuzr & deux distincts.

De plus, les morphismes ¢; et les représentations M; apparaissant dans une
telle décomposition sont uniquement déterminés.

L’existence d’une décomposition de ce type est également vraie (et établie
dans ’article) en remplagant SL,, par M,, ou GL,,. En revanche, 'unicité n’est
généralement plus exacte pour GL,, sous la forme précédente, ni méme sous
celle donnée par le théoréme [B] pour un anneau fini, ¢’est pourquoi nous nous
sommes concentrés sur le cas de SL,,.

Tout comme pour le théoréme [3] il serait intéressant de savoir s’il existe des
versions du théoréme Ml pour d’autres groupes classiques.

Notons que méme lorsque A = k, il existe des représentations k-linéaires
simples de GL,(A) qui ne sont pas EML-polynomiales (par exemple une repré-
sentation fournie par un caractére ¢ : GL,,(A) — k* bien choisi, voir 'exemple
[A2). Pour de telles représentations, on ne peut pas espérer de décomposition
de Steinberg comme dans le théoréme [l ’hypothése de régularité sur les repreé-
sentations n’est donc pas superflue.

Représentations EML-polynomiales et arithmétique

La notion de polynomialité & la Eilenberg-Mac Lane utilisée dans la définition
[C I3 ne fait intervenir que la structure additive des anneaux de matrices M,,(A),



tandis que la notion de représentation concerne leur structure multiplicative. La
polynomialité & la Eilenberg-Mac Lane constitue donc une forme de propriété
arithmétique.

Le résultat arithmétique suivant fournit une illustration de cette observation.
Nous 'obtenons comme conséquence du théoréme [ ou plutdt de 'analogue pour
les représentations des monoides multiplicatifs M,,(A). Nous n’en connaissons
pas de démonstration directe.

Proposition 5 (Proposition [[.28). Soient A un anneau commutatif et K un
corps commutatif. Soit ¢ : A — K wune fonction EML-polynomiale de degré
d > 0, et multiplicative au sens ot p(xy) = p(x)p(y) pour tous x, y € A. Alors
il existe une extension finie de corps commutatifs K C L de degré au plus d! et
des morphismes d’anneauz f; : A — L, pour 1 < i <d, tels que

veed  po) =[] fil@).

De plus, les morphismes f; sont uniques a Uordre des facteurs prés (et a agran-
dissement du corps L pres).

On obtient en fait un résultat d’unicité un peu plus précis — voir la re-
marque [(.29

Application aux propriétés de finitude des catégories de foncteurs

Nous appliquons également nos théorémes principaux a ’étude de proprié-
tés de finitude des catégories F(A; k) (dans cette partie, le corps k peut étre
quelconque). Ces propriétés sont banales lorsque cette catégorie est localement
noethérienne, mais elles valent sous des hypothéses bien plus faibles et faciles a
vérifier. On rappelle qu’une catégorie abélienne est localement noethérienne si
elle posséde un ensemble de générateurs noethériens, et qu’un objet est dit fini
s’il est & la fois noethérien et artinien.

Théoréme 6 (Théoréeme [R7). Si, pour tout idéal k-cotrivial T de A, les catégo-
ries F(A/Z; k) et F((A/T)°P; k) sont localement noethériennes, alors la classe
des foncteurs finis de FY¥ (A; k) est stable par produit tensoriel.

L’hypothése de ce théoréme est en particulier vérifiee pour A = P(A), ou A
est un anneau quelconque (y compris non noethérien).

Notre sectionBls’intéresse ensuite a la propriété de présentation finie pour les
foncteurs finis, et plus généralement a la propriété pf., d’existence d’une réso-
lution projective dont tous les termes sont de type fini. Rappelons qu’un lemme
classique et important de L. Schwartz (cf. par exemple [24] proposition 10.1])
stipule que, si F est un corps fini, tout foncteur fini de F(P(F);F) possede la
propriété pfs. La démonstration, élémentaire, est indépendante des profonds
résultats de noethérianité de Putman-Sam-Snowden [50} [51] (bien postérieurs) ;
elle nécessite toutefois de fagon cruciale la finitude de F. Le lemme de Schwartz a
des implications importantes sur la comparaison cohomologique de la catégorie
F(P(F); F) et de sa sous-catégorie pleine de foncteurs analytiques, étroitement
liée a la topologie algébrique via les modules instables sur ’algébre de Steenrod
en vertu de [3I]. Notre théoréme fournit une vaste généralisation du lemme



de Schwartz, y compris dans des catégories de foncteurs non localement noethé-
riennes (si 'on s’intéresse seulement & la présentation finie, on peut affaiblir les
hypothéses — cf. théoréme R.J)). Afin d’éviter toute condition technique, nous
nous contenterons ici de donner un cas particulier du théoréme

Théoréme 7. Soit A un anneau commutatif de type fini. Tout foncteur fini de
FU(P(A); k) possede la propriété pfs dans F(P(A); k).

Ce résultat ne découle pas de propriétés formelles générales car la catégorie
F(P(A); k) n’est localement noethérienne que si A est fini (proposition 817). En
revanche, on montre que sa sous-catégorie F% (P(A); k) est localement finie, sans
aucune hypothése sur anneau A, dés lors que le corps k est de caractéristique

nulle (proposition B33).

Foncteurs simples ne prenant pas des valeurs de dimension finie

Les théorémes [ et 2 concernent les foncteurs simples prenant des valeurs de
dimension finie. Sous de fortes hypothéses de finitude sur A, tous les foncteurs
simples de F(A; k) appartiennent & F% (A; k), mais c’est loin d’étre le cas en
général. Nous discutons quelques aspects de cette question dans I’appendice [Al

Dans la section [A.Il nous donnons des exemples explicites de foncteurs
simples de F(P(L); k) (pour L un corps commutatif infini) prenant une seule
valeur non nulle de dimension finie.

Il semble en général hors de portée de décrire les foncteurs simples ne prenant
aucune valeur de dimension finie non nulle. Nous constatons toutefois, dans la
section[A.2 qu’il en existe dans un cadre général, par exemple dans F(P(A); k),
ou A est un anneau commutatif de caractéristique nulle.

Dans un souci de simplicité, nous avons fait le choix dans cet article de for-
muler nos résultats pour des foncteurs simples prenant des valeurs de dimensions
finies. Notons néanmoins que cette propriété est un cas particulier de la notion
plus générale et intrinséque d’endofinitude dans les catégories abéliennes. Nous
expliquons ce point dans la section [A3]

Remerciements. Le premier auteur remercie Ofer Gabber pour 'entretien
qu’il lui a accordé sur des questions arithmétiques reliées & ce travail, ainsi que
Henning Krause pour ’avoir initié & la notion d’endofinitude.

Les auteurs ont bénéficié du soutien partiel de ’Agence Nationale de la
Recherche, via le projet ANR ChroK [ANR-16-CE40-0003] et le labex CEMPI
[ANR-11-LABX-0007-01]. Ils ne soutiennent pas pour autant I’ANR, dont ils
revendiquent la restitution des moyens aux laboratoires sous forme de crédits
récurrents.

Table des matiéres




2 Produi el T ] laires 14

3 De ™ telle elobald 17
[3.1 Deéfinitions et énoncéd . . . . . ... 17

3.2 Démonstration du théoréme @ ................... 19
4 De ™ el imaird 25

5 De "™ ielle d — I : | o7
[5.1 Deéfinitions et énoncéd . . . . . . .. 27

5.2 Démonstration du théoréme m ................... 28

6 Simples de F(A. K) pour A anneau fini 32

(6.1 _Décompositions tensorielles des foncteurs simpled . . . . . . . . . 32

6.3 Application aux qrou%éﬁ ;ig;iﬁé Elﬁiﬁ

7.2 Forme générale du corollaire Al . . . ... .. ... . ... ... 41

[7.3  Simples polvnomiaux de F(A, K) (A commutatif) . .. ... .. 42

[7.4 _Applications aux représentations polynomialed . . . . . .. ... 43

8.2 Rappels sur les propriétés de finitudd . . . . ... 53
18 Propriétés de finitude des idéaux K-cotriviauxt . . . . . . . . . . 55
18.4 a_propriété localement finie dan (A K) ..o 59

od ensoriel de foncte de longueur finid . . . .. ... .. 62

Conventions. Dans tout ’article, on désigne par :
e A une petite catégorie additive;
e £ une catégorie de Grothendieck;
e K un corps commutatif;
o K[M] la K-algébre d’un monoide (ou d’un groupe) M, de sorte
que les K[M]-modules s’identifient aux représentations K-linéaires
de M.
Sauf mention explicite du contraire, les produits tensoriels de base
non spécifiée sont pris sur K.



1 Rappels sur les catégories de foncteurs

1.1 Catégories de Grothendieck

La plupart des catégories abéliennes considérées dans cet article seront des
catégories de Grothendieck a l'instar des catégories considérées dans [27], c’est-
a-dire des catégories abéliennes avec sommes arbitraires, colimites filtrantes
exactes et un générateur. Le générateur assure en particulier que les sous-objets
d’un objet donné forment un ensemble. La catégorie A-Mod des modules a
gauche sur un anneau A est un exemple de catégorie de Grothendieck.

Un objet s de la catégorie de Grothendieck £ est simple s’il est non nul
et n’admet aucun sous-objet trivial. L’anneau des endomorphismes Endg(s)
est alors un corps (généralement non commutatif). Les classes d’isomorphisme
d’objets simples de £ forment un ensemble, qu’on notera Irr(£). Un objet de
& est dit semi-simple s’il est somme directe d’une famille d’objets simples de
E. 1l est dit semi-simple isotypique de type s s’il est somme directe de copies
d’un objet simple s. Les propriétés des objets semi-simples de £ sont analogues
a celles des objets semi-simples dans les catégories de modules. Pour plus de
détails nous renvoyons a [9, §4], qui traite de catégories de modules, mais dont
les démonstrations valent en fait dans toute catégorie de Grothendieck.

Un objet x de £ est de type fini si toute famille de sous-objets de z, filtrante
croissante pour l'inclusion et de réunion x, contient z. De maniére équivalente,
le foncteur £(x, —) commute aux colimites filtrantes de monomorphismes. Un
objet de type fini non nul posséde toujours un quotient simple. Dualement, un
objet x est de type cofini si toute famille de sous-objets, filtrante décroissante
pour linclusion et d’intersection nulle, contient ’objet nul. Un objet de type
cofini non nul posséde toujours un sous-objet simple.

1.2 Catégories de foncteurs

Soient C et D deux catégories, avec C petite (ou essentiellement petite). On
note Fct(C, D) la catégorie des foncteurs de C vers D, les morphismes étant les
transformations naturelles. On note ®* : Fct(C', D) — Fet(C, D) le foncteur de
précomposition par un foncteur ® : C — C'.

Si D posseéde des limites ou des colimites, il en est de méme pour Fet(C, D),
ot elles se calculent au but. En particulier, si D est abélienne (resp. avec colimites
filtrantes exactes), il en est de méme pour Fct(C, D). Pour une catégorie D avec
sommes arbitraires, M un objet de D et E un ensemble, on note M[E] la somme
de copies de M indexées par E. Une variation classique autour du lemme de
Yoneda donne une bijection :

Fet(C, D)(M[C(t, )], F) ~ D(M, F(t))

naturelle en les objets M, t et F de D, C et Fct(C, D) respectivement. Il en
résulte que si M est un objet générateur (resp. projectif) de D, alors les foncteurs
MIC(t,—)] engendrent (resp. sont projectifs dans) Fct(C, D) lorsque ¢ parcourt
un squelette de C. Dualement, si D posséde des produits, on note M¥ le produit
de copies de M indexées par E, et on a une bijection naturelle en M, t et F :

Fct(C,D)(F, M¢—) ~ D(F(t), M) .



En particulier, si M est un cogénérateur injectif de D, alors les foncteurs M€(—t)
forment un ensemble de cogénérateurs injectifs de Fct(C, D). Ces considérations
impliquent la proposition classique suivante.

Proposition 1.1. Si D est une catégorie de Grothendieck (resp. une catégorie
abélienne avec assez de projectifs, resp. avec assez d’injectifs) alors Fct(C,D)
est une catégorie de Grothendieck (resp. une catégorie abélienne avec assez de
projectifs, resp. avec assez d’injectifs).

Si S est un ensemble d’objets de C, on dit que S est un support (resp.
co-support) d'un foncteur F' : C — £ si ce foncteur est isomorphe & un quotient
(resp. sous-foncteur) d’une somme directe (resp. d’un produit) de foncteurs du
type M[C(s,—)] (resp. MC€(=*)) ot M est un objet de £ et s un élément de S.

Si k est un anneau, on note F(C; k) la catégorie Fct(C, k-Mod). C’est une
catégorie de Grothendieck dont un générateur projectif est donné par la somme
des foncteurs P}(—) = k[C(t,—)], qui représentent 'évaluation en ¢, et qu’on
appelle projectifs standard. Un foncteur est de type fini si et seulement s’il est
quotient d’une somme finie de projectifs standard.

Si A est un anneau, on note P(A) la sous-catégorie pleine de A-Mod des A-
modules projectifs de type fini. La catégorie F(P(A); k) sera notée simplement
F(A, k) ; certains de nos énoncés ne vaudront que dans ce cadre.

Si k est un corps, on note F¥ (C; k) (resp. F¥ (A, k)) la sous-catégorie pleine
de F(C;k) (resp. F(A,k)) des foncteurs prenant des valeurs de dimension finie
sur k. La plupart de nos résultats ne traiteront que de tels foncteurs.

1.3 Prolongements intermédiaires

La propriété classique suivante peut se trouver dans [7, prop. 3.4.1 et 3.4.2].
Notre terminologie de foncteur réflexif s’inspire de [7, déf. 3.5.2].

Proposition et définition 1.2. Soient C et C' deux catégories et F : C — C’
un foncteur. On suppose que F posséde un adjoint & gauche G et un adjoint a
droite H.

Les assertions suivantes sont alors équivalentes :

1. Dunité Ider — F'G est un isomorphisme ;
2. la cotinité FH — Ider est un isomorphisme.

Lorsqu’elles sont vérifiées, on dira que F est réflexif.

La définition suivante provient de la théorie des recollements, qui est sous-
jacente & ce paragraphe et & d’autres considérations de ’article, mais nous n’au-
rons explicitement besoin que de la notion de prolongement intermédiaire. Les
recollements et prolongements intermédiaires ont d’abord été introduits dans le
cadre des catégories triangulées dans [6]. Pour le contexte abélien, notamment
de catégories de foncteurs, nous nous référons a [39)].

Définition 1.3. Soient D, D’ des catégories abéliennes et F' : D — D’ un
foncteur réflexif. On note G et H les adjoints & gauche et & droite respectivement
de F. On appelle prolongement intermédiaire associé a F' le foncteur D' — D
image de la transformation naturelle G — H dont l'adjointe Idp: — F'H est
Iinverse de la coiinité.

1. Pour davantage de rappels sur cette notion, notamment une présentation plus concep-
tuelle en termes d’extensions de Kan, on pourra par exemple consulter [16] §2.3].
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Pour les propriétés élémentaires suivantes, on renvoie par exemple a [39, § 4].

Proposition 1.4. Soient F : D — D' un foncteur réflexif entre catégories
abéliennes et T : D' — D le prolongement intermédiaire associé.

1. L’image par le foncteur F' d’un objet simple de D est soit nulle, soit
simple dans D'.

2. L’endofoncteur FT de D' est isomorphe a l'identité.

3. Le foncteur T est pleinement fidéle. Il est additif et préserve les mono-
morphismes et les épimorphismes.

4. Le foncteur T envoie un objet simple de D' sur un objet simple de D.
De plus, deux objets simples non isomorphes ont des images par T non
isomorphes.

L’une des classes de prolongements intermédiaires les plus importantes dans
la théorie des catégories de foncteurs est celle provenant de la proposition sui-
vante, qui constitue un cas particulier de |7, proposition 3.7.3].

Proposition 1.5. Soient C une petite catégorie et D une sous-catégorie pleine
de C. Le foncteur de restriction Fct(C,E) — Fct(D, &) est réflexif.

Si D est une sous-catégorie a un objet, on déduit de la proposition [[4] :

Corollaire 1.6. Soient C une petite catégorie, t un objet de C et k un anneau.
Alors le foncteur F(C; k) — k[Endc(t)]-Mod d’évaluation en t envoie un objet
simple F sur un objet nul ou simple, qui a alors le méme corps d’endomor-
phismes que F'.

1.4 Foncteurs polynomiaux

Dans cet article nous ne traitons que des foncteurs polynomiaux sur une
petite catégorie additive, cadre classique remontant & Eilenberg-Mac Lane [20,
chapitre II]. Soit D une catégorie abélienne.

Foncteurs additifs On rappelle qu'un foncteur F' : A — D est additif s’il
vérifie I'une des conditions équivalentes suivantes :
1. pour tout couple (s,t) d’objets de A, la fonction A(s,t) — D(F(s), F(t))
induite par F' est additive;

2. On a F(0) = 0 et pour tout couple (s,t) d’objets de A le morphisme
canonique F(s @ t) — F(s) @ F(t) de D est un monomorphisme;;

3. pour tout couple (s,t) d’objets de A, le morphisme canonique F(s®t) —
F(s) ® F(t) est un isomorphisme

4. pour tout couple (s,t) d’objets de A, le morphisme canonique F(s) @
F(t) —» F(s ®t) est un isomorphisme.

On note Add(A, D) la sous-catégorie pleine de Fct(A, D) formée des fonc-
teurs additifs. C’en est une sous-catégorie épaisse, stable par limites et colimites.
On notera Add(A4; k) pour Add(A, k-Mod), lorsque k est un anneau. La pro-
priété élémentaire suivante est classique [19, 62].
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Proposition 1.7. Soient A et k deux anneaux. L’évaluation en A induit une
équivalence de catégories

Add(P(A);k) = (A ®z k)-Mod

dont un quasi-inverse est donné par la tensorisation au-dessus de A avec un

(k, A)-bimodule.

Fonctions polynomiales entre groupes abéliens Soient V et E des groupes
abéliens, f : V — E une fonction et n € NU{—1}. La n-éme déviation de f |20,
§8]|§ est la fonction 6, (f) : V" — E définie par

on(f)ar,..van) = > (=) M f(ar)

Ic{1,....n}

ou |I| désigne le cardinal de l'ensemble I et a; := > a;. On dit que f est une
il
fonction polynomiale de degré au plus n si la fonction d,41(f) est identiquement
nulle (ce qui implique que les déviations d;(f) sont également nulles pour i >
n—+1). Les fonctions polynomiales (resp. les fonctions polynomiales de degré au
plus n) forment un sous-groupe noté Pol(V, W) (resp. Pol,(V,W)) du groupe
abélien des fonctions V' — W. Pour une étude systématique de ces fonctions
polynomiales, on pourra consulter Passi [46, chap. V].

Effets croisés Soit n un entier strictement positif. Le n-éme effet croisé est
le foncteur cry, : Fct(A, D) — Fct(A™, D) défini par

n

ern(F)(t . tn) = Ker (F(EDt:) - éF(@tﬂ'))

i=1 i=1 i

(morphismes induits par les projections canoniques). Le multifoncteur en n va-

riables cry, (F') est symétrique au sens ou I'on dispose d’isomorphismes cr,, (F)(t1, . . .

e (F)(to(1y, - - - to(n)) POUr toute permutation o de {1,...,n}, isomorphismes
vérifiant les propriétés de naturalité appropriées. On a une décomposition na-
turelle [20, théoréme 9.1] :

F(E_nBlt)z B ralF)ty, - t5).

1<j1 < <ga<n

Foncteurs polynomiaux Un foncteur F' de Fct(A, D) est polynomial de de-
gré au plus n s’il vérifie les conditions suivantes, qui sont équivalentes d’aprés
[20, Théoréme 9.11] :
1. pour tout couple (s,t) d’objets de A, la fonction A(s,t) — D(F(s), F(t))
induite par F' est polynomiale de degré au plus n;
2. erpe1(F) =0.

2. Nous ne suivons pas I'indexation d’Eilenberg et Mac Lane pour les déviations (et plus
tard, les effets croisés) : ce que nous nommons n-éme déviation (resp. effet croisé) correspond
a leur (n — 1)-éme déviation (resp. effet croisé). Cela nous permet de nous conformer aux
conventions les plus courantes pour les effets croisés.
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Un foncteur F' est de degré n s’il est de degré au plus n et si cr, F' # 0.

Ezxemple 1.8. Les foncteurs constants sont les foncteurs polynomiaux de degré
au plus 0. Les foncteurs additifs sont les foncteurs polynomiaux de degré au plus
1 et nuls sur I'objet nul.

On note Pol, (A, D) la sous-catégorie pleine de Fct(A, D) dont les objets
sont les foncteurs polynomiaux de degré au plus n. C’est une sous-catégorie
épaisse, stable par limites et colimites. Si ® : A — B est un foncteur additif
entre catégories additives essentiellement petites, le foncteur de précomposition
®* envoie Pol,, (B, D) dans Pol, (A, D).

Le role fondamental des fonctions additives (resp. foncteurs additifs) est mis
en évidence par les propositions suivantes, qui découlent de ce que la derniére
déviation (resp. le dernier effet croisé¢) non nul(le) d’une fonction (resp. d’un
foncteur) est additive (resp. additif) par rapport a chaque variable.

Proposition 1.9. Soient U etV deux groupes abéliens. Les assertions suivantes
sont équivalentes.
1. Le groupe abélien Ab(U,V) est réduit a 0.

2. Toute fonction polynomiale de U dans V' est constante.

Proposition 1.10. Les assertions suivantes sont équivalentes.
1. La catégorie Add(A, D) est réduite a 0.
2. Tout foncteur polynomial A — D est constant.
Si D = k-Mod pour un anneau k, ces assertions équivalent aussi aux suivantes :
1. A(x,y) @z k = 0 pour tous objets x et y de A;
2. Endy(x) ®z k = 0 pour tout objet x de A.

Effets croisés comme adjoints, et produits tensoriels Soit F"*¢(A"; K)
la catégorie pleine de F(A™; K) dont les objets sont les foncteurs multiréduits
(c’est-a-dire les foncteurs F' tels que F(aq,...,a,) = 0 dés que I'un des a; est
nul). Cette catégorie est reliée & F(A; K) par la paire de foncteurs suivante,
ou cry, est le n-éme effet croisé, et A* est la précomposition par le foncteur
diagonale A : A — A", c’est-a-dire A*F(z) = F(x,...,x) :

crn F(A K) S Fred(A™ K) - A"

Proposition 1.11. Le foncteur cry, est adjoint au foncteur A* des deux cotés.
On a donc des isomorphismes naturels :

F(A; K)(A*F,G) ~ F4(A™; K)(F, cr,G)

F(A; K) (G, A*F) = FY A" K)(crnG, F) .
Nous utiliserons souvent la proposition[[.T1] qui découle de I’adjonction entre
somme et diagonale, lorsque Fi, ..., F,, sont des foncteurs réduits (c’est-a-dire
nuls sur lobjet nul) et que F' = F; K- -- X F), est leur produit tensoriel externe,

défini par (FAK- - -XF,)(a1,...,a,) = F1(a1)® - -®@F,(a,). Dans ce cas, A*F est
égal au produit tensoriel des F;, défini par (F1®---®F,)(a) = F1(a)®- - -QF,(a).
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2 Produits tensoriels et extension des scalaires

Dans cette section, nous étendons aux catégories de foncteurs générales des
résultats classiques sur les représentations simples des produits tensoriels d’al-
gébres, pour lesquels on pourra se référer a [9] §12].

Dans toute la section, C et C’ désignent deux petites catégories. On rappelle
que K désigne un corps commutatif. Etant donnés un foncteur F de F(C; K)
et un foncteur G de F(C’; K) on note F' X G le foncteur de F(C x C'; K) tel
que (F X G)(e,d) := F(c) ® G(¢'), les produits tensoriels étant pris comme
d’habitude sur K.

Proposition 2.1. Soit S un objet simple de F(C; K). Les conditions suivantes
sont équivalentes.

1. Le morphisme canonique K — Endrc,x)(S) est un isomorphisme.

2. Pour toute petite catégorie C' et tout couple F, G d’objets de F(C'; K), le
produit tensoriel par Idg induit un isomorphisme :

F(C;K)(F,G) 255 F(ex ¢ K) (SR F,SKG).

3. Pour toute petite catégorie C' et tout foncteur simple T de F(C'; K), le
produit tensoriel ST est un foncteur simple de F(C x C'; K).

4. Pour toute extension L de K, S ®k L est un objet simple de F(C;L).

Démonstration. [[)=@B). Via l'isomorphisme canonique de catégories F(C x
C';K) ~ Fet(C', F(C; K)), le foncteur S W T prend ses valeurs dans la sous-
catégorie pleine S de F(C; K) constituée des foncteurs semi-simples isotypiques
de type S. Comme celle-ci est stable par sous-quotients, il suffit de montrer que
le foncteur qu’on obtient en voyant SXT comme objet de Fct(C’, S) est simple.
Mais S est équivalente (via Hom(S, —)) a la catégorie des espaces vectoriels sur
K, et via cette équivalence, S KT s’identifie au foncteur T' de F(C'; K), qui est
par hypothése simple, d’ot la simplicité de S X T'.

B)=[) : soit C’' la catégorie a un objet associée au monoide multiplicatif
L, sous-jacent a L. La catégorie F(C; L) s’identifie & la sous-catégorie pleine,
qui est stable par sous-quotient (donc préserve la simplicité), de F(C x C'; K)
constituée des foncteurs sur lesquels les éléments de K a la source (vus comme
fleches de C’) agissent par ’homothétie correspondante au but et sur lesquels
l’action de L a la source est additive, d’oit le résultat en prenant pour T le
K[L,]-module simple L.

@)= : pour toute extension L de K, le foncteur S @k L prend na-
turellement ses valeurs dans les modules & gauche libres sur 'anneau Ay :=
End(S) ® xk L. Comme par hypothése S ®x L est simple dans F(C; L), on en
déduit que tout élément non nul de Ay, définit un automorphisme de ce foncteur.
Comme une homothétie sur un module libre non nul ne peut étre inversible que
si son rapport est, on en déduit que Ay, est un corps. Supposons que End(S)
contienne strictement K et considérons un élément & € End(S) \ K : si £ est
algébrique sur K, Ay, n’est pas un corps si I’on prend pour L un corps de rup-
ture d’un polyndme irréductible sur K annulant £, ce qui est absurde. Si £ est
transcendant, Ag(,) n’est pas un corps car son élément non nul E® 1 —-1®x
n’est pas inversible. On en déduit donc End(S) = K.

L’implication )= (T est évidente (prendre pour C’ la catégorie & un seul
morphisme), et I'implication réciproque s’établit comme ()= (3). O
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Définition 2.2. Un foncteur simple est absolument simple lorsqu’il vérifie les
conditions équivalentes de la proposition [Z.11

Proposition 2.3. 1. St K est algébriquement clos, alors tout foncteur simple
de F(C; K) a valeurs de dimension finie (ou, plus généralement, prenant
au moins une valeur de dimension finie non nulle) est absolument simple.

2. Si pour tout objet a de C, l’ensemble C(a,a) est fini, et si K contient
toutes les racines de l'unité, alors tout foncteur simple de F(C; K) est
absolument simple.

Démonstration. Soit F' un foncteur simple de F(C; K) tel qu’il existe un objet ¢
de C tel que F(t) soit non nul et de dimension finie. Alors End(F’) est un sous-
espace vectoriel de F'(t), car F est un quotient de Pct (on a une fleche non nulle
Pt — F et F est simple), donc est de dimension finie sur K. Par conséquent, si
K est algébriquement clos, End(F') est nécessairement réduit a K.
Démontrons la deuxiéme assertion. Si F' est simple et F(t) # 0 alors F(t)
est un K[End¢(t)]-module simple qui a méme corps d’endomorphismes que F,
d’aprés le corollaire .6l Il suffit donc de vérifier que si M est un monoide fini, S
un K[M]-module simple et K contient les racines de 'unité, alors End(S) ~ K.
Si le monoide M est un groupe, il s’agit d’un corollaire classique du théo-
réme d’induction de Brauer (voir par exemple [I3, Theorem 17.1]). Le cas d’un
monoide fini quelconque s’y rameéne (voir par exemple [54] théoréme 5.5]). O

Remarque 2.4. La premiére propriété tombe en défaut si I’on omet I’hypothése
des valeurs de dimension finie. C’est déja vrai pour des algebres : si K est un
corps algébriquement clos et A une K-algébre, il peut exister des A-modules
simples dont le corps des endomorphismes est strictement plus gros que K.
N’importe quelle extension stricte du corps K fournit un tel A!

Il nous sera parfois utile de ramener ’étude de foncteurs simples a celle de
foncteurs absolument simples, vu les bonnes propriétés dont jouissent ces der-
niers. On peut le faire, au prix d’une extension finie des scalaires et de dévissages,
par l'intermédiaire de la propriété suivante.

Proposition 2.5. Soit S un foncteur simple de F¥ (C; K). Il existe une exten-
sion finie de corps commutatifs K C L telle que le foncteur S @ x L de F(C; L)
posséde une filtration finie dont les sous-quotients sont absolument simples.

Démonstration. Comme S est & valeurs de dimension finie, le corps End(S) est
de dimension finie sur K et donc a fortiori sur son centre Z. Soit L un corps
neutralisant — cf. [9, §15.3] — de End(S) (sur Z) : ¢’est une extension finie de
Z et donc de K telle que End(S) ®z L ~ M,,(L) comme L-algébres pour un
certain entier n > 0. Par conséquent, S ®z L est la somme directe de n copies
d’un foncteur absolument simple de F(C; L).

Quitte & remplacer L par une extension finie, on peut supposer que K C L
est une extension normale. Alors S ® ¢ L posséde une filtration de longueur au
plus rn, ou r est le degré de Z sur K, dont les sous-quotients sont absolument
simples. [l

La proposition [Z6] est une variante fonctorielle de [9] § 12.1, proposition 2].

Proposition 2.6. Soit F' un foncteur simple de F(C x C'; K). On suppose qu’il
existe un objet (x,y) de C x C’ tel que F(x,y) soit de dimension finie non nulle
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sur K. Alors il existe des foncteurs simples S de F(C;K) et T de F(C'; K),
uniques a isomorphisme pres, tels que F' soit isomorphe a un quotient de SXT'.

Démonstration. Si S et T existent, alors pour tous les objets ¢ de C et u de C’,
le foncteur F'(t,—), resp. F'(—,u) est semi-simple isotypique de type S, resp. T
Ceci prouve 'unicité de S et T. Montrons leur existence.

Notons que {(z,y)} est un support et un co-support de F. Il s’ensuit que
{z} (resp. {y}) est un support et un co-support de F(—,u) (resp. F (¢, —)) pour
tout objet w de C’ (resp. t de C). Soit M un K [Ende(x)]-module simple contenu
dans F'(x,y) (il en existe car F(z,y) est de dimension finie non nulle sur K) :
alors F'(—,y) contient le foncteur simple S de F(C; K) obtenu en appliquant a
M le prolongement intermédiaire associé a la restriction de C & sa sous-catégorie
pleine constituée du seul objet t (cf. propositions et [[4)), car le foncteur de
prolongement intermédiaire préserve les monomorphismes, et I’hypothése qu’un
ensemble d’objets d’un foncteur en constitue un support et un co-support est
équivalente a dire que ce foncteur s’identifie au prolongement intermédiaire de
sa restriction & la sous-catégorie pleine déterminée par cet ensemble.

Ainsi, vu comme objet de Fet(C', F(C; K))(~ F(C x C’;K)), F prend une
valeur contenant un objet simple S de F(C;K). La simplicité de F' montre
alors que toutes les valeurs de ce foncteur sont des objets semi-simples isoty-
piques de type S dans F(C; K), puisque {y} constitue un support de F' (vu dans
Fct(C', F(C; K))). On obtient de méme un simple T' de F(C’; K) tel que F(c, —)
soit un foncteur semi-simple isotypique de type T pour tout objet ¢ de C.

Pour voir que F' est un quotient de S X T, on raisonne comme au début de
la démonstration de la proposition 2] : la sous-catégorie S de Fet(C, K) des
foncteurs semi-simples isotypiques de type S est équivalente a End(S)°P-Mod.

11 existe donc un foncteur simple 7" de F(C’, End(S)°?) tel que F' ~ S d%) T
En op

L’image de T" dans F(C’; K) (par le foncteur de restriction des scalaires au but)
contient manifestement 7', de sorte qu’on dispose dans F(C'; End(S)°?) d’un
épimorphisme T ® g End(S) — T, d’ot un épimorphisme SX T — F. O

Remarque 2.7. Le résultat tombe en général en défaut si I'on omet I’hypothese
d’une valeur de dimension finie. La encore, c¢’est un probléme d’algébres : soient
ATalgébre de polynomes K[z] et B I’algébre de polynomes K|t p], ot les indéter-
minées tp sont indexées par les polynomes irréductibles unitaires P de K[X].
On fait du corps K(z) un A ® B-module via les morphismes de K-algébres
K[z] — K(z) (inclusion canonique) et K[tp] — K (z) envoyant tp sur 1/P. Ce
module est simple car le morphisme A ® B — K(z) ainsi défini est surjectif.
Mais K (z) ne contient aucun K [z]-module simple !

Corollaire 2.8. Supposons que tous les simples de F¥(C; K) sont absolument
simples (voir la proposition[Z.3 pour des conditions suffisantes concretes). Alors
les simples de F¥(C x C'; K) sont les bifoncteurs de la forme SR T ou S et
T sont des simples de F¥(C; K) et F¥(C'; K) respectivement. De plus, deus
simples ST et 8" XRT’ sont isomorphes si et seulement si S ~ S’ et T ~T".

Afin de manier commodément ces notions liées & ’extension des scalaires au
but des catégories de foncteurs, nous introduisons une terminologie directement
inspirée (au vu de la proposition [[7]) de la théorie classique des représentations.
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Définition 2.9. Nous dirons que K est un corps de décomposition (resp. corps
de décomposition non additif ) de la catégorie A si tout foncteur simple a valeurs
de dimension finie de Add(A; K) (resp. F¥(A; K)) est absolument simple.

Si A est un anneau, K est un corps de décomposition de la catégorie P(A)
si et seulement si K est un corps de décomposition (splitting field en anglais)
de la K-algébre A°? ®7 K au sens usuel de la théorie des représentations (ou
Pon suppose souvent cette K-algébre de dimension finie — cf. par exemple [13]
§7.B]), en vertu de la proposition [[71

Exemple 2.10. 1. La proposition 23] montre qu’un corps commutatif algé-
briquement clos est un corps de décomposition non additif d’'une petite
catégorie additive arbitraire.

2. Cette méme proposition montre qu'un corps commutatif contenant toutes
les racines de 1'unité est un corps de décomposition non additif de toute
petite catégorie additive A telle que A(a, a) soit fini pour tout a € Ob A.

3. Si k est un corps fini, tout surcorps commutatif de & est un corps de
décomposition de P (k). Tout corps commutatif est un corps de décom-
position de P(Z) et de P(Q).

Remarque 2.11. Une grande partie des résultats de changement de base de
cette section s’étend (avec les mémes démonstrations) a la situation plus intrin-
séque suivante : soient D une catégorie abélienne k-linéaire (ol k est un anneau
commutatif) et A une k-algébre. Les objets  de D munis d’une action de A
(c’est-a-dire d’un morphisme de k-algébres A — Endg(x)) forment une catégo-
rie abélienne Dr, qui est une catégorie de Grothendieck si c’est le cas de D.
On dispose d’un foncteur d’extension des scalaires D — Dy, qui est adjoint &
gauche au foncteur d’oubli.

Le lien avec la situation considérée dans cette section provient de ’observa-
tion suivante. Si C (resp. .A) est une petite catégorie (resp. une petite catégorie
additive), la catégorie F(C;k)r (resp. Add(A;k)L) est équivalente & F(C; L)
(resp. Add(A; L)), et les foncteurs d’oubli et d’extension des scalaires au sens
abstrait précédent s’identifient & ceux considérés auparavant entre catégories de
foncteurs.

3 Deécomposition tensorielle globale

3.1 Définitions et énoncés

On rappelle (cf. Mitchell [44] § 3, p. 18], Street [57]) qu’un idéal Z d’une petite
catégorie additive A est un sous-foncteur de Homy4 : A% x A — Ab. Autre-
ment dit, Z consiste en la donnée de sous-groupes Z(z,y) de A(z,y) stables par
composition & droite et & gauche par des morphismes quelconques. Un tel idéal
détermine une catégorie additive A/Z ayant les mémes objets que A et dont
les morphismes sont donnés par (A/Z)(x,y) := A(z,y)/Z(z,y), la composition
étant induite par celle de A. On dispose ainsi d’un foncteur additif canonique
plein et essentiellement surjectif (c’est l'identité sur les objets) nz : A — A/Z.
Réciproquement, tout foncteur additif depuis A détermine un idéal en considé-
rant les noyaux des morphismes induits entre groupes abéliens de fléches. Nous
noterons parfois simplement Z <A pour signifier que Z est un idéal de A.

La condition suivante apparaitra de fagon récurrente dans le présent article.
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Définition 3.1. Soit Z un idéal de A. Nous dirons que Z est K-cotrivial si,
pour tous objets x et y de A, les conditions suivantes sont vérifiées :

1. le groupe abélien A(x,y)/Z(x,y) est fini;
2. le groupe abélien K ®z A(z,y)/Z(x,y) est nul.

Ezxemple 3.2. Dans un certain nombre de situations courantes, A ne posséde pas
d’autre idéal K-cotrivial que A. C’est notamment le cas si la catégorie additive
A est linéaire sur un corps L, si L est infini ou que car(L) = car(K).

Ezxemple 3.3. Les idéaux bilatéres d’'un anneau A sont en bijection avec les
idéaux de la catégorie P(A). La bijection envoie un idéal I sur le foncteur
I.Homp4). Elle induit une bijection entre les idéaux bilateres I de A tels que
A/I est fini et K ®z A/I est nul (que nous appellerons également idéauzr K-
cotriviauz de A) et les idéaux K-cotriviaux de P(A).

L’énoncé et la démonstration du théoréme suivant s’inspirent de résultats de
Steinberg [56] théorémes 6 et 8] mentionnés dans l'introduction. On y emploie
la notation suivante. Pour Z < A, on désigne par

’L/JIZA%A/IXA

le foncteur dont les composantes sont la projection canonique 7z : A — A/Z et
I'identité A — A. Si J <A est contenu dans Z, on désigne par pz s le foncteur
canonique A/J x A — A/Z x A (produit de la projection A/J — A/T et de
l'identité de A).

Théoréme 3.4. 1. Soit F un foncteur de type fini et de type cofini de
FU(A; K). 11 existe un idéal K -cotrivial T<A et B : A/Tx A — K-Mod
tels que :

(a) le foncteur B est polynomial par rapport a la deuziéme variable, ¢’est-
a-dire que pour tout x, B(x, —) est un foncteur polynomial de F(A; K) ;
(b) F ~ Bo1z.

2. De plus, siT<A et J<A sont K -cotriviauz et si B : AJTx A — K-Mod
et B : A/J x A — K-Mod sont polynomiauz par rapport & la deuxiéme
vartable, alors les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) BO’L/JIQB/O’lpJ;
(b) il existe K <A, K-cotrivial, contenu dans T et J, tel que B o pz i ~
B'opgx dans F(A/K x A; K).
3. Enfin, si T <A est K-cotrivial et que B : A/T x A — K-Mod est

polynomial par rapport & la deuxiéeme variable, alors B est simple si et
seulement si B oz est un foncteur simple de F(A; K).

On obtient en particulier le résultat suivant, qui s’applique aux situations
de 'exemple :

Corollaire 3.5. Si A est le seul idéal K -cotrivial de A, alors tout foncteur
simple de F¥(A; K) est polynomial.

Ezxemple 3.6. Si k est un corps infini, tout foncteur simple de F% (k, K) est
polynomial. En particulier, si car(k) # car(K), le foncteur constant K est le seul
foncteur simple de F¥ (k, K), et F¥ (k, K) est réduite aux foncteurs constants.
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Steinberg [56, theorem p. 343] a montré que toute représentation complexe
de dimension finie d’un groupe SL,(Q) (pour n € N) est polynomiale : la
polynomialité des foncteurs simples de F% (Q, C) est a4 mettre en paralléle de ce
résultat.

Corollaire 3.7. Si K contient toutes les racines de 'unité, alors un objet de
fdf(A; K) est simple si et seulement s’il est isomorphe & un produit tensoriel
75(S)®T, ou T est un idéal K -cotrivial de A, S est un simple de F¥ (A/ZL; K)
et T est un simple polynomial de F¥ (A; K).

De plus, deuz simples n7(S) @ T et % (S") @ T" sont isomorphes si et seule-
ment si on a des isomorphismes T ~T" et n7(S) ~ % (S').

Démonstration. D’aprés le corollaire 2.8 si Z est K-cotrivial et K a toutes les
racines de l'unité, les simples de F¥(A/T x A; K) sont les bifoncteurs de la
forme ST avec S et T simples (uniquement déterminés & isomorphisme prés).
De plus, un tel simple est polynomial en la deuxiéme variable si et seulement si
T est polynomial. Le résultat découle alors directement du théoréme 3.4 [l

Remarque 3.8. Lorsque A = P(A), un foncteur donne par évaluation sur chaque
A™ une représentation de GL,(A), et on peut donc penser F(A, K) comme un
avatar des représentations K-linéaires de GLo(A). Avec ce point de vue, le
corollaire B7] pour A = P(A) est formellement analogue a la décomposition
tensorielle de Steinberg [56] (la formule (1) de 'introduction de notre article)
ou aux résultats similaires de Bass-Milnor-Serre [4]. Cependant, contrairement
a ces résultats, le corollaire B.7] ne requiert aucune hypothése sur 'anneau A.
Ceci est rapprocher de phénoménes de « stabilisation » classiques : il est plus
facile de donner une présentation du groupe G Lo (A) que des groupes GL,,(A),
n < oo. Il ne semble donc pas qu’on puisse déduire directement les résultats
de [56, @] de ceux pour F(A, K) ou inversement. A cet égard, la situation est
différente de l'article [30] on Harman utilise les résultats de [4] pour obtenir
des résultats de structure sur des catégories de foncteurs dont la source sont les
groupes abéliens, mais avec des morphismes modifiés (monomorphismes munis
d’un scindement).

3.2 Démonstration du théoréme [3.4]
Pour f € A(z,y), on note u[f] (la lettre v est mise pour unipotent) 'auto-

1
Fo1

immeédiat, énumeére les propriétés des morphismes u[f] dont nous aurons besoin.

morphisme de x @ y donné matriciellement par ( ) Le lemme suivant,

Lemme 3.9. Soient x, y, z des objets de A, f, f' € A(xz,y) et g € Ay, z).
1. On a u[flulf’] = u[f'ulf] = ulf + f'].

2. On a des diagrammes commutatifs dans A :

z@y#x@y R xr Dz ulo/] Dz
m@gl lﬂc@g fGBZl lfﬂﬁz
rPHz———ax D2 Pz——myDz
o] Y agl Y
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3. Notons p(f,g9) : c Dy ®dz — x ® z le morphisme dont les composantes
r — x et z — z sont les identités, la composante y — z est g et les autres
composantes sont nulles. Alors p(f,g) est un épimorphisme scindé, et le
diagramme suivant commute :

x@y@z%x@z

U[f]®2l lU[gf]

rOYPbz——————=x D2
»(£,9)

4. Notons i(f,g) : x ®y ® z — x ® z le morphisme dont les composantes
r — x et z — z sont les identités, la composante x — y est f et les autres
composantes sont nulles. Alors i(f,g) est un monomorphisme scindé, et
le diagramme suivant commute :

x@z&x@y@z

U[gf]t J{Iﬂﬁu[g]

rTPz————=1rDYDd2

i(f.9)

Le lemme suivant est la clé de la démonstration du théoréme [3.41

Lemme 3.10. Soit F un objet de F¥(A; K). On suppose que F est de type fini
ou de type cofini. Alors il existe un idéal K-cotrivial T de A tel que, pour tous
objets x ety de A, la fonction

A(z,y) — Homg (F(x), F(y))
qu’induit F' soit la composée de ’application linéaire canonique
mr(z,y) : Alz,y) = (Alz, y)/L(z,y)) x Az, y)

et d’une fonction (A(z,y)/I(x,y)) x A(z,y) — Homg (F(z), F(y)) polynomiale
par rapport 4 la deuxiéeme variable.
De plus, cette factorisation est unique et fonctorielle en x et y.

Démonstration. Etant donné des objets z et y de A, notons Z(z,y) I’ensemble
des morphismes f de A(x, y) tels que 'automorphisme F(u[f]@t) de F(x®yDt)
soit unipotent pour tout objet ¢ de A.
Comme le produit de deux automorphismes unipotents permutables est uni-
potent, le lemme B9 montre que Z(x,y) est un sous-groupe de A(x,y).
Soient f € Z(x,y) et g € Ay, z), montrons que gf € Z(x, z). Soit t un objet
de A. En utilisant le lemme B.9IB] on obtient un diagramme commutatif

F(p(f.g)®t
F(z@y@ZGBt)MF(x@z@t) (3)
F(u[f]@z@t)l lF(u{gf]EBt)
Feoyozat) Fxozdt)

F(p(f.9)®t)
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dans lequel F(p(f,g) @ t) est un épimorphisme. Comme F(u[f] @ z @ t) est
unipotent puisque f appartient & Z(x,y), on en déduit que F(ulgf] ® t) est
également unipotent. On a donc bien gf € Z(z, 2).

On établit de fagon analogue, a partir du lemme B9H] que, pour f € A(x,y)
et g€ Z(y,z),onagf €I(x,z).

Par conséquent, Z est un idéal de A.

Comme F est supposé de type fini ou de type cofini, il existe un objet s de
A qui en constitue un support ou un co-support. Pour un tel s, un morphisme
f € A(z,y) appartient a Z(z,y) dés que F(u[f] ® s) est unipotent. Montrons
ce fait lorsque, par exemple, s est un support de F (lautre cas se traite de
maniére analogue). Cette hypothése implique que s est également un support de
To(F) := Fo(a®—) pour tout objet a de A (cela résulte de effet du foncteur de
translation 7, sur les foncteurs projectifs Pfjl). Par conséquent, pour tout objet
t de A, le morphisme ¢ : F(z @y ®s)®AY - F(z@y®t) dont la composante
indexée par un morphisme « € A(s,t) est F(a2@yda) : Fadyds) = F(zdydt)
est un épimorphisme. Le diagramme commutatif

Fr®y®s)®Ae) S Faoyat)
F(u[f]@s)@A(S’t)l lF(u[ﬂ@t)

F(z@y@s)®A(svt)—£>F(x®y®t)

montre donc que F(u[f]®t) est unipotent si c’est le cas de F(u[f] @ s), de sorte
que f € Z(z,y) si F(u[f] ® s) est unipotent.

Soit K une cloture algébrique de K. Par ailleurs, pour tous objets x et
y de A, notons d(z,y) := dimg F(z @ y ® s). On dispose d’'un morphisme
de groupes A(z,y) — (K*)®¥) obtenu en trigonalisant simultanément les
automorphismes permutables K @y F(u[f] ® s) (pour f € A(x,y)) de K ®x
F(z®y®s), les composantes A(z,y) — K* du morphisme étant les différents
coefficients diagonaux des matrices ainsi obtenues.

Le noyau de ce morphisme est exactement Z(z,y) d’aprés ce qu’on vient de

montrer sur s, de sorte qu’il induit un monomorphisme de groupes

Guy = (Do D5y ") - Al y) [T, y) = (K)1E),

Soient f € A(x,y) et g € A(y, z) des morphismes de A. Si g est un épimor-
phisme scindé, alors le lemme [3.9I2] procure un diagramme commutatif

F(u[f]®s)

Flady®s) Flady®s)
F(m@g@s)l lF(mEBgEBs)
Flxa®z®s) Flz@®zds)

_—
F(ulgfl®s)

ol F(x® g® s) est un épimorphisme, ce qui implique lexistence d’une fonction
injective o : {1,...,d(z,2)} = {1,...,d(z,y)} telle que ¢, (gf) = 7@ (f)

pour tout ¢ € {1,...,d(x, z)}. De méme, si f est un monomorphisme scindé, le
lemme BI2] implique existence d’une fonction injective 7 : {1,...,d(x,2)} —

{1,...,d(y, 2)} telle que ¢., _(gf) = 2@ (g) pour tout i € {1,....d(x,2)}.
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Comme tout morphisme f de A(x,y) se factorise en

z&z@yﬂ)z@yiy

ou « a pour composantes l'identité x — = et f : x — y, et est donc un mono-
morphisme scindé, et § est la projection canonique, qui est un épimorphisme
scindé, on en déduit (en appliquant ce qui précéde a la composée [ o Id puis a
Boa) que 'image de ¢, 4 est finie, de cardinal majoré par le nombre de fonctions
injectives de {1,...,d(z,y)} vers {1,...,d(z Dy, x D y)}.

A(z,y)/Z(x,y) est donc isomorphe & un sous-groupe fini d’un produit de
copies de K, ce qui implique la nullité de K ® A(x,y)/Z(z,y). Ainsi, 'idéal T
de A est K-cotrivial.

Pour f € A(x,y) et t € Ob A, considérons la décomposition de Jordan mul-
tiplicative de F(u[f]®t) en produit permutable d’un automorphisme unipotent
U(f) et d’'un automorphisme absolument semi-simple D(f). (Une telle décom-
position existe toujours, car les valeurs propres de F(u[f] & t) sont des racines
de T'unité grace a ce qui précéde, elles sont donc séparables — cf. [10, chap. 7,
§5.9, th. 1 et prop. 17].) Comme les u[f] sont deux & deux permutables, U et
D définissent des morphismes de groupes A(z,y) — Autg (F(z @ y @ t)) dont
les images commutent ; de plus, le noyau de D countient Z(x,y), de sorte que ces
morphismes induisent un morphisme de groupes (A(z,y)/Z(x,y)) x A(z,y) —
Autg (F(x @ y @ t)). De plus, le morphisme U : A(x,y) = Autg (F(x @y @ t))
est & valeurs dans les matrices triangulaires supérieures strictes pour un choix
convenable de base, ce qui implique qu’il est polynomial, de degré strictement
inférieur a dimg F(x @ y ® t). En prenant ¢t = 0 et en écrivant tout morphisme
f € A(z,y) comme la composée de I'inclusion canonique z — z @ x @& y suivie
de u[f] puis de la projection canonique = ¢ y — y et en appliquant le foncteur
F, on obtient 'existence de la factorisation recherchée. Son unicité découle du
lemme B.IT] ci-aprés.

La fonctorialité en y de la décomposition obtenue se montre a partir du
diagramme (B (avec t = 0), en appliquant la décomposition de Jordan aux
fleches verticales. La fonctorialité en x s’établit de fagon analogue. O

Lemme 3.11. Soient E un K-espace vectoriel, V' un groupe abélien et U un
sous-groupe de V tel quel K ®z V/U = 0. Alors la restriction de la fonction
EV/UXV s BV induite par Uapplication linéaire canonique V. — V/U XV (dont
les composantes sont la projection et l'identité) a lespace vectoriel des fonctions
V/U x V. — E qui sont polynomiales par rapport & la deuziéme variable est
imjective.

Démonstration. Montrons d’abord que la restriction de V' & U définit une appli-
cation linéaire injective Pol(V, E) — Pol(U, E). Supposons en effet qu’il existe
une fonction polynomiale non nulle f : V' — FE dont la restriction & U soit
nulle; soit n > 0 le degré de f. Alors la n-déviation 6,(f) : V" — E est
une fonction additive par rapport & chacune des n variables et non identique-
ment nulle. On voit par récurrence descendante sur U'entier r € {0,...,n} que
On(f)(a1,...,a,) =0 si au moins r des éléments ay,...,a, de V appartiennent
a U : pour 7 = n cela résulte de la nullité de f sur U, et le pas de la récurrence
s’obtient en utilisant que toute fonction additive V/U — E est nulle, en raison
de la nullité de K ®z V/U. Pour r = 0, on voit que d,(f) est identiquement
nulle, contradiction qui établit I'injectivité souhaitée.
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Considérons maintenant une fonction f : V/U x V' — E polynomiale par
rapport a la deuxiéme variable et telle que f(Z,x) = 0 pour tout z € V, ou &
désigne la classe de x modulo U. Pour tout = € V|, la fonction V— E ¢ —
f(Z,z + t) est polynomiale et nulle sur U, elle est donc identiquement nulle
d’aprés ce qui précéde, d’ou le lemme. O

Lemme 3.12. Soit ZT<A tel que K ®z (A(z,y)/I(x,y)) = 0 pour tous objets
ety de A.

1. 8i X est un foncteur de F(A/T x A; K) polynomial par rapport & la
deuzieme variable, alors tout sous-foncteur de ¥4 (X) est isomorphe a

(YY) pour un sous-foncteur Y de X dans F(A/Z x A; K).

2. Soient X et'Y des objets de F(A/T x A; K) polynomiauzx par rapport
la deuzieme variable. Alors 7 induit une bijection :

F(AJT x A;K)(X,Y) = F(A; K) (WX, 03Y) .

Démonstration. Les deux assertions se déduisent du lemme B 11l On note au
préalable que la sous-catégorie pleine B de A/Z x A constituée des objets du
type (a,a) (ot a est un objet de A) est équivalente au sens de Morita a A/Zx A :
Iinclusion induit une équivalence F(A/Z x A; K) = F(B; K). En effet, tout
objet de A/Z x A est facteur direct d'un objet de B. On peut donc remplacer
Yz : A— A/T x A par le foncteur additif essentiellement surjectif A — B qu’il
induit.

Pour la premiére assertion, soit F' un sous-foncteur de 37X : pour tous
objets r et s de A, on dispose d’'un diagramme commutatif ensembliste (en
traits pleins)

Homp (F(a), F (b)) —— Homp (F(a), 35X (b))

7
j _ -
l - /

(‘A(a’ b)/I(a’ b)) x A(aa b) g Homg (wiX(a)’ %X(b))

ou les fléches f et g sont données par la fonctorialité de F' et X respectivement,
a et ( sont induites par les inclusions F(b) C ¥5X(b) et F(a) C ¥5X(a)
respectivement, et j est induite par iz. L’existence d’une fonction ensembliste
en pointillé faisant commuter le diagramme, et naturelle en z et y, est équivalente
au fait que F' est isomorphe a la précomposition par 1; d’'un sous-foncteur de
X. Comme « est un monomorphisme de K-espaces vectoriels, I'existence de la
fléche en pointillé équivaut a la nullité de la composée de Bg et de la projection
de Homg (F(a),¥5X (b)) sur Coker a. Or la précomposition de cette composée
avec A(a,b) 2 (A(a,b)/Z(a,b)) x A(a,b) est nulle (grace a la commutativité du
diagramme), de sorte que I’hypothése faite sur X et le lemme B.TT] garantissent
Iexistence de la fléche en pointillé. Ce méme lemme montre la naturalité en x
et y des factorisations obtenues, d’ou le premier point.

Pour la deuxiéme assertion, 'injectivité résulte de ’observation d’équivalence
de Morita du début et de ’essentielle surjectivité du foncteur A — B qu’induit
1. Pour la surjectivité, considérons une transformation naturelle 7 X — 7Y :
c’est une collection d’applications linéaires 15X (a) — ¥3Y (a), pour a objet de
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A, telle que le diagramme ensembliste évident

Ala,b) Homg (¢7X (a), 7 X (b)) (4)

| |

Hom (47X (a), 7 X (b)) —— Homg (71X (a), ¥7Y (b))

commute pour tous objets a et b de A. Le fait que cette transformation naturelle
appartient & 'image du morphisme F(A/IxA; K)(X,Y) — F(A; K) (Y5 X, ¢5Y)
équivaut a la commutativité du diagramme évident

(A(a, b)/Z(a, b)) x A(a,b) —— Homg (7 X (a), 7 X (b)) , ()

| |

Homg (47X (a), 7X (b)) —— Homg (7 X (a), 7Y (b))

dans lequel les deux composées (A(a, b) /Z(a, b)) x A(a,b) — Hompg (5 X (a), 5Y (b))
sont polynomiales par rapport & la deuxiéme variable. Comme le diagramme
commutatif (@) s’obtient en composant (&) avec A(a,b) L (A(a,b)/Z(a,b)) x
A(a,b), le lemme BI1] implique la commutativité de (E), ce qui achéve la dé-
monstration. O

Lemme 3.13. Soient k un anneau, F un foncteur de F(A; k), S un support de
F et T un co-support de F' et d € N. Si pour tous s € S et t € T, la fonction

A(s,t) — Homy(F(s), F(t))

induite par F est polynomiale de degré au plus d, alors F est un foncteur poly-
nomial de degré au plus d.

Démonstration. Soient = et y deux objets de A. Considérons le diagramme
commutatif

Az, y) Homy (F(z), F(y))

| |

[T A(s,t) —— [[Hom(F(s), F(t))

ou les produits sont pris sur tous les s € S, t € T et toutes les fleches f : s —
et g:y — t de A, les fleches horizontales sont données par Veffet de F' sur les
morphismes, et les fléches verticales sont induites par I'image inverse le long de
f et 'image directe le long de g.

Par hypothése, la fléche horizontale inférieure est une fonction polynomiale
de degré au plus d.

Les fléches verticales sont des morphismes de groupes abéliens, et celle de
droite est injective puisque S (resp. T) est un support (resp. co-support) de F.
Il en résulte que la fléche horizontale supérieure est une fonction polynomiale
de degré au plus d, ce qui achéve la démonstration. [l

Démonstration du théoréme[3-4] Montrons 'assertion [Il L’équivalence de Mo-
rita entre A/Z x A et sa sous-catégorie pleine B dont les objets sont les (z, x)
pour x € ObA, déja observée au début de la démonstration du lemme [312]
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et le lemme montrent que tout foncteur S de F¥(A; K) est isomorphe &
B otz pour un idéal K-cotrivial Z et un foncteur B de F(A/Z x A; K) tel que,
pour tout objet ¢ de A/Z, le foncteur B(t,—) de F(A; K) induit une fonction
polynomiale entre les groupes abéliens de morphismes. Si S est de type fini et de
type cofini, ou simple, il en est de méme pour B (car ¢5 est fidéle et commute
a toutes les limites et colimites), qui est donc polynomial grace au lemme

L’assertionBldu théoréme[B.4ldécoule de la premiére propriété du lemme[3.12]

Pour établir assertion 2] on note déja que l'intersection K de deux idéaux 7
et J de A (définie par K(z,y) = Z(x,y)NT (z,y) C A(z,y) pour tous objets = et
y de A) est un idéal de A, qui est K-cotrivialsi Z et J le sont (en effet, pour tous
objets z et y de A, le groupe abélien A(z,y)/K(z,y) s’'injecte canoniquement
dans A(z,y)/Z(z,y)®A(z,y) /T (z,y)). Précomposant B et B’ par pz x et p7 ik
respectivement, on se raméne au cas ou Z = J, dans lequel il s’agit de montrer
que B et B’ sont isomorphes lorsque B et B’ sont deux foncteurs polynomiaux
par rapport a la deuxiéme variable tels que B oz ~ B’ o1)z. Cela résulte de la
deuxiéme propriété du lemme O

4 Décomposition tensorielle primaire

Cette section contient une généralisation (directe) aux catégories additives
des décompositions classiques des algébres données par des familles d’idempo-
tents orthogonaux [I3, § 6A]. Nous obtenons en particulier la proposition [£.3]
qui s’applique aux catégories A/Z apparaissant dans le théoréme [34] et permet
une décomposition tensorielle plus fine des simples qui y apparaissent.

Appelons idempotent de A un foncteur additif e : A — A qui est I'identité
sur les objets, et tel que e = e. On note alors eA la catégorie ayant les mémes
objets que A avec Hom,4(a,b) = eHom 4(a,b) et avec la loi de composition
(ef) o (eg) = e(f o g). Cette loi est bien définie, e4 est une catégorie additive,
et on a un foncteur quotient canonique

me: A—eA.

Une famille localement finie d’idempotents orthogonauz de A est une famille
d’idempotents (e;);c; de A telle que :
1. eje; =0=-eje; sii#j;
2. pour tous objets a,b de A, seul un nombre fini d’idempotents induisent
une application non nulle e; : A(a,b) — A(a,b);

3> er€i =1 (la somme signifie la somme sur les morphismes, et I'identité
sur les objets. Cette somme éventuellement infinie a un sens car elle est
en fait finie & cause de la condition précédente).

Soit (A;)icr une famille de catégories additives. La somme €D, ; A; est la sous-
catégorie pleine de [[,.; A;, dont les objets sont les familles (;)ier telles que
tous les z; sont nuls sauf un nombre fini d’entre eux.

Lemme 4.1. Pour toute famille (e;);cr localement finie d’idempotents ortho-
gonauzx de A, le foncteur

Hwei :A%HeiA

el iel
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est a valeurs dans la sous-catégorie @, ; eiA, et pour toute catégorie abélienne
D, il induit une équivalence de catégories :

Fct (@ e A, D) ~ Fct(A,D) .

icl

Démonstration. La deuxiéme condition dans la définition des familles locale-
ment finies d’idempotents orthogonaux assure que pour tout objet x de A, et
pour tous les i sauf un nombre fini, 7, (z) est nul dans e;A. Ainsi [];.; 7, est
a valeurs dans @, e;A. La troisieme condition assure que [[,;.; 7, est pleine-
ment fidéle. I induit donc une équivalence de catégories entre A et son image
A. L’équivalence de catégories du lemme découle alors du fait que tout objet de
P, eiA est facteur direct d’'un objet de A. O

Proposition 4.2. Soient (e;);c1 une famille localement finie d’idempotents or-
thogonaux de A, J un sous-ensemble fini de I, et pour tout j € J soit S; un
foncteur non constant de F(e;A; K).

1. Le foncteur ®jeJ 7TZ], S; est absolument simple si et seulement si les fonc-
teurs S; sont absolument simples.

2. Si on a un isomorphisme entre deuz foncteurs absolument simples :

®772ij o~ ® g, Tk

icJ keK

alors J = K et pour tout j € J, le foncteur S; est isomorphe a Tj.

Enfin, K est un corps de décomposition non additif de A si et seulement si c¢’est
un corps de décomposition non additif de chaque catégorie e;A. Dans ce cas,
tous les foncteurs simples de ]:df(A; K) sont isomorphes & un produit tensoriel
du type ci-dessus.

Démonstration. Le fait que K est un corps de décomposition non additif des
e; A si c’est un corps de décomposition non additif de A découle de ce que
FU (e;A; K) est une sous-catégorie pleine stable par sous-quotient de F% (A; K).
Les autres assertions découlent du lemme précédent et des propositions 211
et 2.6l lorsque la famille d’idempotents est finie. Le cas général s’en déduit
car tout foncteur de type fini sur une catégorie somme directe de catégories
additives se factorise par la projection sur la somme directe d’une sous-famille
finie. O

Si V' est un groupe abélien et p un nombre premier, on note (,)V le sous-
groupe de torsion p-primaire de V. On note (,).A la sous-catégorie de A avec les
mémes objets que A et dont les groupes abéliens de morphismes sont donnés
par ((p)A)(z,y) = ) (A(z,y)). On a un foncteur canonique (qui est lidentité
sur les objets et qui envoie un morphisme sur sa composante p-primaire) :

Wp:A*)(p).A.

Proposition 4.3. Soit S un foncteur non constant de F(A; K). Si les groupes
abéliens de morphismes A(x,y) sont finis pour tous objets x et y de A et que
K est un corps de décomposition non additif de A, alors S est simple si et
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seulement s’il existe un ensemble fini P de mombres premiers, et des simples
non constants S, de F((,)A; K), pour tout p € P, tels que

Sz®7r;Sp.

pEP

De plus, dans une telle décomposition tensorielle, l’ensemble P est uniquement
déterminé, et les Sy, sont uniquement déterminés a isomorphisme preés.

Démonstration. Comme les ensembles de morphismes sont finis dans A, tout
foncteur de type fini de F(A; K) prend des valeurs de dimension finie. Par
conséquent, le résultat découle de la proposition et de la décomposition
primaire des groupes abéliens finis. [l

5 Deécomposition tensorielle des simples polyno-
miaux

5.1 Définitions et énoncés

Pour tout K[S4]-module M on définit Fy; : K-Mod — K-Mod par :
Eu(V) = I (V¥ M)g, > (V¥ e m)™) .

Le morphisme N apparaissant dans cette formule est la norme, qui est ’appli-
cation Mg — M définie pour tout groupe fini G agissant K-linéairement sur
M, et qui & un coinvariant m associe I'invariant N(m) = }_ . gm. L'action de
GSg sur le K-module V®? @ M est donnée par

J(v1®~~~®vd®m):v671(1)®~~~®0071(d)®0m.

Définition 5.1. Un foncteur élémentaire E est un endofoncteur de K-Mod tel
qu’il existe un K[S4]-module simple M et un isomorphisme E ~ Ej;.

Remarque 5.2. Les foncteurs élémentaires sont intimement reliés aux foncteurs
de Schur classiques. Nous n’utiliserons que la définition élémentaire donnée ci-
dessus dans la section B, et renvoyons le lecteur & I’appendice [Bl pour des détails
sur les relations avec les foncteurs de Schur et les représentations de GL,, (K).

Le but de la section est d’établir le théoréme suivant de décomposition
tensorielle & la Steinberg pour les foncteurs absolument simples polynomiaux.
Contrairement au théoréme B4 il n’utilise pas d’hypothése de dimension finie
sur les foncteurs.

Théoréme 5.3. Soit S un foncteur polynomial de degré d > 0 de F(A; K). Les
conditions suivantes sont équivalentes.

(1) Le foncteur S est simple, et il existe des foncteurs additifs absolument
simples m; tels que S soit un quotient de m ® --- ® 4.

(2) Le foncteur S est simple, et il existe des foncteurs additifs absolument
simples ; tels que S soit un sous-foncteur de m & « -+ Q 7q.
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(8) Il existe un entier n strictement positif, des foncteurs additifs absolument
simples m; deuz-a-deux non isomorphes, des foncteurs élémentaires Ej;
non constants, et un isomorphisme :

S~miE1®---@mE,,

De plus, si S vérifie les conditions équivalentes précédentes, les foncteurs m; et
E; sont uniquement déterminés (a isomorphisme prés et a une permutation des
indices pres), et S est absolument simple.

Le corollaire[5.4] ci-dessous donne une situation ou le théoréme [5.3]s’applique
facilement. Des illustrations de ce corollaire seront données dans la section [6] et
une généralisation en sera donnée dans la section [ au théoréme

Corollaire 5.4. Soit A un anneau. On suppose que K est un corps de dé-
composition de P(A) (par exemple K est algébriqguement clos). Tout foncteur
polynomial simple S de F¥ (A, K) est absolument simple, et s’écrit de maniére
unique (G permutation des indices prés) comme produit tensoriel :

S~miE1®---mE,,

ot les E; sont des foncteurs élémentaires non constants, et les m; : P(A) —
K-Mod sont des foncteurs additifs simples a valeurs de dimensions finies, deuz-
a-deuz non isomorphes. Réciproguement, tout produit tensoriel de ce type définit
un simple polynomial de F¥ (A, K). (Le foncteur simple constant s’obtient par
le produit tensoriel vide.)

Démonstration. L’énoncé est clair si S est un foncteur constant. Supposons S
non constant et soit d = deg .S > 0. Alors cryS est additif en chaque variable, et
a valeurs de dimension finie. Les simples de F% (P(A4)*%; K) additifs en chaque
variable sont de la forme 71 K- - -7y, ot les 7; sont absolument simples additifs,
d’apres le corollaire 2.8 En particulier, ¢ryS admet une filtration finie (de lon-
gueur bornée par dimg crgS(A4, ..., A)) dont les sous-quotients sont de la forme
m K- .- K7y En utilisant 'adjonction diagonale-effets croisés et la simplicité de
S, on obtient que S est un quotient du foncteur A*cryS(z) = crgS(z,...,x),
ou d est le degré de S. Ainsi S est un quotient d’un des facteurs m ® - - - ® T4 de
la filtration de A*cryS. L’existence et 'unicité de la décomposition, ainsi que
I’absolue simplicité de S, découlent du théoréme 5.3 O

5.2 Démonstration du théoréme [5.3

Nous démontrons le théoréme en une série de propositions. De maniére
plus précise, I’équivalence (1)<(2) est démontrée dans la proposition B35 1'im-
plication (1)=-(3) est démontrée dans la proposition 5.1} 'implication (3)=-(1)
est démontrée dans la proposition .13l Enfin, I'unicité de la décomposition et
I’absolue simplicité des simples sont démontrées dans la proposition

Proposition 5.5 (Démonstration de (1)<(2)). Soit S un foncteur simple de
F(A; K), d > 0. Soient 71,...,mq des foncteurs absolument simples additifs.
Alors on a équivalence entre les assertions suivantes.

1. Le foncteur S est un quotient de m ® - -+ ® mq.
2. Le foncteur cryqS est un facteur direct de ®066d o) X My (q)-
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3. Le foncteur S est un sous-foncteur de m ® --- ® mq

Démonstration. Soit B=m ® .- Q@mq et C' = 69066(1 1) M- M7y (q). On a
C = crqB. Montrons ([{l)= ([2)) Par exactitude des effets croisés, crqS est quotient
de cryB = C. D’aprés la troisiéme condition de la proposition 1] C' est semi-
simple, donc S est un facteur direct de C. Montrons [2)=(I]). Par adjonction
entre diagonale et effets croisés, il existe un morphisme non nul AjcrgS — S.
Mais A%crgS est un facteur direct de AjC et ce dernier est isomorphe & une
somme directe de d! copies de B. Il existe donc un morphisme non nul (donc un
épimorphisme) B — S. La démonstration de ([2)< @) est similaire. O

Notons F¢(K-Mod*"; K) la catégorie des foncteurs F' de K-Mod™" vers
K-Mod, tels que pour tout (v1,...,v,), F(v1,...,v,) est la colimite des sous-
espaces vectoriels F'(ug, .. ., u,) ol les u; sont les sous-espaces de dimension finie
des v;. Par exemple, les foncteurs élémentaires sont des objets de 7¢(K-Mod; K).
Le lemme suivant est évident, et justifie pourquoi nous ne distinguerons pas dans
la suite un foncteur élémentaire et sa restriction a la sous-catégorie P(K).

Lemme 5.6. Le foncteur de restriction de K-Mod™" a P(K)*™ induit une
équivalence de catégories :

FY(K-Mod™™; K) = F(P(K)*"; K)

dont un quasi-inverse L est donné en prolongeant les foncteurs par colimite sur
les sous-espaces de dimension finie.

Si P = (m,...,m,) est un n-uplet de foncteurs additifs m; : A — K-Mod,
on définit un foncteur d’évaluation :

evp: F(P(K)*™; K) = F(A; K)

par la formule : evpF'(a) := LF (71 (a),...,m™(a)).

Ezemple 5.7. Notons T4 : P(K) — K-Mod le foncteur de d-éme puissance
tensorielle : T4(V) = V® Pour n > 1, on pose T = TM K ... KT ou
A= (A1,...,\n) est un n-uplet d’entiers positifs. On a alors :

eVpT)‘ = Wi@/\l R ® ﬁg/\" .
Si Ey = Epy, K- X Eyy, ou chaque M; est un K|[&)y,]-module simple, on a :
evpEy =11 Ey, ® - Q7 E,, -

Lemme 5.8. Soient P = (m1,...,7,) et R = (p1,..., pm) deuzx uplets de fonc-
teurs additifs absolument simples, dont les éléments sont deux-a-deux non iso-
morphes. Soient A = (A1,..., ) et u = (p1,...,um) deux uplets d’entiers
strictement positifs. Soit F : P(K)*™ — K-Mod un quotient d’une somme
directe de copies de T et soit G : P(K)*™ — K-Mod un sous-foncteur d'un
produit de copies de TH.

1. 8i F(A; K) (evpF, evrG) # 0, alors n = m et il existe une permutation

o € G, telle que pour toul i, A\j = lg(;) €t T = Po(s)-

2. SiP=R et A\ = pu, alors le foncteur evp induit un isomorphisme :

FP(K)*™; K)(F,G) ~ F(A; K)(evpF, evpQ) .
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Démonstration. Pour les deux affirmations, il suffit de traiter le cas de F = T
et G = T*", le cas général s’en déduit par exactitude & gauche des Hom et par
fidélité de evp (ce dernier point résulte de ce que tout objet de K-Mod™"
est colimite filtrante de facteurs directs d’objets dans l'image essentielle de
(71, ..., mn) : A — K-Mod™", puisque les m; sont additifs et non nuls).
Démontrons le premier point. Notons d = > A; et e = > p;. Le foncteur
evpT? est de degré d et evgTH est de degré e. Par la proposition[[L11] I'existence
d’un morphisme non nul evpT? — evgT* implique d = e. Pour 1 < k < d, on
pose 7 = Ti(k) Ot (k) est I'unique indice tel que Zj<i(k) A <k< ngi(k) Aj.
On définit 7 : A*? — K-Mod par 7(a1,...,aq) = 7'(a;) ® - @ 1¢(aq).
De méme, on définit p : A*? — K-Mod a partir du m-uplet p et on note
pT(ai,...,aq) = p(ar(1y,...,ar(q). La proposition [LTT et le fait qu’il n’y a pas
de morphisme non nul entre un foncteur additif et un foncteur constant donne :

F(A; K)(evpT?, evpTH) ~ @ FA K (m,p7) . (%)

TEGy

Soit f € F(A*% K)(m, p7). Si on fixe toutes les variables sauf la k-éme, f induit
un morphisme d’une somme directe de copies de 7% vers une somme directe de
copies de pTﬁl(k). En particulier, si f est non nulle alors il y a un morphisme non
nul (donc un isomorphisme) de 7* vers pTﬁl(k), et ceci pour tout indice k tel que
1 <k <d. On en déduit qu’a permutation des facteurs prés et & isomorphisme
prés, les facteurs des produits tensoriels evpT™ et evgT* sont les mémes, ce qui
démontre le premier point.

Pour le deuxiéme point, le foncteur evp est clairement fidéle, il suffit donc
de montrer que les deux cotés de l'isomorphisme ont méme dimension. Pour
calculer la dimension du membre de droite, on utilise I'isomorphisme (x), avec
A= pet p=m. Unterme F(A*?; K)(m, m") est non nul si et seulement si 7 est
un élément du sous-groupe de Young G, de G4, et dans ce cas m = ©” de sorte
que le terme est de dimension 1 d’aprés le troisiéme point de la proposition 211

La dimension du membre de droite de I'isomorphisme vaut donc A{!...\,;!. On
montre que la dimension du membre de gauche vaut Aq!...\,! avec la méme
méthode (c’est-a-dire en utilisant les propositions [LT1] et 2.1]). O

Le lemme suivant est une version fonctorielle d’un théoréme classique de
Clausen et James, voir [111, [34] 60].

Lemme 5.9. Les foncteurs élémentaires sont absolument simples. De plus pour
tout d > 0, tout quotient simple de T est isomorphe a un foncteur élémentaire.

Démonstration. Si F est un objet de F(K, K), on note ¢cF = crgF (K, ..., K).
Le groupe G, agit sur ¢F' en permutant les copies de K en argument de crgF'.
Ceci définit un foncteur exact ¢ : F(K, K) — K[64)-Mod.

Le foncteur ¢ est réflexif (cf. définition [[2)). En effet, la proposition [[TT]
fournit des isomorphismes de K[&g4]-modules naturels en F

cF ~F(K,K)(TY,F) et (cF)* ~F(K, K)F,T?), (6)

I'action sur les espaces de morphismes étant induite par I'action de &4 sur T<.
Ainsi, ¢ posséde des adjoints & gauche et & droite donnés respectivement par

M (T'®@ M)s, et Mw— (T'® M)®e,
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de sorte qu’un calcul direct d’effets croisés montre la réflexivité de c, et le fait que
le prolongement intermédiaire associé est la norme. L’absolue simplicité de Fy,
se déduit alors de la proposition[I.4let de ’absolue simplicité des représentations
simples des groupes symétriques [33] théoréme 11.5].

Si S est un quotient simple de T, alors ¢(S) est non nul (utiliser le pre-
mier isomorphisme de (@), donc la proposition [[4 montre également que S est
isomorphe & E); pour un K[&4]-module simple M. O

Proposition 5.10 (Démonstration de I'unicité et de ’absolue simplicité). Soient
A= (A1, ) et = (11, .., m) deux uplets d’entiers strictement positifs.
Soient P = (m1,...,m) et R = (p1,..., pm) deuz uplets de foncteurs additifs ab-
solument simples. On suppose que les éléments de P (resp. R) sont deux-a-deux
non isomorphes. Soit L. = (L1,...,L,) un n-uplet o chaque L; est une repré-
sentation simple de K[Sy,], et soit M = (M, ..., My,) un m-uplet o chaque
M; est une représentation simple de K[G,,].

1. Si F(A; K)(evpEL,evrEnm) # 0 alors n = m et il existe une permutation
o € 6, telle que pour tout i, \i = fig(;), Ai = Bg(iy, et Li = My;.
2. ]:(A, K) (eVPEM, eVPEm) ~ K.

Démonstration. Si F(A; K)(evpEL,evrEy) # 0 alors, d’aprés le lemme (.8 A
et p sont égaux a une permutation o prés, et m; =~ py(;). En notant Mo =
(Mg(1)s - -+, Mg(ny) on a alors un isomorphisme de foncteurs evg Ey =~ evp B,
Donc d’aprés le lemme 5.8 on a un isomorphisme :

.F(.A, K)(GVPE]L, eV]REM) ~ ]:(P(K)Xn, K) (E]L, EMO’) . (*)

Puisque les deux foncteurs élémentaires Er, et Ej; sont isomorphes si et seule-
ment si L et M sont isomorphes, la non-nullité du membre de droite implique
Iexistence d’isomorphismes L; ~ M, ;). Finalement, si A = y, P=R et L = M,
alors o est I'identité donc Mo = M et d’aprés l’absolue simplicité des Ey, (cf.
lemme B9 et proposition 2.1]) le membre de droite de () est isomorphe a K. [

Proposition 5.11 (Démonstration de (1)=(3)). Soient A = (A1,...,\,) un n-
uplet d’entiers strictement positifs, et P = (w1, ..., m,) un n-uplet de foncteurs
additifs absolument simples et deux a deux non isomorphes. Alors tout quotient
simple de evpT™ est isomorphe & un foncteur de la forme evpFy, ot M =
(My, ..., M) est un uplet dont chaque M; est un K[Sy,|-module simple.

Démonstration. D’aprés le lemme [5.5] un quotient simple S de evpT™? est aussi
un sous-foncteur de evpT?. Le foncteur S est donc I'image d’un endomorphisme
de evpT?. Mais evp induit un isomorphisme entre les endomorphismes de T et
les endomorphismes de evpT™*. De plus, evp est exact, donc préserve les images.
On en déduit que S ~ evpS’, ot S’ est I'image d’un endomorphisme de 7.
Comme evp est exact et fidéle, la simplicité de S implique que S’ est simple.
Donc S’ est un simple de F(P(K)*"; K) et un quotient de 7. Or les simples
quotients de T sont les Eys, avec M représentation simple de K[S4]. D’aprés la
proposition 2.6 cela implique que S’ est un quotient d’un foncteur Ey. Comme
les E'p; sont absolument simples, Eyy est simple d’aprés la proposition 2211 Donc
S’ ~ Ey, et ainsi S ~ evpEy. O

Lemme 5.12. Soient 71,...,7q des foncteurs absolument simples additifs, et
F un sous-foncteur de my ® -+ @ mq. Alors F' admet un sous-foncteur simple.
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Démonstration. Par I'absurde, supposons que F' n’admet pas de sous-foncteur
simple. Le foncteur F' lui-méme n’est donc pas simple, et il admet un sous-
foncteur propre Fi. Le foncteur cryFi est un sous-objet du foncteur semi-simple

crd(ﬂ-1®...®ﬂ-d): @ Wa(l)&"'&ﬂ'a(d)
gEG,y

de F(A*?; K), donc il en est facteur direct. Comme crqF} est de plus stable par
Paction de &4, il existe un morphisme non nul 7; X --- X 74y — cryFi, donc un
morphisme non nul m ® --- ® mg — F} par la proposition [LTIl On note ¢; la
composée

1M QMg = F1 =M@ Qmy .

Le foncteur Im ¢ est un sous-foncteur de Fy, donc de F', et n’est donc pas simple.
Ainsi, il existe Fy tel que Fo C Im ¢y C Fy. En itérant ce raisonnement, on peut
construire une suite infinie (¢, )n>1 d’endomorphismes de m ® - - - ® mq tels que
Im ¢,4+1 € Im ¢, pour tout n. Une telle suite de morphismes est nécessairement
une famille libre de End(m ® - - -®74). Ceci contredit la finitude de la dimension
de cette algebre (la dimension se calcule en utilisant les propositions [[LT1] et [Z1]
comme dans la démonstration du lemme [B.8)). O

Proposition 5.13 (Démonstration de (3)=-(1)). Soit A\ = (A1,..., ) un n-
uplet d’entiers strictement positifs, soit P = (m1,...,m,) un n-uplet de fonc-
teurs additifs absolument simples et deuzr & deux non isomorphes, et soit Ml =
(My, ..., M,) un uplet dont chaque M; est une représentation simple de K[Sy,].
Alors le foncteur evpEy est un quotient simple de evpT™.

Démonstration. Le foncteur evpEy est clairement un quotient de evpT™. Mon-
trons qu’il est simple. D’aprés le lemme 512 evpFEy admet un sous-foncteur
simple S. D’aprés la proposition (.11l S ~ evpEr, pour un certain n-uplet L
de représentations de groupes symétriques. Les calculs d’espaces de morphismes
de la proposition 510 forcent alors le monomorphisme S < evpEy & étre un
isomorphisme. Ainsi evpEy est simple. O

6 Simples de F(A, K) pour A anneau fini

6.1 Décompositions tensorielles des foncteurs simples

Nous appelons p-anneau un anneau A de caractéristique p”, pour un nombre
premier p et un entier 7 > 0. Si A est un anneau fini, on note (,)A la partie
p-primaire du groupe abélien A, munie de 'unique structure de p-anneau pour
laquelle la surjection canonique A — () A est un morphisme d’anneaux. On note
7p : P(A) = P(()A) le foncteur qui envoie un A-module projectif de type fini
sur sa partie p-primaire. Le théoréme suivant résume les résultats démontrés
dans les sections [3] M et Bl dans le cas particuliérement simple ou la catégorie
source est P(A) pour un anneau fini A, et ot K est suffisamment gros.

Théoréme 6.1. Soit A un anneau fini; notons q la caractéristique de K.

1. Les valeurs des foncteurs simples de F(A, K) sont de dimension finie.

2. Si A est un p-anneau et ¢ = p, alors tous les simples sont polynomiauz.
En particulier K est un corps de décomposition de P(A) si et seulement
si ¢’en est un corps de décomposition non additif.
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3. Si A est un p-anneau et q # p, le seul simple polynomial est le foncteur
constant de valeur K.

Supposons de plus que K est un corps de décomposition non additif pour P(A).
Notons P l’ensemble (fini) des nombres premiers tels que (;yA # 0, et S un
ensemble fini de représentants des classes d’isomorphisme de foncteurs additifs
P(A) — K-Mod simples. Un foncteur F de F(A, K) est simple si et seulement
s’il peut s’écrire sous la forme d’un produit tensoriel :

F~ ® W;Sp ® <®W*Eﬂ> .

pEP,p#q TES

ot les Sy sont des simples de F (A, K) et les Ex sont des foncteurs élémen-
taires. De plus, dans une telle décomposition, les S, et les Er sont uniquement
déterminés a isomorphisme preés.

Démonstration. Comme A est fini, les projectifs standard de F(A, K) sont a
valeurs de dimensions finies, donc leurs quotients (en particulier les simples)
sont & valeurs de dimensions finies. Ceci prouve la premiére assertion. Si A est
un p-anneau et ¢ = p, la polynomialité des simples découle du corollaire
La propriété sur le corps de décomposition provient du corollaire 5.4l Si A est
un p-anneau et g # p, alors P(A)(z,y) ®z K = 0 et il n’y a pas de foncteurs
polynomiaux non constants d’aprés la proposition [[LT0l Finalement, si K est un
corps de décomposition non additif de P(A), les simples s’écrivent de maniére
unique comme un produit tensoriel de simples de la forme 7,5, ou les S, sont
des simples de F ((p)A, K), d’aprés la proposition 4.3} et le corollaire [5.4] donne
une décomposition tensorielle du simple 7;S. |

6.2 Application aux monoides finis de matrices

Nous donnons maintenant les conséquences du théoréme sur la structure
des K[M,,(A)]-modules simples, pour un p-anneau fini A. Se donner un (K, A)-
bimodule B de dimension finie ¢ sur K équivaut a se donner un morphisme
d’anneaux A — M,y (K). On en déduit pour tout » > 1 un morphisme d’anneaux
(qui est le morphisme d’anneaux définissant le (K, M,,(A))-bimodule B®")

gt Mp(A) = Mp(Me(K)) ~ Mpe(K) .

Notation 6.2. Pour tout K[M,(K)]-module M, on note Ml le K[M,,(A)]-
module obtenu par restriction le long de K[¢p] : K[M,(A4)] = K[Mu(B)].

Pour un module M de la forme M ~ E(K™) avec E un endofoncteur des K-
espaces vectoriels, on a donc un isomorphisme de K[M,,(A)]-modules M5! ~
(r5E)(A™) ou mp : P(A) — K-Mod est le foncteur additif 7p(—) = B®4 —
(d’apreés la proposition [[7 tous les foncteurs additifs sont de cette forme).

Définition 6.3. Un K[M,(K)]-module est élémentaire s’il est non nul et
isomorphe & un module de la forme E(K "), ot E est un foncteur élémentaire.

Le corollaire[L.6lassure que les K[M (K )]-modules élémentaires sont simples,
et donne une bijection entre les classes d’isomorphisme de représentations élé-
mentaires de K[M,,(K)] et les classes d’isomorphisme de foncteurs élémen-
taires ne s’annulant pas sur K™¢. La traduction de théoréme B.1] en termes de
K[M,,(A)]-modules simples est donc directe et donne le théoréme suivant.
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Théoréme 6.4. Soit A un p-anneau fini, et K un corps de décomposition de
P(A), de caractéristique p. Soit {Bi, ..., By} un ensemble de représentants des
classes d’isomorphisme de (K, A)-bimodules simples.

Un K[M,(A)]-module M est simple si et seulement s’il existe des modules
élémentaires My, ..., M,, et un isomorphisme de K[M,(A)]-modules :

M~MPle...@MPn

De plus, les M; apparaissant dans une telle décomposition sont uniquement dé-
terminés, a isomorphisme de K[M,, gim (B,)(K)]-modules pres. Enfin tous les
KM, (A)]-modules simples sont absolument simples.

6.3 Application aux groupes linéaires finis

Nous commengons par des observations élémentaires reliant un monoide uni-
taire M et son sous-monoide M* des éléments inversibles. Soit ¢ : K[M*] —
K[M] linclusion d’anneaux. On définit deux applications K-linéaires :

r: KM] = K[M*], §: KM] = K ~Endg(K)
nulles sur les éléments non inversibles de M, et respectivement égales a 'identité

et & 1 sur M*. Les trois conditions suivantes sont alors équivalentes :

(i) le produit de deux éléments de M est inversible si et seulement si les
deux éléments sont inversibles,

(ii) Tapplication r est un morphisme d’anneaux,
(iii) Papplication 0 est un morphisme d’anneaux.

Lorsque ces conditions sont satisfaites, § définit un K[M]-module de dimension
1 qu’on note encore 4.

Ezemple 6.5. Si M est un monoide fini, ou si M = M, (A) pour un anneau
commutatif A, alors r est un morphisme d’anneaux.
Lemme 6.6. On suppose que r est un morphisme d’anneau.

1. La restriction le long de r induit un foncteur pleinement fidéle
r*: K[M”*]-Mod — K[M]-Mod

De plus r* préserve les simples et induit une injection Irr(K[M*]) —
Irr(K[M]) entre les classes d’isomorphismes de modules simples.

2. La restriction le long de ¢ induit un foncteur essentiellement surjectif
/*: K[M]-Mod — K[M*]-Mod .

De plus * préserve les simples si et seulement si — ® § préserve les
K[M]-modules simples. Si c’est le cas, alors t* induit une bijection entre
l’ensemble des classes d’isomorphisme des modules simples M ® & et

Irr(K[MX]).

Démonstration. L’énoncé est une conséquence directe des identités t*r* M = M
et "M =M ® 9. O
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Pour transporter le théoréme de décomposition tensorielle [6.4] au niveau des
K|[GL,(A)]-modules, commengons par quelques rappels classiques issus de la
théorie des anneaux artiniens (cf. par exemple [9]). Dans la suite de cette sous-
section, p désigne un nombre premier, A un p-anneau fini, et ’'on suppose que
K est de caractéristique p.

L’idéal de A engendré par p, qui en est un élément nilpotent central, est
inclus dans son radical. Par conséquent, le morphisme surjectif d’anneaux A —»
A/p induit un isomorphisme A/Rad(A) = (A/p)/Rad(A/p). En appliquant le
corollaire de [9, §12.7 (page 220)], on en déduit que le morphisme canonique
(A/Rad(4)) ®z K — (A®z K)/Rad(A ®z K) est un isomorphisme.

Il existe un nombre fini de classes d’isomorphisme de A-modules a droite
simples, notons S1, ..., S,, des représentants de ces classes d’isomorphisme. Pour
chaque ¢, le corps d’endomorphismes de \S; est isomorphe & F, pour un entier
r; > 0 qu’on appellera exposant de S; ; si £; > 0 désigne la dimension de S; sur ce
corps (appelée endodimension de S;), on dispose d’un isomorphisme d’anneaux

A/Rad(A) ~ H My, (Fpri)
i=1
et, par équivalence de Morita, d’un isomorphisme d’anneaux
My (A)/Rad(M;,(A)) ~ HMnfi (Fpri ), (7)
i=1

pour tout entier n > 0; cet isomorphisme est induit par des morphismes d’an-
neaux ¥, : My(A) = My, (Fpri) définissant les M, (A)-modules simples
SEB". D’aprés le résultat de changement de base susmentionné, on en déduit un
isomorphisme

M (A @z K)/Rad(M(A @z K)) = [ [ Mue, (Fpr: @2 K). (8)

i=1

Si lon suppose que K est un corps de décomposition de P(A) (ce qui revient
a dire que ce corps contient chaque F,r ), on dispose, par la théorie de Galois
des corps finis, d'un isomorphisme de (K, F,r; )-bimodules

]Fpri ®ZKZKXK(1) X oo xK(""i*l)

ott l'action de Fj,~ sur chaque facteur est déduite d’'un choix de plongement
F,r — K et 'exposant ® indique que l'action de K sur lui-méme est tordue
par ¢!, ol ¢ désigne le morphisme de Frobenius. Autrement dit, si B; est un
facteur de composition du (K, A)-bimodule S; ®z K, on a

Si@z;K’:Bi@Bi(l)@...@BZ_(”*U )

(comme (K, A)-bimodules), o I'exposant () signifie encore que action de K sur

B est tordue par ¢! (B®) := K4:® B). Par conséquent, les Bi(j), ol <i<met
K

0 < j < r;, forment un systéme de représentants des (K, A)-bimodules simples.

Rappelons par ailleurs qu’une partition A = (A1,..., A,) est p"-restreinte si

ona\, <p"etpourtouti < mn,\;—A+1 < p". Toute partition p”-restreinte A se
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décompose de maniére unique en une somme A = A0 4+pAt+- -4+ p "IN o1t les
A sont des partitions p-restreintes. D’aprés la proposition [B.2l de ’appendice [B]
les foncteurs élémentaires sont isomorphes aux socles Ly des foncteurs de Schur
Sy indexés par les partitions p-restreintes.

Notation 6.7. Soit A\ une partition p"-restreinte, et A\° 4+ --- + p"~1A\""! ga
décomposition a l'aide de partitions p-restreintes A’. On note :

La(K™) =Lyo (KM @ .. @ Lyo—i (K™)r—Y

[k]»

ou 'exposant indique la restriction d’un module le long de ¢*.

Remarque 6.8. On dispose d’isomorphismes canoniques (LI1)B] ~ LB,

Théoréme 6.9. Soit A un p-anneau fini et K un corps de décomposition de
P(A), de caractéristique p. Soit {S1,...,Sm} un systéme complet de A-modules
simples. On note r; l'exposant de S;, ¢; son endodimension, et B; un facteur de
composition du (K, A)-bimodule S; ®z K.

Un ensemble de représentants des classes d’isomorphisme des K[GLy(A)]-
modules simples est donné par les produits tensoriels

L) (K™ )P @ - @ Ly gy (K ) 1P

ot les A(1) = (A(2)1, . .., A(2)ne, ) parcourent l’ensemble des partitions p™ -restreintes
telles que A(i)ne; # 0. De plus, tous les K[GLy(A)]-modules simples sont abso-
lument simples.

Démonstration. Notons L(A(1),...,\(m)) le K[M,(A)]-module :
L), M(m)) = Ly (K™) PV @ o @ Ly () (K™ 1B]

D’aprés le théoréme 6.4 les L(A(1),...,A(m)), indexés par les partitions p"i-
restreintes A\(7), forment un systéme de représentants des classes d’isomorphisme
de K[M,,(A)]-modules simples. D’aprés le deuxiéme point du lemme [6.6] pour
démontrer le théoréme[6.9 il suffit de démontrer que si les A(7),¢, sont tous non
nuls alors :

LO(L), ..., A(m)) @8 ~ LML), ..., A(m)) (10)

et que si I'un des A(%),¢, est nul alors il existe des partitions u(1),. .., u(m) avec
tous les 11(i)ne, non nuls, telles que

L), ..., A(m) @6 ~ L(u(1), ..., u(m)) - (11)

Les isomorphismes ([I0) et (II) sont une conséquence directe des isomor-
phismes de K[M,,(A)]-modules (x) et (xx) ci-dessous, ou chaque §; désigne la
représentation § relative & K[ M., (K)], ot A est une partition quelconque de la
forme (A1,..., A\ng,), et ot p est la partition p = (A1 +p™ —1,..., A\pe, +p" — 1),
avec r; 'exposant de B; :

La(K™)Bid si ), #0,

L ani [B:] ® 5[Bi] ~
(**) A( ) i LH(ani)[Bi] si )\n[i =0.
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11 ne reste plus qu’a établir les isomorphismes (x) et (#x).

Pour démontrer (), il suffit de vérifier que 'action d’un élément x € M,,(A)
sur 5%31] ® -+ @ 62 est Iidentité si x € GL,(A), et est nulle si z ¢ GL,(A).
Cela provient de ce qu’un élément d’un anneau est inversible si et seulement si sa
classe modulo le radical de I’anneau est inversible, ainsi que des isomorphismes
@®) et @).

Démontrons (xx). Supposons d’abord A,e, # 0. Alors, 'une au moins des
partitions p-restreintes intervenant dans la décomposition de A a un nf;-éme
terme non nul. La proposition [B.4] de I’appendice [Bl donne un isomorphisme :

L, (Knli)[Bi] ® 5Z[Bi] = Ly (K™) ® 51.)[31'] ~ L)\(Knéi)[Bi] )

Supposons maintenant An,, = 0. Comme le morphisme M, (A) = My, (K)
deéfinissant B; se factorise par v¢; , (défini aprés l'isomorphisme (7)), qui est
a valeurs dans M., (F,r: ), la restriction de §; & son image coincide avec le
caracteére det®? Ti*l, de sorte que :

LA(K"&)[BA ® 51[Bi] _ (]L/\i (Knéi) ® 5i)[Bi] _ (LA(K"&) ®det®p”*1)[3il .
De plus, comme p™i — 1 = Zo§k<m (p—1)p* on a
det®P" =1 — qet®P—1 ® (det®p_1)[1] R ® (det®p_1)[”*1] :

de sorte que la proposition [B.4l de 'appendice [Blnous donne le calcul désiré. [

6.4 Simples polynomiaux et non polynomiaux. Conjecture
sur les fonctions de dimension

Le théoréme [6.1] permet d’exprimer un foncteur simple de F(A, K) en un
produit tensoriel de simples de deux types différents : des simples polynomiaux,
et des simples non polynomiaux.

Il y a une dichotomie dans I’étude de ces deux types de simples, qui se voit
déja au niveau de la paramétrisation des objets simples. En effet, le théoréme
6.1 permet de paramétriser les simples polynomiaux en termes de partitions et
des (K, A)-bimodules simples, comme dans ’exemple suivant.

Ezemple 6.10. Si K est un corps de caractéristique p et A = Z/p*Z, les simples
polynomiaux de F(A, K) sont paramétrisés par les partitions p-restreintes.

A contrario, la proposition [G.11] ci-dessous montre la difficulté & donner
une paramétrisation combinatoire des simples non polynomiaux, méme pour
A = Z/p?Z avec p inversible dans K. En effet, la proposition montre
qu’'une paramétrisation des foncteurs simples donnerait une paramétrisation
des K[GLy(Z/p*Z)]-modules simples (pour tous les n). Mais la description des
classes de conjugaison des différents groupes GL,,(Z/p*Z) est un probléme sau-
vage, d’aprés un théoréme de Bondarenko-Nagornyi cité dans [61] §4].

Proposition 6.11. Soit C une petite catégorie dont les idempotents se scindent,
et telle que C(x,y) soit fini pour tous objets x ety de C. On a une bijection

D |_| Irr(K[Aute(a)]-Mod) = Irr(F(C; K)) .
[a]€Iso(C)

De plus, @ envoie les représentations absolument simples sur les foncteurs ab-
solument simples.
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(La notation Irr pour les classes d’isomorphisme de simples est celle du §[I11)

Démonstration. Pour tout objet a de C, on a un morphisme d’anneaux 7, :
K[Ende(a)] — K[Autc(a)] qui est lidentité sur les éléments inversibles de
Endc(a) et nul sur les éléments non inversibles. On note T, : K[End¢(a)]-Mod —
F(C; K) le prolongement intermédiaire associé a I’évaluation d’un foncteur sur a.
D’aprés le lemme et le corollaire [ le foncteur ®, = T, or} est pleinement
fidele et induit une injection (toujours notée ®,) :

@, : Iir(K[Aute(a)-Mod) — Trr(F(C; K))  [M] — [Tu(riM)] .

Pour démontrer la proposition, il reste & montrer que tout élément de Irr(F(C; K))
est dans I'image de ®, pour un élément a unique & isomorphisme prés.

Pour voir que tout élément [S] de Irr(F(C; K)) est dans I'image d'un @,
prenons un objet x de C tel que S(z) # 0. Par le corollaire [LB S(z) est un
K[End¢(z)]-module simple. Comme le monoide Ende(z) est fini, [54, thm 5.5]
donne un idempotent e € Ende(z) tel que eS(z)e # 0 et tel que les éléments non
inversibles du monoide eEndc(z)e opérent par 0 sur S(z). Soit a l'image de e
dans C (qui existe par hypothése sur C). On déduit que S(a) est un K[Aute(a)]-
module simple et que S est isomorphe a 'image par ®, de S(a)(~ eS(z)).

Il reste a voir que si a et b sont deux éléments non isomorphes de C, les
images de @, et @} sont disjointes. Cela peut se déduire facilement des résultats
de [54] §5.2], ou s’établir directement en observant que la formule donnant le
prolongement intermédiaire T, montre que, si M est un K[Aute(a)]-module
(non nécessairement simple), alors Ty, (r* M) (z) ne peut étre non nul que si a est
facteur direct de x. O

La dichotomie entre simples polynomiaux et non polynomiaux se voit égale-
ment au niveau des fonctions de dimension. Rappelons que si F' est un foncteur
de F¥(A, K), sa fonction de dimension est la fonction

dr :N = N n — dimg F(A") .

Une fonction f: N — N est dite polynomiale si elle est la restriction d’une fonc-
tion f : Z — Z polynomiale au sens d’Eilenberg-Mac Lane rappelé au §[I.4l De
maniére équivalente, f est un polynéme numérique, c’est-a-dire une combinaison
linéaire a coefficients entiers de coefficients binomiaux n +— C% (ou n +— (}) en
notation anglo-saxonne). Le lemme suivant, bien connu, est conséquence directe
de la décomposition de F/(A™) a l'aide des effets croisés (cf. la section [[4]).

Lemme 6.12. Soit A un anneau et soit F' un foncteur de F¥ (A, K). Si F est
polynomial, alors dp est une fonction polynomiale de méme degré que F', sinon
dp croit plus vite que toute fonction polynomiale.

Nous formulons toutefois une conjecture restreignant fortement les valeurs
possibles pour les dimensions prises par les foncteurs simples dans ce contexte.
Cette conjecture est valide lorsque A est un p-anneau fini semi-simple. Nous ver-
rons, au corollaire 832 que ceci peut s’établir facilement a partir des résultats
de Kuhn [42]. Nous montrerons en fait pour les p-anneaux finis semi-simples une
version plus précise de la conjecture (la conjecture B30).

3. Nagpal a démontré [45, théoréme 1.1], a laide de méthodes différentes, un résultat
analogue pour les foncteurs de type fini des espaces vectoriels de dimension finie sur un corps
fini avec injections vers les espaces vectoriels sur un corps d’une autre caractéristique.

38



Conjecture 6.13. Soit A un p-anneau fini. On suppose car(K) # p. Alors pour
tout foncteur simple F' de F(A, K), il existe une fonction polynomiale f : Z — 7
telle que Vn € N dp(n) = f(p™).

7 Renforcement et conséquences du théoréme

Dans cette section, nous montrons comment étendre le champ d’application
des résultats de la section Bl Cela repose sur une étude fine des effets croisés
(§[T)), qui nous permet (§[72) d’affaiblir les hypothéses du corollaire 5.4 pour
parvenir & la méme conclusion — nous donnons aussi un énoncé pour un corps
de coeflicients pas assez gros qui nous servira dans la section [§l Au §[7.3] nous
affaiblissons encore les hypothéses nécessaires lorsque la catégorie source est de
la forme P(A), ot A est un anneau commutatif. Les §[7.4] et sont dédiés a
des applications & connotations représentationniste et arithmétique.

7.1 Compléments sur les effets croisés

Soient D une catégorie abélienne et d € N. On note Addy(A4, D) la sous-
catégorie pleine de Fct(.Ad,D) des foncteurs qui sont additifs par rapport a
chacune des d variables et ¥ Addy(A, D) la catégorie des objets de Addg(A, D)
multi-symétriques au sens suivant.

Plus précisément, pour un objet F de Addy(A,D) et 0 € &4, on pose
(F.o)(a1,...,aq) := F(as), - -, 00()). Un objet de ¥Addg(A, D) est un objet
F de Add (A, D) muni d’isomorphismes &, : F.o ~ F, pour tout o € &, tels
que pour tous o, 7 € S, la composée suivante soit égale & &, :

F.(o1) = (F.o).T RLENy PRy o

Les morphismes de XAdd,(.A, D) sont les morphismes des objets sous-jacents
de Addy(A,D) qui sont compatibles aux isomorphismes structuraux &,. On
dispose d’une paire de foncteurs :

0 :¥XAddy(A, D) S Addy(A, D) : L
ot O désigne le foncteur d’oubli, et £ envoie F' sur 'objet L(F) = D, g, F'T
muni de la structure symétrique donnée par les isomorphismes
& L(F).o= @ F.(ro) = @ Frr=L(F)
TEGSy TESY

fournis par 'isomorphisme d’échange des facteurs induit par la bijection 7 +— 70
de ’ensemble d’indexation &4. Le lemme suivant est immédiat.

Lemme 7.1. Le foncteur L est adjoint des deux cétés au foncteur O.

Le foncteur de d-éme effet croisé se restreint en un foncteur (toujours noté
crq) Polg(A, D) — Addq(A, D), qui se reléve a travers O en un foncteur que
nous noterons Cry :

Polg(A, D) — 2~ $IAddy(A, D) .

lo
crq

Add,(A, D)

39



Proposition 7.2 (Pirashvili, cf. [47]). Soient D une catégorie abélienne et d €
N. Le foncteur Crq : Poly(A, D) — X Addy(A, D) est réflexif.

Corollaire 7.3. Si F est un foncteur simple de Fct(A, D), polynomial de degré
d, alors Crq(F) est un objet simple de Y Addy(A, D) et le foncteur Cry induit
un isomorphisme de corps End(F) ~ End(Crq(F)).

Démonstration. L’objet Cry(F) est non nul car O(Crg(F)) = crqy(F) # 0. Le
corollaire découle donc directement des propositions [[.4] et O

Les résultats de structure sur les foncteurs Cry et O nous permettent d’obte-
nir dans la proposition suivante des renseignements importants sur la structure
des foncteurs crq(F) lorsque F' est un foncteur simple.

Proposition 7.4. Soit F' un foncteur simple de Fct(A, E), polynomial de degré
d.

1. Le foncteur cry(F) de Fet( A4, E) est semi-simple : il existe un foncteur
simple S de Fct(A%,E), un sous-ensemble E de G4, et un isomorphisme

crq(F) ~ @ S.o.

ceE

2. Il existe des entiers naturels n et m vérifiant 0 < nm < d! de sorte que
Uanneau End(crq(F)) soit isomorphe au produit d’anneaur de matrices
M, (End(S))™.

3. Le morphisme d’anneauz End(F) — End(crq(F)) induit par crq fait de
End(crq(F)) un End(F)-espace vectoriel de dimension au plus d!.

Démonstration. Le foncteur O est adjoint & gauche au foncteur £, qui commute
aux colimites. Par conséquent, O préserve les objets de type fini. D’aprés le
corollaire [[13] CrgF est un simple de Y Add(A, ), son image par O est donc
non nulle et de type fini, et posséde donc un quotient simple T'. Par adjonction il
existe un morphisme non nul, donc injectif, CrgF' — £L(T'). D’ott un morphisme :

crq(F) = O(CrgF) — OL(T) = @ T.1.
TEG,

Les foncteurs T.7 sont des objets simples de Add4(A, ), tout comme T (—.7
définissant un automorphisme de la catégorie Add4(A,E)). La premiére asser-
tion en découle. En regroupant les termes isomorphes dans la décomposition de
crq(F) on obtient un isomorphisme crq(F) ~ @, S¥".0; pour des permuta-
tions o; convenables, de sorte que S.o; et S.o; ne soient jamais isomorphes pour
i # j. Cela fournit la deuxiéme assertion. Pour la troisiéme assertion, on utilise
que Crq(F) est simple d’aprés le corollaire [73, donc LOCrq(F) ~ Crg(F)®%.
Ainsi, le morphisme d’anneaux

End(F) ~ End(Crq(F)) — End (OCrg(F)) ~ Hom(Crq(F), LOCrq(F))

fait de End (OCrq(F)) = End (crq(F)) un espace vectoriel de dimension au plus
d! sur End(F). O
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7.2 Forme générale du corollaire [5.4]

Nous pouvons maintenant établir la généralisation suivante du corollaire [(5.4]
ot P(A) est remplacée par une petite catégorie additive quelconque A.

Théoréme 7.5. Supposons que K est un corps de décomposition de A. Un
foncteur polynomial F de F¥ (A; K) est simple si et seulement s7il est isomorphe
a un produit tensoriel

FemiBy®---@m B,

oun €N, les ; sont des foncteurs additifs simples deux & deux non isomorphes
de F¥(A; K) et les E; sont des foncteurs élémentaires non constants. (Le fonc-
teur simple constant s’obtient comme un produit vide). De plus, Uentier n et
les classes d’isomorphisme des E; et des m; sont uniques, a permutation des
facteurs pres. Enfin les foncteurs polynomiaux simples de F¥ (A; K) sont abso-
lument simples.

Démonstration. Le résultat est trivial pour les foncteurs de degré 0 (ils sont
constants). Supposons F' de degré d > 0. L’adjonction diagonale-effets croisés de
la proposition [[.TT] donne un morphisme non nul A*cry(F) — F qui est un épi-
morphisme par simplicité de S. D’aprés la proposition[7.4] cryF' est semi-simple.
Comme K est un corps de décomposition de A, il découle des propositions 2.1]
et 2261 que les facteurs directs de cry(F') sont de la forme 7 X - - - K 74 pour des
foncteurs 7; absolument simples. Ainsi F' est un quotient d’un produit tensoriel
T Q- ®mg et le théoréme découle du théoréme O

Remarque 7.6. Dans I’énoncé précédent, on ne peut généralement pas s’affran-
chir de I’hypothése que K est un corps de décomposition de A, méme si F'
est absolument simple. Considérons par exemple le foncteur quadratique F' de
F(C,R) associant a un C-espace vectoriel V' le R-espace vectoriel des formes
hermitiennes sur V*. On vérifie facilement que F est absolument simple, mais
il n’admet pas de décomposition a la Steinberg, car la catégorie Add(P(C); R),
qui est C-linéaire, ne contient aucun foncteur absolument simple.

Le théoréme [0 le corollaire 3.7 et la proposition entrainent aussitot le
résultat suivant, dont nous ne connaissons pas de démonstration directe.

Corollaire 7.7. Tout corps de décomposition de A qui contient toutes les ra-
cines de l'unité est un corps de décomposition non additif de A.

Si le corps K n’est pas assez gros, on a le résultat plus faible suivant.

Théoréme 7.8. Soit F un foncteur polynomial simple de F¥(A; K). Il existe
une extension finie de corps commutatifs K C L telle que le foncteur F Q@ L
de F(A; L) posséde une filtration finie dont les sous-quotients sont du type

FTE1®'--®7T,:;EH

ot les m; sont des foncteurs additifs absolument simples de ]:df(A; L) et les E;
des foncteurs élémentaires non constants.

Démonstration. Soit S un sous-foncteur simple de crq(F) (cf. proposition [T4),
ou d est le degré de F. Par la proposition 2.5 il existe une extension finie
K C L telle que S ®k L posséde une filtration finie dont les sous-quotients sont
absolument simples (dans F(A%; L)).
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Comme crq(F') est somme directe d’un nombre fini de foncteurs du type S.o
pour o € G4, et que le foncteur — @k L : F(A; K) — F(A; L) commute aux
effets croisés, on voit que tous les sous-quotients simples de crqy(F @k L) (dans
Add;(A; L)) sont absolument simples. Le foncteur F® g L posséde une filtration
finie (de longueur bornée par le degré de L sur K) dont les sous-quotients T;
sont simples, polynomiaux, & valeurs de dimension finie. Par construction, les
sous-quotients simples de crq(T;) sont absolument simples dans Addg(A4; L).
On peut donc conclure que T; a la forme souhaitée en procédant comme dans
la démonstration du théoréme (|

Remarque 7.9. Si F est absolument simple, la proposition[Z.4l montre qu’on peut
choisir L de degré au plus d! sur K, ou d est le degré de F.

7.3 Simples polynomiaux de F(A, K) (A commutatif)

La proposition [.10] étend le champ d’application du théoréme a des
foncteurs dont on sait seulement qu’ils prennent une valeur de dimension finie.

Proposition 7.10. Soient A un anneau commutatif et F' un foncteur simple
polynomial de degré d de F(A, K). Les assertions suivantes sont équivalentes.

1. Le foncteur F' est a valeurs de dimension finie.

2. Le foncteur F prend une valeur de dimension finie non nulle.
3. Le corps End(F) est de dimension finie sur K.

4. Le foncteur crq(F) est a valeurs de dimension finie.

Si on suppose de plus que A est un anneau de type fini, alors F vérifie automa-
tiquement les assertions précédentes.

Démonstration. La proposition [[LTT] donne un morphisme A*crq(F) — F non
nul, qui est un épimorphisme par simplicité de F'. Ceci prouve I'implication F={I1
L’implication M= est immédiate, et 2=l est une conséquence du corollaire
Montrons B4l La proposition [T4] et 'hypothése sur End(F') donnent des
extensions d’anneaux (non nécessairement commutatifs) de degrés finis

K C End(F) C End(crq(F)) =~ M, (End(S))™

pour des entiers n,m > 0 convenables (ot S est un sous-foncteur simple de
crqF). Ainsi, End(S) est de degré fini sur K. Or S est un objet simple de
Addy (A, K) ~ (A®? ® K)-Mod (ot tous les produits tensoriels sont pris sur
7Z), par une application itérée de la proposition [[.71 Comme ’anneau A% @ K
est commutatif, un module simple sur celui-ci est un quotient qui est un corps
commutatif L, et le corps des endomorphismes de ce module simple s’identifie
a L. Par conséquent, le fait que End(.S) soit de degré fini sur K implique que
S prend des valeurs de dimension finie. Comme crq(F) est une somme directe
finie de foncteurs du type S.o pour ¢ € &, (proposition [[4]), on en déduit
que crq(F) prend également des valeurs de dimension finie, ce qui achéve la
démonstration de Bl Finalement si A est de type fini, alors A®? ® K est une
K-algébre commutative de type fini, donc tout module simple sur cette algébre
est de dimension finie. Ainsi cry(F') est a valeurs de dimension finie, car c’est
une somme directe de simples de Addg(A, K) ~ (A®? ® K)-Mod. O
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Remarque 7.11. Le résultat tombe en défaut si 'on omet ’hypothése de com-
mutativité de A. En effet 'implication B=H] est déja fausse pour d = 1, car
un A°? ®; K-bimodule simple peut étre de dimension infinie sur K sans étre
absolument simple (sur K). Par exemple, si k est un corps de dimension infinie
sur son centre K, le (k, k)-bimodule k est absolument simple mais de dimension
infinie sur K.

Remarque 7.12. Dans la démonstration de la proposition [Z.10, le fait que le
corps des endomorphismes d’un foncteur simple de Adds(A, K) est commu-
tatif joue un role important. On notera toutefois que le corps des endomor-
phismes d’un foncteur simple polynomial de F¥ (A, K) (avec A et K commuta-
tifs) n’est pas nécessairement commutatif. Donnons-en un exemple quadratique
dans F¥(C,R) : on a un morphisme surjectif C @z C — C (donné par Iidentité
et la conjugaison) de R[G]-algebres, ou l'action de G5 est donnée par ’échange
des facteurs & la source et la conjugaison au but. On en déduit un morphisme
surjectif de R-algebres de G [ C (ou C est vu comme R-algebre) sur lalgébre
tordue (relativement & I’action de conjugaison) du groupe &4 sur C. Or cette al-
gébre tordue est isomorphe a la R-algébre H des quaternions. Cela montre qu’il
existe un Gy f C-module simple dont le corps d’endomorphismes est H, d’ou par
prolongement intermédiaire un foncteur quadratique simple de F (C,R) ayant
la méme propriété.

7.4 Applications aux représentations polynomiales

Soit k£ un corps infini. On rappelle qu’une représentation V' de dimension fi-
nie du monoide multiplicatif M,, (k) est dite polynomiale si le morphisme d’ac-
tion p : My (k) — Endg(V) est un polynéme des coefficients des matrices.
Les restrictions des représentations polynomiales de M,,(k) & GL,, (k) sont les
représentations polynomiales de GL, (k). Cette notion de représentation poly-
nomiale, dont I'idée remonte & la thése de Schur, et dont 'ouvrage de Green [29]
fait une étude systématique, a fait ’'objet d’une littérature intensive. La défini-
tion suivante donne une notion plus faible, mais plus souple, de représentation
polynomiale o la Eilenberg-Mac Lane (EML-polynomiale en abrégé).

Définition 7.13. Soient A un anneau, £ un anneau commutatif, n € N et
M une représentation k-linéaire du monoide multiplicatif M, (A4). On dit que
M est un représentation polynomiale & la Filenberg-Mac Lane si le morphisme
de monoides multiplicatifs p : M, (A) — Endy(M) donnant l'action est une
fonction polynomiale au sens d’Eilenberg-Mac Lane, cf. section [[.4l

Une représentation de GL,(A) ou de SL,(A) est dite polynomiale & la
Eilenberg-Mac Lane si elle est restriction d’une représentation EML-polynomiale

de M, (A4).

La polynomialité a la Eilenberg-Mac Lane de p ne fait intervenir que la
structure additive des anneaux M, (A) et End; (V') (la structure multiplicative
ne joue aucun role), tandis que le fait que p est une représentation signifie la
compatibilité & leur structure multiplicative (avec préservation de l'unité; la
structure additive ne joue aucun roéle). La polynomialité a la Eilenberg-Mac
Lane est donc une forme de propriété arithmétique des représentations.

Exemple 7.14. On dispose des exemples élémentaires suivants.
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1. Si A est un anneau fini dont la caractéristique est une puissance de celle de
k, toute représentation de M,,(A) ou de GL,,(A) est EML-polynomiale,
d’aprés le théoréme

2. Si A =k est un corps infini toute représentation polynomiale de M,,(A)
ou de GL,(A) au sens classique est EML-polynomiale.

3. La notion de représentation EML-polynomiale est stable par restriction
le long d’un morphisme d’anneaux. (En effet, c’est la cas pour la notion
de fonction polynomiale a la Eilenberg-Mac Lane).

4. La notion de représentation EML-polynomiale est stable par produit ten-
soriel. Les représentations EML-polynomiales de M,,(A) sont stables par
sous-quotient, car la fonction qu’induit sur un sous-quotient d’un groupe
abélien une fonction polynomiale (de degré au plus d) est polynomiale
(de degré au plus d).

Notation 7.15. Si M est une représentation de M,,(B), GL,(B) ou SL,(B),
on note M!?l la représentation de M.,,(A), GL,(A) ou SL,(A) obtenue par
restriction le long d’'un morphisme d’anneaux ¢ : A — B.

La proposition suivante donne le lien entre représentations EML-polynomiales
et foncteurs polynomiaux. Notons Pol(A4, k) la sous-catégorie pleine des fonc-
teurs polynomiaux de F(A, k), et k[M,,(A)]—Pol la sous-catégorie pleine des
kM, (A)]-modules qui sont EML-polynomiaux.

Proposition 7.16. Soit A un anneau et k un anneau commutatif. L’évaluation
sur A™ induit un foncteur plein et essentiellement surjectif :

Pol(A, k) — k[My,(A)]—Pol .

De plus, toute représentation EML-polynomiale simple est [’évaluation sur A™
d’un foncteur polynomial simple uniquement déterminé & isomorphisme pres.

Démonstration. Le caractére plein du foncteur est donné par la proposition [[.4
Soit T : k[M,,(A)]-Mod — F(A, k) le foncteur de prolongement intermédiaire
associé a l’évaluation sur A™. Alors pour tout module M, I'objet A™ est un
support et un cosupport du foncteur T'(M). La polynomialité de T(M) découle
alors du lemme L’essentielle surjectivité découle alors de ’isomorphisme
T(M)(A™) ~ M. Enfin, si M est simple, T(M) est I'unique simple dont ’éva-
luation sur A™ donne M d’aprés la proposition [[.41 ([l

Remarque 7.17. Soit k un corps infini. Les représentations polynomiales de
M, (k) au sens classique [29] s’obtiennent par évaluation sur k™ des foncteurs
strictement polynomiaux au sens de Friedlander et Suslin [25] (qui forment une
sous-catégorie pleine de Pol(k, k) si k est un corps infini).

Remarque 7.18. Bien que similaires et reliées par la proposition [Z.106] les notions
de polynomialité pour les foncteurs et pour les représentations présentent des dif-
férences significatives. Ainsi, a U'inverse des sous-catégories Pol,, (A, k) qui sont
épaisses dans F (A, k) (voir la section[I4]), une extension de deux représentations
EML-polynomiales de M,,(A) n’est pas nécessairement EML-polynomiale.
Ceci se voit déja pour n = 1, A = k = R. Soit R la représentation tau-
tologique du monoide multiplicatif M;(R). C’est une représentation qui est
EML-polynomiale de degré 1. Pourtant, il existe une représentation V = (R2, p)
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qui est une extension de R par elle-méme et qui n’est pas EML-polynomiale. 11
suffit de prendre p : M;1(R) = M3 (R) tel que p(0) = 0 et pour z # 0,

o(e) = < : x.lnx(|z|) > |

Dans la suite de la section [[.4] nous considérons les représentations linéaires
sur un corps commutatif quelconque, qui est donc noté K selon les conventions
générales de 'article.

Définition 7.19. Une représentation EML-polynomiale de M,,(K), de GL,(K),
oude SL,(K), est dite élémentaire (non triviale) si elle est de la forme F(K™)
pour un foncteur élémentaire F (non constant).

Si K est infini, les représentations élémentaires de M, (K) sont polynomiales
au sens classique. L’énoncé suivant peut donc étre interprété comme un résul-
tat de rigidité, qui permet d’exprimer des représentations polynomiales a la
Eilenberg-Mac Lane a partir de représentations polynomiales au sens classique.

Théoréme 7.20. Soient A un anneau commutatif, tel que K est un corps de
décomposition de P(A). Soit M une représentation K-linéaire de dimension
finie de M, (A). On suppose que M est EML-polynomiale. Alors M est simple
si et seulement si elle peut s’écrire comme un produit tensoriel

M~M" ... o Mo

ou les M; sont des représentations élémentaires non triviales de M, (K), et
les ¢; : A — K sont des morphismes d’anneauz deuzr & deuz distincts. (La
représentation simple triviale s’obtient comme un produit vide). De plus, les
morphismes ¢; et les M; sont uniquement déterminés (4 une permutation des
indices prés). Enfin, si M est simple, elle est absolument simple.

Démonstration. D’aprés la proposition [[.16], la représentation M peut se relever
de maniére unique en un foncteur polynomial simple F. Ce dernier prend des
valeurs de dimensions finies dés que M est de dimension finie sur K d’apres la
proposition [.T0l Le théoréme est alors une traduction directe du théoréme de
décomposition tensorielle dans F(A, K) via I'évaluation sur A™. O

En restreignant 'action de M,,(A) au groupe GL,(A) on déduit du théo-
réme [T.20] que toute représentation EML-polynomiale M de GL,,(A) se décom-
pose comme un produit tensoriel

M=M" g .. oM.

Cependant, il n’y a pas unicité d’une telle décomposition en général.

Ezemple 7.21. Soit ¢, : K[X] — K le morphisme de K-algébres tel que ¢, (X) =
a. Les ¢, induisent tous le méme isomorphisme GL (K [X]) = GL1(K), de sorte
que si K est la représentation tautologique de GL1(K), les représentations EML-
polynomiales simples K%< sont toutes isomorphes.

Ce genre de pathologie ne se produit pas pour SL,(A), grace a certains
résultats de densité. Nous nous placerons dans la situation suivante.
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Situation 7.22. Soit A un anneau commutatif, K un corps commutatif, et
f: A — K?%un morphisme d’anneaux (pour la structure d’anneau produit sur
K%) dont les composantes sont les morphismes d’anneaux notés f; : A — K,
1 <4 < d. On suppose que 'une des deux hypothéses suivantes est vérifiée.

(H1) Car(K) = 0.
(H2) Car(K) = p > 0, et pour tout couple i # j et tout t € Non a ¢'o f; # f;,
ou ¢ : K — K désigne le morphisme de Frobenius (¢(z) = zP).

La proposition suivante est dueld & Borel et Tits [8, Prop 2.1]. Elle est aussi
un corollaire du théoréme [[20 pour n = 1 (voir la remarque [.30).

Proposition 7.23. On se place dans la situation et on suppose de plus
que les ensembles fi(A) sont tous de cardinal infini. Soit P € K[Xy,..., Xq4].
Si P(f1(z),..., fa(x)) = 0 pour tout x € A, alors P = 0.

Corollaire 7.24. On se place dans la situation [Z.22 La cloture de Zariski de
f(A) dans K? est égale au produit des clotures de Zariski des f;(A) dans K.

Démonstration. Si tous les f; sont d’images infinies, le corollaire est juste une
reformulation de la proposition [[L2Z3l Sinon, quitte & permuter les coordonnées,
on peut supposer que seules les e > 0 premiéres coordonnées f; sont d’image
finie. Les idéaux ker f; sont alors maximaux, et comme I’hypothése (H2) est
satisfaite ("hypothése (H1) ne peut étre satisfaite que si tous les f; sont d’image
infinie), les ker f; sont deux & deux copremiers (pour 1 < i < e), de sorte que
le morphisme d’anneaux ¢ : A — [[,.,.. Im f; dont les composantes sont les f;
est surjectif (lemme chinois). Ceci finit la preuve si d = e. On suppose donc par
la suite 0 < e < d.

Soit I = ker ¢, et soit IT = Z®I 'anneau obtenu en adjoignant formellement
une unité a I'idéal I, et ¢ : I™ — A le morphisme d’anneaux induit par I'inclusion
I C A. On vérifie facilement que la propriété (P) suivante est satisfaite.

(P) Si g,h : A — K sont deux morphismes d’anneaux distincts d’images
infinies, alors g o ¢ et h o ¢ sont également distincts et d’images infinies.

Soit P € K[X3,...,X4] un polynéme s’annulant sur f(A). Fixons = € Im ¢.
Soit a € A tel que ¢(a) = x, notons (z1,...,24) = f(a) € K% et

Qz = (Xg—1)P(x1,..., %, Tep1 + Xeg1,.. ., 2a + Xa) € K[ Xey1,..., X4 .

Notons 9 : IT — K¢ le morphisme d’anneaux de coordonnées les f; o, e <
1 < d. Les f; ot sont d’images infinies et satisfont (H2) d’aprés la propriété (P).
De plus, Q. s’annule sur (I "), donc Q, = 0 d’aprés la proposition [7.23] Ceci
étant valide pour tout = € Im ¢, on obtient que P s’annule sur Im ¢ x K¢, [

Corollaire 7.25. On se place dans la situation [Z22. La cloture de Zariski de
l'tmage du morphisme de groupes

SLo(f): SIn(A) — SLn(K) = SL,(K)?
lake = ([filar,e)] )1 <ica

est égale au produit des groupes SLy(fi(A)) ot fi;(A) désigne la cloture de Za-
riski dans K de limage de f;.

4. Borel et Tits énoncent la proposition [Z.23] lorsque A est un corps infini, mais leur dé-
monstration fonctionne pour un anneau quelconque.
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Démonstration. Pour tout anneau B commutatif et tout couple d’entier (r, s)
tel que 1 < r # s < n, on note efs(/\) = 1, + Aers € SL,(B) ol e, 5 est la
matrice avec 1 en position (r,s) et 0 ailleurs. Soit L = [],,, fi(A) € K%
Les ef,s()\), A€e L, 1 <r # s < n, engendrent le sous-groupe SL,(L) de
SL,(K%) = SL,(K)%. Pour démontrer le corollaire, il suffit donc de montrer
que tout polyndéme P défini sur l'espace vectoriel M, (K )% et s’annulant sur
SL,(f)(A), s’annule sur I'image de I'application e* : LV — SL,,(L) C M,,(K%)
définie par :
"y an) = I el )
1<k<N

et ceci pour tous les N > 0 et tous les couples (i, ji). Mais on a un carré
commutatif (ot e? est la « méme » application que e”, définie sur A)

| -
SLa(f)

SLn(A) _ SLn(L>

de sorte que si P s’annule sur 'image de SL,(f), alors P o el s’annule sur
I'image de fV. Comme P o e’ est un polyndéme, il s’annule sur LY d’aprés le
corollaire [.24] donc P s’annule sur I'image de e”. O

Le théoréme suivant généralise & un anneau quelconque (en ajoutant 1’hy-
potheése de régularité « EML-polynomiale ») le cas spécial linéaire d’un résultat
de Borel et Tits [8, Cor 10.4].

Théoréme 7.26. Soient A un anneau commutatif, tel que K est un corps de
décomposition de P(A). Soit M une représentation K-linéaire de dimension
finie de SL,(A). On suppose que M est EML-polynomiale. Alors M est simple
si et seulement si elle peut s’écrire comme un produit tensoriel

M~MMg. .. @ Mldn

ot les M; sont des représentations élémentaires non triviales de SL,(K), et les
¢i : A — K sont des morphismes d’anneaux. (La représentation simple triviale
s’obtient comme un produit vide). De plus, les morphismes ¢; et les M; sont
uniquement déterminés (a une permutation des indices prés). Enfin, si M est
stmple, elle est absolument simple.

Démonstration. L’existence de la décomposition se déduit du théoréme [7.20] par
restriction de M, (A) & SL,(A).

Réciproquement, soit M = Ml[(M X ® Mr[ﬁf"‘]. Supposons tout d’abord
carK = 0. D’apres la propriété de densité du corollaire [[.229] il suffit de montrer
que My ® - -+ ® M, est simple comme représentation de SL,,(K)™. Pour cela,
il suffit de montrer que chaque M}, est absolument simple comme représenta-
tion de SL,(K), ce qui suit du fait qu’en caractéristique nulle, les foncteurs
élémentaires sont les foncteurs de Schur (proposition [B.), et induisent donc
des représentations simples de SL,, (K) (voir par exemple |26, Chap. 6]). Si K
est de caractéristique p > 0, on se réduit de méme en utilisant le corollaire
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[[.25] & démontrer que si F C K est un corps de cardinal supérieur a p”, alors

tout produit tensoriel N(W ®- - ® Nr[{l] ou les N, sont des représentations
élémentaires de SL,,(K), est encore simple aprés restriction a SL,, (F). Mais les
représentations élémentaires du groupe algébrique GL,, i sont des représenta-
tions de plus haut poids p-restreints (cf proposition [B.3), et donnent donc par
restriction des representations simples de SL,, k de plus haut poids p-restreints.
L’absolue simplicité du produit tensoriel découle alors du théoréme de Steinberg
[65, Thm 7.4] [32, Thm 2.11] décrivant la restriction des représentations simples
du groupe algébrique SL,, x aux groupes SL, (F).

Enfin, d’aprés le corollaire [7.25], si on considére deux produits tensoriels
M = Ml[fll ®-® M(gfd] et N = Nl[fl] ® - ®N(£lfd] ou les M;, N; sont des
représentations polynomiales au sens classique du groupe algébrique GL,, k,
alors la restriction le long de f = [[,c;cy fi : A = L = [1,<;<q fi(A) induit un
isomorphisme

HomK[SLn(L)] (Ml R QMg N1 ® - ® Nd> ~ HomK[SLn(A)](M; N) .

Si les M; et les N; sont de dimension finie, alors le terme de gauche est lui-
meéme isomorphe au produit tensoriel des HomK[SL (i) (M;, N;). L’unicité
de la décomposition de M, et ’absolue simplicité de M en découlent. O

Remarque 7.27. Le recours au théoréme de Steinberg [55, Thm 7.4] dans la
démonstration précédente n’est nécessaire que si des corps finis apparaissent
comme quotients de A. Dans le cas contraire, on peut remplacer 'utilisation
de ce théoréme par ’observation élémentaire que sur un corps infini, les repré-
sentations (rationnelles) de SL,, x forment une sous-catégorie pleine stable par
sous-quotient de K[SL, (K)]-Mod.

7.5 Traductions arithmétiques

Proposition 7.28. Soient A un anneau commutatif et p : A — K une fonction
polynomiale (au sens d’Eilenberg-Mac Lane) de degré d > 0 et multiplicative au
sens ot p(xy) = p(x)(y) pour tous x, y € A. Alors il existe une extension finie
de corps commutatifs K C L de degré au plus d! et des morphismes d’anneaux
fi:A— L, pour 1 <1i<d, tels que

d
veeA g =] filx)
i=1
De plus, on dispose du résultat d’unicité suivant : si g1,...,g9, : A = L sont

des morphismes d’anneaux tels que
ka
Ve e A olx) = Hgi(ac),
i=1

on ar =d et il eviste une permutation o € &y telle que g; = fy;y pour tout i
dans chacun des deux cas sutvants :

1. car(K)=0;

2. car(K) = p > 0 et pour tout indice i, l'ensemble {j|g; = g} est de
cardinal strictement inférieur a p.
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Démonstration. Le morphisme ¢ définit une représentation absolument simple
EML-polynomiale de dimension 1 sur K du monoide multiplicatif M;(A), notée
K%l Si K est un corps de décomposition de P(A), alors d’aprés le théoréme
720, K¢ se décompose comme un produit tensoriel Ml[d)l] ... M,[f"], ol les
M; sont des représentations élémentaires de degrés d; et de dimension 1. Donc
pour tout a € A on a ¢(a) = ¢1(a)? ... ¢,(a)% avecd = Y. d;, d’ott I'existence.

Dans le cas ou K n’est pas un corps de décomposition de P(A4), La démons-
tration de I'existence de la décomposition est la méme que dans le théoréme [Z.20]
(pour n = 1), en utilisant le théoréme[T.§ (et de la proposition [T 4 pour la borne
sur le degré — cf. remarque [Z.9) au lieu du théoréme (noter qu’il n’y a pas
besoin de filtration car le foncteur considéré prend une valeur de dimension 1).

Pour établir le résultat d’unicité, quitte a plonger K dans sa cloture algé-
brique, on peut supposer K algébriquement clos. Ecrivons ¢(z) = [T, gi ou
les g; sont des morphismes d’anneaux A — K deux & deux distincts et a; € N*
avec car(K) = 0, ou a; < car(K) pour tout . Cela implique que la puissance sy-
métrique S% (sur K) est un endofoncteur élémentaire des K-espaces vectoriels,
donc que S% (K) est une représentation élémentaire de M (K). Notre décompo-
sition se traduit donc par un isomorphisme K% ~ S (K)ol ... So (K)lor]
et I'unicité découle alors de 'unicité dans le théoréme O

Remarque 7.29. En caractéristique p > 0, la décomposition n’est pas nécessai-
rement unique si ’on ne fait aucune hypothése. Toutefois, si ’on impose que le
nombre r de facteurs égale le degré d (c’est-a-dire ), a; = d avec les notations
ci-dessus) de la fonction polynomiale ¢, alors on a nécessairement unicité, car
cela implique a; < p pour tout i — sinon, comme a® est un morphisme d’an-
neaux, la fonction ¢ serait de degré polynomial au plus (3, a;)+1—p < d. Ainsi,
la propriété d’unicité de la proposition implique celle de la proposition
de 'introduction.

Remarque 7.30. La proposition de Borel-Tits peut étre obtenue comme
conséquence de l'unicité de la proposition de la fagon suivante. Soient
fi + A — K des morphismes d’anneaux d’images infinies vérifiant les hypothéses
(H1) ou (H2) de la situation Sid=(di,...,dn) € N", on note ¢g(a) =
(a) = fi(a)™ ... fn(a)@). Alors les fonctions ¢4 : A — K sont des caractéres
du monoide multiplicatif A, qui sont deux & deux distincts d’apreés la proposi-
tion 28 (si Car(K) = p > 0, il faut écrire f;(a)¢ = [[;cjcp(d* o fi)(a)2r(d),
ol ¢ désigne le morphisme de Frobenius et les a(d;) € [0, p— 1] sont les chiffres
de la décomposition p-adique de d;, pour pouvoir appliquer la proposition). La
proposition découle alors de 'indépendance linéaire des caractéres d’un
monoide [I0, Chap V,§6, cor 1].

Dans ce qui suit, on reformule une partie des résultats de la proposition [Z.28
Nous introduisons & cet effet quelques notations. Si A et B sont des anneaux,
notons Pol,(A, B) 'ensemble des applications f : A — B polynomiales (au
sens d’Eilenberg-Mac Lane) qui préservent la multiplication (f(xy) = f(z)f(y)
pour tous z, y dans A) et l'unité. La multiplication (point par point) fait de
Pol, (A, B) un sous-monoide du monoide multiplicatif sous-jacent & I’anneau
Pol(A, B). Si l'on suppose B commutatif, il est commutatif, de sorte que I'in-
clusion dans Pol, (A, B) de I’ensemble Ann(A, B) des morphismes d’anneaux
de A dans B s’étend de facon unique en un morphisme de monoides commutatifs
®4 5 : NJAnn(A, B)] — Pol,(A, B), ou N[E] désigne le monoide commutatif
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libre sur un ensemble F. L’énoncé suivant découle directement de la proposi-
tion
Corollaire 7.31. Soit A un anneau commutatif.
1. 81 K est algébriguement clos, le morphisme de monoides ® 4 x est sur-
jectif.
2. Si K est de caractéristique nulle, alors ® 4 gk est injectif.

3. Si K est de caractéristique p > 0, notons Ann(A, K) le quotient de l’en-
semble Ann(A, K) par la relation d’équivalence engendrée par f ~ fP, et
choisissons une section & la projection de facon & voir m(A, K) comme
un sous-ensemble de Ann(A, K). Alors la restriction a NJAnn(A, K)] de
D4 i est injective.

Notons G(K) le monoide des endomorphismes de corps de K (qui est un
groupe si K est algébriquement clos et de degré de transcendance fini sur son
sous-corps premier, ou de degré fini sur son sous-corps premier). Comme précé-
demment, on dispose d’un morphisme d’anneaux xx : Z[G(K)] — End(K*), et
Iimage du sous-semi-anneau N[G(K)] de Z[G(K)] est incluse dans I’ensemble
des morphismes multiplicatifs K* — K> qui se prolongent en une fonction
polynomiale K — K.

Corollaire 7.32. 1. Si K est algébriguement clos, alors xx(N[G(K)]) est
exactement l’ensemble des morphismes multiplicatifs K* — K™ qui se
prolongent en une fonction polynomiale K — K.

2. Si K est de caractéristique nulle, alors xx est injectif.

3. Si K est de caractéristique p > 0, alors le noyau de xx est lidéal (bi-
latere) de Z[|G(K)] engendré par I’élément central ¢ — p, ot ¢ € G(K)
désigne le morphisme de Frobenius.

8 Applications : propriétés de finitude

8.1 Contexte et résultats principaux

Un objet de F(A; K) est dit de longueur finie 8’il posséde une filtration finie
dont les sous-quotients sont simples. Sous de fortes hypothéses de noethéria-
nité 100&16@, on montre (trés) facilement que les foncteurs de longueur finie de
F(A; K) possédent de bonnes propriétés, en particulier :

o si les catégories F(A; K) et F(AP; K) sont localement noethériennes,
alors le produit tensoriel de deux foncteurs de longueur finie et & valeurs
de dimension finie est un foncteur de longueur finie (cf. proposition [B37]),

e si la catégorie F(A; K) est localement noethérienne, alors tout foncteur
de longueur finie est pf,, c’est-a-dire admet une résolution par des pro-
jectifs de type fini (cf. lemme [BTT).

Cependant, les catégories F(A; K) sont rarement localement noethériennes.
Ainsi, nous montrons dans la proposition BT que si F(A; K) est localement
noethérienne, alors les ensembles de morphismes de A sont nécessairement fi-
nis. Afin de traiter les cas ou les catégories F(A; K) ne sont pas localement
noethériennes, nous introduisons les hypothéses suivantes.

5. Nous renvoyons le lecteur a la section pour des rappels détaillés sur les propriétés
de finitude classiques des catégories.

50



Notation 8.1. Soient 4 une petite catégorie additive, K un corps commutatif
et k un anneau commutatif. Nous considérerons les hypothéses suivantes :
e LNC(A, K) : pour tout idéal K-cotrivial Z de A, la catégorie F(A/Z; K)
est localement noethérienne.
e LNA(A, k) : la catégorie Add(A; k) est localement noethérienne.
e PFA(A, K) : tous les foncteurs simples a valeurs de dimension finie de la
catégorie Add(A; K) sont de présentation finie dans Add(A; K).
e TFA(A, K) : pour tout idéal K-cotrivial Z et tout objet « de A, le foncteur
Z(xz,—) est de type fini.
S’il n’y a pas d’ambiguité possible, il nous arrivera de noter simplement LNC
au lieu de LNC(A, K), et de méme pour LNA, PFA et TFA.

Remarque 8.2. i) Les lettres LN (resp. PF, TF) abrégent la propriété localement
noethérienne (resp. de présentation finie, de type fini), et A (resp. €) indique
qu’elle se rapporte aux foncteurs additifs (resp. aux idéaux K-cotriviaux).

ii) Pour ’hypothése TFA (A, K), il est équivalent de demander que Z(x, —)
soit de type fini dans F(A;Z) ou dans Add(A;Z).

iii) Les trois derniéres hypothéses sont reliées par des implications évidentes
LNA(A, K) = PFA(A, K) et LNA(A,Z) = TFA(A, K).

Nous donnons maintenant des exemples ot les hypothéses de la notation [R1]
sont vérifiées. Le premier montre que ces hypothéses sont plus faibles que la
noethérianité locale de F(A, K), les suivants donnent des cas intéressants ou
ces hypothéses sont vérifiées sans que F (A, K) soit localement noethérienne.

Ezemple 8.3. Si la catégorie F(A; K) est localement noethérienne, alors les
hypothéses LNC(A, K), LNA(A,Z), LNA(A, K), PFA(A, K) et TFA(A, K) sont
satisfaites. (Ce résultat sera démontré dans la proposition BI6).

Ezemple 8.4. Soient A un anneau, A = P(A), K un corps commutatif, et k& un
anneau commutatif.

e L’hypothése LNC(P(A), K) est vérifiee. En effet, comme les idéaux K-
cotriviaux de P(A) proviennent d’idéaux bilatéres & quotient fini de A, il
suffit de vérifier que F(A, K) est localement noethérienne pour tout an-
neau fini A. Ce profond résultat de finitude a été démontré par Putman-
Sam [50} théoréme C] (voir aussi Sam-Snowden [51] corollaire 8.3.3]).

e L’hypothése LNA(P(A), k) est vérifiée si et seulement si A°P ®yz k est
un anneau noethérien a gauche. En effet, la proposition [ 7] fournit une
équivalence de catégories Add(P(A), k) ~ (A°P ®z k)-Mod.

En revanche, la noethérianité locale de F(A, K) peut tomber en défaut, par
exemple si A n’est pas un anneau fini, d’aprés la proposition 817

Exemple 8.5. Soient K un corps commutatif, A une K-algébre de dimension
finie, et A = A-mod la catégorie des modules a gauche finis sur A.

e Les hypothéses LNC(A-mod, K) et TFA(A-mod, K) sont vérifiées. En
effet, ceci se déduit facilement du fait que le seul ideal K-cotrivial de
A-mod est la catégorie A-mod toute entiére.

e L’hypothése PFA(A-mod, K) est vérifiée. Ceci est un résultat d’Auslan-
der [3] corollaire 3.4 ou théoréme 3.5].

En revanche, si A a un type de représentation infini, Auslander a montré [3|
théoréme 3.12 ou 3.13] que 'hypothése LNA(A-mod, K) n’est pas vérifiée. Ainsi
F(A-mod, K) n’est pas localement noethérienne d’aprés ’exemple B3l
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Ezxemple 8.6. Soient K un corps commutatif, et A une petite catégorie additive
qui n’a pas d’autre idéal K-cotrivial que A (par exemple A est une catégorie F-
linéaire, ot F est un corps infini, ou le corps premier de K). Alors les propriétés
LNC(A, K) et TFA(A, K) sont vérifiées.

En utilisant nos théorémes de décomposition tensorielle [3.4] et [[5] nous par-
venons & établir des propriétés des foncteurs de longueur finie (en ajoutant
I’hypothése qu'’ils prennent des valeurs de dimension finie) sous les hypothéses
de la notation Bl Les résultats principaux sont les suivants.

Théoréme 8.7. Si les hypothéses LNC(A, K) et LNC(A°P, K) sont vérifiées,
alors la classe des foncteurs de longueur finie de fdf(.A; K) est stable par produit
tensoriel.

Le théoréme BT s’applique en particulier & A = P(A), ot A est un anneau
arbitraire, d’aprés 'exemple [R.41

Le théoréme suivant concerne la propriété de présentation finie (une forme
faible de la propriété pfo.). La troisiéme assertion du théoréme est une
réciproque partielle de la deuxiéme assertion, qui montre que les hypothéses
LNC, PFA et TFA ne sont pas loin d’étre les hypothéses optimales pour obtenir
que tous les foncteurs de longueur finie et & valeurs de dimension finie sont de
présentation finie.

Théoréme 8.8. 1. La propriété PFA est vérifiée si et seulement si tous les
foncteurs polynomiaux de longueur finie et & valeurs de dimension finie
de F(A; K) sont de présentation finie.

2. Si les propriétés LNC, PFA et TFA sont vérifiées alors tous les foncteurs
de longueur finie et & valeurs de dimension finie de F(A; K) sont de
présentation finie.

3. Si A=P(A) pour un anneau A, et si tous les foncteurs de longueur finie
et a valeurs de dimension finie de F(A; K) sont de présentation finie,
alors les propriétés LNC, PFA et TFA sont vérifiées.

Le théoreme B3 ci-dessous s’applique en particulier & A = P(A), si A est
un anneau commutatif de type fini, ou plus généralement si les anneaux A°P et
A°P ®y K sont noethériens a gauche, d’aprés ’exemple Nous ne connaissons
pas de démonstration directe de ce résultat, méme lorsque A = P(Z).

Théoréme 8.9. Si les hypothéses LNC(A, K), LNA(A,Z) et LNA(A, K) sont
vérifiées, alors tous les foncteurs de longueur finie et & valeurs de dimension

finie de F(A; K) sont pfoo.

La suite de la section [§ est organisée de la fagon suivante. Dans la section
B2 nous rappelons des définitions et des énoncés classiques sur les propriétés
de finitude des catégories.

Les sections B3] et B4l sont ensuite consacrées & la discussion de divers liens
entre les propriétés LNA, LNC, PFA et TFA, ainsi que les propriétés de nothéria-
nité locale et de finitude locale de F(A; K). Nous en profitons pour démontrer
(et placer dans une perspective plus large) un résultat qui n’est pas annoncé
ci-dessus : la conjecture sur les fonctions de dimensions, lorsque A est un
p-anneau fini semi-simple.
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Enfin, les sections et sont consacrées & la démonstration des trois
théorémes principaux énoncés ci-dessus. Hormis pour une partie de la démons-
tration du théoréme B8 on n’y utilise pas les résultats des sections [R.3] et
Le lecteur souhaitant accéder directement aux démonstrations des théorémes
B et peut donc sauter la lecture des sections et B4l

8.2 Rappels sur les propriétés de finitude

Objets noethériens, artinniens et finis. Un objet d’une catégorie de Gro-
thendieck & est noethérien (resp. artinien) si toute famille de sous-objets posséde
un élément maximal (resp. minimal) pour I'inclusion. La classe des objets noe-
thériens (resp. artiniens) de £ est stable par somme directe finie, sous-quotient
et extensions. Un objet de & est noethérien (resp. artinien) si et seulement si
tous ses sous-objets (resp. tous ses quotients) sont de type fini (resp. de type
cofini). Un objet de &£ est de longueur finie (on dira souvent simplement fini
dans la suite) si et seulement s’il est noethérien et artinien. De maniére équiva-
lente, un objet est fini si et seulement s’il posséde une filtration finie dont les
sous-quotients sont simples.

La catégorie £ est dite localement noethérienne (resp. localement finie, loca-
lement artinienne, localement de type fini) si elle est engendrée par ses objets
noethériens (resp. finis, artiniens, de type fini). Par exemple, si A est un an-
neau, la catégorie des A-modules & gauche est localement noethérienne (resp.
localement finie, ou localement artinienne) si et seulement si A est noethérien
(resp. artinien) & gauche.

La propriété pf,.

Définition 8.10. Soit n € NU{oco}. Un objet X de & est dit de n-présentation
finie ou, en abrégé, pf,, si pour tout foncteur ® d’une petite catégorie filtrante
I vers &£, le morphisme canonique

colim Exts (X, —) o ® — Exts (X, colim @)

est bijectif pour ¢ < n et est injectif pour i = n (si n < 00).

Par définition, les objets pfy sont les objets de type fini. Pour n > 0, il
suffit d’exiger que les morphismes canoniques soient bijectifs pour i < n, ce qui
implique l'injectivité pour ¢ = n par des arguments formels. En particulier, les
objets pf1 sont les objets de présentation finie.

Lorsque la catégorie £ est engendrée par des objets projectifs de type fini
(comme c’est le cas pour F(C; k) si C est une petite catégorie et k est un anneau),
un objet X est pf, si et seulement s’il existe une suite exacte

=P ->P 34— ->P > F—>X—=0
ot les P; sont projectifs de type fini pour i < n. Le lemme suivant est classique.

Lemme 8.11. S5i & est une catégorie de Grothendieck localement noethérienne,
alors tous les objets de type fini (en particulier les objets finis) sont pfoo.

Le produit tensoriel de deux objets projectifs du type P est encore du
méme type, ce dont on déduit que le produit tensoriel de deux foncteurs pf,, de
F(A; K) est encore pf,.
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Changement de base. Les lemmes classiques suivants permettent de rame-
ner ’étude des propriétés de finitude dans des catégories de foncteurs du type
F(C; K) ou Add(A4; K), au cas ou le corps K est assez gros.

Lemme 8.12. Soient C une petite catégorie, K C L une extension de corps
commutatifs et F un foncteur de F(C; K).

1. Si F est un foncteur de longueur finie de F¥(C; K), alors F @ L est de
longueur finie dans F¥(C; L).

2. Si FQL est fini (resp. noethérien, artinien) dans F(C; L), alors il en est
de méme pour F dans F(C; K).

3. Soit n € NU {oo}. Le foncteur F est pf, dans F(C; K) si et seulement
si F® L estpf, dans F(C;L).

Démonstration. Notons « : F(C; K) — F(C; L) le foncteur de post-composition
par le foncteur d’extension des scalaires — ® L : K-Mod — L-Mod. Comme
«a est un foncteur exact, il suffit de montrer la premiére assertion lorsque F'
est simple, auquel cas End (F') est un corps (non nécessairement commutatif)
qui est une K-algébre de dimension finie, disons d, puisque F' est & valeurs de
dimension finie. On voit alors, en utilisant des arguments déja employés dans la
section 2 que «(F) est fini, de longueur majorée par d : si T est un quotient de
a(F), 'image G de T par le foncteur d’oubli g : F(C; L) — F(C; K) est semi-
simple isotypique de type F' (comme celle de «(F)). Il s’ensuit que le foncteur
FC; L) ((F),—) ~ F(C; K)(F,—)o 8 : F(C; L) — L-Mod a une restriction a
la sous-catégorie pleine des sous-quotients de sommes directes finies de copies de
F qui est exacte et fidele. Comme l'image de F' par ce foncteur est L ® End(F),
qui est de longueur finie d dans la catégorie des L-espaces vectoriels, on obtient
bien le résultat souhaité.

Comme le foncteur « est exact et fidéle, il induit une fonction strictement
croissante entre ensembles de sous-objets ordonnés par inclusion, ce qui établit
la deuxiéme assertion. Du fait que a commute également aux colimites, on en
déduit aussi que F' est de type fini si c’est le cas de a(F).

Par ailleurs, « préserve les foncteurs projectifs de type fini (et est exact), de
sorte que, si F est pf,, alors «(F) est pf,.

La réciproque se montre par récurrence sur n : le cas n = 0 est traité ci-
dessus, et le cas général provient de ce que si F' est de type fini, on peut trouver
une suite exacte courte 0 - G — P — F — 0 avec P projectif de type fini, de
sorte que F' est pf, si et seulement si G est pf,—1. L’application du foncteur
exact a & cette suite et I’hypothése de récurrence permettent de conclure. [l

Remarque 8.13. On notera que la petite catégorie source C peut étre quelconque
(ce qui n’est pas le cas si 'on recherche un bon comportement de la propriété
pfn relativement au produit tensoriel, par exemple), et que 1’extension de corps
K C L n’a pas besoin d’étre finie. Si I'on suppose de plus ’extension finie, on
peut s’affranchir de ’hypothése de valeurs de dimension finie dans la premiére
assertion.

La démonstration du résultat suivant est laissée au lecteur.

Lemme 8.14. Soient K C L une extension finie de corps commutatifs et n €
N U {oc}. Notons ® : Add(A; L) — Add(A; K) le foncteur de restriction des

scalaires au but.
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1. Le foncteur ® préserve les foncteurs de longueur finie et les foncteurs a
valeurs de dimension finie.

2. Un foncteur F' de Add(A; L) est pf, si et seulement si ®(F) est pf,.

Remarque 8.15. Les lemmes et B.I4] sont susceptibles de généralisations
dans lesquelles la catégorie F(C; K) (resp. Add(A; K)) est remplacée par une
catégorie de Grothendieck K-linéaire £ et F(C; L) (resp. Add(A; L)) par &, (cf.
remarque 2.17). On notera de plus que toute catégorie F(C; K) est équivalente
a une catégorie du type Add(A; K) (considérer la catégorie préadditive Z[C] et
prendre pour A la catégorie additive associée).

8.3 Propriétés de finitude des idéaux K-cotriviaux

Dans cette sous-section, on discute des propriétés LNC, LNA, PFA et TFA.
On montre d’abord que ces propriétés sont plus faibles que la noethérianité de
F(A; K). Puis on étudie les relations entre LNC et la propriété suivante :

e LFC(A, K) : pour tout idéal K-cotrivial Z < A, la catégorie F(A/Z; K)
est localement finie.
Nous discutons ensuite de 'optimalité des hypothéses du théoréme [RS8l La pro-
priété LFC joue un rdle clé dans la discussion de la nécessité de TFA pour obtenir
des résultats sur les présentations finies dans F(A; K).

Conséquences de la noethérianité locale de F(A; K). La proposition
suivante montre que si F(A; K) est localement noethérienne, alors LNC(A; K),
LNA(A,Z), et LNA(A; K) (et donc PFA(A; K) et TFA(A; K)) sont vérifiées.

Proposition 8.16. Soit A une petite catégorie additive et £ une catégorie de
Grothendieck non nulle. Supposons que Fct(A,E) est localement noethérienne
(resp. localement finie). Alors les categories suivantes sont également localement
noethériennes (resp. localement finies) : (i) les catégories Fct(A/Z, E) pour tout
idéal T A, (i) la catégorie Add(A,E), et (iit) la catégorie Add(A,Z).

Démonstration. Pour (i) et (ii), la propriété de noethérianité locale provient du
fait que les catégories en question s’identifient & des sous-catégories pleines de
Fct(A, E). Pour (iii), on utilise que la catégorie £ est nécessairement localement
noethérienne (considérer les foncteurs constants), il existe donc un objet noethé-
rien non nul M dans €. Le foncteur M[A(x, —)] est alors de type fini pour tout
objet x de A, donc noethérien. Cela implique que le foncteur additif A(x, —)
est noethérien, car M[—] définit un foncteur Add(A;Z) — Fct(A, £) qui induit
des fonctions strictement croissantes entre ensembles de sous-foncteurs ordonnés
par inclusion. Le cas localement fini se démontre de la méme fagon. [l

La proposition suivante montre que la noethérianité locale de F(A; K) est
un phénomeéne relativement exceptionnel.

Proposition 8.17. Si la catégorie F(A; K) est localement noethérienne, alors
tous les ensembles de morphismes de A sont finis.

Démonstration. Comme A(z,y) C A(x @y,xPy), il suffit de montrer que pour
tout objet = de A, 'anneau End 4(x) est fini.

Si A est un anneau, on note A, le monoide multiplicatif sous-jacent. Pour
tout n > 1, on a un isomorphisme d’anneaux End4(z®") ~ M, (End4(z)).
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Le foncteur F(A; K) — K[My(End4(z)),)-Mod induit par I’évaluation sur
2P est réflexif d’aprés la proposition La noetherianité locale de F(A; K)
implique donc la noethérianité locale de K[M,,(End4(z)),]-Mod. La finitude
de End 4(x) découle alors du lemme ci-dessous. O

Lemme 8.18. Soient A et k des anneauz, avec k non nul, et n > 2 un entier.
Notons My, (A), le monoide multiplicatif des matrices carrées de taille n a co-
efficients dans A. Si Uanneau k[My(A),] est noethérien & gauche, alors A est

fini.

Démonstration. L’anneau B := M,,(A) est noethérien (& gauche). En effet, on
définit une fonction strictement croissante de ’ensemble des idéaux a gauche de
B dans 'ensemble des idéaux a gauche de k[B,] en envoyant un idéal I de B
sur le noyau de la projection k[B] — k[B/I].

Comme B est noethérien, le produit de deux éléments de B n’est inversible
que si les éléments sont inversibles. On dispose donc d’un morphisme surjectif
d’anneaux k[B,] — k[GL,(A)] (envoyant les matrices non inversibles sur 0).
Ainsi k[GL,(A)] est noethérien.

Pour montrer que A est fini, on va utiliser la propriété (P) suivante (qui se
prouve en utilisant Pextension des scalaires de k[H] a k[G], et le fait que k[G]
est un k[H]-module fidélement plat) :

(P) Soit H un sous-groupe d’un groupe G. Si k[G] est noethérien, alors k[H ]

est noethérien.
Comme le groupe additif A,qq sous-jacent & A se plonge dans GL,(A), la pro-
priété (P) implique que k[Aqqq4] est noethérien, donc que le groupe abélien A,q4q
est de type fini. Si le groupe A,qq n’était pas fini, le morphisme canonique
Z — A serait injectif, d’ot une injection GL2(Z) — GL,,(A), et pour tout sous-
groupe H de GL,(Z), k[H] serait noethérien d’aprés (P). Mais il est classique
que GL3(Z) contient un groupe libre & deux générateurs, donc un groupe libre
de rang infini, dont la k-algébre n’est pas noethérienne. On en conclut que Agqq
doit étre fini. O

Propriétés LNC et LFC. L’implication LFC(A; K) = LNC(A; K) est évi-
dente. La proposition .20 ci-dessous étudie les conditions d’une réciproque.

Lemme 8.19. On suppose que, pour tous objets x et y de A, le groupe abélien
A(x,y) est fini et que A(z,y) @z K est nul.

1. St K contient les racines de l'unité, alors on dispose d’un isomorphisme
K[A(z,—)] ~ KA@2" dans F(A; K) pour tout objet z de A, ot (=)f =
Homy(—,Q/Z) désigne la dualité des groupes abéliens finis.

2. Si la catégorie Add(A;Z) est localement artinienne, alors le foncteur
K[A(z,—)] de F(A; K) est de type cofini pour tout objet x de A.

Démonstration. Si K contient les racines de 'unité et que V est un groupe
abélien fini tel que V ®z K = 0, alors V* est naturellement isomorphe au groupe
abélien des morphismes de V' vers le groupe multiplicatif K*. De plus, K[V] est
une K-algébre semi-simple naturellement isomorphe & 'algébre produit K vE
Cela fournit la premiére assertion.

Commengons par montrer la deuxiéme assertion lorsque K contient les ra-
cines de l'unité : si Add(.A; Z) est localement artinienne, alors le foncteur additif
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de type fini A(z, —) est artinien pour tout z € Ob A. Il s’ensuit que son dual
A(z, —)* est un foncteur noethérien, donc de type fini, de Add(A°P;Z), c’est-a-
dire qu’il est isomorphe & un quotient d’un foncteur du type A(—,t). Il s’ensuit
que KA@ =) st isomorphe & un sous-foncteur de KA(—% (dans F(A; K)), et
est donc de type cofini.

Traitons maintenant le cas général : soit K C L une extension de corps
commutatifs, ot L contient les racines de 1'unité. Le foncteur L[A(z, —)] est de
type cofini dans F(A; L), donc a co-support fini. Il s’ensuit qu’il est également
a co-support fini dans F(A; K), donc son sous-foncteur K[A(z, —)] posséde la
méme propriété. Comme un foncteur a co-support fini et a valeurs de dimension
finie est de type cofini, cela achéve la démonstration. [l

Proposition 8.20. On suppose que, pour tous objets x et y de A, le groupe
abélien A(x,y) est fini et que A(x,y) @z K est nul. On suppose également que
les catégories F(A; K) et F(AP; K) sont localement noethériennes. Il y a alors
équivalence entre les assertions suivantes.

1. La catégorie F(A; K) est localement finie.
2. La catégorie Add(A;Z) est localement finie.

3. La catégorie Add(A;Z) est localement artinienne.

Démonstration. =] est démontré dans la proposition 2= est évident.
Il reste & démontrer B={Il Soit = un objet de A. Le foncteur de type fini P} de
F(A; K) est noethérien puisque cette catégorie est localement noethérienne. Le
lemme [BT9 montre par ailleurs qu’il est de type cofini. Comme il est & valeurs
de dimension finie, cela signifie que son dual K@) est de type fini dans la
catégorie localement noethérienne F(A°?; K), donc noethérien. En reprenant le
dual on en déduit que P} est artinien. Par conséquent, les générateurs Pj de
F(A; K) sont finis et cette catégorie est localement finie. O

Optimalité des hypothéses du théoréme [8.7 La nécessité de PFA pour
obtenir des présentations finies des foncteurs finis a valeurs de dimension finie
de F(A; K) est facile & comprendre, et expliquée dans le lemme suivant.

Lemme 8.21. §i tous les simples polynomiaux finis 4 valeurs de dimension
finie de F(A; K) sont de présentation finie, alors PFA(A; K) est satisfaite.

Démonstration. Comme la sous-catégorie Add(A; K) de F(A; K) est pleine et
stable par colimites, un objet de Add(A; K) de présentation finie dans F(A; K)
est automatiquement de présentation finie dans Add(A4; K). O

Le role de TFA est plus délicat & comprendre. Le corollaire ci-dessous
montre que si LNC est satisfaite, alors TFA est bien nécessaire pour obtenir des
présentations finies des foncteurs finis a valeurs de dimension finie de F(A; K).
Dans les énoncés suivants, on note Ab = Z-Mod.

Lemme 8.22. Soient k un anneau, A, B : A — Ab des foncteurs additifs.
Le morphisme canonique de k-modules (ow le premier Hom est pris dans la
catégorie Add(A;Z) et le deuxieme dans la catégorie F(A;k))

va,p : k[Hom(A, B)] — Hom(k[A4], k[B])

est injectif. Il est bijectif si A est de type fini.
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Démonstration. Si A est un foncteur représentable A(t, —), le lemme de Yoneda
entraine que @4 p est un isomorphisme. Supposons maintenant que A est une
somme directe @.A(t;, —) de tels foncteurs. On a donc Hom(A, B) ~ [[ B(%:).
iel iel
Soit « # 0 un élément de k[Hom(A, B)] ~ k[[[ B(t;)] : « peut s’écrire comme
iel
S Anlén] ot m o€ N*, X, € k\ {0} et les &, sont des éléments deux a
deux distincts de [ B(¢;). Il existe donc une partie finie J de I telle que les
iel
projections des &, dans [] B(¢;) soient deux a deux distinctes. Ainsi, I'image
icJ
de = dans k[Hom(A’, B)], ou A’ := @ A(t;, —) ~ A(Pt;, —), par Papplication
ied ieJ

induite par l'inclusion A’ < A est non nulle. Comme @4/ p est injective d’aprés
ce qui précede, la naturalité en A de ¢4 p implique que I'image de x par ¢4 p
est non nulle : 4, p est donc injective.

On en déduit l'injectivité de w4 p pour tout foncteur additif A en écrivant
A comme quotient d’une somme directe de foncteurs additifs représentables et
en utilisant la préservation des monomorphismes par le foncteur k[—].

Par ailleurs, toute suite exacte
ZLY B X 50 (rtesp. 0= X =Y = 2)

de groupes abéliens induit une suite exacte naturelle de k-modules

(03

EY @ Z) 2 B[Y] S k[X] =0 (resp. 0 — k[X] — k[Y] — k[2))

ou B([(y, 2)]) = [y + q(2)] — [y] et a([y]) = [p(y)] (Vautre cas est analogue).
Si A est de type fini, on peut trouver une suite exacte de Add(A4;Z) du type

Q — P — A— 0, ou P est représentable. On déduit de ce qui précéde et de la
naturalité de ¢ un diagramme commutatif aux lignes exactes

0 —— k[Hom(A, B)] ——— k[Hom(P, B)] ——— k[Hom(P & Q, B)]

wA,Bl wp,Bl/ @P@Q,Bl

0 —— Hom(k[A], k[B]) ——= Hom(k[P], k[B]) —— Hom(k[P @ Q), k[B]).

D’apreés le début de la démonstration, pp p est bijectif et ppgo,p est injectif,
ce qui implique que @4, p est bijectif, comme souhaité. O

Lemme 8.23. Soient k un anneau non nul et A : A — Ab un foncteur additif.
Si le foncteur k[A] de F(A;k) est de type fini (resp. de présentation finie),
alors le foncteur A est de type fini (resp. de présentation finie) dans la catégorie
Add(A;7Z).

Démonstration. Que k[A] de type fini entraine A de type fini résulte (cf. démons-
tration de la proposition BI6) de ce que k[—] induit une fonction strictement
croissante entre ensembles ordonnés de sous-foncteurs.

Supposons maintenant k[A] de présentation finie. Comme le foncteur k[—] :
Ab — k-Mod commute aux colimites filtrantes, il en est de méme pour le fonc-
teur Hom(k[A], —) o k[—] : Add(A;Z) — F(A; k). Mais k[A], donc A, est de
type fini, d’aprés ce qu’on a vu plus haut. Par conséquent, le lemme montre
que Hom(k[A], —) o k[—] ~ k[—] o Hom(A, —). Comme le foncteur k[—] commute
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aux colimites filtrantes et refléte les isomorphismes (car k # 0), la commuta-
tion de cette composée aux colimites filtrantes entraine la méme propriété pour
Hom(A, —), c’est-a-dire que A est de présentation finie. O

Proposition 8.24. Soit Z< A un idéal K -cotrivial. Supposons que la catégorie
F(A/L; K) est localement finie. Si tous les foncteurs du type w5(S) sont de
présentation finie dans F(A; K), ou S est un foncteur simple de F(A/Z; K),
alors le foncteur Z(x,—) : A — Ab est de type fini pour tout objet x de A.

Démonstration. Comme la classe des foncteurs de présentation finie est stable
par extensions, I’hypothése implique que 75 (F) est un foncteur de présentation
finie de F(A; K) pour tout foncteur fini F' de F(A/Z; K). Comme cette derniére
catégorie est supposée localement finie, pour tout € Ob A, le foncteur de type
fini P, est fini, de sorte que ﬂ}(ijl/I) = K[A(z,—)/Z(x,—)] est de présenta-
tion finie dans F(A; K). Le lemme B 23 montre alors que A(z, —)/Z(x, —) est de
présentation finie dans Add(A;Z), c’est-a-dire que Z(x, —) est de type fini. O

Corollaire 8.25. Supposons LNC(A; K) vérifie. Si tous les foncteurs simples
& valeurs de dimension finie de F(A; K) (ou seulement ceux factorisant par
la réduction modulo un idéal K -cotrivial) sont de présentation finie, alors la
propriété TFA(A; K) est vérifiée.

8.4 La propriété localement finie dans F(A, K)

D’apres les travaux de Putman-Sam-Snowden, les catégories F(A, K) sont
localement noethériennes pour tout anneau fini A, voir [50, théoréme C] et [51]
corollaire 8.3.3]. En revanche, ces catégories ne sont pas toujours localement
finies : il est classique que F(F,F), ou F est un corps fini, est de dimension
de Krull infinie (cela découle par exemple des travaux de Powell [49)]). L’énoncé
suivant donne une condition pour la finitude locale.

Proposition 8.26. Soit A un anneau fini tel que A ®z K = 0. La catégorie
F(A, K) est localement finie.

Démonstration. Les catégories F(A, K) et F(A°P, K) sont localement noethé-
riennes, d’apres les travaux de Putman-Sam-Snowden. De plus, Add(P(A); Z)
est équivalente (proposition[[7]) & A°’-Mod, qui est localement finie puisque A
est un anneau fini. La conclusion résulte donc de la proposition O

La proposition [8.26] peut se reformuler de la maniére suivante en termes de
la propriété LFC introduite a la section [R.3l

Corollaire 8.27. La propriété LFC(P(A); K) est vérifiée pour tout anneau A.

Comme conséquence de cet énoncé, nous pouvons produire des exemples de
foncteurs simples qui ne sont pas de présentation finie.

Ezemple 8.28 (Foncteurs simples qui ne sont pas de présentation finie). Soient
k un corps fini de caractéristique différente de celle de K, A un anneau de
polyndmes en une infinité de variables sur k et I 'idéal d’augmentation de A.
Alors I est un idéal K-cotrivial de A, qui n’est pas de type fini. Les corollaires
B 27 et B 25 montrent donc qu’il existe un foncteur simple & valeurs de dimension
finie de F(A, K), qui se factorise par la réduction modulo I, qui n’est pas de
présentation finie.
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Dans la suite de cette section, nous nous intéressons a deux résultats autour
de la proposition Ces résultats sont d’un intérét propre, mais ne sont pas
utilisés pour la démonstration des théorémes 8.7 RB.8 et B9 Nous allons tout
d’abord pouvoir préciser la conjecture 613 et en démontrer un cas particulier
(au corollaire B32)). Nous étudierons ensuite a la proposition une variante
de la proposition R.26], valable pour tout anneau A.

Retour sur la conjecture sur les fonctions de dimension. Com-
mengons par introduire, dans un cadre général, quelques notations (dont nous
nous servirons également, dans un autre contexte, dans l'appendice [A]). Si A
est un anneau, E un objet de P(A) et M une représentation de Auty(E) de
dimension finie sur K, définissons un foncteur de F (A4, K)

Qum = K[lnjy,(E,-)]  © M (12)
K[Auta(E)]

ot Inj 4 (E, V) désigne ’ensemble des monomorphismes A-linéaires scindés E —
V (on fait de K[Inj 4 (E, —)] un foncteur de F(A, K) quotient de PIE(A) en tuant,

dans PIE(A)(V) = K[Homa(F, V)], les morphismes F — V qui ne sont pas des

monomorphismes scindés). Cette construction a été introduite et étudiée (dans
le cas ot A = K est un corps fini) par Powell [49].

Lemme 8.29. Soit A un anneau fini tel que A ®z K = 0. Alors pour toute
représentation M de dimension finie de Auta(F), le foncteur Qs est fini.

Démonstration. Le foncteur Qs est de type fini, puisque c¢’est un quotient d’une
somme directe finie de copies de PJ ,,. Il est fini car F(A; K) est localement
finie d’apreés la proposition .20 O

Le lemme [B.29 nous permet de formuler la conjecture suivante.

Conjecture 8.30. Sous les hypotheses du lemmel[8.29, les classes des foncteurs
Q ., lorsque M parcourt les représentations simples sur K des différents groupes
d’automorphismes d’objets de P(A), engendrent le groupe de Grothendieck des
objets finis de F(A, K).

Proposition 8.31. La conjecture [8.30 implique la conjecture [ 13

Démonstration. Soit A un p-anneau fini, ot p est un nombre premier différent de
la caractéristique de K. Il suffit de démontrer que, si M est une représentation
de dimension finie sur K de Aut4(F), pour un objet E de P(A), la fonction
de dimension dg,, peut s’exprimer sous la forme n — f(p™) ou f est une
fonction polynomiale. Pour tout objet V' de P(A), le Aut 4(E)-ensemble & droite
Inj, (E,V) est libre, de sorte que

_ Mja(E, A™)]

ou |T'| désigne le cardinal d’un ensemble fini T'. Il suffit donc de montrer que la
fonction n — |Inj 4 (E, A™)| est de la forme précédente.

Notons J le radical de Jacobson de A. La réduction modulo J induit, pour
tout A-module & gauche V', une surjection Hom(E, V') — Homy, ;(E/J.V,V/J.V)
dont chaque fibre est équipotente & Homyu(E, J.V); de plus, un élément de
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Homu (E, V) appartient a Inj 4 (E, V) si et seulement si son image appartient &
Inja,;(E/J.V,V/JV). 1l s’en suit que

VneN  |Inj, (B, A")| = [Injs,,(E/J.E, (A/J)")].[Homa(E, J)[" ;

comme Homy (E, J) est un p-groupe abélien fini, il suffit donc de vérifier que la
fonction n > [Inj 4, (E/J.E, (A/J)")| est du type n — f(p") pour une fonction
polynomiale f. Mais le théoréme de structure des anneaux artiniens montre que
A/J est isomorphe & un produit d’anneaux de matrices sur des corps finis de
caractéristique p, de sorte que le comptage classique des injections linéaires entre
deux espaces vectoriels finis permet de conclure. ([l

Corollaire 8.32. La conjecturel6.13 est vraie pour un p-anneau fini semi-simple

A (ot p # car(K)).

Démonstration. Si A est un corps, les résultats de Kuhn [42] montrent que les
Qum, ou M parcourt Irr(K[GL,(A)]-Mod) (pour tout n € N) sont exactement
(a isomorphisme preés) les foncteurs simples de F(A, K), de sorte que les conjec-
tures et donc [6.I3] par la proposition B3Il sont vérifices. Par équivalence
de Morita, cela s’étend au cas ou A est un anneau de matrices sur un corps fini
de caractéristique p. Dans le cas général, A est isomorphe & un produit fini de
tels anneaux, et les conjectures restent valables grace aux résultats de la sec-
tion 2] (le corollaire 228 suffit si K contient toutes les racines de 'unité, et un
argument de changement de base au but tel que la proposition permet de
s’y ramener). O

Finitude locale de F¥ (A, K). La proposition suivante propose une variante
de la proposition 8226 applicable aux anneaux infinis, qui remplace F(A4; K) par
FY (A, K). (Notons que si A est infini, F(A4; K) n’est jamais localement finie,
d’aprés la proposition [B17).

Proposition 8.33. Soit A un anneau. On suppose le corps K de caractéristique
0. Alors la catégorie abélienne F¥ (A, K) est localement finie.

Démonstration. 11 suffit de montrer qu'un foncteur F de type fini de F¥ (A, K)
est fini. En appliquant le lemme et en raisonnant comme au début de la
démonstration du théoréme B.4] on voit qu’il existe un idéal K-cotrivial I < A
tel que F' est isomorphe au tiré en arriére d’un bifoncteur B de F(A/I x A, K)
par le morphisme d’anneaux canonique A — A/I x A, ou B est tel que, pour
tous objets V, M, N de P(A), la fonction

Homy (M, N) — Homg (B(V, M), B(V,N))

est polynomiale. Mais comme K est de caractéristique nulle, toute fonction
polynomiale f entre des K -espaces vectoriels se décompose de facon unique en
somme presque nulle sur d € N de fonctions polynomiales f; homogénes de
degré d au sens ot elles sont de degré au plus d et vérifient fy(\.x) = A9 fy(x)
pour tout A € Q (on ne l'exige pas pour chaque A € K!). Il s’ensuit que B
se décompose en somme directe sur d € N de bifoncteurs By tels que chaque
application
Homy (M, N) — Homg (Bq(V, M), B4(V,N))
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soit polynomiale homogéne de degré d. En conséquence, via ’équivalence de
catégories canonique F(A/I x A, K) ~ Fet(P(A/I), F(A, K)), By appartient
a la sous-catégorie Fct(P(A/I), Polgf (4,K)), ou Poljf(A, K) désigne la sous-
catégorie pleine de F% (A, K) des foncteurs polynomiaux de degré au plus d. Le
foncteur By est a support fini dans F(A/I x A, K) (car F est a support fini),
donc a fortiori dans Fct(P(A/I), F(A, K)) et dans la sous-catégorie épaisse
Fct(P(A/I),Polgf (A, K)). Il en résulte que la post-composition de By par le
foncteur
evg: Pol¥ (A, K) — K-Mod ~ F — F(A%)

est & support fini dans F(A/I, K). Comme elle est également a valeurs de dimen-
sion finie, elle est de type fini, donc finie par la proposition Or le foncteur
evq est exact et ﬁdéleé, il en est donc de méme pour la post-composition par ce
foncteur, de sorte qu’on en déduit que By est fini, ce qui achéve la démonstra-
tion. ([l

Si K est de caractéristique non nulle, ’absence de scindement par le degré des
foncteurs polynomiaux rend la situation beaucoup plus délicate, et les foncteurs
a valeurs de dimension finie ne sont généralement pas localement finis (voir les
travaux de Powell [49]). Nous conjecturons alors les résultats suivants :

Conjecture 8.34. Supposons que K est de caractéristique p > 0. Soit A un
anneau.

1. La catégorie F¥ (A, K) est localement noethérienne.

2. Si A ne posséde aucun idéal bilatére I tel que A/I soit un p-anneau fini,
alors la catégorie F¥ (A, K) est localement finie.

Lorsque A ®z K = 0, la conjecture est vérifiée. En effet, il n’y a alors pas de
foncteur polynomial non constant dans F(A, K) (proposition [[LI0) de sorte que,
raisonnant comme au début de la démonstration de la proposition B33}, on voit
que tout foncteur de type fini de F¥ (A, K) se factorise par la réduction modulo
un certain idéal K-cotrivial de A, ce qui permet de conclure en appliquant la
proposition

8.5 Produit tensoriel de foncteurs de longueur finie

Dans ce paragraphe, nous allons démontrer le théoréme B71 On commence
par traiter du cas de foncteurs polynomiauz.

Proposition 8.35. Le produit tensoriel de deux foncteurs polynomiaux de lon-
gueur finie et a valeurs de dimension finie de F(A; K) est de longueur finie.

Démonstration. Supposons d’abord K algébriquement clos. Il suffit de montrer
que le produit tensoriel de deux foncteurs simples polynomiaux & valeurs de
dimension finie de F(A; K) est de longueur finie. Cela découle du théoréme
et de la derniére assertion de la proposition

Le cas général se raméne au cas précédent par changement de base au but,
en appliquant les deux premiéres assertions du lemme a l'extension de

6. Cette propriété classique résulte de ce que F(A?) = 0 entraine crq(F)(4,...,A) = 0,
donc crg(F) = 0 si F est polynomial de degré au plus d (car crq(F) est alors additif par
rapport a chaque variable), c’est-a-dire que F' est en fait de degré strictement inférieur a d, ce
qui permet de conclure par récurrence.
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corps K C K, ot K désigne une cloture algébrique de K (ou en utilisant le
théoréme [7.])). O

Remarque 8.36. Il n’est pas vrai qu’'un produit tensoriel de foncteurs polyno-
miaux finis, méme additifs, reste toujours fini, car ce n’est déja pas le cas pour
un produit tensoriel (sur K) de modules finis (sur une K-algébre) : prenant
K = Q, la catégorie Add(P(Q); Q) est équivalente & la catégorie des Q-espaces
vectoriels (proposition[I7T), or le produit tensoriel sur Q de deux copies de Q est

un Q-espace vectoriel de dimension infinie, il n’est donc pas de longueur finie.

Proposition 8.37. Si les catégories F(A; K) et F(AP; K) sont localement
noethériennes, alors le produit tensoriel de deux foncteurs de longueur finie et
& valeurs de dimension finie de F(A; K) est de longueur finie.

Démonstration. Comme A est additive, on a des isomorphismes P§ ® Pﬁ ~
Pff‘@b, qui montrent que le produit tensoriel de deux foncteurs de type fini de
F(A; K) reste de type fini. Comme F(A; K) est localement noethérienne, il y
a équivalence entre noethérianité et type-finitude dans cette catégorie, de sorte
qu’un produit tensoriel de foncteurs noethériens y est également noethérien.

Un foncteur de F¥(A; K) est artinien si et seulement si son dual, c’est-a-
dire sa post-composition par le foncteur de dualité des K-espaces vectoriels, est
un foncteur noethérien de F%(A°; K). Par conséquent, en appliquant ce qui
précéde a la catégorie additive AP, on voit que le produit tensoriel de deux
foncteurs artiniens est artinien dans F% (A; K).

La conclusion s’obtient du fait que les foncteurs finis sont exactement les
foncteurs a la fois artiniens et noethériens. O

Démonstration du théoréeme[8 Supposons d’abord que le corps K contient
toutes les racines de 'unité. Il suffit de démontrer que le produit tensoriel de
deux foncteurs simples & valeurs de dimension finie est de longueur finie. Le
corollaire .7l permet de se ramener & démontrer deux cas distincts : (i) le cas ou
les deux foncteurs simples sont polynomiaux, et (ii) le cas ou les deux foncteurs
simples factorisent par un méme idéal K-cotrivial Z. Le cas (i) est démontré
dans la proposition B35 D’autre part, comme F(A/Z; K) s’identifie (via la res-
triction le long de w7 : A — A/Z) a une sous-catégorie de F(A; K) stable par
sous-quotient, on voit qu'un foncteur F est fini dans F(A/Z; K) si et seulement
si 5 (F') est fini dans F(A; K). Le cas (ii) se déduit donc de la proposition 37

Si K est un corps commutatif quelconque, le théoréme B s’obtient par un
argument de changement de base, en utilisant es deux premiéres assertions du
lemme comme & la fin de la démonstration de la proposition O

8.6 Présentation finie et généralisations

Dans cette section, on établit les théorémes et Ces deux énoncés
vont &tre obtenus comme conséquence des théorémes 844 et 845 qui sont des
résultats plus généraux sur les objets pf,.

Lemme 8.38. Soient A: A — Ab un foncteur additif, k un anneau et n € NU
{o0}. Supposons que A est pf, dans la catégorie Add(A;Z). Alors le foncteur
k[A] est pfy, dans F(A;k).
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Démonstration. Cela découle de ce que, si P, est une résolution simpliciale de
A par des foncteurs projectifs de type fini (jusqu'en degré n) de Add(A4;Z),
alors k[P,] est une résolution simpliciale de k[A] par des foncteurs projectifs de
type fini (jusqu’en degré n) de F(A;k). O

Il en résulte :

Proposition 8.39. Soient ® : A — B un foncteur additif entre petites catégo-
ries additives, k un anneau et n € NU{oc}. Supposons que, pour tout objet b de
B, le foncteur ®*B(b, —) est pf, dans la catégorie Add(A;Z). Alors le foncteur
O* . F(B; k) — F(A; k) préserve les objets pf,.

Proposition 8.40. Soient n € NU {00}, F un foncteur pf, de F(A; K) et
E un endofoncteur élémentaire des K -espaces vectoriels. Alors E o F est un

foncteur pf, de F(A; K).

Démonstration. Un argument de résolution simpliciale (cf. démonstration du
lemme B38) montre qu’il suffit de démontrer que E o PY est pf, pour tout
objet t de A. Un argument de changement de base immédiat permet de se
ramener au cas ot K est un corps premier. On montre alors par récurrence sur
Pentier d que, si X est un endofoncteur polynomial fini de degré d des K-espaces
vectoriels, alors X o Pf4 est toujours pf,. C’est évident pour d < 1; on suppose
donc d > 1 et 'assertion vérifiée pour des foncteurs de degré < d.

Soient M le K[S4]-module fini crg(X) (K, ..., K) et R, — M une résolution
de M par des K[ ]-modules libres finis. Considérons le complexe (P} )®? & R,

d

de F(A; K) : tous ses termes sont projectifs de type fini, et son homologie est
TorS* (T, M)o P4, elle est donc du type Y o P pour un foncteur polynomial fini
Y de degré < d en degré strictement positif, tandis que son homologie en degré
nul posséde un morphisme vers F o P4 dont noyau et conoyau sont également
du type Y o P4 avec Y polynomial fini de degré < d. L’hypothése de récurrence
et un argument standard de suite spectrale permettent de conclure. O

La propriété classique suivante, indépendante du reste de ’article, nous sera
nécessaire pour déduire de nos théorémes a la Steinberg une généralisation du
théoréme a la propriété pf,, pour n € NU {oo} (théorémes R44] et BT ci-
aprés). Pour la démonstration du seul théoréme B8, un argument élémentaire
de présentation du foncteur de linéarisation suffit.

Proposition 8.41 (Eilenberg-Mac Lane, Dold-Puppe...). Il existe un complexe
de chaines Q. de foncteurs Ab — K-Mod possédant les propriétés suivantes.
(1) Pour toutn € N, Q,, est un facteur direct du foncteur V — K[V?"].

(2) L’homologie de Q. en degré nul est isomorphe a V —V Q K.
Z
(8) Si K est de caractéristique nulle, ’homologie de Q. est nulle en degrés
strictement positifs.

(4) Si K est de caractéristique p > 0, pour tout n > 0, ’homologie de Q. en
degré n est isomorphe & une somme directe finie de copies des foncteurs
Vi VOK etVi—,VRK, ou,V :=Homz(Z/p,V).

Z Z

Démonstration. La construction cubique de Mac Lane |21 § 12] (on pourra aussi
consulter la présentation plus récente de Johnson-McCarthy [35] § 6]) fournit le
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complexe désiré. En effet ce complexe, évalué sur V', calcule I'homologie stable
a coefficients dans K des espaces d’Eilenberg-Mac Lane associés a V', de sorte
que (2) et (3) sont clairs; (1) résulte de la définition explicite du complexe.
Pour la derniére assertion, on peut supposer K = Z/p et s’appuyer sur la
théorie des foncteurs dérivés non additifs de Dold-Puppe [18] : 'homologie de Q.
est isomorphe aux foncteurs dérivés stables a la Dold-Puppe du foncteur K[—],
mais aussi, d’apres [I8, Satz 4.16], a celle du foncteur V' — Symy (V) ®z K ~
Sym (V ®z K) (ou Sym désigne le foncteur puissance symétrique). En chaque
degré homologique, le dérivé stable & la Dold-Puppe du foncteur Sym,, /p est une
somme directe finie de copies de l'identité des Z/p-espaces vectoriels (cf. [I8|
§10] et [35] Theorem 4.12]). Comme le foncteur — ®z7Z/p : Ab — Z/p-Mod est
additif, exact & droite et a pour unique foncteur dérivé a gauche en degré non
nul celui de degré 1, V +— ,V, on en déduit par une suite exacte de Kiinneth que
I’homologie de Q. en chaque degré est une extension d’une somme directe finie
de copies de V +— ,V := Hom(Z/p,V) par une somme directe finie de copies
de V — V ®z Z/p, qui sont projectifs dans la catégorie des foncteurs additifs
Ab — Z/p-Mod, de sorte que 'extension est nécessairement triviale, ce qui
achéve la démonstration. |

Corollaire 8.42. Soit n € NU{oo}. Alors linclusion Add(A; K) — F(A; K)

préserve les objets pf, si l'une des trois conditions suivantes est réalisée.
1. n=1.
2. La caractéristique de K est nulle.

3. La caractéristique de K est p > 0 et, pour tout objet a de A, le foncteur
pA(a, —) est pfn_o dans la catégorie Add(A;Z/p).

Démonstration. 11 suffit de montrer que pour tout objet x de A, A(z,—) ®z K
est pfy, dans F(A; K). Si n = 1, cela résulte de la suite exacte usuelle :

P — PG — Aa,—) <§>K — 0.

Si K est de caractéristique nulle, alors Q. o A(x,—) est une résolution du
foncteur A(z, —) ®z K par des projectifs de type fini.

Supposons maintenant car(K) = p > 0 et que pA(a,—) est pfn_2 dans
Add(A;Z/p) pour tout a € Ob A. Cela implique que I’homologie de Q.0 A(z, —)
est en chaque degré un objet pf,_2 de Add(A; K). On montre alors par récur-
rence sur ¢ < n que A(z,—) ®z K est pf;, pour tout & € Ob.A. Pour ¢ = 0
il n’y a rien & faire. Si cette propriété vaut a l'ordre i — 1, elle implique que
Pinclusion Add(A; K) — F(A; K) préserve les objets pf;—1 et montre donc
que 'homologie de Q. o A(x, —) est, en chaque degré non nul, un foncteur pf;_o
dans F(A; K). Comme les termes de ce complexe sont projectifs de type fini, un
argument standard de suite spectrale (ou de décalage) permet d’en déduire que
son homologie en degré nul, c’est-a-dire A(z, —) ®z K, est pf;, d’ou la conclu-
sion. O

Remarque 8.43. La troisiéme condition du corollaire [8.42] est en particulier vé-
rifiée dans les cas suivants :

1. lorsque la catégorie Add(A4;Z/p) est localement noethérienne,
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2. lorsque la catégorie A posséde des conoyaux (car ,.A(a, —) est alors iso-
morphe au foncteur A(a/p, —), ot a/p désigne le conoyau de ’endomor-
phisme de multiplication par p dans a).

Les travaux d’Auslander [3] donnent de nombreux exemples de petites catégories
abéliennes D telles que Add(D;Z/p) n’est pas localement noethérienne (par
exemple D = A-mod, ol A est une Z/p-algébre finie de type de représentation
infini), qui entrent donc dans le deuxiéme cas mais pas dans le premier.

Théoréme 8.44. Soit n € NU {oco}. On suppose que tous les objets simples a
valeurs de dimension finie de Add(A; K) sont pf,. On suppose également que
l'une des trois conditions suivantes est satisfaite :

1. n=1.
2. La caractéristique de K est nulle.
3. La caractéristique de K est p > 0 et, pour tout objet a de A, le foncteur
pAla,—) est pfn—o dans la catégorie Add(A;Z/p).
Alors tous les foncteurs polynomiaux de longueur finie et & valeurs de dimension
finie de F(A; K) sont pfy,.

Démonstration. Si K C L est une extension finie de corps commutatifs, tous
les objets simples & valeurs de dimension finie de Add(A; L) sont pf,, grace
au lemme R.T4l Par conséquent, le théoréme [[§ et la stabilité de la classe des
foncteurs pf, par extensions et par produits tensoriels montrent qu’il suffit
de vérifier la propriété pour les produits tensoriels de foncteurs du type E o
A, ot A est un foncteur additif simple a valeurs de dimension finie et £ un
foncteur élémentaire. La conclusion découle donc de la proposition et du
corollaire [R:42] O

Théoréme 8.45. Faisons les mémes hypothéses qu’au théoreme [844) et suppo-
sons de plus que, pour tout idéal K -cotrivial T9A, les deuz hypothéses suivantes
sont simultannément vérifiées :

1. les foncteurs simples de F(A/Z; K) sont pfy ;
2. pour chaque objet x de A, le foncteur Z(x,—) est pfrn—1 dans Add(A;Z).

Alors tous les foncteurs de longueur finie et & valeurs de dimension finie de

F(A; K) sont pfy.

Démonstration. La deuxiéme hypothése revient a dire que tous les foncteurs
Az, —)/Z(x,—) sont pf, dans Add(A;Z). Par conséquent, la proposition B39
et la premiére hypothése montrent que tout foncteur simple de F(A; K) qui se
factorise par le foncteur canonique A — A/ est pf,.

Il en résulte, par le théoréme B44] que le produit tensoriel dans F(A; K)
entre un foncteur simple polynomial & valeurs de dimension finie et un foncteur
simple se factorisant par A — A/Z est pf,. Par le théoréme B4 (et les résultats
de la section[2)), on en déduit que tout foncteur absolument simple et & valeurs de
dimension finie de F(A; K) est pf,. Le cas général se raméne au cas absolument
simple par extension des scalaires au but (cf. proposition[Z5l et lemme[RT12). O

Démonstration des théoréemes[8.8 et[8.9. Le sens direct de la premicre asser-
tion du théoréme B est le théoréme RB.44 pour n = 1, la réciproque est le
lemme B2T] La deuxié¢me assertion est le théoréme pour n = 1. La troi-
siéme assertion du théoréme est donnée par les corollaires et B27

Le théoréme découle quant-a-lui du théoréme pour n = oo. O
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A Foncteurs simples ne prenant pas des valeurs
de dimension finie

A.1 Foncteurs simples prenant une valeur non nulle de
dimension finie

On rappelle (corollaire[[L6]) que, si F' est un foncteur simple de F(A; K) et ¢
est un objet de A tel que F(t) soit non nul, alors F' est isomorphe au prolonge-
ment intermédiaire associé au foncteur d’évaluation en ¢ du K[End(t)]-module
F(t). Cela permet théoriquement de disposer d’un controle sur les foncteurs
simples de F(A; K) qui prennent une valeur non nulle de dimension finie, a
partir des représentations simples de dimension finie sur K des monoides mul-
tiplicatifs d’endomorphismes des objets de A.

La propriété suivante, qui constitue un corollaire des résultats de la section[7]
montre que, dans de nombreux cas, les foncteurs simples avec une valeur non
nulle de dimension finie prennent toutes leurs valeurs de dimension finie si et
seulement s’ils sont polynomiaux.

Proposition A.1. Soient A un anneau commutatif, n € N et M une repré-
sentation simple de dimension finie sur K du monoide M, (A). On suppose
que A ne posséde pas d’autre idéal K-cotrivial que A (par exemple, que A est
un corps infini). Notons Sy le foncteur simple de F(A, K) obtenu en appli-
quant a M le prolongement intermédiaire associé au foncteur réflexif F(A, K) —
K[M,(A)]-Mod d’évaluation en A™ (cf. propositions[I.7) et [L7).

Les assertions suivantes sont équivalentes.
(a) Le foncteur Sp; est polynomial.
(b) Le foncteur Sy est a valeurs de dimension finie.

(¢) La représentation M de M,,(A) est polynomiale & la Eilenberg-Mac Lane.

Démonstration. La proposition[[ 4 montre que Sy (A™) ~ M comme K[M,,(A)]-
modules. Il en résulte en particulier que (a) entraine (c). La proposition [[.I0
permet également d’en déduire que (a) implique (b).

Le lemme montre que (c) entraine (a) (en effet, A™ constitue un sup-
port et un co-support de Sps). L’implication (b)=-(a) provient quant a elle du
corollaire O

Convention : dans toute la suite de cet appendice, k désigne un corps
commutatif infini.

Nous nous concentrerons sur la catégorie F(k, K), ot adviennent déja de
nombreux phénoménes intéressants.

Pour n > 0, il est facile de construire des représentations simples de M., (k)
de dimension finie sur K qui ne sont pas polynomiales. Pour n = 1, tout mor-
phisme de groupes k* — K dont le prolongement par zéro fournit une fonction
non polynomiale k¥ — K en donne un cas.

Exemple A.2. Prenons k = K = Q. Les seuls foncteurs simples non constants
de F¥(Q,Q) non nuls sur Q sont les puissances symétriques S¢ pour d € N*.
Ils sont associés aux endomorphismes  — 2 du groupe Q*. Mais ce groupe
posséde de nombreux autres endomorphismes, comme z — z¢ pour d < 0 — et
encore bien d’autres puisque ce groupe abélien, isomorphe a Z/2 © Z®N, a un
anneau d’endomorphismes qui a la puissance du continu !
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En fait, on peut souvent décrire de fagon assez explicite les foncteurs simples
obtenus par ce procédé, a I'aide des foncteurs Qs construits en (I2)) (page B0).
Tout d’abord, si M est une représentation de dimension finie m sur K du
groupe G L,,(k), nous noterons encore M, par abus, la représentation du monoide
M., (k) obtenue en prolongeant action de GL,, (k) par 0 aux matrices singuliéres
de M, (k), et désignerons par ¢ : M, (k) = M,,(K) la fonction multiplicative
correspondante obtenue en choisissant une K-base de M. Comme dans la pro-
position [A1] Sy, désigne le foncteur de F(k, K) associé & M par prolongement
intermédiaire ; ¢’est naturellement un quotient de Qps, et Sys est simple si M
est une représentation simple de GL,, (k).

Proposition A.3. Soient n,m € N*, M une représentation simple de dimen-
sion finie m sur K de GL,(k), ¢ : Myp(k) = M, (K) le morphisme associé
comme ci-dessus et ©1,...,¢0m : My(k) = K™ les colonnes de ¢. Le fonc-
teur Qpr est simple (et donc isomorphe o Syr) si et seulement si la condi-
tion suivante est vérifice : la famille des translatées (7,(pi))1<i<m,aem., (k) (0U
Ta()(2) := (a + x)) est libre dans le K -espace vectoriel KMn(*),

(Sous les hypothéses de la proposition, I'espace vectoriel Sy (k) est donc de
dimension finie non nulle si et seulement si ¢ = n.)

Démonstration. Explicitement, Sy, est 'image du morphisme Q; — MHomx(V:E")
donné sur ’espace vectoriel V' par

K[Inj, (K™, V)] e M MHeme(VED([f] @ €) = (g ¢(g.f)-€).

Comme GL, (k) opére librement sur Inj, (k™, V') et que les orbites sont clas-
sifiées par les sous-espaces de dimension n de V' via I'image d’une telle injection,
les éléments non nuls de Qs (V') sont exactement les images par la projection
canonique des éléments Y ., [fi] ® & de K[Inj, (K", V)] ® M, ou r € N*, les &;
sont des éléments non nuls de M, les E; := Im f; sont des sous-espaces vecto-
riels deux & deux distincs de V' et de dimension n. Comme k est infini, et qu’une
réunion finie de sous-espaces stricts d’un k-espace vectoriel en est donc toujours
un sous-ensemble strict, il existe une application linéaire V' — k" telle que les
composées E; — V — k™ soient des isomorphismes pour tout ¢ € {1,...,r}. Par
conséquent, quitte & modifier les f; (et les &;) par action d’éléments de GL,,(k),
on peut supposer que V est de la forme k™ @ E et que la premiére composante
k™ — k™ des f; est 'identité ; nous noterons g; : k™ — E leur deuxiéme compo-
sante. Les g; sont donc deux & deux distincts. L’annulation de >, [f;] ®&; dans
MHomk(VE") sionifie que, pour toute application linéaire g : V = k" & F — k™,
dont nous noterons u : k™ — k™ et v : E — k™ les composantes, on a

> plu+vg).& =0
i=1

dans M. Utilisant encore qu’une réunion finie de sous-espaces stricts d'un k-
espace vectoriel en est un sous-ensemble strict, on voit que le fait que les g;
soient deux a deux distincts entraine qu’il existe v € Homy (E, k™) tel que les
vg; soient deux & deux distincts.

Autrement dit, la projection Qs — Sis est un isomorphisme si et seulement
s'il existe r € N*, des éléments deux a deux distincts ay,...,a, de M, (k) et
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des éléments non nuls &1, ...,&,. de M ~ K™ tels que

Z Ta; (90)'51' =0
=1

ce qui termine la démonstration. [l

Ezemple A.4. La représentation triviale de GL, (k) dans K correspond a la
fonction ¢ : My, (k) — K qui vaut 1 sur GL,(k) et 0 sur les matrices sin-
guliéres. Celle-ci vérifie la condition d’indépendance linéaire des translatées re-
quise dans I’énoncé précédent. Supposons en effet qu’on dispose d’une relation
> i1 Tai (@) = 0 avec les a; € M,,(k) deux a deux distincts. Comme k est infini,
on peut trouver x € M, (k) telle que toutes les matrices a; +x soient inversibles,
d’out Y7, A; = 0. On peut également trouver, pour tout indice j, x € M,, (k)
telle que a; + = soit inversible si et seulement i # j, ce qui fournit la relation
Zi# Ai = 0 et donc A\; = 0 pour tout j. Le foncteur simple qu'on en déduit
est donné sur les objets par V — K[Gr,(V)], ou Gr, (V) désigne 'ensemble des
sous-espaces de dimension n de V' ; ce foncteur envoie une fleche f : V — W sur
Papplication linéaire envoyant [E], pour E € Gry,(V), sur [f(E)] si f(E) est de
dimension n, et sur 0 sinon.

Si k est un corps fini, le foncteur K[Gr,] est encore simple si K est de
caractéristique différente de celle de k, mais la démonstration précédente ne
s’applique plus. La simplicité se déduit des résultats de Kuhn [42] (reposant
sur le travail de Kovacs [36] sur les représentations des monoides multiplicatifs
M., (k)) déja invoqués au corollaire En revanche, si k est fini et de méme
caractéristique que K, alors K[Gr,] n’est jamais simple si n > 0 — on peut
méme montrer qu’il est de dimension de Krull au moins n (et conjecturalement,
de dimension de Krull exactement n — cf. [49] [T4]).

Exemple A.5. Prenons K = k et considérons I’endomorphisme z — z?% de
k>, ol d est un entier strictement négatif. Son prolongement par 0 fournit
un morphisme multiplicatif f : k — k qui vérifie la condition d’indépendance
linéaire de la proposition[A.3par un argument de fractions rationnelles immédiat
(on rappelle que k est un corps commutatif infini).

Pour £k = K = R, des arguments d’analyse élémentaires montrent que le
prolongement par 0 & R de tout endomorphisme continu f du groupe topologique
R* vérifie également cette condition, hormis si ce prolongement est polynomial,
c’est-a-dire si f est de la forme z — 2% avec d € N*.

Remarque A.6. Nous ignorons s’il existe un morphisme de monoides M, (k) —
M, (K) fournissant une représentation simple non EML-polynomiale de M, (k)
et ne vérifiant pas la condition de la proposition[A.3] méme en nous restreignant
an=m=1.

Remarque A.7. Le cas n = m = 1 est sans doute le plus important dans les
constructions précédentes, en vertu des résultats de Steinberg [56] et de Bass-
Milnor-Serre [4] (déja mentionnés dans la section [B]) dont notre théoréme B.4]
s'inspire. Ainsi, pour £ = Q, toute représentation complexe de dimension fi-
nie de SL,(Q) est polynomiale, ot n € N est arbitraire, ce qui entraine que
toute représentation simple de dimension finie de GL,(Q) s’exprime comme le
produit tensoriel entre une représentation polynomiale et une représentation
se factorisant par le déterminant, donc provenant d’'un morphisme de groupes
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Q* — C* : ce sont ces morphismes qui font apparaitre une « partie non polyno-
miale », donnant lieu & des foncteurs dont les valeurs ne sont pas de dimension
finie.

A.2 Foncteurs simples qui ne prennent aucune valeur de
dimension finie non nulle

Il parait trés difficile de donner des résultats généraux sur les foncteurs
simples dont aucune valeur non nulle n’est de dimension finie. Il est toutefois
facile de voir qu’il en existe souvent beaucoup, dés lors que les ensembles de
morphismes dans la catégorie source ne sont pas trop petits. L’énoncé suivant
en donne une illustration.

Proposition A.8. Soient A un anneau commutatif ou noethérien de caracté-
ristique nulle et M un A-module projectif de type fini dont A? est facteur direct.
Il existe un foncteur simple S de F(A, K) tel que, pour tout objet V de P(A) :

1. dimg S(V) = 0o si M est facteur direct de V' ;
2. S(V) =0 sinon.

Démonstration. Comme A2 est facteur direct de M, le groupe G := Autpa)(M)
contient GLa(A), qui contient GLy(Z) (car A est de caractéristique 0), et donc
un groupe libre non abélien H. D’aprés Formanek [22], théoréme 5], il existe
un K[H]-module simple et fidéle, donc de dimension infinie sur K, ce qui en-
traine l'existence d'un K[G]-module T simple et de dimension infinie. Comme
A est commutatif ou noethérien, on peut prolonger I'action de G par 0 aux
endomorphismes non inversibles de M (obtenant une représentation simple de
dimension infinie de ce monoide) et obtenir par prolongement intermédiaire
un foncteur simple S de F(A, K) tel que S(M) ~ T comme K[Endp4)(M)]-
modules. Si M est facteur direct de V, alors S(M) est facteur direct de S(V),
qui est donc de dimension infinie. Si M n’est pas facteur direct de V, le fait que
les endomorphismes non inversibles de M opérent par 0 sur T' et I'expression
du prolongement intermédiaire entrainent que S(M) est nul. O

Remarque A.9. La conclusion de la proposition vaut également dans d’autres
cas, par exemple si A est la cloture algébrique d’un corps fini et que K est de
caractéristique nulle (voir la remarque [A.T1] ci-dessous).

A.3 Notion intrinséque : endofinitude (centrale)

Afin de montrer que la notion, pour un foncteur simple, de prendre des
valeurs de dimension finie, est un cas particulier naturel d’une notion intrinséque
beaucoup plus générale dans les catégories abéliennes, nous commencgons par
rappeler la notion classique suivante d’endofinitude, qui remonte & Crawley-
Boevey [12] (pour les catégories de modules au moins). Par souci de simplicité,
nous nous contentons de l'introduire pour des objets simples.

Proposition et définition A.10. Supposons que la catégorie £ est localement
de type fini. Soit S un objet simple de £. Notons Add(S) la sous-catégorie pleine
de £ des objets semi-simples isotypiques de type S. Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

1. Add(S) est stable par produits ;
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2. tout produit de copies de S est semi-simple ;
3. si X est un objet de type fini de &€, alors dimgyq(s) E(X,S) < 00

4. les objets X tels que dimEnd(S)E(X, S) < oo engendrent la catégorie
abélienne &.

Lorsqu’elles sont vérifiées, on dit que S est endofini.

(Des généralisations et variantes beaucoup plus élaborées de cet énoncé se
trouvent dans Krause [37, §6.3 et 6.4].)

Démonstration. =01 évident.
=3l : soit X un objet de type fini de &, considérons la fléche

X — §EX8) =, ok

composée du morphisme tautologique et d’un isomorphisme donné, pour un
ensemble E convenable, par 'hypothése 2] (le socle d’un produit de copies de
S est une toujours une somme directe de copies de S, donc 2] implique qu'un
produit de copies de S est une somme directe de copies de S). Le foncteur
E(X, —) commute aux sommes directes, puisque X est de type fini, donc il existe
un nombre fini de morphismes fi,..., f, : X — S tels que notre morphisme se
factorise en la composée de X — S™ de composantes les f; et une inclusion
S™ — SOE 11 s’ensuit que tout élément de £(X,S) est combinaison linéaire &
coefficients dans le corps Endg(S) des f;, comme souhaité.

B : évident puisque £ est localement finie.

A={1: il suffit de montrer qu’un sous-objet X d'un produit S¥ de copies de S
tel que dimgpq(s) £(X, S) < oo appartient & Add(S), puisque tout objet de cette
catégorie est sous-objet d’un produit de copies de S et que cette sous-catégorie
est stable par sous-objet. Soit (f1,..., fn) une base de £(X,S) sur End(S) :
tout morphisme X — S, donc tout morphisme X — S¥, se factorise par le
morphisme X — S®" qu’elle détermine. Par conséquent, X est isomorphe & un
sous-objet de S®", d’oti le résultat. O

Remarque A.11. Plusieurs caractérisations partielles des groupes dont toutes les
représentations irréductibles sont endofinies sont disponibles dans la littérature,
comme l'article de Snider [53]. On déduit par exemple du théoréme 1 (et du
lemme 1) de celui-ci que, si k est une cloture algébrique de Z/p (ot p est un
nombre premier) et n > 2 un entier, alors GL,, (k) posséde une représentation
irréductible non endofinie sur K, au moins si ce corps est de caractéristique
nulle (en effet, le sous-groupe de GLy(k) constitué des matrices triangulaires
supérieures, au sens large, est résoluble mais ne posséde aucun sous-groupe
abélien d’indice fini).

Soit A est anneau. On rappelle (cf. remarque 2-TT)) que les objets de £ munis
d’une action de A forment une catégorie de Grothendieck £ 4. Elle est localement
de type fini si c’est le cas de £. Si M est un objet de £, I'action canonique de
son anneau d’endomorphismes fait de M un objet noté M de Egyq(ar). Comme
le foncteur d’oubli Egpq(ary — € est exact et fidele, si M est simple, il en est de

méme pour M.

Proposition et définition A.12. Supposons £ localement de type fini. Soit
M un objet simple de £. Les assertions suivantes sont équivalentes :

71



1. Dobjet simple M de Eend(nr) est endofini;
2. dimygna(my) E(X, M) < oo pour tout objet X de type fini de £, ou
Z(End(M)) désigne le centre du corps End(M).

Lorsqu’elles sont vérifiées, on dit que M est un objet centralement endofini
de €. Un tel objet est endofini.

Démonstration. Cela provient des deux observations suivantes : (i) anneau des
endomorphismes de M s’identifie & Z(End(M)) et (i) I'adjoint & gauche au
foncteur d’oubli Egnq(ar) — € envoie les objets de type fini de £ sur une classe
de générateurs de type fini de Egpq(ar)- |

Plusieurs auteurs, dont Wehrfritz [63], se sont intéressés (avec une termino-
logie légérement différente) aux groupes dont toutes les représentations irréduc-
tibles sont centralement endofinies.

Soient C une petite catégorie et R un anneau. La catégorie F(C; R) est une
catégorie de Grothendieck localement de type fini. Si A est un anneau, on dis-
pose d’une équivalence de catégories canonique F(C;R)4 ~ F(C;R® A) (cf.

Z

remarque 2.1T]).

Proposition A.13. Soient C une petite catégorie, R un anneau et F' un fonc-
teur simple de F(C; R).

1. Le foncteur F est endofini si et seulement si F(x) est un espace vectoriel
de dimension finie sur le corps End(F) pour tout objet x de C, i.e. si
F est & valeurs de dimension finie vu comme foncteur de F(C; End(F)).
Si R est commutatif, F' est nécessairement simple vu comme foncteur de
F(C; End(F)).

2. Supposons R commutatif. Alors F est centralement endofini si et seule-
ment si F'(x) est un espace vectoriel de dimension finie sur le corps com-
mutatif Z(End(F)) pour tout objet x de C, i.e. si F est a valeurs de
dimension finie vu comme foncteur (simple) de F(C; Z(End(F))).

Ainsi, la notion d’endofinitude centrale est exactement celle qui permet,
dans les catégories du type F(C; R) avec R commutatif, de ramener I’étude des
foncteurs simples a celle de foncteurs simples & valeurs de dimension finie sur
un corps commutatif.

Démonstration. La premiére assertion résulte de la considération des généra-
teurs projectifs de type fini P§ de F(C; R).

Si R est commutatif, alors F(C; R) est R-linéaire, et End(F) est une R-
algébre ; F appartient a I'image essentielle du foncteur F(C; End(F)) — F(C; RQZ@

End(F')) de post-composition par la restriction le long du morphisme d’anneaux
R @ End(F) — End(F) donné par la structure de R-algébre de End(F). Ce
Z

foncteur est pleinement fidele et cette image essentielle est stable par sous-objet.
Ainsi, si F est simple, F' peut étre vu comme un objet simple de F(C; End(F)) de
corps d’endomorphismes Z(End(F')). Le reste de la proposition en découle. O
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A.4 Produits infinis de foncteurs simples

Si S est un objet simple non endofini d’'une catégorie de Grothendieck lo-
calement de type fini, un produit infini de copies de S peut avoir de nombreux
sous-quotients simples non isomorphes & S. En voici une illustration élémentaire
dans une catégorie de foncteurs dont les simples & valeurs de dimension finie sont
décrits par nos résultats.

Ezemple A.14. Soit n > 2 un entier. Toute droite D € P"~ (k) du k-espace
vectoriel k™ (on rappelle que k est un corps commutatif infini) fournit un mor-
phisme K[Homy(k™,—)] — K[Homy (D, —)] dans F(k, K), qui induit un mor-
phisme K[(Homg(k™, —)\ {0})/k*] — K[P]; de plus, le morphisme

K[(Homy, (K", =)\ {0})/k*] — K[P]F"(®)

qu’on en déduit est injectif. En effet, un élément non nul de K [(Homy (K™, V') \
{0})/k*] (ou V est un k-espace vectoriel de dimension finie sur k) s’écrit © =
Soi_i Nilfil,our € N*, N\ € K* etles f; : k™ — V sont des applications linéaires
deux & deux non proportionnelles. Par conséquent, pour i # j, Pensemble {D €
P~ Y(k)| fi(D) # fj(D)} est un ouvert dense de P"~!(k) pour la topologie
de Zariski, de méme que {D € P"~1(k)| f;(D) # 0}. Par conséquent, on peut
trouver une droite D de k™ telle que les f;(D) soient des droites deux a deux
distinctes de V', ce qui montre que I'image de = par notre application est non
nulle.

Le foncteur K[(Homg(k™, —)\ {0})/k*] se surjecte sur K[Gry], qui est donc
un sous-quotient d’un produit de copies de K[P] = K[Gri]. Or on a vu dans
I’exemple [A4] que tous les foncteurs K[Gr,] sont simples, et ils sont manifeste-
ment deux & deux non isomorphes.

D’autres exemples contre-intuitifs par rapport a la situation qui advient
quand on ne se considére que des foncteurs & valeurs de dimension finie pro-
viennent de la considération de produits infinis de foncteurs simples deux a
deuzx non isomorphes. Remarquons déja que, si (5;);cg une famille infinie d’ob-
jets simples deux & deux non isomorphes de la catégorie de Grothendieck &,
lobjet []S; de & est semi-simple si et seulement s’il coincide avec son sous-

icE
objet @ S; (qui constitue toujours son socle). Pour £ = F(C; K), ou C est une
i€E
petite catégorie, si 'on suppose que les S; sont a valeurs de dimension finie,

cette condition équivaut a dire que @ S; (ou [] S;) est a valeurs de dimension
i€E =
finie.

Lorsque cette condition n’est pas satisfaite, lobjet [] S; peut avoir de nom-
i€E
breux sous-quotients simples qui ne sont isomorphes a aucun des S;. En voici
une illustration.

Ezemple A.15. Dans F(Q,Q), le foncteur projectif P2 = Q[—] a pour plus
grand quotient polynomial de degré au plus n la somme directe sur les entiers
0 < i < n des foncteurs S? (i-éme puissance symétrique sur Q). Chaque foncteur
S? est simple. De plus, le morphisme P2 — [ S? qu'on en déduit est injectif,
ieN
car l'idéal d’augmentation de l’algébre sur uen corps de caractéristique nulle
d’un groupe abélien sans torsion est résiduellement nilpotent. Mais PQ a plein
de quotients simples non polynomiaux : on dispose d’une injection de ’ensemble
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(infini non dénombrable) des endomorphismes de Q* dont l'extension par 0 a
@ n’est pas une fonction polynomiale dans I’ensemble de ces quotients — cf.

exemple [A2

Remarque A.16. La catégorie F(Q, Q) est engendrée par les foncteurs projectifs
P~ (PQ)®" pour n € N, qui s’injectent grace a I'exemple précédent dans un
produit dénombrable de foncteurs polynomiaux finis et a valeurs de dimension
finie. On en déduit en particulier que la plus petite sous-catégorie bilocalisante
(c’est-a-dire épaisse et stable par limites) de F(Q, Q) engendrée par F¥(Q,Q),
ou par les foncteurs polynomiaux, est F(Q,Q). A contrario, la sous-catégorie
localisante de F(Q, Q) engendrée par F¥(Q,Q), ou par les foncteurs polyno-
miaux, est exactement la catégorie des foncteurs analytiques (c’est-a-dire des
colimites de foncteurs polynomiaux) de F(Q,Q), qui est classiquement équiva-
lente a [] Q[&,]-Mod.
neN

Dans d’autres catégories de foncteurs, comme F(k, K), avec car(k) # car(K),
il n’y a aucun foncteur polynomial non constant, de sorte que le corollaire
montre que la sous-catégorie bilocalisante de F(k, K) engendrée par F¥ (k, K)
est réduite, comme la sous-catégorie bilocalisante engendrée par les foncteurs
polynomiaux, aux foncteurs constants.

B Foncteurs élémentaires

Cet appendice regroupe les principales propriétés des foncteurs élémentaires.
Certaines sont établies dans la section Bl nous les complétons avec des énoncés
basiques provenant de la théorie des représentations des groupes algébriques et
des foncteurs associés (les foncteurs strictement polynomiaux [25]).

Soit K un corps commutatif quelconque. On rappelle qu'un foncteur E :
P(K) — K-Mod est dit élémentaire s’il existe un entier d > 0 et un K[Sg4]-
module simple M tel que E soit isomorphe & 'image de la transformation na-
turelle N donnée par la norme :

(T ® M)s, ~5 (T*® M)S

ol un élément o € G, agit via la transformation naturelle donnée par les en-
domorphismes K-linéaires de T4(V) ®@ M = V¥4 ® M qui envoient les éléments
V1 @ ®ug ®m sur les éléments vo-1(1) @ -+ ® Vs-1(g) ® om. Nous avons
démontré les faits suivants au lemme

1. Les foncteurs élémentaires sont absolument simples.

2. Pour tout d > 0, les classes d’isomorphisme de foncteurs élémentaires
de degré d sont en bijection avec les classes d’isomorphisme de K|[&,]-
modules simples.

3. Les foncteurs élémentaires sont les quotients simples des 7%, d > 0.

Nous donnons maintenant une description plus précise des foncteurs élémen-
taires. Si K est de caractéristique nulle la norme est un isomorphisme, si bien
que les foncteurs élémentaires de degré d sont isomorphes aux (7% ® M), pour
les K [&,4]-modules simples M. Ces derniers peuvent se décrire en termes de sy-
métriseurs de Young [26, Chap. 4.2] et les foncteurs élémentaires sont donc les
foncteurs de Schur classiques [26, Chap. 6.1]. On a ainsi le résultat suivant.
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Proposition B.1. On suppose que K est de caractéristique nulle.

1. Les foncteurs de Schur Sy, pour X\ une partition, forment un ensemble
de représentants des classes d’isomorphisme de foncteurs élémentaires.

2. Si A= (M1,...,\n) est une partition avec A, # 0, alors Sx(V') # 0 si et

seulement si dim V' > n.

3. Le produit tensoriel de deuz foncteurs de Schur se décompose comme une
somme directe finie de foncteurs de Schur.

Supposons maintenant que K est de caractéristique p > 0. Nous relions les
foncteurs élémentaires aux foncteurs de Schur d’Akin, Buchsbaum et Weyman
[1]. Pour toute partition A de d, soit A la partition conjuguée et soit Sy I'image
de la transformation naturelle

A 1 Z T 9

ot 'isomorphisme est la permutation des facteurs de T'¢ qui envoie v1 ® - - - ® vg
SUT Vg —1(1) @ - ®Ug—1(q), Ol 0(i) est le i-éme terme dans la lecture en colonne du
tableau de forme A rempli en ligne par les nombres entiers 1, 2,. . ., d. (Le foncteur
de Schur Sy est noté L5 dans [1]). On rappelle qu'une partition A = (A1,..., A,)
est p-restreinte si A, < pet \j — A\iy1 <ppour 1l <7 <n.

Proposition B.2. On suppose que K est de caractéristique p > 0.

1. Pour toute partition p-restreinte A, le foncteur Sy a un socle simple L.
Les foncteurs Ly indexés par les partitions p-restreintes \ forment une
famille de représentants des classes d’isomorphisme de foncteurs élémen-
taires.

2. 5t A = (A,...,\n) est une partition p-restreinte avec A, # 0, alors
La(V) # 0 si et seulement si dimV > n.

3. Le produit tensoriel de deuz foncteurs élémentaires est de longueur finie

dans F(K, K).

Démonstration. L’énoncé de la proposition est bien connu dans la catégorie
Pk des foncteurs strictement polynomiaux de Friedlander et Suslin [25]. Plus
précisément, la catégorie Px peut étre décrite en termes d’algébres de Schur
[25] Thm 3.2], c’est donc une catégorie de plus haut poids. Les foncteurs de
Schur Sy sont les objets costandard [59, Remark 6.1], ils ont un socle simple
Ly, et les Ly forment un ensemble de représentants des simples de Pg. Un
théoréme classique de Clausen et James [11},[34] (voir aussi [60, App. B] pour une
démonstration fonctorielle) implique que les foncteurs L apparaissant comme
sous-foncteurs des T¢, ou dualement comme quotients des 7', sont ceux indexés
par les partitions p-restreintes. Ceci prouve le premier point. Pour le deuxiéme
point, on a Ly(V) € Sx(V) = 0 si dimV < n car Sx(V) est un quotient de
AMV) qui est alors nul. Réciproquement, Ly est un sous-foncteur de S*, donc
par dualité un quotient de I'*. Si dim V' > n, on a donc Ly (V) # 0 d’aprés [25]
Cor. 2.12|. Enfin le troisiéme point est une conséquence de [25, Thm 3.2].
Nous montrons que ’énoncé dans Pk implique la proposition B2l Il y a
un foncteur d’oubli U : Px — F(K, K) fidéle et exact. Si K est infini, ce
foncteur d’oubli identifie Pk avec la sous-catégorie pleine de F(K, K) dont les
objets sont les foncteurs qu’on peut écrire comme des sous-quotients de sommes
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directes finies de foncteurs 7%, en particulier 'image de U est stable par sous-
quotients et U préserve les simples. L’énoncé de la proposition [B.2] découle donc
formellement de I’énoncé dans Pg. Supposons K fini. Un argument classique de
polynomialité (cf [38, Thm 4.14] ou [47]) montre que U préserve les foncteurs de
longueur finie, d’ou le troiséme point. La définition des foncteurs élémentaires
montre qu’ils admettent une structure de foncteur strictement polynomial et
qu’ils sont des sous-foncteurs strictement polynomiaux de 7'¢. Pour démontrer
les deux premiers points, il reste donc & vérifier que les Sy indexés par des
partitions p-restreintes ont un socle simple dans F (K, K). Comme T est injectif
dans Pk, le monomorphisme Ly < 7% s’é¢tend en un monomorphisme Sy < 17°¢.
Le socle de Sy dans F(K, K) n’est donc constitué que de sous-foncteurs simples
de T?. Pour démontrer que le socle est simple, il suffit donc de montrer que pour
toute partition p-restreinte p de l'entier d, les espaces vectoriels P (L, Sy) et
F(K,K)(L,,Sx) ont méme dimension. Pour cela on considére le diagramme
commutatif dont les lignes sont exactes et dont les injections verticales sont
induites par le foncteur d’oubli :

0 —— Pr(L,,Sy) ————— Pr (L, T?) ———— Px(L,, T%/S))
(1) (2)
0 — F(K, K)(Ly, Sy) — F(K, K)(L,,, T%) — F(K, K)(LL,,, T%/S))

Le morphisme (2) est un isomorphisme car sa source et son but ont méme
dimension, égale & la dimension de crq(L,)(K, ..., K), par la proposition [LTIl
Le morphisme (1) est donc un isomorphisme, ce qui achéve la démonstration. O

Revenons au cas général ot K est un corps commutatif quelconque. Si K est
de caractéristique nulle, on note Ly := Sy, pour toute partition A. Si K est de
caractéristique p > 0, les L sont définis, seulement pour A p-restreinte, dans la
proposition Dans tous les cas, la formule définissant les foncteurs Ly (ou
bien celle définissant les foncteurs élémentaires) montre que les Ly (K™) sont
des représentations polynomiales du groupe algébriqgue GL,, kx (nous utilisons
une notation légérement différente pour distinguer le groupe algébrique de son
groupe des K-points, le groupe abstrait GL,,(K)). Les représentations polyno-
miales (ou plus généralement rationnelles) du groupe algébrique GL,, x sont
classifiées par la théorie des plus hauts poids (voir par exemple [32 Sections
2.1 et 2.2]). Plus précisément, toute représentation rationnelle V' de GL, i
admet une base (v1,...,vn), telle que 'action du groupe D,, ¢ des matrices
diagonales sur un élément de cette base est donnée par une formule du type
diag(z1,...,x,)v; = :ci‘l ...z v;, pour un certain uplet A = (A1,...,\,) € Z".
Les uplets A\ apparaissant ainsi ne dépendent pas du choix de la base, ce sont
les poids de la représentation V. Si V est simple, il existe un poids A de V
maximal pour 'ordre lexicographique, qu’on appelle le plus haut poids de V', et
qui caractérise V' a isomorphisme prés.

Proposition B.3. Soit A\ une partition telle que Ly(K™) # 0. Alors c’est une
représentation simple du groupe algébrique GLy, g, de plus haut poids \.

Démonstration. La base de Pespace vectoriel Sy(K™) [I, Thm II1.2.16] montre
que c’est une représentation de plus haut poids A. Comme Ly C S* ou par
dualité Ly est un quotient de I'*, [25, Cor 2.12] montre que \ est un poids de
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La(K™). Ainsi Lx(K™) est une représentation de plus haut poids A. Il reste
a montrer qu’elle est simple. Comme L) est auto-dual (cf. par exemple [60),
section 2.2]), la représentation Ly(K™) est auto-duale (pour la dualité uti-
lisant la transposition de GL,, k). Pour montrer que Ly(K™) est simple, il
suffit donc de montrer que Endgyr, , (La(K™)) est de dimension (inférieure
ou égale a) 1 sur K. Mais cet espace vectoriel est un sous-espace vectoriel
Homgr,  (TM(K™),LA(K™)). D’aprés [58, Lm 6.6] ce dernier est isomorphe a
Pr(T*,Ly), qui est de dimension 1 sur K d’aprés |25, Cor. 2.12]. La simplicité
de Ly (K™) en découle. O

Proposition B.4. Soit A = (A1,...,\,) une partition telle que A, # 0. Si
w=(M —1,...,2, — 1) on a des isomorphismes de K[M, (K)]-modules

IL,\(K")QIL#(K")@det, L/\(K")QL/\(K")@&’

o § désigne le K[M,,(K)]-module K sur lequel les matrices inversibles (resp.
singuliéres) opérent par lidentité (resp. par 0).

Démonstration. Les représentations Ly (K™) et L, (K"™) ® det sont deux repré-
sentations simples de méme plus haut poids de GL, i, elles sont donc iso-
morphes. Par Zariski-densité, elle sont isomorphes comme représentations du
monoide algébrique M,,, donc comme représentations du monoide des K-points
M, (K), ce qui donne le premier isomorphisme. Pour le deuxiéme isomorphisme,
il suffit de remarquer que det ®6 = det. O
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