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La propriété "power stable range one"

et un probleme "diophantien inverse"

Jean Fresnel et Michel Matignon

Résumé. La propriété (*) suivante a été définie par Khurana, Lam et Wang
en 2011.

(*) Un anneau A commutatif unitaire satisfait la propriété "power stable range
one" , si pour tout a,beA avec aA+bA=A , il existe un entier
N=N(a,b)>1, r€A tel que aV+AbeAX, oi A® estle groupe des inversibles
de A .

On montre que cette propriété (*) est équivalente a la propriéeé (**)
suivante.

(**) Un anneau A commutatif unitaire satisfait la propriété "diophantien
inverse" si pour tout n>1, (x;,y;) €A? et x;,A+y,A=A pour 1<i<n, alors
il existe P(X,Y)eAlX,Y] avec P(X,Y) homogéne, degP(X,Y)>1 et
P(x;,y;) €A™ pour 1<i<n.

Si A est un anneau commutatif unitaire de pictorsion, notion due 2
Gabber, Lorenzini et Liu en 2002, alors A satisfait (*) et par conséquent
Toutefois, la réciproque est fausse, un contre-exemple est construit a partir

d'un anneau de Dedekind exhibé par Goldman en 1963.

Abstract. In 2011 Khurana, Lam and Wang define the following property.
(**) A commutaive unitary ring A satifies the property "power stable range
one" if forall a,beA with aA+bA=A thereis an integer

N=N(a,b)>1, AeA withd N +A1beA*, where A% is the group of units of A .
We show that property (*) is equivalent to the following property.

(**) A commutative unitary ring A satisfies the property "diophantian
inverse" iffor all n>1, (x;,y,) €A? , x;A+y,A=A with 1<i<n , there is
P(X,Y)e€AlX,Y] with P homogenous, degP>1 and P(x;,y;) €A* for
1<i<n.

When A is a commutative unitary ring of pictorsion as defined by Gabber,
Lorenzini and Liu in 2002, then A satisfies (*) and consequently (**).

We give a counterexample to the reciprocal by using a Dedekind ring built

by Goldman in 1963.



Introduction
Tous les anneaux considérés dans cette note sont commutatifs et unitaires

et les homomorohismes d'anneaux envoient 1 sur 1.

Dans un article de 2011 , Khurana, Lam et Wang ([K.L.W.]) se sont
intéressés a la notion de "rings of square stable range one" qui peut étre
considérée comme une extension de la notion "n est dans le stable range of
a ring" définie a I'origine par H. Bass en 1964 ([B]).

On dit qu'un anneau A satisfait la propriété "square stable rang one" si
pour tout a,beA avec aA+bA=A, il existe 1A tel que a?+1beA*, ou
A* est le groupe des inversibles de A .

Dans 1'épilogue de leur article, ils font allusion a une généralisation de
cette notion appelée "power stable range one".

Elle se définit comme il suit.

Un anneauw A satisfait la propriété "power stable range one" que ['on écrit
pst(A) =1, si pour tout a,beA avec aA+bA=A, il existe N=N(a,b)>1,
reA tel que aN+1beAX, oir A* est le groupe des inversibles de A .

La premictre curiosité est qu'un anneau A satisfait psr(A)=1 , si et
seulement si le probleme suivant que l'on pourrait appeler "diophantien
inverse" admet toujours une solution. Précisons d'abord le contexte.

Soit A un anneau commutatif, unitaire, A* le groupe des inversibles de
A,m>1,PX,Y)=a)Y"+a; XY™ 1+ .. +0a,,X™ecA[X,Y], un polynéme
homogene a coefficients dans A , de degré m>1.

Soit (x,y)eA? avec P(x,y)eA*, alorsona xA+yA=A ;sinon il existe un
idéal maximal M de A tel que xA+yA <, il suit facilement de cela que
P(x,y) e, ce qui est en contradiction avec P(x,y)eA*. Réciproquement
si xA+yA=A,ona u,veA avec ux+vy=1,sidonc WX,Y) =uX+0vY,
alors W(X,Y) est un polyndme homogene de degré 1 avec W(x,y)=1.
En termes simples, si un couple (x,y)€A? satisfait une relation de Bézout,
c'est équivalent a I'existence d'un polynéme homogene W(X,Y)eA[X,Y],
de degré 1 tel que W(x,y)=1 et en particulier W(x,y) eA*.

Ainsi notre probleme "diophantien inverse" s'énonce comme il suit.

(*) Soient n>1, (x;,y;) €A® avec 1<i<n, et x;A+y;A=A pour 1<i<n .
Alors il existe P(X,Y)eAlX,Y] avec P(X,Y) homogéne, degP(X,Y)>1 et
P(x;,y;) €A™ pour 1<i<n.

Ainsi on a psr(A)=1 si et seulement si (*) est satisfait pour tout n>1 et
(x;,y;,) €A% avec 1<i<n,et x;,A+y,A=A pour 1<i<n.
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On peut aussi interpréter la propriété psr(A) =1 de fagon géométrique
comme il suit.

Soient a,beA avec aA+bA =A . Soient Alx,y] ::X(aYé[b)gé)i][X,Y] o

x (resp. y) est l'image de X (resp. Y ), de plus la graduation de Alx,yl est
induite par celle de A[X,Y]. Soit S=8S(a,b):=Proj(Alx,yl) , alors
Og(q.6)(S(a,b)) est un A-module libre de rang 2 .

De plus on a pst(A)=1 si et seulement si pour tout a,beA avec aA+bA=A
et pour tour S=S(a,b) , le Og(, ) (S(a,b))-module Og, ,(1)(S(a,b)) est
un élément de rorsion du groupe de Picard de Og, ;)(S(a,b)) .

Il suit en particulier de cela que si pour tout a,beA , le groupe de Picard de
Os(q,5)(S(a,b)) est de torsion, alors on a psr(A)=1.

De fagon encore plus particuliere supposons que A est de pictorsion ; ce qui
veut dire que pour tout anneau B qui est fini sur A, alors Pic(B) est de
torsion ([G.L.L.] ). Sachant que Og(, )(S(a,b)) est un A-module libre de
rang 2 (proposition 3), cela implique que Og(, 4)(1)(S(a,b)) est un
élément de torsion du groupe de Picard de Og, 5 (S(a,bd)) .

11 suit donc de cela que tout anneau A qui est de pictorsion est tel que
psr(A)=1.

La question est de savoir s'il existe des anneaux A tels que psr(A)=1 et
pour lesquels Pic(Og, 5)(S(a,b))) n'est pas de torsion.

La réponse est donnée dans la littérature de 1963. En effet Goldman a mis

en évidence des anneaux de Dedekind A tels que Z[X]cAcQ(X) avec A

N
qui est fini pour tout idéal maximal M et dont le groupe des classes

d'idéaux n'est pas de torsion, ainsi A n'est pas de pictorsion. Par ailleurs si

a,beA avec aA+bA=A et b=0, alors I'anneau I;iA est fini, il suit que le

groupe des inversibles de l;iA est fini, ce qui montre que l'ordre de l'image
de a dans l;iAx est fini, ainsi il existe N=N(a,b)>1, 1€A tel que

a¥+1b=1 etdonc psr(A)=1.
A la remarque 2 , on montre alors que Pic(Og(, 4,(S(a,b))) n'est pas de
torsion.
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1. Existence de polyn6mes homogenes a deux variables, a coefficients dans
un anneau A et prenant des valeurs inversibles sur une partie finie de A?

Proposition et définition de la propriété "power stable range one"

Soient A un anneau commutatif, unitaire, A* le groupe des inversibles de A .
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes.

i) Pour tout zeA, soit p,:A— ﬁ la surjection canonique, alors le groupe

quotient (pziil))x est de torsion ; ici (p,(A))™ désigne le groupe des inversibles
Pz

de p,(A),

i) pour tout a,beA avec aA+bA=A, il existe N>1, Le A avec

bV _LaecA*

Un anneau qui possede les propriétés i) et 77) est dit avoir "power stable range

one" et on le notera psr(A)=1.

Proposition 1 Soient A un anneau commutatif, unitaire, A* le groupe des
inversibles de A . Alors les propriétés suivantes sont équivalentes.

i) Pour tout a,beA avec aA+bA=A, ilexiste N>1, Le A avec

bV _LaecAX, ie. psr(A)=1,

ii) pour tout n>1 et pour toute famille finie (x;,y;)1<i<n d éléments de A*
avec x;A+y;,A=A pour 1<i<n, il existe un polynome P(X,Y)eA[X,Y]
avec P(X,Y) bomogéne, degP(X,Y)>1 et P(x;,y;,) €A™, pour 1<i<n.

Démonstration (par récurrence sur n )
1) Montrons i) implique ii) (par récurrence sur n ).

1.1) Le cas n=1, c'est la relation x;A+y;A=A qui dit qu'il existe u,veA
avec uxy;+vy;=1;ainst P(X,Y)=uX+vY convient.

On suppose l'implication i) donne ii) satisfaite pour n .

On a donc P(X,Y) €AlX,Y] homogéne, degP(X,Y)>1 et P(x;,y;) eA*
pour 1<i<n.

Quitte a c/mnger P(X,Y) en P(X,Y)”, a>1, on peut supposer que
degP(X,Y)>n ; en effet, sachant que P(X,Y) est homogéne et que
P(x1,y1)* €A™, donc P(X,Y)*#0, ona degP(X,Y)*=adegP(X,Y) .
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1.2) Soit (x,,1,Y,.1) €A? et x, 1A+y,,1A=A.
On adonc W(X,Y)eA[X,Y] homogene de degré 1 avec

W(x,,1,¥n+1)=1.Soit Q(X,Y):= ]jl (¥, X—x;Y) .
Soient b:=P(x,,1,¥n:1) »@=Q (X, 1,¥ni1) -

Montrons que aA+bA=A .
Supposons le contraire, il existe donc un idéal maximal ¢ de A tel que

aA+bA .

Soit p:A e% la surjection canonique, on a donc p(a)=0, ce qui veut dire

que [l p(y;x, 1—%¥,4+1) =0, sachant que % est un corps , cela veut dire
i=1

qu'il existe i avec 1<i<n tel que p(y;x,,1—%;¥,,1)=0 . Alors il existe

L€A tel que

(1) (p(xy 11,V 11)) =p(A) (p(x;), p(y;)) avec p(A)=0 .

En effet, comme x;A+y; A=A, ona p(x;)p(A)+p(y;) p(A)=p(A), cela
implique (p(x;),p(y;))#(0,0) ; ainsi il existe 1€A tel que
(p(xy 1 1,PYVns 1)) =pA) (p(x;),p(y;)) .
Comme «x,,1A+y,,1A=A,onaona u,veA avec x,, u+y,, 1v=1,
donc p(x,. 1) p(w) +p(y,.1)p(v)=1 et alors
p(A) (p(x;) p(u) +p(y;) p(v))=1; ce qui montre que p(A) =0 .
Sachant que P(x;,y;) =¢;€A*, onadonc p(P(x;,y;))=p(g;)e(p(A))*;il
suit facilement de (1) que
@) p(P(xyy1,0n41) =p(W)EPp(P(x;,7)) =p(2) 48P p(e)#0
ou g=P(x;,y;)eA*.
Ainsi p(b)#0 et donc b ; ce qui est une contradiction.
On abien aA+bA=A.

1.3) Il suit alors de I'hypothese i) qu'il existe N>1,e€A*, 2€A avec
BN —lLa=e.

Soit alors R(X,Y):=PX,Y)V-1Q(X,Y) W(X,Y)NdegP-n  Eacilement
R(x;,y;)€A* pour 1<i<n . Cela montre d'une part que R(X,Y)=0 et
que R(X,Y) est homogene de degré NdegP(X,Y)>1 .De plus

R (xn+1,yn+1):bN—la:e ; ce qui montre #ii) pour n+1.

2) Pour montrer que ii) implique i) , il suffit de montrer que non i)
implique non 7).

On suppose donc qu'il existe a,beA avec aA+bA=A et que pour tout
N>1 et pour tout A€A ,ona b¥—iaeA*. Suposons qu'il existe un
polynéme homogene P(X,Y)eA[X,Y], de degré n>1 avec P(0,1)eA*
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et P(a,b)eA*. Onadonc P(X,Y)=ayY"+a; XY" 1+..+a,X". Alors
P(0,1)=¢;eA* veut dire que gy=ageA* eten plus P(a,b)=gyecA*
impliquent que ey=¢,b"+ua avec peA ; cela montre que

b"+ (1) lua=ey(e;) 1 ;5 ce qui est une contradiction.

On pourrait renforcer la condition psr(A)=1 par le suivant.
Pour tout a,beA avec aA+bA=A, ilexiste N>1, e A avec
bN—La=1.

Cela donnerait la proposition qui suit.

Proposition 2 Soit A un anneau commutatif, unitaire, A* le groupe des
inversibles de A . Alors les propriétés suivantes sont équivalentes.

i) Pour tout zeA , le groupe des inversibles de AA est de torsion, 1.e. tout élément
y4

du groupe des inversibles de AA est d'ordre fini,
Z.

ii) pour tout a,beA avec aA+bA=A, il existe N>1, Ae A avec
bN-ra=1,

iii) pour tout n>1 et pour toute famille finie (x;,y;)1<;j<, & éléments de
A% avec x;A+y;,A=A pour 1<i<n, il existe un polynéme P(X,Y)ecA[X,Y]
(qui dépend de la famille) avec P(X,Y) homogéne, degP(X,Y)>1 et
P(x;,y,)=1, pour 1<i<n.

Démonstration (par récurrence sur n)
0) L'équivalence entre i) et ii) est immédiate.

1) Montrons ii) implique #ii) (par récurrence sur n ).

1.1) Le cas n=1, c'est la relation x;A+y;A=A qui dit qu'il existe u,veA
avec ux;+vy;=1;ainsi P(X,Y)=uX+vY convient.

On suppose l'implication ii) donne iii) satisfaite pour n .

On a donc P(X,Y)€AlX,Y] homogene, degP(X,Y)>1 et P(x;,y;)=1
pour 1<i<n.

Quitte a c/%mger P(X,Y) en P(X,Y)”, a>1, on peut supposer que
degP(X,Y)>n ; en effet, sachant que P(X,Y) est homogéne et que
P(x1,y1)%=1, donc P(X,Y)*#0, ona degP(X,Y)*=adegP(X,Y) .
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1.2) Soit (x,,1,Y,.1) €A? et x, 1A+y,,1A=A.
On adonc W(X,Y)eA[X,Y] homogene de degré 1 avec

W(x,,1,¥n+1)=1.Soit Q(X,Y):= ]:[1 (y,X-x;Y) .

SOient b :=P(xn+1 ,yn+1) P a :=Q(xn+]_ 7yn+ 1) *
Montrons que aA+bA=A .
Le démonstration est analogue a celle de la proposition 1.

1.3) Il suit alors de I'hypothese ii) qu'il existe N>1, ecA*, 1eA avec
bW-1a=1.

Soitalors R(X,Y):=P(X,Y)N-2Q(X,Y) W(X,Y)N9&P~"  Facilement
R(x;,y;)=1 pour 1<i<n . Cela montre d'une part que R(X,Y)=0 et
que R(X,Y) est homogene de degré NdegP(X,Y)>1.De plus
R(x,,1,¥n41)=b"—2Aa=1; ce qui montre iii) pour n+1.

2) Pour montrer que i) implique i) , il suffit de montrer que non ii)
implique non ii7).

On suppose donc qu'il existe a,beA avec aA+bA=A et que pour tout
N>1 et pour tout AcA,ona b¥—21a=1. Suposons qu'il existe un
polynéme homogene P(X,Y)eA[X,Y], de degré n>1 avec P(0,1)=1 et
P(a,b)=1. Onadonc P(X,Y)=ayY"+a; XY" 1+..+a,X" . Alors
ag=P(0,1)=1 eten plus P(a,b)=1 impliquent qu'il existe peA avec
b"=1+ua ; ce qui est une contradiction.
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2. Interprétation de I'existence de polyndmes homogenes a deux variables,
satisfaisant la proposition 1 avec le groupe de Picard

Proposition 3 Soient A un anneau commutatif, unitaire, a,beA avec

aA+bA =A. Soient Alx,y] ::X(aYﬁ[b}gf,)ng[X,Y] ot x (resp.y) est limage

de X (resp. Y ), de plus la graduation de Alx,yl est induite par celle de
AlX,Y]. Soit S(a,b):=Proj(Alx,y]) .
1. Il existe 0€0g, 4)(S(a,b)) avec 6] p,(1)=0, 6| p,(y=

ay—bx de plus on a

02=a0 . Ensuite on a

Os(q,6)(S(a,b))=ADA6 er (1,0) est une base du A-module
Os(q.5)(S(a,b)) . Enfin S(a,b) est affine et isomorphe &
Spec(Og(4.5)(S(a,b))) .

2. 81 Z::Proj(A[X,Y]):le , la surjection canonique AlX,Y] —Alx,y]

induit un homomorphisme Oz(d) —0Og, p)(d) et pour d assez grand
I'homomorphisme Oz(d)(Z) —Og, p)(d)(S(a,b)) est surjectif. Cela veut dire
que pour d assez grand Og, 4 (d)(S(a,b)) est constitué des éléments de
Alx,yl qui sont homogénes de degré d .

' Peai( ALXY]
3. Soit W, .—PI‘O_](m) ~ Spec(A) ,

— Prai AlX,Y] ~
WZ'_PrOJ((aY—bX)A[X,Y]) Spec(A) .

Comme aA+bA =A, il existe a',b'eA avec aa’'+bb'=1; facilement
A[X,Y]=AlaY-bX,a’'X+b'Y] 0it aY—-bX et a’X+b'Y peuvent étre
considérés comme deux variables . Alors

O, (d) (W) =AY ?, Oy,(d)(W;) =A (a’X+b'Y)?.
Alors I'homomorphisme canonique

A[X.Y] LAIXY] , AIXYI

X(aY-bX)A[X,Y]  XAIX,Y]  (aY—bX)A[X,Y]
homomorphisme Og, 4)(S(a,b)) — Oy (W) x Oy, (Wy) défini par
a+BO0— (a+af,a) . Et ce méme homomorphisme canonique induit un
homomorphisme Og, p)(d)(S(a,b)) — Oy, (d)(W1) x Oy, (d) (Wy) qui pour
d assez grand selon 2. est de la forme
P(x,y) — (P(0,1)Y%,P(a,b)(a’'X+b'Y)9) .

induit un

Démonstration

0) Quelques rappels sur l'annean A[X,Y].

0.1) Les éléments X,Y,(aY—-bX),(a'X+b'Y) ne sont pas diviseurs de zéro
dans A[X,Y] ,
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Les éléments X et Y ne sont pas diviseurs de zéro dans A[X,Y] , en
d'autres termes, si XP(X,Y)=0 (resp. YP(X,Y)=0), alors P(X,Y)=0 .
Soient a,beA avec aA+bA=A, il existe donc a’,b’'€A avec
aa’+bb'=1. Alors on a

X=-b'(aY-bX)+a(a’'X+b'Y) ,Y=a'(aY-bX)+b(a'X+b'Y) .
Soit A[U,V] l'anneau des polynémes a coefficients dans A en les variables
U,V.Soit s:A[U,V]—>A[X,Y] défini par s(U)=aY-bX ,
s(V)=a'X+b'Y et s(A)=2Apour AeA . Soit ¢:A[X,Y]1-A[U,V] défini
par t(X)=—-b'U+aV ,t(Y)=a'U+bV et s(1)=A pour AeA . Facilement
ts(U)=U, ts(V)=V et st(X)=X, st(Y)=Y, ce qui implique que s et
t sont des A-isomorphismes.
Ainsi A[X,Y] est aussi un anneau de polynéme a coefficients dans A en les
variables aY—-bX et a'X+b'Y . En particulier aY-5X et a'X+b'Y ne
sont pas diviseurs de zéro dans A[X,Y], en d'autres termes si
(aY-bX)P(X,Y)=0 (resp. (a’'X+b'Y)P(X,Y)=0), alors P(X,Y)=0 .

0.2) Soit P(X,Y)eAlX,Y], homogéne avec P(a,b) =0, alors il existe
QX,Y)€AlX,Y] homogéne avec P(X,Y)=(aY-bX)Q(X,Y) .
En effet si P(X,Y) est homogene de degré d par 0.1) , on peut écrire
P(X,Y) sous la forme
PX,Y)=ag(a'X+b'Y)%+a; (@’ X+b'V) HaY-bX)+..4+ (aY-bX)? .
Il suit de cela que P(a,b)=aq et donc P(a,b)=0 implique a¢=0, ce qui
veut dire que
PX,Y)=(aY-bX)Q(X,Y) avec

RIX,Y)=

(a1 (a’X+b0'Y)% May (@’ X+ V) 2(aY-bX)...+ (aY-bX)?1) .

1) Montrons 1.
1.1) Le caleul de Og, 3)(S(a,b)) .

111) SOit fe@s(a,b)(S(a,b)) . On a dOﬂC
Pla'x+b'y,ay—bx)

xn

Sl D= , avec

Pla'x+b'y,ay—bx)=
ag(a'x+b'y)"+a;(a'x+b'y) " Way—bx)+..+a,(ay—bx)".
Sachant que x(ay—bx)=0,0na

1) Flp, =20 @ Xt YT,
+ n
x
De méme on a f] D+(y)=Q(a’x+b’3:n,ay—bx) , avec

Y
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Qla'x+by,ay—bx)=
by (a'x+b'y)"+by(a'x+b'y)" L ay—bx)+..+b,(ay—bx) ™.
Sachant que x(ay—bx)=0,0na
’ 1y m ’ rnym—1 N N m
(2)f|D+(y)_bO(ax+by) +bi(a’x+d"y) (ay—bx)+..+b,,(ay—bx)

m

Y

Sachant que x(ay—bx)=0,0na
) (f|D+(y>)|D+(xy>=b°(ax+by) :

m

Il suit donc de (1) et (3) que sur D, (x)N D, (x), on al'égalité
(4) ao(a'x+b'y)n:b0(a'x+b'y)m.
xn ym
Cela veut dire qu'il existe £>1 avec
(XY)k((aO(a'X—l—b'Y)nYm— bp(a’X+b'Y)"X")eX(aY-bX)AIX,Y].

Ainsi en spécialisant X en a et Y en b, on obtient

(5) (ab)*(agh™—bya™) =0 .
(6) Sidonc T:=SpecA, cela veut dire qu'il existe aeA avec
a b
alD(a):;g et O‘|D(b):b7,91-

Soit toujours f comme il est défini en (1) et (2) avec la propriéeé (6).

a
1.1.2) Montrons que f|p, (x)= —g =] p(a) -
a

On remarque d'abord que D_(x) =D (a) . En effetsi ¥ est un idéal
premier homogene de A[x,y] avec xe%, il suit de la relation axy=>5x2

quesi ae’l, alors be, ce qui est impossible puisque aA+bA=A . Ainsi
a est inversible sur D, (x) . On a donc

] :ao(a’x—l-b'y)n:@(aa’xjtb’ay)n:@(qub’(ay—bx))n
D.(x) x" am x a™ x >
sachant que aa’+bb'=1 et comme x(ay—bx)=0, on a bien
a
f1D.w= =2 =alp) >
a

compte tenu de (6).

1.1.3) Montrons ['existence de 6<€ Og(, 4 (S(a,b)) avec
ay—bx
Yy
Remarquons que la restriction 2 D_(x)n D, (y)=D_ (xy) de l'élément

ay;bxe Og(D,(x)) est nulle ; en effet, sur D (x)n D,(y)=D,(xy) on

0 |D+(x)=0 et 06 |D+(y)=

q @y—bx_x(ay—bx)

, il suit de la relation x(ay—bx)=0 que
y Xy
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(ay—bx

)| D, (xyy=0 . Cela montre I'existence de 6e Og(S) avec

ay—bx.

0 |D+(x):0 et 6 |D+(y): y

1.1.4) II s'agit maintenant d'expliciter f|p (,) > c'est le plus difficile.

Montrons que
(7) f|D+(y) =a+ﬁ9617)€€ B:’)/+(blb' m_1+b2b’m_2a+.”+bmam—l) et

byb" ™ YD) :_;)1(;1 (") (—a)ka® 1.

a
yE€A avec Y| pa) =——025+
a

On sait par (2) que

_bo(a'x+by)"+b(a’x+b'y) " Hay—bx)+..4+b, (ay—bx) ™
f|D+(y)— >

m

Y

compte tenu de x(ay—bx)=0,o0na
bp(a'x+b'y) ™ *lay—bx) " =b,(b'y) " *(ay—bx)" . Il suit de cela que
bk(a'x+b’y)m_k(ay—bx)k= bk(b/)m—k(ay—bx)k: bk(br)m—k 0 k .
Yy

m

y
Ainsi
Sl D =bo (axy+by)m+(b1b’ m-loibyb' ™ 20%¢ .. +b,,0™),

compte tenu de 6% =a*"10 pour £>1,o0na
®) 7l D+(y):b0(ax;by)m+(b1b’ m=1, pb'm2q4 .. +b a™ )6,

1.1.5) Il nous reste donc 2 étudier b, (2X+0Yym gy D, (y).
y

Sur D, (y)nD,(a) ona
bo(a'x+b’y)m:@(x+b'(ay—bx))m’
a™ y
compte tenu de x(ay—bx)=0,o0na
bo (a'x+b'y)m:@((g)m_i_b/mam—l(ay—bx)) :%(ﬁ)m"'bob n 0.
y m

a Yy Yy a”y a
Sur D, (y)nD,(b) ona
) bo(a'x-l—b'y)m:@(a'(bx—ay)+y)m’ainsi

b™ y
bO(M)m:@(l_a'Q)m,
bm

en tenant compte de la formule 6*=a*~16 pour £>1,0na
a’x+b'yym _ bo C MY gy kg kel
(10) by ( y ) —bm(1+(k§1(k)( a)®a® 1) 0).

Soit toujours, selon (6) ,ona aecA avec o D(a):ig et of D(b):@.
a

bm
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Alors sur D, (y)ND,(b) ,ona
(11) bo(a'xy”"y)mzawe avec ”‘::’%(é (") (—a) ke 1) eOxD(B)).

Sur D (y)nD_,(a),ona

(12) by (ZX+0Yym _ bo (xym  bob™ o
y a™y a
On calcule
@(&)m_a: E(&)m_@_
a™y a™y a”
@(&)m_ﬂ; (bpa,—apgb™)x™—aylay—bx)™ .
am y an an+mym
Il s'agit de montrer que (bo an;fgf’:) ™ est nulle sur D,(y)ND_ (a) .
a Y
Cela revient & montrer que pour % assez grand, on a
(13) (aY)*(bga"—agb™ XmeX(aY-bX)A[X,Y]
et donc, compte tenu de 0.1) cela revient 2 montrer que
(14) F(X,Y):=(aY)*(bya"—agb™ X" Le(aY-bX)AIX,Y] .

Maintenant, si on spécialise Xenae Y en b,ona
F(a,b)=(ab)*(bya™—ayb™ a™ ! et il suit de (5) que F(a,b)=0, alors

m
par 0.2) la relation (14) est satisfaite, ce qui montre que (boay—agb™) x™

est nul sur D, (y)nD,(a) .
En résumé, sur D, (y)ND_(a),ona
’ ’ rm
(15) bo(w)m —o+ub avec u:=—_ 20 +bob eOpn(D(a)).
y an+1 a

Il nous reste 2 montrer que v défini en (10) et u défini en (15) coincident
sur D(a)nD(b) .Ona

a bob'™ a
au=a(— 01+ 0 )=—-0+byb" ™,
an-i— a an

avzﬁ(i (ZL) (—a'a)k+1)— b0=@(1—aa’)m— bo :bob'm—@.
bm k=1 bm

pm pm b™
Sachant que sur D(a) ND(b) ona a—gz— b—}?} ,ainsi au=ov etdonc u=v.
a

Cela montre qu'il existe yeA avec y|p) =u et y|pp) =v.

Il suit donc de (8) que
flp.yy=0+B6 avec B:=y+(by b’ m-l o’ ™ 2a+..+b,a™ 1) et yeA

a byb' ™ b - (m Nk _ k-1
avec y|D(a):—anE’rl+ Oa ,V|D(b)=—b—%(gl (2)(=a)*a™t.
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1.2) On a donc montré que {1,0} est une famille génératrice de

Osta,»)(S(a,b)) .

Montrons maintenant que cette famille est libre sur A .

On suppose que o+p6=0 avec a,BeA.

Onadonc a|p, ) =0 puisque 6]p () =0.

Cela veut dire qu'il existe £>1 avec
X*Fa=X(aY-bX)Q(X,Y),

sachant par 0.1) que X n'est pas diviseur de zéro, on a
X log=(aY-0X)Q(X,Y) .

En spécialisant X en a et Y en b,0na a* la=0.

Ensuite, on a

| py»+B |,y ¥ 2¥=0 .

Cela veut dire qu'il existe m>1 avec

(1) Y™"aY+B(aY-bX)=X(aY-bX)Q(X,Y) .

En spécialisant X en a,Y en b ona 6™ 1a=0.

Onadonc a',b'eA avec a’a®* " 14b'b™+1=1 et par

(a'a®* 1+b' 6™t 1) a=0, on déduit que lo=oa=0. Ainsi I'égalité (1) s'écrit
Y"B(aY-bX)=X (aY-bX)Q(X,Y) .

Sachant par 0.1) que aY-bX ne divise pas zéro, on déduit que

Y"B=XQ(X,Y) . En spécialisant X en 0 et Y en 1,0na =0.

1.2) Montrons que S(a,b) est fini sur SpecA et donc que Og, ) (S(a,b))
est fini sur A et que S(a,b) est isomorphe a SpecOg(, ) (S(a,b)).

Pour montrer que S(a,b) est fini sur SpecA , il suffit de remarquer que
le morphisme canonique S(a,b)— T'= SpecA est quasi-fini, ce qui veut
dire que pour tout premier p de A il existe seulement un nombre fini de
premiers homogenes B de Alx,y] avec p="FNA et
xAlx,yl+yAlx,ylz®s . En effet, en utilisant [L] ex. 4.2. p. 155, on sait
que le morphisme canonique S(a,b) — SpecA est fini, ainsi
Os(q.5)(S(a,b)) estfinisur A et S(a,b) estisomorphe a
SpecOg(4 5 (S(a,b)).

Il reste 2 montrer que la quasi-finitude.

Si B est un idéal homogene de Alx,y] avec xAlx,yl+yAlx,ylz¥ et
p=PNA, sachant que x(ay—bx)=0,0na xeP ou ay—-bxe L.

On suppose que xe ¥, soit Ag:=p Alx,yl+xAlx,y] 5, montrons que
o= . Il suffit donc de montrer que BV <A, . Soit donc P(x,y)
homogene de degré d avec P(x,y)e ¥ .Si d=0, comme p=8NA,ona
P(x,y)e p etdonc P(x,y)e U,.



_14-

On suppose maintenant que d>1 .
Plx,y)=> upx®y 2 * avec u,eA .Onadonc uyy?e® ; cela implique
k=0

upeP ou ye®B,lecas ye¥ est exclu puisque xAlx,yl+yAlx,ylz¥ . On
adonc upe®P et comme p=PNA,ona ugep etdonc uye,
On suppose que ay—bxel, soit A;:=p Alx,yl+(ay—bx)Alx,yl ¥,
montrons que A= . Il suffit donc de montrer que LA, . Soit donc
P(x,y) homogene de degré d avec P(x,y)e .Si d=0, comme
p=PNA,ona P(x,y)e p etdonc P(x,y)e ;.
On suppose maintenant que d>1 .
Soient toujours a’,b’'€eA avec aa’'+bb’'=1;ilsuitde 0.1) que

d

)d—k

P(x,y) =kzouk(ay—bx)k(a’x+ b'y avec upeA . On adonc

uo(a'x+ b'y)dESB5

cela implique upe® ou a’x+b'ye®.Si a’x+ b’y e, sachant que
x=ala'x+b'y)—b'(ay—bx) et y=b(a'x+b'y)+a'(ay—bx) , il suit
que x,yefs, or ce casest exclu. Onadonc uye®s et comme p=FLNA, on
a ugep etdonc uye?; .

En conclusion 2, et A; sont les seuls idéaux premiers homogenes au-
dessus de p .

2) Montrons 2.
Soit p:Z—A I'homomorphisme canonique, on remplace l'anneau A par
I'anneau B:=p(Z)[a,b,a’,b’] qui est un sous-anneau de A . Soit alors

— B[X,Y] N .
Blx,yl = X(aY—bX)BIX.Y] ol x (resp.y) estl'image de X (resp. Y ), de

plus la graduation de B[x,y] est induite par celle de B[X,Y] . Soit
S’:=Proj(Blx,y]). Soit aussi Z':=Proj (B[X,Y]):Pé , la surjection

canonique B[X,Y]—Blx,y] induit un homomorphisme
04 (d) - 0g/(d) . Sachant que B est noethérien, il suitdu théoreme

d'annulation de Serre ([L] theorem 3.3. p. 195) que l'application
O,(d)(Z') - 0g(d)(S") est surjective pour d assez grand. Ca veut dire
que tout élément de Og/(d)(S’) est un polyndme homogene en degré d
de Blx,yl . Il suit alors que pour ce méme d tout élément de
Os(q,5)(d)(S(a,b)) est un polyndme homogene en degré d de Alx,yl .

3) La démonstration de 3. est immédiate.
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Théoreme Soient A un anneau commutatif, unitaire, a,beA avec
aA+bA =A, A% le groupe des inversibles de A .

, _ ° AIX,Y]
Soient Alx,yl TX(aY-bX)A[X,Y]

de plus la graduation de Alx,yl est induite par celle de A[X,Y] .

Soit S(a,b) :=Proj(Alx,yl) . Alors les propriétés suivantes sont équivalentes.
i) Le Og, 4)(S(a,b))-module Og, ) (1)(S(a,b)) est un élément de torsion
du groupe de Picard de Og, 4 (S(a,b)),

ii) il existe P(X,Y)€AlX,Y], homogéne avec degP(X,Y)>1 et P(0,1)eA*,
P(a,b)eA™,

iii) il existe d>1, A€A tels que b*—LacA* .

oir x (resp.y) est l'image de X (resp.Y),

Démonstration

Pour simplifier, on note S:=S(a,b) .

1) Montrons i) implique ii).

Il suit de i) qu'il existe d'>1 tel que Og(d’)(S) soit un Og(S)-module
libre de rang 1, il suit que pour n assez grand Og(nd’)(S) est un
Og(S)-module libre de rang 1 et par la proposition 3 partie 2. , il existe
P(x,y)eAlx,y] , un polynéme homogene de degré nd’ avec
Og(nd")(S)=P(x,y)0g(S) . Il suit alors de la proposition 1 partie 3. et
sachant que Oy,(nd")=0g(nd’") ®qs Ow. que P(0,1)Y "% est une base de
AY"® etaussi que P(a,b)(uX+0vY)"® est une base de A(uX+vY)"? .
Cela montre bien que P(0,1)eA* et P(a,b)eA*; i.e. ii) est satisfait.

2) Montrons ii) implique iii).
Onadonc P(X,Y)=0ayY%+a, XY % '+.. +a,;X%,d>1. Ainsi
P(0,1)=ayecA*,P(a,b)=agb®+ala1b% 1 +as0 ¥ 2a+..+aza %) cAX.
Cela montre que iii) est satisfait avec

Ai=—(ag) " Ha; 0¥ 1tasb ¥ 2a+...+aya? ).
3) Montrons iii) implique i)
On suppose que bN—e4+la avec AeA,ecA*,N>1. Quitte a changer N
en d N, on peut supposer selon la proposition 3 partie 2. que Og(dN)(S)
est constitué des éléments de A[x,y] qui sont homogenes de degré dN .
Et par ailleurs, ona 5N =¢%11'a .
En résumé, on peut supposer que bN=g+la avec AeA,ecA*,N>1 et
que Og(N)(S) est constitué des éléments de A[x,y] qui sont homogenes
de degré N, auxquels il faut ajouter 0.
Puisque aA+bA=A, il existe a’,b’eA avec aa’+bb'=1. Soit
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R(x,y) =yN-21x(a'x+b'y)V leAlx,y] .
Il s'agit de montrer que {R(x,y)} est une base du Og(S)-module
Os(N)(S).

3.1) Montrons que R(x,y) engendre Og(N)(S) sur Og(S).

On rappelle que selon la proposition 3 partie 1., ona Og(S)=A®A6 avec
ay—bx

8l p,(x)=0, 8| p,(y)=

Soit P(x,y)=agy™+a;yN " 1a+...+ayx¥e Og(N)(S) , il s'agit de montrer
que

0) (c+BOR(x,y)=eP(x,y)

avec a=P(a,b) , B=—(ag+a,; bV 1+a,bV2a+...+aya
e=bV-1a.

N—l)

bl

3.1.1) Montrons la formule sur D, (x) .
Comme 6|p (,)=0, il suffit de montrer que
(1) aR(x,y)=eP(x,y) sur D (x).
Cela veut dire qu'il existe un entier m>1 avec
(2) X™(P(a, b)(yN—AX(a’X+ bY)N-1) ¢ P(X,Y))eX(aY-bX)A[X,Y].
On considere d'abord
QX,Y):=P(a,b)(YN-21X(a'X+b' Y)YV 1) —¢P(X,Y) .Ona

Q(a,b)=P(a,b)(b¥N-21a(1)N¥-1)—¢P(a,b)=P(a,b)(¢) —eP(a,b) =0 .
Il suit de la partie 0.2) de la démonstration de la proposition 3 que
RX,Y)=(aY-bX)S(X,Y) . Et donc

XQX,Y)=X(aY-bX)S(X,Y) .

Ainsi (2) est satisfait et aussi (1).

3.1.2) Montrons la formule sur D_(y) , i.e.

3) (a+BO)R(x,y)=eP(x,y) .

Il suffit de montrer que

((aY+B(aY-bX)R(X,Y)—eP(X,Y)Y) eX(aY-bX)A[X,Y], i.ec.

(YN 14 BYN(aY-0X)-20YX(a'X+b' V)V 1_eP(X,Y)Ye
X(aY-bX)A[X,Y].

Soit

QX,Y)=aYNT11Ba YN+ _¢P(X,YV)Y,

Qy(X,Y) =—BbYNX-2aYX(a'X+b'Y)VN 1L,

Il faut montrer que

Q(X,Y)+Q,(X,Y)eX(aY-bX)A[X,Y].On adonc
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RQ(X,Y)=P(a,b) YN*1_(Aag+a; bV 1+asdbV 2a+...+aya " aYNH!
—elag YN+ YV X+ +apyXN)Y .
Facilement
(rag+a1 bV 1ragbV 2a+..+aya¥ Y a=P(a,b) +Laga—aybY .
Ainsi
RQX,Y)=ay(bN-2a) YV —e(ay YN+ a0 YV X+ ...+ anyXM)Y,
soit donc
RX,Y)=—-eX(a; YV X +a, YV 2X+ . +apyXV 1Y .
Il suit que
Ql(X,Y)+Q2(X,Y) =XQ3(X,Y)
ou
Qs X,Y)=—e(a; YV X+, YV 2X+ .. +apyXV- 1Y
—(BOYN+aAY(a’Xb'Y)N- D).
On a donc
QRs(a,b)=—e(a;b¥ 1+ay0V2a+ .. +aya b+
(Lag+a, bV 1 ragdV 2a+..+aya¥ HoN 1 _P(a,b) 1b).
QRs(a,b)=2a—-bM)(a; bV 1raydV¥ 20+ .. +aya Hb+
(rag+a; bV 1 +agdV2a+ . +aya¥ " HBN 1 _P(a,b) 1b.
Qs(a,b)=A(P(a,b)b—aybV ) -V a6V 1t ay bV 2a+ ...+ aya™ 1)
+0M a0V 1hay bV 20+ o +aya¥ D +AagbN I —P(a,b) 2D .
Soit Q3(a,b)=0, il suit de la partie 0.2) de la démonstration de la
proposition 3 que
QR;(X,Y)e(aY-bX)A[X,Y] .
Onadonc Q,(X,Y)+Q,(X,Y)eX(aY-bX)A[X,Y] .
En résumé R(x,y) engendre Og(N)(S).

3.2) Montrons que {R(x,y)} est une famille libre du Og(S)-module

Os(N)(S) .

Soient donc «,BeA , il s'agit de montrer que (a+B6)R(x,y)=0 implique
oa=0 et B=0.

3.2.1) L'égalité¢ (a+BO)R(x,y)=0 sur D, (x) veut dire qu'il existe 2>0
avec
X (YN-2X (aX+b'V)VN D eX(aY-bX)AIX,Y] .

En spécialisant X en a et Y en b, on obtient a®ae=0.

3.2.2) L'égalité¢ (a+BO)R(x,y)=0 sur D, (y) veut dire qu'il existe £'>0
avec

(1) Y¥(aY+B(aY-bX)(YN-2X(a’X+0'Y)V 1) eX(aY-bX)A[X,Y].
En spécialisant X en a et Y en b, on obtient ¥ aeg=0.
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Sachant que a®A+b¥ A=A , il existe a”,b"eA avec afa”+b%b"=1.
Ainsi (a*a”+b%b")ae=ae et comme afae=0, 5% ae=0, ona donc
O=ae ,ie. a=0.

3.2.3) Montrons que B=0 .

Sachant que a=0 la relation (1) devient

2 Y¥(B(aY-bX)(YN-AX(aX+bY)V "1 eX(aY-bX)A[X,Y] .

Il suit de la partie 0.1) de la démonstration de la proposition 1 que 'on peut
simplifier par (aY-6X) , ainsi

3) YR (B(YN-AX (' X+b'Y)V 1) eXA[X,Y].

En spécialisant X en 0 et Y en 1, on obtient f=0.

Ainsi 3.2.1) , 3.2.2) , 3.2.3) montrent bien que {R(x,y)} est une famille
libre du Og(S)-module Og(N)(S) .

Enfin il suit de 3.1) et 3.2) que {R(x,y)} est une base du Og(S)-module
Og(N)(S) , ainsi Og(N)(S) est libre de rang 1 sur Og(S) .

Cela veut bien dire que le Og(S)-module Og(1)(S) est un élément de
torsion du groupe de Picard de Og(S) .

Remarque 1.

Si pour tout a,beA avec aA+bA=A, le 7ii) du théoréme est satisfait, cela
veut dire psr(A)=1.

Le théoréme dit aussi que si pour tout a,beA avec aA+bA=A, le
Os(a.p)(S(a,b))-module Og, 5 (1)(S(a,b)) est un élément de torsion du
groupe de Picard de Og(, ),(S(a,b)) , alors cela est équivalent a psr(A)=1.
Un cas particulierement simple ol cela est réalisé est celui o A est un
anneau de pictorsion. On rappelle que I'anneau A est dit de pictorsion si
pour tout anneau B qui est fini sur A , alors Pic(B) est de torsion
([G.L.L.]). Sachant que Og(, 5)(S(a,b)) est fini sur A, il suit que
Pic(Og(4 5)(S(a,b))) est de torsion ; il suit de cela que le 7) du théoréme est
réalisé.

En conclusion si l'anneau A est de pictorsion, alors on a psr(4)=1.

Bien entendu la condition A est de pictorsion est bien forte ; il nous
suffirait que Pic(Og(, 4 (S(a,b))) soit de torsion. Cela va étre analysé a la

remarque 2 de 3.3.2.
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3. Exemples d'anneaux avec psr(A)=1et psr(A)=1.
3.1. Exemples d'anneaux A avec psr(A)=1.

1.Si A est limite inductive d'anneaux A;, alors psr(4;)=1 pour tout i
implique psr(A)=1.

2.81 A=A {xAgx...xA, avec psr(A;)=1,alors psr(A)=1.

3. Soient N le radical de Jacobson de A, A un idéal de A avec AcN.
Alors psr(A)=1 est équivalent 2 psr(‘;[) =1 (proposition 5).

4. Soit N le radical de Jacobson de A . Si pour tout xeA-N, le groupe
(%) * est de torsion, alors psr(A4) =1.
x

En particulier, si A est un anneau de Dedekind tel que pour tout idéal
A

maximal M, ['anneau i fini, il suit que pour tout xeA—{0},
l'anneau AA est fini ; ainsi psr(A)=1 (proposition 4)
x

5. Soit A un anneau ayant seulement un nombre fini d'idéaux maximaux,
i.e. semi-local, alors psr(A)=1. C'est donc vrai en particulier pour un
anneau local et aussi un corps (proposition 6).

6. Soit A un anneau, p:Z—>A un homomorphisme avec A entier sur
p(Z), alors psr(A)=1 (proposition 7).

7. Soit A un anneau, L un sous-corps d'une cléture algébrique d'un corps
fini ; p:L[T]1—>A un homomorphisme avec A entier sur p(L[T1]) , alors
psr(A) =1 (proposition 7).

8. Soient X un compact, A:=%6(X,R) l'anneau des fonctions continues sur
X avaleurs dans R satisfait psr(A)=1; plus précisément si
f.8,u,ve(X,R) avec fu+gv=1,alorsona f2+g2%eA*, ce qui est
psr(A)=1.

9. Soit A le sous-anneau de Z" constitué des suites constantes A partir d'un
certain rang ; clairement cet anneau est unitaire. Si x est la suite (x3);5¢ >

alors A ~[] Z . Comme tous les £  sont tous égaux a partir d'un

xA k20 2,7 x,Z
A

certain rang, il suit que le groupe des inversibles de oot de torsion.
X

Par ailleurs, soit 2 1'idéal des suites nulles a partir d'un certain rang ;
facilement cet idéal n'est pas de type fini.

10. Soient K un corps qui est contenu dans la cl6ture algébrique d'un corps
fini et A:=K"N . Soit x=(x)50,S:={keN|x,=0}, alors iAzKS , il suit
- X

de cela que le groupe des inversibles de AA est de torsion.
X
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Par ailleurs, soit 2 1'idéal des suites nulles a partir d'un certain rang ;
facilement cet idéal n'est pas de type fini.

11. Soit X une courbe algébrique non singuli¢re sur R ; on suppose que
cardX(R)>2 . Soit aeX(R) et Y:=X(R)—{a} . Soit
A:={fel(X)|v,(f)>0 pour tout xeY} ou H(X) est le corps des
fonctions rationnelles sur X et v, désigne la valuation en x . Alors
psr(A)=1 ; plus précisément si f,g,u,ve€A avec fu+gv=1, alors on a
f2+g2%eA*, cequiest psr(A)=1.

Proposition 4 Soient A un anneau commutatif, R le radical de Jacobson de
A, i.e. l'intersection des idéaux maximaux de A . Si pour tout xeA-N, le
groupe (AA) X est de torsion, alors psr(A)=1.

x

En particulier, si A est un anneau de Dedekind tel que pour tout idéal maximal

W, Lanneau % est fini, il suit que pour toutr xe A—{0} , [anneau ‘a est

| x
fini ; ainsi psr(A)=1

Démonstration
Soient a,b,u,veA avec au+bv=1.Si beA-N, il suit de I'hypothese
sur (AA) * qu'il existe N>1 et A€A avec aVNiab=1.

x

Si beN, facilement 1—bv est inversible et donc a est un inversible de A .
Ainsi a'+0b=a .

Tout cela veut aussi dire que psr(4)=1.

On suppose maintenant que A est un anneau de Dedekind et que pour

tout idéal maximal I, l'anneau % est fini.

Si xeA™, alors (i) ={0} , ainsi (i) X est trivialement de torsion.
xA xA

Si x¢A* et xeA—{0}, alors xA admet une factorisation

x A=W PrIgz  MF avec r>1,M; maximal et a;>1 pour 1<i<r.

Facilement A_A X A X .. X A et comme card ( A )s(cards‘%)“ia

XA IR IR Mo R i

1

ona ﬁq qui est fini, ainsi (ﬁq) * est de torsion et donc psr(A)=1.

Proposition 5 Soient A un anneau commutatif, R le radical de Jacobson de
A, 1.e. l'intersection des idéaux maximaux de A . Soit N un idéal de A avec
AN . Alors les propriétés suivantes sont équivalentes.

1) Ona pst(A)=1, i1) ona psr(‘g) =1.
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Démonstration
1) Montrons i) implique ii).
Soit p:A SA surjection canonique. Solent a,b,u,veA avec

A

pla) p(uw) +p(b) p(v)=1 . Il suit que au+bv=1+a ol ae Ach . On
sait alors que 1+aeA> . Ainsi a(u(l1+a) ™ H+bw(l+a)"H=1. Alors
psr(A) =1 dit qu'il existe N>1,1€A avec aV+1beA* . Il suit de cela que
p(a)N+p(1) p(b)ep(A*) et comme p(A*)cp(A)*, il suit que psr(‘§):1 .

2) Montrons ii) implique 7).
Soient a,b,u,veA avec au+bv=1.Alors p(a)p(u)+p(b)p(v)=1.
Sachant que psr(‘%) =1, il existe N>1,ueA avec

p(a)N 4 p()p(b)=¢ € (@)X .

Soit ecA avec p(e)=¢,onadonc a®¥ +ub=e+0o ou aec? . Il reste &
montrer que e+aeA* . Si ce n'était pas le cas, il existerait un maximal M

de A avec e+oedl, comme aei, il suit que e et donc que eeM .

A

Comme kerp cMc i, il suit que p(M) est un idéal maximal de 9 or

A

e=p(e) ep(M) , ce qui contredit le fait que & est un inversible de R Ainsi

pst(A)=1 est satifait.

Proposition 6 Soit A un anneau commutatif, unitaire. On suppose que les
idéaux maximaux de A sont en nombre fini, i.e. A est semi-local. Alors on a
pst(A) =1; cela est vrai en particulier si A est local ou si A est un corps.

Démonstration
Soient Wiy, My, ..., M, les idéaux maximaux de A . Soit

N:=WNnWMyn...nW, le radical de Jacobson de A . Soit p;:A —>§I‘%

l
surjection canonique, §:A — [] SA l'application diagonale définie par
i=1 .

8(a):=(pi(a),ps(a),...,p(a)) ; soit n:Aa?{ la surjection canonique.

Facilement § est surjectif et induit un isomorphisme d :%e [1 fﬁt tel
b =1 i

que é=dr.

la
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Montrons que psr(‘;‘) =1. Soient donc a,beA avec
i

r@) A+ 2b)A =4 Si 2(b)=0, il suit que n(a) est un inversible de %

N N N
et donc n(a)+0xn(db)=r(a)e (%)X. Si n(b)#0 , quitte a changer les
R

indices, il existe s avec p;(b)#0 pour 1<i<s et p;(b)=0 pour s<i.
Cela veut dire que p;(b) est inversible pour 1<i<r, ona donc
p;(a)+ ((1=p;(a)) p;(b) "1)p;(b) =1 ; ensuite si r<i, il suit de p;(6)=0 et

n(a)‘;‘+ n(b)‘;t: 4 que p;(a) est inversible. Comme d est un
t

N
isomorphisme, il existe AeA avec dn(1)=(11,1g,...,4,) et
Ai=(1—p;(a)) p;(b)~1 pour 1<i<s et A;=0 pour s<i. Il suit de cela que
n(a)+n(A) w(b) est inversible.
On a donc psr(‘;t) =1 . Il suit de la proposition 5 que psr(A)=1.

Proposition 7

1. Soient A un anneau commutatif, unitaire, p:7Z —A ['homomorphisme
canonique. On suppose que tout élément de A est entier sur p(Z) , i.e. tout
élément de A est racine d'un polyndme unitaire & coefficients dans p(Z) . Alors
ona psr(A)=1.

2. Soit L un sous-corps de la cloture algébrique d'un corps fini, LIT] ['anneau
des polynémes en la variable T & coefficients dans L . Soient A un anneau
commutatif, unitaire, p:LIT1—>A wun homomorphisme. On suppose que tout
élément de A est entier sur p(LIT]) , i.e. tout élément de A est racine d'un
polyndéme unitaire & coefficients dans p(LIT1) . Alors on a pst(A)=1.

Démonstration

I) Montrons d'abord 1.

1.1) La réduction au cas fini sur p(Z).

Sachant que A est la limite inductive des sous-anneaux S de A contenant
p(Z) et finis sur p(Z) , il suffit de montrer la proposition pour A fini sur
p(Z) .

On suppose maintenant que A est fini sur p(Z) .

L'objectif est alors de montrer le résultat suivant.
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(*) Soient zeA , p,: AsA ) la surjection canonique, p,(A)* (resp. AX) le

groupe des inversibles de p,(A) (resp. A). Alors P ZEAi est fini.

z

Si donc (*) est satisfait pour tout zeA , 1suivra de cela que psr(4)=1

1.2) On suppose que kerp=dZ avec d+0 , montrons que A est fini et donc

que (*) est satisfait pour tout zeA .
Comme A est fini sur p(Z) , il existe ey,ey,...,e,€A avec

A=p(Z)e;+p(Z)eg+ ...+ p(Z) e,
Il suit facilement de cela que cardA<|d|”

On suppose désormais que p est injectif, que A est fini sur p(Z)=Z et que A
est réduit.

Ainsi A contient Z, il est fini sur Z , donc noethérien en particulier, il suit
p

que les idéaux premiers minimaux de A sont en nombre fini ; notons

P1,Pg, ..., ces idéaux premiers minimaux avec p;#p; si i=j . Sachant

que A est réduit, ona pyNpyN...Np,={0} .

Supposons z=0, alors (*) est immédiat.

On suppose maintenant que z+0 .
On a donc
0) 2P UPyU ...UP,
ou quitte a permuter les indices, il existe ¢ avec 1<t<s avec
ZEP1UPgU ...UDP; et 2€Py 1 MPrioN...Mpy.

1.3) On suppose d'abord que zep,UpyU ...UD,. Montrons que (*) est satisfait.

Il suit du lemme 1 ci-apres que AA est fini.

z
Il suit de cela que (*) est satisfait.
Il suit donc du cas z=0 et de 1.3) et 1.4) que (*) est satisfait pour tout z€eA
et donc que psr(A)=1

1.4) On suppose qu'il existe ¢t avec 1<t<s et
ZgP1UPoU .. UD, €t ZEP;, 1M PyyoMN ...MPy.
Ce cas est plus difficile que 1.3).
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Soient b:= piNpyN...NP;, €= Py NPsoN ...NP, . Solent B:=‘g, C:=‘?,

f:A> ‘g , g:Ae‘? les surjections canoniques.

Soient A* (resp. B*, C*) le groupe des inversibles de A (resp. B, C) et

u:A—BxC défini par u(a):=(f(a),g(a)) . Alors il suit du lemme 2
B*xC*
u(A™)
Soient p;:B xC—B , py:B xC—C les projections. Alors pju et pou ne

ci-apres que u est injectif et que est fini.

sont autre chose que les surjections canoniques f:A A o g:A —>‘g .1l suit
a

de cela que

5) piu=f et pou=g sont surjectifs.

Sachant que pyu(z)=0 et que pyu est surjectif, il suit que
u(zA)=f(z) Bx{0}.

Montrons que z induit un homomorphisme injectif

6 .4, B C.
©) VAT f(2) B
Soit la surjection canonique 7:BxC — BxC . B il s'agit de

f(z) Bx{0} f(z)B
montrer que ker(ru)=2zA . En effet si ru(a)=0 , cela veut dire que
prula)=f(2)b avec beB et poul(a)=0.Par (5) pyu=f est surjectif, il
existe donc a’'eA avec pju(a’)=>b ;alorsona pyu(za’)=f(z)b et
pou(za')=0 puisque pyu(z)=0. En conclusion u(a)=u(za') ,ie. a=za’
puisque u est injectif. Cela montre que ker(mu)>zA , l'autre inclusion
est immédiate.
Il suit de (6) que v induit une injection, toujours notée v

A ¥ B X X
o (L cC*.
7) v (zA) %(f(z)B) X
Notre objectif maintenant est de montrer que Pz((i)x;( est fini, i.e. (*).
Pz

B

f(z)B

Rappelons que f:A —>‘2:B est la surjection canonique.

Montrons d'abord que est un anneau fini.

Comme A est fini sur Z, il suit que f(A)=B est fini sur Z . Facilement
F), () ,...,f(p,) sont les idéaux premiers minimaux de B . Ensuite
zgPUphyU... Up, implique f(2)ef(p) Uf(Pgy)U... Uf(p,) . Il suit alors
du lemme 1 ci-apres que ~ B st un anneau fini.

f(z)B
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1) Montrons 2.
11.1) La réduction au cas fini sur p(kIT1) oit k est un sous-corps fini de L.
L'anneau A est la réunion des sous-anneaux S de A contenant p(L[T1])
et finis sur p(L[T]) .
Soit maintenant S contenu dans A et fini sur p(L[T]) , il existe
ey,e9,...,e,€S avec

S=p(LIT1) ey+p(LIT1) eg+ ...+ p(LIT ) e, .
Il suit de cela que eq,ey,...,e, sont racines de polynémes unitaires a coeffi-
cients dans p(L[T1) . Il existe donc un sous-corps fini %k, de L de fagon que
ces polynomes soient a coefficients dans p(k¢[T1) . Soit k2 un sous-corps
fini de L avec kyck, alors

S, :=p(EIT]) eg+p(E[T]) eg+ ..+ p(E[T]) e,
est un sous-anneau de S qui est fini sur p(k[T]) et de plus S est la
réunion des S;, lorsque % parcourt les sous-corps finis de L avec kyck.

En résumé A est la limite inductive de sous-anneaux R de A pour
lesquels il existe un sous-corps fini £ de L avec R finisur p(k[T]) .

En conclusion, il suffit de montrer la proposition pour les anneaux A pour
lesquels il existe un sous-corps fini £ de L et un homomorphisme
p:k[T]1—>A avec A finisur p(k[T]) .

L'objectif est alors de montrer le résultat suivant.

(*) Soit k un sous-corps fini de L, A un anneau, p:k[T1—A un homomor-

phisme tel que A soit fini sur p (kR[T1) . Soient zeA, p,:A %AA la surjection
z

canonique, p,(A)* (resp. AX) le groupe des inversibles de p,(A) (resp. A). Alors

M est finai.
po(A%) »

Il suit donc du cas z=0 et de 1.3) et 1.4) que (*) est satisfait pour tout z€A
et donc que psr(A)=1.
Il suivra du fait que (*) est satisfait pour tout zeA et donc que psr(A)=1.

Le reste de la démonstration est une adaptation immédiate de 1.2) et 1.3).

En conclusion la proposition 7 est montrée lorsque A est un anneau
réduit. Le cas d'un anneau quelconque résulte de la proposition 5.
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Lemme 1 Soient k un corps fini, k[T ['anneau des polynomes de la variable
T & coefficients dans k. Soient A un anneau fini sur 7 (resp. k[T1) .
1. Soient py,g, ..., des idéaux premiers de A . Soir p;:A SA I surjection

i
canonique et x;€p; (A) , x;#0 . Alors ﬁ Pi (‘éi)
=1%;p;

2. On suppose en plus que l'annean A est réduit. Soient G1,0s, ..., 0, les idéaux

est fini.

premiers minimaux de A (lanneau A est noethérien) avec 0, q; si i#j ,

z€A et zeq,UqoU ...Uq,. Alors ['anneau AA est fini.
2

Démonstration

pi (A)
x;p; (A
Considérons le cas onr A est finisur Z.Ona A=Ze+ Zeg+...+Ze, , il suit
de cela que p;(A)=p;(Z) pi(eq) + p;(Z) pi(eg) + ...+ p;(Z) p;(e,) .
On a donc p;(Z)=7 ou p;(Z) est un anneau fini.

1) Monrons 1. Il suffit démontrer que est fini.

Si p;(Z) est un anneau fini, il suit que cardp;(A) est un anneau fini, et
pi (A)
x;p; (A)

On suppose maintenant que p;(Z)=Z7, i.e. on identifie p;(Z) a Z.

cela implique que est fini.

Comme p;(A) est fini sur Z, il suit que x; est entier sur Z . Ainsi on a
une relation ag+aqx;+...+ a,, 15" +x,"=0,avec m minimal, a,eZ
pour 0<k<m-—1.Comme p;(A) est integre et x;#0 , cela implique que
ag#0 et agex;p;(A) . Il suit que I'application surjective

(by,bg,...,b, ) — (byp;(ey) +byp;(ey) +...4+ b,.p;(e;)) de Z" sur p;(A)

Ly gur PilA)  Ainsi card (M)Slaolr.

induit une surjection de (
J aZ x;p; (A) x;p; (A)

Le cas on A est fini sur RIT se traite de la méme facon.

2) Montrons 2.

Considérons le cas ot A est fini sur Z . Soit u:Z—A 'homomorphisme
canonique. Si u (Z) est fini, il suit comme en 1) que A est fini, ainsi 2. est
montré.

On suppose donc que pu(Z)=Z7, i.e. on identifie u(Z) a 7.

t
Soit toujours p;:A e? la surjection canonique et §:A — [ ?
i =14y
l'application diagonale définie par &(a):=(pi(a),ps(a),...,ps(a)) .

Comme A est réduit, I'application diagonale est injective.
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2.1) Montrons qu'il existe e, A , p;(&;)#0 tel que
t t
Ulpi(si)pi(A)c6(A)CU1pL~(A) :

Il existe e1¢q; et e1€qyN ...Nq, . En effet il existe x9e q9 et x92 g7,

X3€ (3 €L X3& (1 5 ... , X, € (; €L X, & (7, alors &;:=x9x3...x, convient.

Il existe de méme e92q9 €t g9€q;N q3N...N ;s -oo

£,20q, et £Eq,M GoM...Nq;_1 -

Si donc yi,y9,... ,ytejé ,ona o(yje1+ys€g+ ... +y:€) = (¥1€1,¥9€9, -, Vi €f)

ce qui veut dire que 1:[1 p;(g;)p;(A)c8(A) .

2.2) On rappelle que p;(A) :? . Alors il suit de 1. que

[[lpi(A) ﬂ (2)p;(A)

est fini et donc que =t est fini.

ljlpi(ei)pi(A) ﬂ [(2) p;(g;)p;(A)

i=1

(1)

Puisque z¢q,UqqU ...UQq,, il suit aussi de 1. que

(1 pi(a) |
2) — est fini.

(1 pi2) i)
Il suit de (1) et (2) que

H Pi(A) .
(3) . i= est fini.

ﬂ [(2) p;(g;)p;(A)

De la relation Ul pi(g;)p;(A) c8(A) 11 p;(A) , on déduit les inclusions

(4) ﬂ p;(2) p;(g;)p;(A) c6(zA) c8(A) <( _Ellpi(A)) .

5(A) : ce A
Il suit alors de (3) que 5 A) est fini, et comme § est injectif, que vy est
fini.

Le cas on A est fini sur kRIT se traite de la méme facon.



8-

Lemme 2 Soient k un corps fini, k[T ['anneau des polynomes de la variable
T & coefficients dans k. Soient A un anneau fini sur Z (resp. k[T)) et réduit.
Soient P1,Pg, ...,V les idéaux premiers minimaux de A , 1<t<s,

bi=piNpeN...Nby €= D1 NPy N NP, . Soient B::‘g, C::‘?,

D:=_“_ A . Soient les surjections canoniques f:A— = A , 8 A%A h:A— i
b+c b b+c¢’

i:éei,j'Ae A Alors on a if=jg=h.
b b+ b+c

Soient A* (resp. B*, C*, D*) le groupe des inversibles de A (resp. B, C, D).
Soient u:A*—B*xC* et v:B*xC*—D* définis par u(a):=(f(a),g(a)),
v(x,y) =i(x) j(y~1) . Alors u est injectif et imu=kerv .

Enfin B*xC* est fini.
fi 2% fi

Démonstration

On suppose que A est un anneau fini sur 7.

L'homomorphisme u est injectif parce que A est réduit.

Ensuite vu(a)=v(f(a),g(a))=>Ff(a) jg(a_l)):(h(a)h(a_l))zl
Ainsi imuckerv . Montrons que kervcimu .

Soient (x,y)eB*xC* tel que i(x)j(y =1, 1ie i(x)=j(y) . Il existe
a,beA tels que f(a)=x,g(b)=y.Onadonc if(a)=jg(b), ie.
h(a)=h(b) . Ce qui veut dire que

a=b+B+y avec Beb, yec.Soit a':= a—B=b+y, on adonc
u(a)=(f(a—p),gb+7v))=(x,y) .

Comme v(x,y)=1,onaaussi v(x~!, y 1) =1.De la méme facon il existe
a’eA avec u(a”)=(x"1, y~1) .1l suit que u(a'a”)=(1,1)=u(1) , sachant
que u est injectif, il suit que a’a”=1,i.e. a'€eA™, ce qui veut que
kervcimu .

B*x C*
u(A™)

est fini.

Il reste 2 montrer que

B*xC*
u(A®)

On va montrer que D est un anneau fini. Sachant que D est fini sur 7, il
suffit de montrer que dimD=0 .

Soit q un idéal premier de A avec b+ccq;onadonc pNpyN...Np, cq,

Il suit de imu=kerv que v induit une injection de dans D*.

il existe donc 1<i<t¢ avec p; cq.De méme il existe t<j<s avec p;cq,
ce qui veut dire que pi+pjcq et p;+p;#p;,ainsi hautg>1. Comme
dimA<1,ona hautq=1. Il suit de cela que tout idéal premier de
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A _D est de hauteur nulle, ainsi dimD=0 .

b+ec

Soit w: Z—D I'homomorphisme canonique, alors D est fini sur w(Z) , si
w(Z)=7Z , alors dimD=1, c'est impossible, il suit donc que w(Z) est fini et
comme D est fini sur w(Z) , il suit que D est fini, cela implique que D*
est fini, donc aussi B*xC*
u(A™)

Le cas o A est un anneau fini sur k[T se traite de la méme fagon.
3.2. Exemples d'anneaux qui ne satisfont pas psr(A)=1

3.2.1. Le cas des anneaux de polyndmes k[T a coefficients dans un corps
commutatif est traité par le lemme 3 qui suit.

Lemme 3 Soient k un corps commutatif, kIT1 ['anneau des polynomes de la
variable T , & coefficients dans k .

Alors les propriétés suivantes sont équivalentes.

i) Lanneau A:=k[T] satisfait pst(A)=1,

it) le corps k est de caractéristique un nombre premier, disons p et il existe un
homomorphisme de k dans la cloture algébrique (F,)™¢ de T,

iii) le groupe k> est de rorsion.

Démonstration
1) Montrons que ii) implique ii7). En eftet ([Fp)alg =UF,, etdonc

n
n>1 P

((F,)€)* = Y (F,n)* 5 ainsi ((F,)*#)* est réunion de groupes finis, il suit

que (([Fp)alg)>< est de torsion et donc que £* est de torsion.

2) Montrons que iii) implique ii).

Tout d'abord, on cark=0, sinon Qck comme tout élément de

Q *—{£1} est d'ordre infini, cela contredit le fait que %* est de torsion.

On a donc cark=p , un nombre premier ; on peut donc dire que F,ck .
Soit xe k™, il existe donc n,>1 avec x™=1, ce qui implique que x est
algébrique sur F, et donc que % est algébrique sur F, . On sait alors qu'il
existe un homomorphisme de % dans la cloture algébrique (F,)%¢ de F, .
Ce qui est 77).
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3) Montrons que i) implique iii).

Si k=T, , alors 7ii) est trivialement satisfait.

On suppose maintenant que k=F, .

Soit 6ek—{0,1} , alors T—6,T(T—1)ek{[T] et
1=pged(T—-6,T(T-1)), il existe donc u,vek[T] avec
(T-0)u+T(T-1)v=1.Soitdonc a:=T-6,b:=T(T-1) .
Sachant que A:=k[T] satisfait la propriété psr(A)=1, il existe m>1, qui
dépend de 0, A(T) e k[T avec

(1) am+AMT)b=cck*=A".

Cette relation n'est autre chose que

) (T-0)"+T(T-1)AM(T)=¢

En spécialisant T en 0 et 1, on obtient

(3) (—=90)"=¢,(1—0)"=¢ .

Il suit de cela que (1;69) m_1 . Comme 6+ 1=0

est une bijection de

k—{0,1} sur k—{0,1}, il suit que tout élément de £—{0,1} est d'ordre
fini, ce qui veut dire que £* est de torsion.

4) Montrons que ii) implique ).

On peut donc supposer que kc([Fp)“lg. Soit zek[T] , montrons que

( kRIT]
zk[T]

Supposons z=0,ona (k[T])*=k*, or kX est de torsion.

)* est de torsion.

Supposons maintenant z#0 , i.e. degz=d>0.

Si d=0, alors RIT] ={0}, c'est clair.
zk[T]

Si d>1, alors kk[[j;]] est un k-espace vectoriel V de dimension d>1. Si
z

donc fe( kk[g])x , l'application x+— fx de V dans V est un élément de
z

GC(V) . Apres le choix d'une base de V', alors f s'identifie 2 un élément de
Gl4(k) , donc a un élément de GCy4(F,.) pour n assez grand. Comme ce

groupe est fini, il suit que f est d'ordre fini. C'est donc 7).

Remarque Si % est un corps de caractéristique nulle, il suit que k[T] ne
satisfait pas psr(A)=1.

3.2.2. L'anneau des polynémes A:=Z[T] . Par exemple pour a:=2 et
b:=1-2T,l'image de 2 dans bzz[[T]]‘] est un inversible d'ordre infini ; il suit

que A ne satisfait pas psr(A)=1.
On peut aussi considérer I'exemple a:=1+T et b:=T?2.
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3.3. Autres exemples

On rappelle que I'anneau A est dit de pictorsion si pour tout anneau B
qui est fini sur A, alors Pic(B) est de torsion ([G L.L.]).

Si donc un anneau A est de pictorsion, alors on peut montrer, de fagon
détournée, que psr(A)=1 (remarque 1 qui suit le théoreme).

3.3.1. Exemple d'anneau qui ne sont pas de pictorsion

1. On sait par le lemme 3 que A:=Q[y] ne satisfait pas psr(A)=1, il
s'ensuit alors que A n'est pas de pictorsion. Sachant que Pic(A) est trivial,
on peut trouver une extension finie B de A, telle que le groupe Pic(B)
ne soit pas de torsion. C'est peut-étre un exemple plus simple que le 8.15 p.
1263 de [GL.L].C'est ce qui suit.

Soient A:=Q[y] l'anneau des polyndémes a coefficients dans Q de la
variable y . Alors Pic(A) est trivial.

Soit Bi=— @[32/,X] =Q[y,x] ol x estl'imagede X.
(X°-X—-y“—y)Qly,X]

Clairement B est fini sur A . Nous allons montrer que Pic(B) n'est pas de

torsion, Ainsi A n'est pas de pictorsion.

Soit Qlx,y,z] = QIX,Y,Z]
(X3 -XZ2-Y2Z-YZ»)QIX,Y,Z]

I'image X (resp. Y,Z) ; de plus la graduation de Q[x,y,z] est induite par
cellede Q[X,Y,Z].

Soient S:=Proj (Q[x,y,z]) ,00:=(0:1:0) . Facilement S—{co}=D_(2) et
alors Og(S—{o0})=B .

Soit p=(0:0:1) , on sait que le diviseur (p—oo0) est d'ordre infini ([H]
Exemple 4.3.8. p. 335). Il suit donc que l'idéal Mi,=Bx+By donne
naissance a un élément d'ordre infini de Pic(B)

,ou x (resp.y,z) est

Les exemples 5 4 10 d'anneaux cités en 3.1. satisfont la propriété psr(4)=1
et ont tous un groupe de Picard qui est de torsion.

Je ne sais si dans I'exemple 11, le groupe de Picard est de torsion.
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3.3.2. Exemples d'anneaux A qui satisfont psr(A)=1 et pour lesquels
Pic(Og (4. 5)(S(a,b)) n'est pas de torsion.

La premiere idée est de considérer une courbe projective X non singuliere
sur un corps k. Soient x un point fermé de X, U:=X—{x} et A:=0x(U)
Alors A est un anneau de Dedekind avec A*=%k*. Facilement il existe
zeA avec p,(A) quiestun k-espace vectoriel de dimension >2 . Si & est
contenu dans la cloture algébrique d'un corps fini, alors p,(A)* est de

torsion et on sait aussi que Pic(A) est de torsion ; on est dans le cas ou
psr(A)=1.

Si par exemple car(k) =0, alors "bien souvent" M

n'est pas de
p(A%)

torsion. Ainsi psr(A)=1 n'est pas satisfait.

Proposition 8 Soient A un anneau commutatif et unitaire, acA et
B - AlT]
a—
T(T-a)A[T]

la surjection canonique. Alors on a la suite exacte suivante

(1} P A picB,) Pic(4)? 5 Pic(A)) .

Pa(A”
Pa(A)”
Pa(A%)
Pic(B,) est de torsion.

=A®At oi t estlimage de T . Soit roujours paiA—A

aA

En particulier, si est de torsion et si Pic(A) est de torsion. Alors

Démonstration
1) Soient I:={beA|ba=0} et C, ::%. Alors Pic(B,) =Pic(C,) .

Montrons cela.

Soient X:=SpecA ,Y:=SpecB,, Z=SpecC, . Alors les homomorphismes
canoniques A >A®A¢=B, et A—>B,—C, définissent des applications
continues f:Y—>X et g:Z—>X.

On a la suite exacte de faisceaux

(1) 0} 5 9t>F 5% {0}

ou ¥ est le faisceau défini sur X par l'idéal I, et pour tout ouvert U de
X,ona F(U)=0,(fYU)), 4U):=0,g 1(U)).

On déduit de cela la suite exacte de faisceaux sur X

2) {1} 51+ 9t->F >4 * > {1}

olt FX(U) = (0y(f 1 (U)))*, GX(U):=(0z(g 1 (T)))*.

Alors (2) donne la longue suite exacte
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3) {1}>1+I1t—>(B,)*—(C,) * >H'(X,9) »Pic(B,) -

Pic(C,)— H*(X,9) .
Comme 1+ 9t est isomorphe au faisceau quasi-cohérent ¢, on a donc
HY(X,9)=H?*X,9)={0} ([L] theorem 2.18, p. 186) .
Il suit donc de (3) que Pic(B,) =Pic(C,) .

2) On a une suite exacte
(1} 5P A" pic(C.) o Pic(A)2 - Pic(A ),

pa(A™) aA
l'application Pic(C,) — Pic(A)? est induite par l'application
B,=A®At—>AxA définie par o+pt— (a,0+fa) .
Montrons cela.
Sidonc u:A®At—>AxA estl'application définie par
u(o+pt):=(a,a+pa) , facilement keru={pt|Ba=0}=It . Ainsi u
induit un homomorphisme injectif v:C, >AXA .
Ainsi v induit un morphisme 0z;— Ox xOx et donc un morphisme
0,—0xx0x.

Soit maintenant W:= Spec((i)) ; alors 'homomorphisme

aA
(0,m)— p,y(0) p,(m~1) induit un morphisme Oxx 0% -0

On a donc une suite exacte de faisceaux
(4) {1}—>@;—>©§x@§ —>@;, — {1}

On déduit de cela la longue suite exacte
(5) {1} > (C,)*—>AXxA = (f‘}q)x—> Pic(Ca)—>Pic(A)2—>Pic(‘2‘4) .
a a

Facilement la suite exacte induit un homomorphisme injectif

PalA)” _pic(c,) .
pa(A™)
On déduit donc de (5) la suit exacte
©) (1) >PaA) L pic(e,) - Pic(A)2ePic(£4) .

pa(A™)

3) Il suit de 1) et 2) que l'on a une suite exacte

@) (1) —>”0L(A)Xj—> Pic(B,) - Pic(A)2—>Pic(£4) .

Pa(A

Il suit de (7) que si les groupes

X
Pw(i)X et Pic(A) sont de torsion que

a
Pic(B,) est aussi de torsion.
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Proposition 9 ( [G] , Corollary (2)) Soient Z[T1 ['anneau des polynémes en la
variable T & coefficients dans 7 . Alors il existe un anneau de Dedekind A
avec ZIT1cAcQIT] tel que pour tout idéal maximal M de A, l'anneau %
est fini et le groupe A* des inversibles de A est de type fini. Enfin le groupe des
classes d'idéaux de A n'est pas de torsion, i.e. Pic(A) n'est pas de torsion.

Remarque 2 Soit A l'anneau de Dedekind défini a la proposition 9.
Si a,beA avec aA+bA=A, alorsona

R . AlT] _ .. .
Os(q.5)(S(a,b))=B, =TT - o) AT =A®A¢ (proposition 3, partie 1.).

Il suit de la proposition 8 que nous avons la suite exacte
(1} >PaA)" L pic(B,) > Pic(4)% - Pic(4 ) .
pa(A%) ad
Sachant que A est de Dedekind, que l'anneau % est fini, pour tout idéal

maximal ¢ de A, il suit que p,(A) est fini pour a=0 (proposition 4),

X X
donc % est fini, pour a=#0 et trivialement ’& ={1},si a=0.

pa(A ) pa(A )
En particulier on a psr(A) =1.
En plus, sachant que Pic(A) n'est pas de torsion, il suit de (1) que Pic(B,)
n'est pas de torsion.
Ce qui donne un exemple d'anneau A avec psr(A)=1 et
Pic(Og(4,5) (S(a,b)) qui n'est pas de torsion.
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