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Topologie/Topology

Coformalité modérée et formalité des CW-complexes
de dimension finie

Yannis HARALAMBOUS

Résumé — Un procédé de perturbationest développédans le cadre des algèbresde Lie différentielles
graduées filtrées et appliqué à la notion de coformalité modérée. L'étude de la formalité des CW-
complexes de dimension finie, localisés suivant la théorie d'Anick, est menée ensuite en termes de
classes de cohomologie de Harrison. Une généralisation d'un théorème de Barr à cette situation
implique que, pour les CW-complexes sans torsion homologique, la formalité est équivalente à
l'existenced'un modèle d'Adams-Hiltonà différentiellequadratique.

Tame coformalityand formality of finite dimensional CW-complexes

Abstract — A machinery for perturbing filtered graded differential Lie algebras is developed and
applied to the notion of tame coformality. Follows the study offormalityof localized (in the sense of
Anick) finite dimensional CW-complexesin lerms ofHarrison cohomology classes. A generalization
of a theorem of Barr in this situation implies that, for homologically torsion-free CW-complexes,
formality is équivalent to the existence ofan Adams-Hiltonmode! with quadratic differential.

1. PERTURBATION D'ALGÈBRES DE LIE DIFFÉRENTIELLESFILTRÉES. — Soit R un anneau
commutatifunitaire dans lequel 2 et 3 sont inversibles, et soit r un entier Une -
r)-algèbre de Lie différentielle bigraduée est une R-algèbre de Lie L munie de deux
graduationsd'algèbre de Lie et d'une différentielle de bidegré ( — 1). Un modèle
bigradué de (L, est une flèche de R-(r)-algèbres de Lie différentielles bigraduées

(L (V), d) (L, d) où induit un isomorphisme en homologie et L (V) est une R-
algèbre de Lie libre.

THÉORÈME 1. Toute R-(r)-algèbre de Lie différentielle bigraduée, l-réduite pour le
degré total, admet un modèle bigradué.

Une R-algèbre de Lie différentielle filtrée (L, est une R-algèbre de Lie différentielle
graduée munie d'une filtration d'algèbre de Lie différentiellegraduée, croissante et bornée
[i.e. pour tout n il existe u(n) et avec Fa Un modèlefiltré de
(L, est une flèche de R-algèbres de Lie différentielles filtrées v : (L (V), d) (L, où
v induit un isomorphisme en homologie et L(V) est une R-algèbre de Lie libre. Nous
notons ( (L), dr) le r-ième étage de la suite spectrale associée à la filtration de (L, il
s'agit d'une R-(r)-algèbre de Lie différentielle bigraduée.

THÉORÈME 2 (de perturbation). — Soit (L, une R-algèbre de Lie différentielle filtrée
l-réduite et soit (L(V), un modèle bigradué de dr). Considérons

sur (L(V), d) la filtration L(V) Alors il existe une perturbation de d

et un modèlefiltré de (L, de la forme

avec
Les théorèmes 1 et 2, dans le cadre des algèbres commutatives, font l'objet de [6].

2. COFORMALITÉ MODÉRÉE. — Soit A un entier 2 et soit R un sous-anneau de dans
lequel 2 et 3 sont inversibles. Un R-système modéré d'anneaux [5] est une suite croissante

Note présentée par Henri CARTAN.

0764-4442/90/03110365 $ 2.00 Académie des Sciences



366 C. R. Acad. Sci. Paris, t. 311, Série I, p. 365-368, 1990

(Rj)jzo de sous-anneaux de Q, telle que RR et que tout entier k vérifiant 2k —
3

soit inversible dans R Nous notons SS la catégorie des ensembles simpliciaux
(s+ l)-réduits et R-DGLAS, celle des R-algèbres de Lie différentielles graduées s-réduites.
Rappelons le théorème suivant de Dwyer :

THÉORÈME 3 [5]. — Soit (R) un R-système modéré d'anneaux. Alors les catégories
SS et R-DGLAS admettent des structures de catégories à modèles fermées associées à

et il existe une paire de fondeurs

qui induisent des équivalences de catégorieshomotopiques.

DÉFINITION. — Soit un R-système modéré d'anneaux et soit S) une R-algèbre
de Lie différentielle graduée s-réduite. On dit que (L, est coformelle modérée (ou
coformelle modérée, en cas d'ambiguïté) si (L, d) et ont même type d'homo-
topie. Soit X un ensemble simplicial réduit; on dit que X est coformel modéré si

son image l'est.
Remarque. — Filtrons par

Soit un modèle bigradué de.D'après le théorème 2,
il existe un modèle filtré de de la forme Alors X est
coformel modéré si, et seulement si, ont même type d'homoto-
pie dans R-DGLAS.

Exemples. — 1. Les H-espaces homotopiquementassociatifs sont coformels modérés.

2. Toute suspension dont l'homologie à coefficients dans R est libre
comme module est coformelle modérée.

3. Les espaces de Moore ne sont pas, en général, coformels modérés.

3. FORMALITÉ DES CW-COMPLEXESDE DIMENSIONFINIE. — Nous nous plaçons dans le
cadre suivant : soit s un entier 2 et soit p un nombre premier. Notons
et Désignons par la catégorie des CW-complexes l)-réduits
R-locaux [1] de R-dimension:gN et par R-DGLA celle des R-algèbres de Lie différen-
tielles graduées, libres à la fois comme algèbres de Lie et comme modules, s-réduites et
engendrées par des éléments de degrés y, Rappelons le théorème suivant, dû
à Anick:

THÉORÈME 4 [3]. - Pour chaque X dans il existe L(X) dans
tel que

(i) une décomposition cellulaire R-locale de X, alors la
R-algèbre de Lie sous-jacente à L(X) est libre et engendrée par où le degré
de est égal à la dimension de la cellule eh diminuée de 1;

(ii) l'image par le fondeur algèbre enveloppante est un modèle d'Adams-Hilton
coefficients dans R.. De plus cette association induit une équivalence de catégories

homotopiques.
Si X est un CW-complexe réduit, on considère l'ensemble simplicial Er(X),

formé des simplexes singuliers de X ayant leurs faces de dimension / au point de base,
pour Par simplificationnous noterons pour D'après [8], un objet
L(X) ayant les propriétés du théorème d'Anick peut être construit à partir du foncteur
X de Dwyer; nous le préciserons dans la proposition 1.
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Note. — Dans la suite, sauf mention du contraire, X désignera un objet de 1
tel que soit sans torsion. La suspension d'un objet gradué est notée

PROPOSITION l. — Il existe une différentielle décomposable d sur et une
flèche d'algèbres de Lie différentielles graduées induisant un
isomorphismeen homologie. Cette algèbre de Lie différentiellegraduée est unique à isomor-
phisme près. La partie quadratiquede d est induitepar la structure de coalgèbre de
l'algèbre différentiellegraduée est un modèle d'Adams-Hiltonde X.

DÉFINITIONS. — Avec les notations ci-dessus, d) est un modèle de X.
Soit d) un objet de et soit la partie quadratique de d. Nous
disons que (L(V), d) est R-formel s'il existe un automorphisme de L(V) tel que

L'espace X est dit R-formel s'il admet un modèle R-formel. Il est dit
intrinsèquement R-formel, si tout espace ayant même coalgèbre d'homologie est R-formel.

Exemples. — Les sphères et les espaces projectifs complexes sont intrinsèquement
R-formels. Les bouquets et produits de sphères sont R-formels.

PROPOSITION2. — 77 existe une suite d'obstructions à la R-formalité de X. Ces obstruc-
tions sont des classes de cohomologiede Harrison [4], Harr1 de l'algèbre
de cohomologie de X, à coefficients dans elle-même.

PROPOSITION 3. — Il existe une différentielle décomposable de dont
la partie quadratique est induite par la structure de coalgèbre de et telle que

soit un modèle d'Adams-Hilton de X à coefficients dans R. Cette
algèbre différentiellegraduée est unique à isomorphismeprès.

DÉFINITIONS. — L'espace X est dit Si-AH-formel s'il admet un modèle d'Adams-Hilton
à différentielle quadratique. Il est dit intrinsèquement R-AH-formel, si tout espace ayant
même coalgèbre d'homologie est R-AH-formel.

PROPOSITION 4. — Il existe une suite d'obstructions à la R-AH-formalité de X. Ces
obstructions sont des classes de cohomologie de Hochschild,Hoch, de
l'algèbre de cohomologie de X, à coefficients dans elle-même. D'autre part, ces
obstructions sont les images des obstructions à la Si-formalité, par l'application induite

par l'inclusion (X)).
La relation entre les deux approches (modèle en algèbre de Lie, modèle d'Adams-

Hilton) est donnée par le corollaire du théorème suivant (cf. [4], [7] dans le cas
THÉORÈME 5. — La flèche

est injedive.

COROLLAIRE. — La R-AH-formalité est équivalente à la R-formalité.
Nous allons maintenant donner une autre définition de R-formalité qui a l'avantage

de s'appliquer aux CW-complexes de dont l'homologie comporte éventuelle-
ment des composantes de torsion.

DÉFINITION. - Soit S un objet de et soit son algèbre de cochaînes
singulières cubiques, engendrée par les cubes non dégénérés dont les sommets sont au
point de base. Alors S est dit Si-formel s'il existe une algèbre tensorielle T(V), une

C. R., 1990, 2e Semestre (T. 311) Série 1-34
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différentielle d de degré 1 et des flèches d'algèbres différentielles graduées

qui induisent des isomorphismesen homologie.

Remarque. — Dans le cadre des CW-complexes sans torsion homologique, cette
définition coïncide avec la précédente.

Exemple. — Les espaces de Moore sont R-formels.

DÉFINITION. - [2] Un CW-complexe S est dit q-AH-formel, s'il admet un modèle
d'Adams-Hilton sur à différentielle quadratique.

PROPOSITION 5. — Soit S un CW-complexefini, objet de R-CW et soit q un nombre
premier tel que Supposons que Alors si S est R-formel, il

est q-AH-formel.
L'interprétation au niveau de l'algèbre de Lie L(S) de la notion de R-formalité d'un

CW-complexe avec torsion homologique, reste une question ouverte.
Remarque. — Des résultats analogues à ceux des paragraphes 2 et 3 existent sous

l'hypothèse 1; il faut alors changer la progression du système d'anneaux et choisir
N

Note remise le 21 mai 1990, acceptée le 28 mai 1990.
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