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Topologie/Topology

Coformalité modérée et formalité des CW-complexes
de dimension finie

Yannis HARALAMBOUS

Résumé — Un procédé de perturbation est développé dans le cadre des algebres de Lie différentielles
graduées filtrées et appliqué a la notion de coformalité modérée. L’étude de la formalite des CW-
complexes de dimension finie, localisés suivant la théorie d’Anick, est menée ensuite en termes de
classes de cohomologie de Harrison. Une généralisation d’un théoréme de Barr 4 cette situation
implique que, pour les CW-complexes sans torsion homologique, la formalité est équivalente a
I’existence d’un modéle d’Adams-Hilton 3 différentielle quadratique.

Tame coformality and formality of finite dimensional CW-complexes

Abstract — A machinery for perturbing filtered graded differential Lie algebras is developed and
applied to the notion of tame coformality. Follows the study of formality of localized (in the sense of
Anick) finite dimensional CW-complexes in terms of Harrison cohomology classes. A generalization
of a theorem of Barr in this situation implies that, for homologically torsion-free CW-complexes,
formality is equivalent to the existence of an Adams-Hilton model with quadratic differential.

1. PERTURBATION D'ALGEBRES DE LIE DIFFERENTIELLES FILTREES. — Soit R un anneau
commutatif unitaire dans lequel 2 et 3 sont inversibles, et soit » un entier=0. Une R-
(r)-algébre de Lie différentielle bigraduée est une R-aigebre de Lie L munie de deux
graduations d’algébre de Lie et d’une différenticlle 0 de bidegre (—r, r—1). Un modele
bigradué de (L, 0) est une fléche de R-(r)-algébres de Lie différentielles bigraduces
w:(L(V),d)— (L, ) ou p induit un 1somorphisme en homologie et L (V) est une R-
algebre de Lie libre.

TaEoREME 1. — Toute R-(r)-algebre de Lie différentielle bigraduée, 1-réduite pour le
degré total, admet un modeéle bigradue.

Une R-algébre de Lie différentielle filtrée (L, 0) est une R-algebre de Lie differentielle
graduée munie d’une filtration d’algebre de Lie différentielle graduée, croissante et bornée
[i. e. pour tout n il existe a(n) et @ (n) avec ¥, , L,=L,, F, ., L,=0]. Un modéle filtré de
(L, ) est une fleche de R-algébres de Lie différentielles filtrées v:(L(V), d) — (L, ) ou
v induit un isomorphisme en homologie et L (V) est une R-algebre de Lie libre. Nous
notons (E"(L), d") le r-iéme étage de la suite spectrale associee a la filtration de (L, 0); il

s’agit d'une R-(r)-algebre de Lie differentielle bigraduée.

THEOREME 2 (de perturbation). — Soit (L, 0) une R-algébre de Lie différentielle filtrée
1-réduite et soit . (L(V), d) = (E" (L), &") un modéle bigradué de (E" (L), 0"). Considérons
sur (L(V), d) la filtration F;(L.(V)),= @ L(V), . Alors il existe une perturbation T de d

J=t

et un modele filtré de (L, 0) de la forme
¢:(L{V),d+1) > (L, 0),

avec E" (@)=1.
Les théorémes 1 et 2, dans le cadre des algébres commutatives, font 'objet de [6].

2. COFORMALITE MODEREE. — Soit s un entier =2 et soit R un sous-anneau de @ dans
lequel 2 et 3 sont inversibles. Un R-systéme modéré d’anneaux [5] est une suite croissante
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(R));»0 de sous-anneaux de Q, telle que Rc R, et que tout entier k vérifiant 2k—3=<;j
soit inversible dans R;. Nous notons SS,,; la catégorie des ensembles simpliciaux
(s+ 1)-réduits et R-DGLA_, celle des R-algébres de Lie différenticlles graduées s-réduites.
Rappelons le théoréme suivant de Dwyer :

TuEOREME 3 [5]. — Soit (R,) un R-systéme modéré d'anneaux. Alors les catégories
SS, ;1 et R-DGLA admetient des structures de catégories a modéles fermées associées a
(R,) et il existe une paire de foncteurs

A:SS., ;2 R-DGLA,:
qui induisent des équivalences de catégories homotopiques.

DEFINITION. — Soit (R,) un R-systeme modéré d’anneaux et soit (L, ) une R-algebre
de Lie differentielle graduée s-réduite. On dit que (L, 0) est coformelle modérée (ou R -
coformelle moderée, en cas d’ambiguite) si (L, d) et (H(L, 0), 0) ont méme type d’homo-
topie. Soit X un ensemble simplicial (s+ 1)-réduit; on dit que X est coformel modéré si
son image A (X) ’est.

Remarque. — Filtrons A (X) par
F_,AX)=0, FoAX)=AX).

Soit y: (L. (W), d) » E* (A (X)) un modéle bigradué de E* (A (X)). D’aprés le théoréme 2,
il existe un modele filtré de A(X) de la forme o:(L(W), d+1) > A (X). Alors X est

coformel modére si, et seulement si, (L. (W), d) et (L. (W), d+ 1) ont méme type d’homoto-
pie dans R-DGLA..

Exemples. — 1. Les H-espaces homotopiquement associatifs sont coformels modérés.

2. Toute suspension X XeSS,,; dont ’homologie a coefficients dans R est libre
comme module est coformelle modérée.

3. Les espaces de Moore ne sont pas, en général, coformels moderés.

3. FORMALITE DES CW-COMPLEXES DE DIMENSION FINIE. — Nous nous plagons dans le
cadre suivant : soit s un entier=2 et soit p un nombre premier. Notons R=Z[1/(p—1)!]
et N=s+2p—3. Désignons par R-CWY, , la catégorie des CW-complexes (s-+ 1)-réduits
R-locaux [1] de R-dimension N et par R-DGLAYN ! celle des R-algébres de Lie différen-
tielles graduces, libres a la fois comme algébres de Lie et comme modules, s-réduites et

engendrees par des eléements de degres j, s<j<N—1. Rappelons le theoréme suivant, di
a Anick:

TuiorEME 4 [3]. — Pour chaque X dans R-CWY, |, il existe L (X) dans R-DGLAN 1
tel que _

V) si X=pHUe,Ue, U ... est une décomposition cellulaire R-locale de X, alors la
R-algébre de Lie sous-jacente a L(X) est libre et engendrée par {ay, a,, ...} ou le degré
de a; est égal a la dimension de la cellule e;, diminuée de 1;

(1) l'image par le foncteur algébre enveloppante % L(X) est un modéle d’Adams-Hilton
de X a coefficients dans R. De plus cette association induit une équivalence de catégories
homotopiques.

Si X est un CW-complexe (s+ 1)-réduit, on considére I'ensemble simplicial E, (X),
formé des simplexes singuliers de X ayant leurs faces de dimension i au point de base,
pour i<s+ 1. Par simplification nous noterons A (X) pour A (E, (X)). D’apres [8], un objet
L (X) ayant les propriétés du théoréme d’Anick peut étre construit a partir du foncteur
A de Dwyer; nous le préciserons dans la proposition 1.
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Note. — Dans la suite, sauf mention du contraire, X désignera un objet de R-CWY, ,
tel que H,(X) soit sans torsion. La suspension d’un objet gradué est notée
c:(cL),=L,_;.

ProrositioN 1. — II existe une différentielle décomposable d sur L(c~'H, (X)) et une
fléche d’algébres de Lie différentielles graduées (L. (c~'H,_ (X)), d) » A(X) induisant un
isomorphisme en homologie. Cette algébre de Lie différentielle graduée est unique a isomor-
phisme prés. La partie quadratique de d est induite par la structure de coalgébre de H, (X);
I'algébre différentielle graduée % (L (c~*H, (X)), d) est un modéle d’Adams-Hilton de X.

DEFINITIONS. — Avec les notations ci-dessus, (L (c™! H, (X)), d) est un modéle de X.
Soit (L(V), d) un objet de R-DGLAY !, et soit d, la partie quadratique de d. Nous
disons que (L(V), d) est R-formel s’1l existe un automorphisme ¢ de L(V) tel que
d=o@d, ™' L’espace X est dit R-formel s’il admet un modéle R-formel. 1l est dit
intrinsequement R-formel, st tout espace ayant méme coalgebre d’homologie est R-formel.

Exemples. — Les spheres et les espaces projectifs complexes sont intrinsequement
‘R-formels. Les bouquets et produits de spheres sont R-formels.

ProrosITION 2. — Il existe une suite d’obstructions a la R-formalité de X. Ces obstruc-
tions sont des classes de cohomologie de Harrison [4], Harr' " (H* (X); H* (X)), de I'algébre
de cohomologie H* (X) de X, a coefficients dans elle-méme.

ProrosiTiON 3. — I existe une différentielle décomposable & de T (o~ 'H, (X)), dont
la partie quadratique est induite par la structure de coalgébre de H,(X) et telle que
(T(c™*H,_ (X)), 8) soit un modéle d’Adams-Hilton de X a coefficients dans R. Cette

algebre différentielle graduée est unique a isomorphisme preés.

DEFINITIONS; — L’espace X est dit R-AH-formel s’il admet un modele d’Adams-Hilton
a différentielle quadratique. Il est dit intrinséquement R-AH-formel, si tout espace ayant
méme coalgébre d’homologie est ‘R-AH-formel.

ProrosiTioN 4. — Il existe une suite d'obstructions a la ‘R-AH-formalité de X. Ces
obstructions sont des classes de cohomologie de Hochschild, Hoch'' " (H* (X); H* (X)), de
Ialgebre de cohomologie H* (X) de X, a coefficients dans elle-méme. D’autre part, ces
obstructions sont les images des obstructions a la ‘R-formalité, par I'application 1, induite
par Uinclusion L(c ™' H, (X)) s T(c"'H,_ (X)).

La relation entre les deux approches (modele en algebre de Lie, modele d’Adams-
Hilton) est donnée par le corollaire du théoréeme suivant (¢f. [4], [7] dans le cas R=Q) :

THEOREME 5. — La fléche
1, - Harr* =271 (H* (X); H* (X)) - Hoch*=r~! (H* (X); H* (X))
est injective. |

COROLLAIRE. — La R-AH-formalité est équivalente a la R-formalité.

Nous allons maintenant donner une autre définition de R-formalité qui a I'avantage
de s’appliquer aux CW-complexes de R-CWY, ;, dont I’homologie comporte éventuelle-
ment des composantes de torsion.

DEFINITION. — Soit S un objet de R-CWY, , et soit (C* S, J) son algébre de cochaines
singulieéres cubiques, engendrée par les cubes non dégénérés dont les sommets sont au
point de base. Alors S est dit R-formel s’il existe une algebre tensorielle T (V), une

C. R., 1990, 2¢ Semestre (T. 311) Série I — 34
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différentielle d de degré+ 1 et des fleches d’algebres différentielles graduées
(C*S, 0) « (T(V), d) = (H*(X), 0)
qui induisent des isomorphismes en homologie.

Remarque. — Dans le cadre des CW-complexes sans torsion homologique, cette
définition coincide avec la précédente.

Exemple. — Les espaces de Moore sont R-formels.

DermiTioN. — [2] Un CW-complexe S est dit g-AH-formel, s’il admet un modele
d’Adams-Hilton sur Z/q 7, a différentielle quadratique.

ProrosiTiON 5. — Soit S un CW-complexe fini, objet de R-CW>, | et soit g un nombre

premier tel que 1/g¢R. Supposons que Tor (H*(S), Z/qZ)=0. Alors si S est R-formel, il
est g-AH-formel.

L’interprétation au niveau de l'algebre de Lie L (S) de la notion de ‘R-formalité d’un
CW-complexe Se R-CWL, |, avec torsion homologique, reste une question ouverte.

Remarque. — Des résultats analogues a ceux des paragraphes 2 et 3 existent sous

I'hypothese s=1; il faut alors changer la progression du systeme d’anneaux et choisir
N=min(sp—1, s+2p—3) ([2], [5D.

Note remise le 21 mai 1990, acceptée le 28 mai 1990.
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