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Nous présentons ici une méthode originale d’évaluation de la pression dans un
écoulement a partir des mesures optiques TR-PIV et TR-TOMO-PIV fondée sur une
modélisation des champs de vitesses par bases de polynémes orthogonaux. Notre
méthode consiste a approcher les composantes du champ de vitesses défini sur une
grille réguliére par une combinaison linéaire des polynémes orthogonaux de Leg-
endre a plusieurs variables continues. Nous obtenons alors une représentation
analytique des champs de vitesses que nous pouvons dans un second temps sub-
stituer dans ’équation de Navier-Stokes afin d’obtenir un champ de gradient de
pression instantanée polynomial. L'avantage d’'un tel modele est qu’il est indépen-
dant des caractéristiques physiques de ’écoulement et peut étre calculé en amont
pour une taille de champ donnée. Par ailleurs, les calculs différentiels et intégraux
sont immédiats. Finalement les gradients de pression sont intégrés par la méthode
d’intégration séquentielle présentée dans [1].

Nous présentons ici les résultats obtenus par cette méthode dans le cadre de ’étude
d’écoulements hydrodynamique & un nombre de Reynolds de 10° autour d’un profil
symétrique NACAQ015. Le premier est un cas expérimental 2d, le second est un
cas simulé 3d.

1 Introduction

Les nouvelles possibilités offertes par la PIV résolue en temps (PIV-RT) et la tomo PIV permettent
d’envisager 'obtention de la pression ou des efforts sur un profil placé dans I'écoulement comme une
étape de post-traitement des données de vitesse. Plusieurs articles [2, 3], expliquent les principes de
calculs de la pression et des efforts a partir des mesures non-intrusives. Le principe de base de ces
approches est de combiner les données de vitesse mesurées (obtenue avec PIV) avec les équations gou-
vernant 1’écoulement, de maniére a calculer la pression locale. La mesure de la pression a partir de
la PIV consiste essentiellement a évaluer le gradient de pression local a partir des données de vitesse
mesurées en utilisant 'équation locale de Navier-Stokes.

Plusieurs approches nouvelles ont été développées et comparées pour estimer la pression a partir de
mesure de vitesse résolue en temps a partir d’approches Eulériennes et Lagrangiennes. Des approches
résolvant I'équation de Poisson [4, 5], utilisant ’hypothése de Taylor [6, 71, ou s’appuyant sur des méth-
odes de type Vortex In Cells o1 on utilise le champ de tourbillons correspondant au champ des vitesses
mesurées [8] sont comparées pour les approches Eulériennes. Pour les méthodes Lagrangiennes, la ré-
solution de I’équation de Poisson dans I'espace de Fourier [9] les approches type Vortex In Cells et par
tesselation de cellules de type Voronoi [10] semblent également prometteuses.

Nous présentons ici une méthode originale d’évaluation de la pression fondée sur une modélisation
analytique des champs de vitesses par bases de polynémes orthogonaux.

Lorganisation de cet article est le suivant. Dans un premier temps, nous présentons le modele
polynomial que nous utilisons ici pour modéliser les champs de vitesse PIV. Dans un second temps, nous
décrivons la méthode d’estimation de la pression proposée pour des mesures PIV et tomo-PIV. Puis nous
présentons des résultats obtenus par cette méthode dans le cadre de I’étude d’écoulements autour d’'un
NACAO0015 sur un cas expérimental 2d et un cas simulé 3d. Finalement nous concluons et donnons
quelques perspectives a ces travaux.
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2 Modélisation de champs de vitesses PIV par bases de
polynéomes orthogonaux

2.1 Modélisation de champs de vitesses par base de polynomes or-
thogonaux

Dans cet article nous définissons les champs de vitesses de dimensions d a 'instant t comme des appli-
cations de (Z,t) € Q x R* ¢ R? x T dans R™ :

—

T
]:(f: ($1,$2,“' 7$d)vt) = (Vl(x17$2a"‘ axdat)v‘/Q(xlaxQ:"' ,:Ed,t),“' 7Vd($17x27'“ ,{L‘d,t)) (1)

Dans les cas particuliers des dimensions d = 2 et d = 3, nous désignerons les champs de vitesses comme
suit : ]?(97:', t) = (U(z,y,t), V(z,y, t))T et f(f, t) = (U(z,y,z,t),V(z,y,2,t), W(z,y, z, t)T. Lapproche
que nous envisageons ici est de modéliser (approcher) les composantes du champ par une combinaison
linéaire de polynoémes orthogonaux a d variables continues. Pour cela, nous définissons un polynéme
quelconque a d variables de degré N par :

P(X', X% ... XY = > Qiyigiyg (X)X 2 (XD w(X X% XD esS (2
(i1, ,iq)€[0,N]?
i14-Fig<N

o1 les a;,i,...i, sont les coefficients des mondmes (X')% (X?)% ... (X9)%, Il faut noter que I'ensemble de
définition 2 du champ de vitesses est généralement différent de celui du polynéme S. Il convient alors
d’effectuer un changement de variables pour passer d'un ensemble de définition a I'autre. Par conven-
tion, nous noterons par la suite 7 = (z', 22, - - , 2%) les coordonnées dans Q) et par X = (X', X?,.-. , X9
les coordonnées dans S. Approcher les composantes V* d’un champ de vitesses revient dans ce cas a
rechercher pour un nombre donné M de polyndmes, 'ensemble des coefficients v* tels que la combinai-

son linéaire de polynomes F ()Z" ,t) soit la meilleure approximation en norme L, (i.e. au sens de 'énergie
cinétique du champ de vitesse) d'une composante V* (X, t) :

—

F(X,t)=Fu(X,t) = <va Zvi(t)Pm(X),~~-7zvil(t)Pm(X)> 3)

m=1

ou Pm()? ) est un polynémes a d variables continues dun certain degré défini comme un produit de
polyndomes monodimensionnels de variables X* différentes et M désigne le nombre de polynomes utilisés
pour approcher le champ.

Pour une approximation linéaire, nous pouvons envisager les cas suivants :

1. considérer les M polynomes de degré total inférieur ou égal a un degré maximal N ;
2. considérer les M polynémes dont les degrés maximaux de chaque variable sont respectivement
inférieurs ou égaux a N,1, N2, , N, a ;

3. considérer les M polynémes dont les degrés maximaux de chaque variable sont respectivement
inférieurs ou égaux a N1, N,2, -+, N, a et dont le degré total est inférieur ou égal a un degré
maximal N.

Dans les trois cas, un choix possible est d’ordonner les polynémes par ordre lexicographique des
puissances i1, 42, - ,iq des mondmes. Ainsi, dans le premier cas, 'approximation d’'une composante
peut s’écrire comme suit :

VE(X,t) = Vi (X, t) ~ > OF i iy () Py i g (X) (4)
(i1, ,iq)€[0,N]?
i1+ +ig <N
[T, (N+k) ) . : ) ‘
avec M = 2:=L—— Dans le second cas, 'approximation d'une composante est donnée par :

N - [ =
Vle,'” N,a (X, 1) = Vi (X, t) ~ Z vfl,léw- ,id(t)Pll 2, (X) (5)
(i1, ,3a) €[O,N 11X [0,N_q]
1SN 1, 58g SN g

s
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avec M = [, (N, + 1). Dans le troisiéme cas,

V]I\hl,...,]\zwd()?,t) :Vﬁ(i,t) ~ Z ’Ufhiz,.“,id(t)Pil,i%..,,id()?) (6)

(i1, ,8a)€[0,N 1]x-+[0,N_q]
1SN 1, ,8d<N_q
ipt+ig<N

d
* (N p+1
avec M = 71_["*’“((1!“ ),

Les deux derniers cas, nous permettrons d’approcher plus facilement des champs définis sur des
domaines dont les dimensions suivant les axes sont sensiblement différentes. Si I'on suppose que
Pensemble des polynémes forme une base orthogonale au sens du produit scalaire associé a la famille
de polynoéme considérée, alors on peut montrer que les coefficients vfhi,“,‘.. iy (1), appelés coefficients de
projection, sont uniques et sont donnés par ’expression suivante :

VF(X), Piyig. iy (X
Ufl,z‘z,.“,z'd(t): < V(&) e, ia )iw (7
< Pij g, ,id(X)7Pi1¢i2,“- Kz (X) ~w

< f1(X), f2(X) >w:/sf1()?)fz()?)w()?)d)? (8)

définit le produit scalaire associé a la norme L> qui permet de définir la distance entre deux fonctions de

—

Pespace et w(X) est une fonction de poids. De plus, nous avons le résultat de convergence suivant :

LMoo Hvﬁ()at) — k(X t)’ =0 9)

Ly

Un choix particulier de la fonction de poids définit alors la famille de polynémes multivariés. Par
référence aux noms donnés aux bases de polynémes orthogonaux & une variable : Legendre, Hermite,
Laguerre, Tchebychev..., nous désignerons par le méme nom leur extension a plusieurs variables par
produit tensoriell. Le choix de la famille de polynémes peut étre fait en fonction du probléme considérsé.
Ici, nous souhaitons modéliser des phénomeénes non nécessairement périodiques sur un domaine rectan-
gulaire fermé. Dans ce cas, les bases de Legendre ou Tchebychev sont bien indiqués. Nous avons choisi
d’utiliser la famille des polynémes de Legendre dont la fonction de poids est la plus simple : w(X) = 1.
Elle est définie sur le domaine fermé S = [-1,1]%. Ce choix permet de donner la méme importance &
chacun des vecteurs vitesses du champ et d’accélérer les calculs de projection sur la base. Par ailleurs, si
une modélisation globale du champ de vecteur s’avérait insuffisante et que I'on devait diviser le domaine
Q en sous-domaines, l'utilisation d’'une base de Legendre est beaucoup plus simple a gérer qu'une base
de Tchebychev.

Supposons que la résolution des champs de vitesses que nous souhaitons étudier soit S1 x S2 X - - X Sy.

Le taux de compression des données effectué par une modélisation polynomiale est donné par la

formule suivante :
dx M
=(1- 1
T ( S1><S2><~~~de) (10)

A des degrés faibles, 7, peut étre trés élevé. Bien que pour une norme euclidienne, il n’existe pas
en moyenne de décomposition linéaire avec aussi peu de modes que la POD, il faut noter qu’il faut
néanmoins conserver les modes de la POD qui ont la méme résolution que le champ de vecteur initial
pour reconstruire les champs. Par ailleurs, les modes de la POD doivent étre calculés pour chaque
écoulement a étudier. La décomposition polynomiale, elle, ne nécessite que le stockage des coefficients,
de la résolution du champ et du type de polynéme utilisé. Les bases polynomiales peuvent donc étre
pré-calculées et seront les mémes quel que soit ’écoulement a étudier. On peut trouver une comparaison
détaillées de ces deux modeles dans la thése de Martin Druon [11].

Le modele polynomial précédent peut par conséquent étre considéré comme un modéle réduit au
méme titre que la décomposition orthogonale aux valeurs propres (POD). Par conséquent, les coefficients
de projection, le degré ou les degrés des polynomes de la base et la résolution du champ de vecteurs étudié
caractérisent complétement le champ.

Les principales étapes d'une modélisation polynomiale sont les suivantes :

Lef. Théoreme de Fubini.
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1. Génération des M polynomes de la base orthogonale pour résolution S; x S3 X --- x Sy de champ
de vitesses donnée ;

2. Projection des champs de vecteurs a étudier sur cette base ;

3. Le modele analytique obtenu peut étre utilisé pour calculer aisément des opérateurs intégraux ou
différentiels ou analyser le champ (le calcul du gradient de pression dans le présent article) ;

4. Reconstruction ou synthese des champs de vecteurs approchés.

Il est & noter qu’en fonction de I'application visée, cette derniére étape n’est pas toujours nécessaire.

2.2 Application aux champs de vitesses obtenus par PIV

Les données PIV sont définies sur une grille discrete réguliere dont les coordonnées sont définies par
k 7fEk A , .
")) = 2k, +ixAz*,0<i < S, —1avec AzF = Fmeg—Tmin Or, les polynomes de Legendre sont définis
sur [—1,1]¢, il faut par conséquent faire un changement de variable pour passer du domaine de définition
: 1 Azl 1 Az’ d Az d N . > . .
spatial du champ [z;,;, — 25—, Timee + S5-] X - X [0 — 55—, Tihae + =5~ au domaine d’approximation
S =[-1,1]%

Soit

20 — (2F 00 + 2Fin)
Xk _ max min 11
x}ﬁ’laz - l‘fnin + Al‘k ( )

La base de polyndomes peut étre générée par plusieurs méthodes : 1) par orthogonalisation de la
base canonique par un algorithme d’orthogonalisation de Gram-Schmidt en utilisant le produit scalaire
associé a la base choisie ; 2) par la méthode des moments ; 3) par la formule de récurrence a trois
termes) ; 4) par la lecture dans un fichier des coefficients de polynémes pré-calculés par la formule de
Rodrigues a l’'aide de logiciels de calcul formel. Ici, nous avons choisi la derniére méthode afin de limiter
Paccumulation des erreurs de calcul dans la formule de récurrence et d’accélérer la génération de la
base. Pour projeter les champs de vecteurs, il faut calculer le terme suivant :

[ VR P ig iy (X)dX

= = —— (12)
S Pivvig o ig(X) Py igon i (X)dX

U:;Cl’i%m Jig (t)

Le dénominateur peut étre calculé analytiquement, par contre, le numérateur doit étre calculé par une
méthode d’intégration numérique car nous ne connaissons pas la fonction du champ PIV. Nous avons
utilisé pour cela la méthode d’intégration exacte proposée dans [12] qui permet de limiter les erreurs de
calcul numérique. Les polynémes modélisant les champs sont alors donnés par les formules (4) ou (5) ou
(6). Comme nous avons une expression analytique des champs, il nous suffit de réévaluer les polynémes
sur la grille PIV pour reconstruire les champs ou 'opérateur différentiel ou intégral du champ approchés.

Il est & noter qu’au dela d’un certain degré, les polynomes continus de Legendre ne sont plus orthog-
onaux sur une grille réguliere. Dans cas, si 'on calcule les coefficients de projection avec I'équation (12),
les équations (4) et (5) et (6) ne permettront pas de reconstruire correctement les champs. Par ailleurs,
les transitions abruptes dans le champ telles que les bords du domaine ou la frontiére entre le champ et
un objet présent au sein du champ peuvent faire apparaitre des oscillations parasites dont la fréquence
sera d’autant plus élevée que le degré du polynéme l’est (phénomene de Gibbs).

La figure F1G. 1 montre un exemple d’approximation d’un champ de vecteurs de résolution 51 x S> =
233 x 117 pour les degrés maximaux N 20 et 25. Dans ce cas, nous pouvons constater qu’a partir du degré
25, les principales structures semblent bien représentées avec seulement 702 réels contre les 54522 réels
du champ original. Par ailleurs, comme nous avons une approximation globale, nous constatons que des
vecteurs vitesses sont aussi reconstruits a I'intérieur des objets. Une extension de ré-orthogonalisation
de la base de polynémes a été proposée dans [13] afin de tenir compte de ces objets.

Nous rappelons ici les principaux avantages a utiliser une base polynomiale : il faut peu de coeffi-
cients pour modéliser un champ de vecteurs, le calcul des coefficients de projection est rapide et peut
étre facilement parallélisé, nous disposons d'un modele analytique qui permet de calculer facilement
et rapidement des opérateurs différentiels et intégraux et de faire de I'interpolation. De plus, a faible
degré, il est de plus possible de donner une interprétation physique aux coefficients de projection et de
détecter des structures cohérentes [11, 13].
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champ original - 54522 réel N=20 - 462 réels N=25 - 702 réels

Figure 1. Exemple d’approximation d’'un champ de vitesses de résolution 233 x 117 pour les
degrés 20 et 25 et le nombre de coefficients réels correspondant.

3 Mesure de la pression par base de polynomes et recon-
struction par moindres carrés séquentielle

= o
Notre approche consiste a substituer 'approximation polynomiale F (X, t) a 7 dans I'équation de Navier-
Stokes :

- OF S o o
Vp(z,y, 2, t) = —p <a]; + (V7 F) -vaF - g) (13)
afin d’obtenir une représentation polynomiale du champ de gradient de pression 6;0
Nous avons les relations de dérivation en chaine suivantes : %yk“) of 0XE soit
T Xk oxk
of (z,y,2,t) 2 of 2 of
= = — 1<k<d 14
Oxk Thue — k. 4+ Agk OXk  LEOXE T T 7~ 14

ot L* est la longueur (2 Az* pres) de Q suivant 'axe k. Nous avons alors I'équation de Navier-Stokes
approchée suivante :

b 7k = N .
8859:— <agt +]—"(X,t)~VVk—VAVk—gIk),1§k§d (15)

Si 'on approche les dérivées temporelles par une différence finie centrée d’ordre 2 :
IVHX,Y,Z,t)  VMX,Y,Z,t+1)-VHX,Y, Z,t -1
ot N 27

et que on note L' = W, L? = H et L®> = D, alors aprés calcul, le gradient de pression polynomial 3d
dans le domaine [—1,1] x [—1,1] x [—1, 1] est donné par les équations suivantes :

),1§k§d (16)

op W1 .
——fp7[Q—At(U(X,Y,Z,tJrl)fU(XYthl)

8X
N IA] 2 A l/ ~ 4

W@XHBYDBZ

4 0°U | 49U an
tTmmayz T D2822> - 9’]

8p:—p£|: L (V(X,Y,Z,t+1) VXYZt—l)

Y 2 |24,
) ) ) . 18
L2V 250V 250V 4 0V LAV 4PV (18)
W ox "H' 9Y ' D az sox2 tmeove T prozz | W
o D[ 1 [
Bzf—pQ{QAt(W(X,Y,Z,t—&—l) W(X,Y,Z,t — )

o i . (19)
2y 2y oW 2500 SRl
w ax "H 8y "D tmrav: T pragzz | T
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I5IO : 100 150 - 260
x [mm] 3 X [mm] 3

N\
100

Figure 2: A gauche et a droite, des exemples de champs de pression instantanée calculés
respectivement avec la méthode polynomiale de degré 25 et la méthode FTEE [5].

Le gradient de pression 2d se déduisent facilement en simplifiant les équations précédentes.

Pour obtenir le champ de pression, il pourrait étre tentant d’intégrer directement les polynémes
obtenus. Mais malheureusement dans les différents tests que nous avons effectués, cette approche, sans
doute trop globale, ne donne pas de résultats satisfaisants. C’est pourquoi, nous avons choisi d’utiliser
la méthode d’intégration développée au par Jeon et al. [5]. Celle-ci integre séquentiellement le champ de
gradient de pression des zones les plus fiables (écoulement extérieur et éloigné du profil) au moins fiables
(proche du profil, bords d’attaque). Elle est ainsi plus robuste lors de I’étude de cas expérimentaux.

4 Résultats
4.1 Analyse d’un écoulement 2d

Nous avons utilisé cette méthode pour étudier un écoulement & un nombre de Reynolds de 10° autour
d’un profil symétrique NACA0015 réalisé en résine araldite, peint en noir, de corde 80 mm et d’envergure
228 mm monté dans un tunnel hydrodynamique fonctionnant en boucle fermé de section carrée. La
mesure est effectuée dans une zone de 0,23 x 0,23 x 0,7m?. Lécoulement a été ensemencé par des
particules polyamides de diameétre moyen 15 m, éclairé par des lasers Terra PIV 527-100-M et Darwin-
527-30-MM-PIV et filmé par deux caméras Photron FASTCAM SA1.1 munis de deux objectifs TOKINA
Macro 100 mm d’ouverture f5.6. Les séquences d'images ont été enregistrées par les deux caméras fonc-
tionnant en tandem a une résolution de 1024 x 1024 pixels et a une fréquence de 2 kH z.

Afin d’évaluer l'intérét de la méthode, nous comparons nos résultats a ceux obtenus par la méthode
bien établie de Jeon et al. [5]. Nous pouvons voir sur la figure FIG. 2 un exemple de comparaison
des champs de pression instantanée obtenus par les deux méthodes. L'approximation utilisée ici est
celle décrite en équation (4) avec un degré N = 25. Malgré la présence du profil dans le champ, nous
constatons que les champs de pression sont similaires et présentent les mémes structures cohérentes.

4.2 Analyse d’'un écoulement 3d synthétique

Les données de vitesses sont extraites a partir d'une simulation réalisée par Improved Delayed Detached
Eddy Simulation (IDDES) dans le cadre du projet ANR ASTRID EVAPOR. L'écoulement autour d’'un
profil NACA0015 de 80 mm de corde et 140 mm d’envergure est considéré. Ce profil est placé a 30 degré
d’incidence dans une veine de 230 mm x 230mm de section. Lorigine du repere est située au quart de
corde du profil a 'emplanture. L'axe x est 'axe de ’écoulement, 'axe y pointe vers le haut et 'axe z
vers le saumon. Les trois axes forment un repére orthonormé. La vitesse d’écoulement d’entrée est fixée
a U = 1,25m/s, donnant un nombre de Reynolds basé sur la corde de Rec = 100000. Les données
numérique sont extraites sur une grille cartésienne de type PIV avec un pas de 1 mm et échantillonnées
a 4000 Hz. Une représentation de I'écoulement est fournie en figure Fi1G. 3. Les résultats préliminaires
d’estimation de la pression que nous présentons en figure FIG. 4 on été calculés a partir du volume 3
de la figure FI1G.3. La résolution des champs de vitesses de cette région est de S, x Sy x S, = 76 X
76 x 11. Si l'on choisit 'approximation décrite en équation (4), le nombre d’échantillons suivant I'axe z
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Figure 3: Visualisation de ’écoulement : Volumes utilisés (en vert) pour construire la base de
données (a gauche), Streamwise velocity (au milieu) et coefficient de pression (a droite). Les
Iso-surfaces correspondent a une valeur constante du critere \; (=5000).

B [ . B [ Al

Cp: -15 -0875 -025 0375 1 Cp: -15 -0875 -025 0375 1

L. L.

Figure 4: Exemple de résultat d’estimation de la pression 3d sur un écoulement simulé. A
gauche, le champ de pression numérique, a droite, le champ de pression estimé.

nous empéche de monter au dela du degré N = 10. Ce degré est trop faible pour pouvoir représenter
correctement les principales structures présentes dans le champ. C’est pourquoi, nous avons choisi
d’utiliser 'approximation décrite en équation (6) qui nous permet de découpler les degrés maximaux
suivant les axes. Au dela d’un certain degré suivant les axes x et y, bien que les champs de vitesses soient
bien approchés (FQM =~ 0,13), le terme de convection résultant de la multiplication de 2 polynémes
augmente le degré maximal du polynome résultant et fait apparaitre des oscillations parasites dans les
8 coins du volume. C’est pourquoi, nous ne présentons en figure F1G. 4 que les résultats obtenus avec les
degrés N, = 15, N, = 15, N, = 2 et un degré maximal N = 15. Sur cette figure, nous pouvons constater
que les principales grosses structures sont bien estimées. Néanmoins, les degrés en x et y sont trop
faibles pour pouvoir révéler les petites structures. Une approche par décomposition de domaine serait
sans doute plus adaptée pour étudier un tel cas.

5 Conclusion

Dans cet article nous avons présenté une méthode d’estimation de la pression dans un écoulement a
partir des mesures optiques TR-PIV et TR-TOMOPIV fondée sur une modélisation globale des champs
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de vitesses par bases de polynomes orthogonaux de Legendre. Cette méthode a ’avantage de fournir une
représentation analytique des champs qui permet de calculer trés rapidement les champs de gradient
de pression. Comme c’est une méthode d’approximation elle permet de lisser le bruit. Néanmoins, a
trop faibles degrés elle ne permet pas de modéliser les plus petites structures. Il faut par conséquent
adapter les degrés maximaux de la base au cas d’étude. Afin de pouvoir étudier des écoulements plus
turbulents, nous envisageons a l'avenir de développer une méthode d’approximation polynomiale par
décomposition de domaine. Nous espérons, que cette approche nous permettra par ailleurs d’envisager
d’utiliser aussi la méthode polynomiale pour I'intégration du gradient de pression et ainsi d’avoir une
méthode d’estimation de la pression entiérement analytique.
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