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Calcul d’un champ de pression 3D par méthode d’intégrale aux
frontières à partir d’un champ de vitesse 3D obtenu numériquement

ou expérimentalement.
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Email auteur correspondant : anthony.beaudoin@univ-poitiers.fr

Le code BIM (Boundary Integral Method), permettant de reconstruire des champs
de pression P à partir de champs de vitesse u en utilisant une méthode intégrale
aux frontières, est présenté. Les champs de vitesse u pourront être expérimentaux
ou numériques. Le cas test du tourbillon de Lamb-Oseen a donné des résultats
prometteurs. Le basculement sur un écoulement Naca a montré une sensibilité à
l’estimation du terme div (w ∧ u). Des premières corrections sont proposées pour
réduire ce défaut.

1 Introduction
Dans un contexte de développement durable, la réduction d’émission de CO2 par le transport aérien

passe par la réduction de la consommation de carburant des avions. Cet objectif peut être atteint en
réduisant le coefficient de traînée des ailes d’avion par une optimisation de forme. Cela passe néces-
sairement par la reconstruction d’un champ de pression P à partir de vitesses u mesurées expérimen-
talement autour de profils d’aile d’avion. C’est dans ce cadre que s’inscrit le projet ANR EVAPOR qui a
pour objectif de construire une base de données puis de développer et comparer plusieurs méthodes de
reconstruction de champ de pression et d’évaluation des efforts.

Dans ce travail, nous présentons un code de reconstruction de champ de pression à partir de champ
de vitesse, se basant sur la méthode d’intégrale aux frontières [1] [2], qui fait partie des méthodes
proposées dans l’ANR EVAPOR. La méthode intégrale aux frontières a été choisie car elle permet de
ramener la résolution du champ de pression sur les frontières du domaine en résolvant un problème de
Poisson. Cela entraîne une réduction du système linéaire devant être résolu pour accéder à la pression.
Dans de nombreuse méthodes la taille du système d’équations à résoudre dépend du nombre total de
mailles du domaine. Dans le cas de la méthode intégrale aux frontières, ce nombre repose sur le nombre
de mailles sur les frontières du domaine. Par exemple, pour un maillage cubique cartésien de 100 ×
100× 100 mailles, le système linéaire classique aura 106 inconnues. Dans le cas de la méthode intégrale
aux frontières, le système linéaire aura environ 60000 inconnues. Si une résolution directe du système
linéaire est utilisée, la méthode intégrale aux frontières offre ainsi un net gain de temps cpu.

Nous commencerons d’abord par rappeler la formulation mathématique de la méthode d’intégrale
aux frontières ainsi que la théorie derrière celle-ci (section 2). Puis les résultats d’un cas test reposant
sur un tourbillon de Lamb-Oseen seront présentés (section 3). Nous décrirons ensuite le passage à un
écoulement turbulent autour d’un profil naca, les problèmes que cela a occasionnés et les corrections
pour les résoudre. Enfin nous montrerons les résultats actuels obtenus à partir de la base de données
EVAPOR (section 4). Finalement nous conclurons sur l’utilisation de la méthode intégrale aux frontières
pour la reconstruction du champ de pression et nous proposerons plusieurs perspectives et améliorations
possibles du code BIM .

2 Théorie

2.1 Problème de Poisson

La forme enthalpique de l’équation de Navier-Stokes [5] pour un fluide incompressible est utilisée :
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∂u

∂t
+ ω ∧ u− ν∆u− S = −∇h avec w = ∇× u et h =

P

ρ
+

1

2
u2. (1)

u est le vecteur vitesse, w la vorticité, h l’enthalpie, ρ la masse volumique constante du fluide, η
la viscosité dynamique, S un terme source, ∇ l’opérateur gradient vectoriel et ∆ le laplacien vectoriel.
Dans la suite, la gravité sera négligée ce qui impliquera que le terme source S soit nul.

En utilisant la condition d’incompressibilité et en appliquant la divergence à l’équation (1), nous
obtenons :

∆h = −∇ · (ω ∧ u) = −f dans Ω. (2)

Conjuguée avec une condition aux limites, l’équation (2) devient un problème de Poisson dont la
solution est connue et unique [6]. Nous avons choisi d’utiliser une condition de Neuman, impliquant que
le flux soit connu sur la frontière ∂Ω du domaine Ω :

− n ·
(
∂u

∂t
+ ω ∧ u

)
= ∇h · n =

∂h

∂n
= g sur ∂Ω (3)

où n est une normale à la surface de ∂Ω orientée vers le fluide. De part sa définition, ce problème a
une solution à une constante près.

2.2 Méthode d’intégrale aux frontières
Le problème de Poisson peut être mis sous forme intégral [7], qui est ensuite résolu par une méthode

hybride intégro-différentielle [1]. Cette méthode hybride est une extension de la formulation purement
intégrale de [8]. Nous nous retrouvons alors avec une équation de Fredholm du second type qui est
solution du problème de Poisson :

kh(X) = −
∫
∂Ω

h(Y )
∂G

∂n
(X,Y )ds+

∫
∂Ω

G(X,Y )
∂h

∂n
(Y )ds+

∫
Ω

f(Y )G(X,Y )dv, (4)

avec k =


1 si X ∈ Ω,
1/2 si X ∈ ∂Ω,
0 si X 6∈ Ω

avec X et Y deux points de Ω et G la fonction de Green. Pour le Laplacien 3D, G est définie par :

G(X,Y ) = − 1

4π

1

|X − Y | , (5)

avec |X − Y | la distance euclidienne entre deux points de Ω.

L’équation (5) permet de calculer la valeur de h en tout point X ∈ Ω si les valeurs de h et
∂G

∂n
sur la

frontière ∂Ω et les valeurs de f dans Ω sont connues. Or dans le cas qui nous intéresse, f = div(w ∧ u)

est connu dans tout le domaine Ω et
∂G

∂n
est connue sur ∂Ω grâce à la condition de Neuman définie par

l’équation (3). Les valeurs de h sur ∂Ω sont déterminées en posant l’équation [2] :

1

2
h(X) +

∫
∂Ω

h(Y )
∂G(X,Y )

∂n
ds =

∫
Ω

f(Y )G(X,Y )dv +

∫
∂Ω

g(Y )G(X,Y )ds. (6)

Cette équation peut se mettre sous forme matricielle :
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 1
2

∫
∂Ω

∂G(X,Y )
∂n

ds
...∫

∂Ω

∂G(X,Y )
∂n

ds 1
2


︸ ︷︷ ︸

M

 h


︸ ︷︷ ︸

H

=

 ∫
Ω
f(Y )G(X,Y )dv

+∫
∂Ω
g(Y )G(X,Y )ds


︸ ︷︷ ︸

T

. (7)

Le système linéaire résultant MH = T est résolu en utilisant une décomposition LU présente dans
la bibliothèque Slip [9]. Le second membre T de ce système peut être séparé en deux termes : l’un
volumique T1 et l’autre de flux T2. Ces derniers sont définis par :

T1(X) =

∫
Ω

div (w ∧ u) (Y )G(X,Y )dv et T2(X) =

∫
∂Ω

∂h

∂n
(Y )G(X,Y )ds. (8)

Lorsque l’enthalpie h est connue sur les frontières ∂Ω, nous sommes capables de reconstruire l’enthalpie
dans tout le domaine Ω avec l’équation (5) en prenant k = 1. Il ne reste plus qu’à reconvertir l’enthalpie
h en pression p en tout point X ∈ Ω à partir de l’équation (1).

3 Cas test : tourbillon de Lamb-Oseen
L’implémentation du code BIM a été testée sur un écoulement de Lamb-Oseen. Ce choix nous permet

d’avoir un écoulement à divergence nulle et des expressions analytiques de la vitesse u, de la vorticité
w et de la pression P , permettant par la suite de réaliser une étude de sensibilité. Deux configurations
différentes du tourbillon seront mises en place. Dans la première, le tourbillon sera vertical ce qui
impliquera un écoulement constant selon l’axe z. La deuxième configuration comportera un tourbillon
incliné à 45◦ selon l’axe y. Cette disposition en diagonale nous permettra de vérifier le comportement du
maillage cartésien en cas de vitesses inclinées.

3.1 Équations principales:
L’écoulement généré par un tourbillon de Lamb-Oseen orienté selon l’axe z est régit par les équations

suivantes [10] :

uθ(r) =
1

2πr

[
1− exp

(
−r

2

r2
c

)]
et P (r) = − 1

8π2r2
c

[
(1− exp(−η))

η
+ 2Eint(η)− 2Eint(2η)

]
(9)

avec rc =
√
r2
0 + 4νt, η =

r2

r2
c

, r le rayon, uθ la vitesse azimutale, wz la composante verticale de la

vorticité, P la pression, ν la viscosité cinématique, r2
0 = 5 le rayon du tourbillon, t un temps > 0 s et

Eint l’intégrale exponentielle qui sera approximée en utilisant la formule de Swamee et Ohija [11] dont
l’expression est :

Eint(x) =
(
A−7,7 +B

)−0,13 avec


A = ln

[(
0, 56146

x
+ 0, 65

)
(1 + x)

]
B = x4e7,7x (2 + x)3,7

. (10)

Les paramètres utilisés sont t = 2 s, rc = 5 m, des pas d’espace dx = dy = dz = 0, 25 m et un nombre
de mailles nx = ny = nz = 40. Le maillage a été construit de sorte à ce que la singularité apparaissant à
r = 0 m se trouve au centre d’une maille. Nous utiliserons l’erreur relative de norme L1 moyennée pour
apprécier la précision du code BIM :

∣∣∣∣∆PPa
∣∣∣∣ =

Nbm∑
p=0

∣∣∣∣Pana − PnumPana

∣∣∣∣× 1

Nbm
(11)

avec Nbm le nombre de mailles.
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3.2 Résultats
La figure 1 présente les champs de pression analytiques et numériques calculés à partir de la méthode

intégrale dans les deux configurations d’écoulement avec une grille nx = ny = nz = 40, et donc un
nombre de mailles égal à Nbm = 64000. Lorsque le tourbillon est parallèle à l’axe z le champ de pression
est mieux défini. Dans le cas vertical comme dans celui incliné, le champ de pression montre quelques
erreurs à proximité des frontières externes. Malgré cela, l’inclinaison du tourbillon ne perturbe que
faiblement la reconstruction du champ de pression et seulement dans les coins du domaine traversé par
l’axe du tourbillon.

Figure 1: Champs analytiques (haut) et numériques (bas) de pression P pour un tourbillon de
Lamb-Oseen vertical (gauche) et incliné avec α = 45◦ (droite).

La figure 2 montre l’erreur relative de norme L1 moyennée |∆P/Pa| en fonction de la discrétisation
du domaine nx. Dans le cas du tourbillon parallèle à l’axe z, la discrétisation du maillage permet
une convergence classique sur l’erreur |∆P/Pa|. Pour une discrétisation nx = 80, la convergence semble
établie avec une erreur de 5%. Par contre dans le cas du tourbillon incliné avec α = 45◦, ce comportement
classique est perdu. L’erreur de calcul |∆P/Pa| est de l’ordre de 8% quelque soit la valeur de nx. Cette
différence de comportement entre les deux configurations peut facilement s’expliquer par les différences
finies utilisées dans la méthode intégrale qui servent à calculer des dérivés d’ordre 1 et 2. En effet, dans
le cas d’un maillage cartésien et un écoulement incliné par rapport à ce maillage, les différences finies
fournissent des résultats de moins bonne qualité.
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Figure 2: Erreur relative de norme L1 moyennée de la pression P en fonction de la taille du
maillage nx = ny = nz pour des conditions de Neuman, avec un tourbillon de Lamb-Oseen
vertical et incliné.

4 Écoulement autour d’un Naca
4.1 Premiers résultats

Les champs de vitesse proviennent d’un écoulement autour d’un profil NACA0015 de 80mm de corde et
140mm d’envergure, simulé numériquement par Improved Delayed Detached Eddy Simulation (IDDES)
et utilisé dans [12]. Le profil a un angle d’incidence de 30◦ et la vitesse d’écoulement d’entrée est fixée à
u∞ = 1, 25 m/s, donnant un Reynolds à la corde égal à Re = 100000.

(a) Méthode IDDES (b) Méthode BIM

Figure 3: Champs de pression P obtenus par méthode IDDES hautement résolu (a) et par
méthode BIM avec un champ de vitesse faiblement résolu (b).

La figure 4 représente le champ de pression autour du Naca, obtenu par IDDES 3(a) et par le code
BIM 3(b). Dans le cas de la méthode intégrale aux frontières, le champ de vitesse a été dégradé pour
se mettre dans des conditions plus proches de l’expérimental. Seul un point sur quatre est conservé.
Le résultat d’IDDES constitue la valeur de référence. Nous pouvons voir que dans le cas du code BIM,
une sur-pression anormale sur l’extrados apparaît provoquant un décalage du point d’arrêt. Le sillage
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présente également des anomalies avec de fortes zones de sur et sous-pression. Ces problèmes de pres-
sion viennent du calcul du terme volumique T1 de l’équation (8).

4.2 Champ régularisé
Pour estomper les erreurs d’estimation du terme volumique T1, le champ de vitesse a subi une régu-

larisation d’Helmholtz et temporelle tirée de [4]. Des corrections ont été appliquées aux valeurs de T1
sur les mailles proches du Naca. En constatant que les contributions à la pression P de l’enthalpie h et
de l’énergie cinétique u2 varient fortement selon les zones de l’écoulement 4(a)), nous avons ajouté une
correction globale de l’enthalpie h.

(a) Énergie cinétique (b) Champ régularisé

Figure 4: Champs numériques de pression P obtenus avec seulement la contribution de
l’énergie cinétique u2 (a), et avec la méthode BIM sur un champ de vitesse régularisé (b).

La figure 4(b) représente le champ de pression par la méthode BIM avec les trois corrections décrites
précédemment. La sur-pression présente sur l’extrados de la figure 3(b) a complètement disparue. De
même pour le décalage du point d’arrêt. Les zones de sur et sous pression présentes dans le sillage ont
également été réduite.

4.3 Coefficient de Pression Cp

Afin d’examiner l’écart entre le champ de pression reconstruit et le champ de référence nous avons
calculé l’écart sur le coefficient de pression Cp = P/(0, 5ρu2

∞) avec ρ = 1000 kg/m3 la masse volumique
et u∞ = 1, 25 m/s la vitesse moyenne. Pour mettre en évidence les zones de fluctuation entre numérique
et référence, nous définissons la différence relative εCdp telle que :

εcdp =
Cdp

||Cpref ||
avec Cdp = (Cpn − Cpr) et ||Cpref || =

√∑n
i (Cpr)

2

n
(12)

avec Cpn le coefficient de pression obtenu par BIM, Cpr le coefficient de pression de référence et n
le nombre de points du domaine. La figure 5 montre les champs d’erreur εcdp obtenus par la méthode
BIM sans (a) et avec (b) corrections. Grâce aux corrections, nous pouvons voir que le point d’arrêt a été
replacé au bon endroit et que l’intrados se rapproche beaucoup du champ de référence. Sur l’extrados, la
situation n’est pas parfaite mais a été grandement améliorée. Les corrections ont permis de retrouver
une zone de dépression. Le sillage montre également une amélioration, les zones d’erreurs ont été
réduites et lissées.
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(a) Champ sans corrections (b) Champ avec corrections

Figure 5: Champs de différence relative εcdp pour des champs à enthalpie h et T1 corrigé, et à
champ de vitesse u régularisé.

5 Conclusions
La validation du code BIM basée sur le cas test du tourbillon de Lamb-Oseen a montré que lorsque

l’écoulement était incliné par rapport au maillage cartésien, la précision de la méthode s’en trouvait
réduite. Cette perte de précision met en évidence la sensibilité de la méthode intégrale aux frontières
à l’estimation du terme div(w ∧ u) par différences finies. Lors du passage à un écoulement Naca, cette
sensibilité a été exacerbée car le champ de vitesse présentait des problèmes de divergence non nulle.

Plusieurs corrections exploratoires ont été implémentées pour corriger ce défaut. Parmi celles-ci
figurent une régularisation du champ de vitesse, une correction du terme volumique T1 aux voisinages
du Naca et une correction globale sur l’enthalpie h.

La prochaine étape est l’identification d’un paramètre physique permettant de délimiter les zones
à corriger. Une autre option à envisager est de mettre en place une méthode itérative permettant de
corriger les termes sources sur les frontières et le terme volumique en fonction du gradient de pression
mesuré expérimentalement. Ce procédé a déjà fait ses preuves dans la méthode ILAG [4] .
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