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Résumé

Ce travail concerne le poids des polynomes irreductibles sur un
corps fini, c’est-a-dire le nombre de coefficients non nuls de ces po-
lynémes. Nous introduisons un analogue polynomial de la méthode
de Vinogradov développée par Gallagher et Vaughan afin de majo-
rer les sommes d’exponentielles associées. Cela nous permet d’une
part d’étudier la répartition dans les progressions arithmétiques du
poids des polynomes irréductibles et d’autre part de donner une esti-
mation asymptotique (avec terme d’erreur) du nombre de polynémes
irréductibles de degré fixé ayant un poids donné proche de la valeur
moyenne.
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Abstract

This work concerns the weight of irreducible polynomials over a finite field,
1. e. the number of non-zero coefficients of these polynomials. We introduce
a polynomial analog of the Vinogradov’s method developed by Gallagher and
Vaughan, which leads to upper bounds for associated exponential sums. This
allows us to study the distribution in arithmetic progressions of the weight
of irreducible polynomials and to provide an asymptotic estimate (with an
error term) for the number of irreducible polynomials of a given degree whose
weight 1s close to the expected value.

1 Introduction

1.1 Définitions et notations

Soit F un corps fini a ¢ éléments et de caractéristisque p. On note A
l'anneau F[T] des polynomes & une variable sur le corps F, M 1’ensemble
des polynomes unitaires de A et I ’ensemble des polynomes irréductibles
unitaires de A. Pour tout nombre entier n positif, on note M,, ’ensemble des
polynomes unitaires de degré n, I,, 'ensemble des polynomes irréductibles
unitaires de degré n et II,, le nombre de polynomes irréductibles unitaires de
degré n.

Définition 1 Le poids w(X) d'un polynome X € A est le nombre de ses
coefficients non nuls.

On note K le corps F(T') des fractions rationnelles a coefficients dans F.
La valuation a I'infini sur K est 'application v, de K dans Z U {oo} définie
par v, (0) = 00 et v (G/H) = deg H — deg G si G et H sont des polynomes
non nuls. Le complété de K pour la valuation v, est le corps Ko, = F((T71))

+00
des séries de Laurent formelles y = > 4,T™, y, € F, les coefficients y,

étant tous nuls pour n assez grand. On prolonge v, a K., en posant pour
y#0, vo(y) = —sup{n € Z | y, # 0}. Soit P l'idéal de valuation de K.
Tout y € K s’écrit de fagon unique comme somme y = [y] + {y} avec
[y] € A et {y} € P (Jy] et {y} peuvent étre considérés comme les parties
entiere et fractionnaire de y). Soit ¢ : F +— C le caractere non trivial du
groupe additif de ' défini par

j(tr(z))
b

¥(z) = exp(27i )



J étant la bijection naturelle de F,, sur {0,1,...,p—1}. On associe & ¢ un ca-
+00
ractere additif non trivial de K., en posant pour tout y = >y, T™ élément
n=-—oo
de Koo, E(y) = ¥(Res(y)) ot Res(y) = y_;. Ce caractere est trivial sur I’an-
neau A. Dans la suite de ce travail nous utiliserons souvent la conséquence
immédiate suivante de cette propriété : si (A, B, H) € A3 avec H # 0, alors
A B

A=B (mod H)= E(E) = E(E)

Si Q) € A est un polynome de degré strictement positif, on note
Co={X € Aldeg X < deg@Q}

I’ensemble des restes de la division euclidienne par (), ou l'on convient que
deg 0 = —oo. En particulier, pour tout nombre entier n > 0, Cy» désigne I’en-
semble des polynomes de A de degré < n. La valeur absolue d'un polynome
X € A est définie par

deg X i X 0
_Ja si X 70,
<X>{0 si X = 0.

On définit les analogues polynomiaux de la fonction p de Mobius et de la
fonction A de Von Mangolt. La fonction p est définie sur M par p(X) = 0 si
X € M a un facteur carré et u(X) = (—1)" si X est le produit de r polynémes
irréductibles unitaires deux a deux distincts. La fonction A est définie sur M
par A(X) =0si X € M a au moins deux facteurs irréductibles unitaires dis-
tincts et A(X) = deg P si X est puissance du polynéme irréductible unitaire
P.

Si H et G sont des polynomes non nuls, on note (H,G) le plus grand
commun diviseur unitaire de H et G et, pour tout nombre complexe t, on
note e(t) = exp(2mit).

1.2 Présentation des résultats

Ce travail a pour objet I’étude de la répartition de la fonction poids sur
I'ensemble des polynomes irréductibles de F[T]. Tres peu de résultats sont
connus dans ce domaine et la plupart des questions concernant I’existence de
polynémes ayant un poids fixé sont ouvertes (voir par exemple [1]).

Il résulte d’un travail di & Drmota et Gutenbrunner (voir [9]) que la fonc-
tion poids vérifie un théoreme central limite sur les polynomes irréductibles :
on a pour tous y nombre réel fixé et n nombre entier tendant vers +oo,



Card({P € I,deg P < n,w(X) < nu(q) + y/no(q)})

=0 1
Card({P € I,deg P < n}) (y) +o(1),
avec ( s
q—1 g—1
q)=—"09)= —
1(q) . (q) p
et ®(y) = % f_yoo e~/2dt 1a loi de distribution normale.

Dans cet article nous étudions le comportement local de la fonction poids
sur 'ensemble des polynomes irréductibles de F[T] et nous démontrons le
théoreme suivant :

Théoreme 1 Si g # 2, on a pour tout nombre entier k € [2, N + 1]

+0(qu2).

Siq = 2, pour tout polynéme irréductible P de degré > 1, w(P) est impair
et on a pour tout nombre entier k impair de l'intervalle [2, N + 1],

oy (N +3—2k)?
RN e AT T

Les constantes impliquées par les symboles O ci-dessus sont absolues.

Iy

Card({P € Iy, w(P) = k}) N ).

+O(

Observons que le théoreme 1 permet d’estimer le nombre de polynomes
irréductibles unitaires de F[T'] de degré N et de poids k lorsque |k—p(q) (N —
1) + 2| < §(N) avec 6(N) = o((Nlog N)¥/2). Pour démontrer ce théoréme
nous estimerons pour tous nombres entiers N et k > 2 la quantité

b(N, k) = Card({P € Ly, w(P) = k})

= /1/2 e(a(w(P) — k)da = /1/2 g(a)da,

Pely /—1/2 ~1/2

ou

Pely

Nous obtiendrons une valeur approchée de g(«) lorsque « est proche de 0
(plus précisément pour |a| < (N — 1)77Y/2/210(q) dans le cas ou ¢ > 2)
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et lorsque « est proche de 0 ou 1/2 lorsque g = 2). Pour les autres valeurs
de « nous utiliserons seulement une majoration de |g(«)|. L’expression de
cette majoration fera apparaitre le nombre ||a|| égal a la distance de a a
I'ensemble Z et dans le cas ot ¢ = 2, le nombre ||af/1/2 égal a la distance
de a a ’ensemble %Z. L’obtention de cette majoration constituera la partie
la plus importante de notre travail et sera achevée a la section 7, ou nous
établirons le théoreme

Théoreme 2 Pour tout nombre entier N > 128 on a

| D ew(P))] < Alg)N*qNO3Cae)/s),

Pely
avec
A(q) = §q30(q7a)/4(3 2(g-1)? 1)1/4 11
8 ¢ q(¢”*-1) 2
et

Allel?/qlog(q) si g > 2,
Clg, ) = .
(g,0) { 2[|ex3 5/ log(2) si g = 2.

Nous déduirons de ce théoréme le corollaire

Corollaire 5% q est un nombre entier > 2, alors pour tout nombre entier
m > 0 et pour tout nombre entier rationnel a on a

I1 2
|Card({P € In;w(P) =a (mod m)}) — _N| < A(q)N2gN(-3/256mqloga),
m

Si.q = 2, alors pour tout nombre entier m > 0 impair et pour tout nombre
entier rationnel a on a

|Card({P € In;w(P) =a (mod m)}) — &| < A(2)N2oN(1-3/512m% log2)
m

La fonction w étant completement T-additive au sens de [9] (ou [8]), ces
résultats peuvent étre considérés comme 'analogue dans F[T] de résultats
obtenus par Drmota, Martin, Mauduit et Rivat dans le cas de nombres entiers
(voir [10], [18], [19], [20], [21] et [23]). Le théoreme de Weil [31, Appendice 5]
permet habituellement d’obtenir de tres bonnes majorations pour les sommes

de caracteres du type
> E(aP)

Peln

(o € Ky ) portant sur les polynéomes irréductibles de F[T]. De nombreux
résultats ont été obtenus grace a cet outil (voir par exemple [13], [28], [11,

b}



chapitres 5 et 6], [15] et [6]. Pour obtenir la majoration du théoréme 2,
nous utiliserons une autre démarche car il s’agit ici d’estimer des sommes
d’exponentielles du type

Z e(aw(P)).
Pely

Nous montrerons que la méthode introduite par Mauduit et Rivat dans [23]
et [24] peut étre adaptée a I. Pour cela nous introduirons dans la section 4 un
analogue polynomial de la méthode de Vinogradov développée par Vaughan
dans [30] (voir également [16, section 13.4]) dans le prolongement des travaux
antérieurs de Gallagher ([12]) et de Vaughan ([29]) (voir [27] pour un survol
concernant ce type de méthodes). A notre connaissance, c’est la premiere fois
que cette approche est utilisée dans le cadre polynomial.

2 Lemmes techniques

Tout d’abord rappelons sans démonstration le résultat fondamental sui-
vant (voir [13]).

Proposition 2.1 Pour tous y € Ko, et N € N, on a

N .
¢V s ve({y}) > N,
(2.1) Z E(yX) = { 0 sinon.
XecA
deg X < N

On en déduit les corollaires
Corollaire 2.2 Pour tout (H,G) € A% avec H # 0, on a

H)Y si G=0 (mod H)
ax < !
(2.2) > B(=)=

XeCy 0 sinon.

Corollaire 2.3 Pour tous j € N et H € A avec H # 0, on a

(2.3) ‘ Z E(%” :{ ¢ si v ({A/HY) > J,

0 sinon.
LEMj



Preuve. On a

'S B AL|—|Z DI

LeM; YeCr, YeCr;

Pour tous j € N et (H, A, B) € A3 avec H # 0, on pose

(2.4) S(H, A B = S|SB AX+B)L)|.

XeCy LeM;
Proposition 2.4 Pour tous j € N et (H, A, B) € A® avec H # 0, on a
(25) S(H, A, B, j) < max(q'{(A, H)), ().

Preuve. Pour tout X € Cy, on note

JXF=2:E&MH£1W+Y%=EF—7T—i

YECTJ' YGCT]'

et, d’apres la proposition 2.1,
(AX + B)Y (AX 4+ B)Y
X=1> E(t——F—I= > EC———).
YeC,; YeC,,
Donc
. AX + B)Y
XeCy XeCy YEC

En inversant I'ordre des sommations puis en appliquant le corollaire 2.2 a la
somme intérieure, on obtient

S(H, A, B,j) = ZEBY

YeC,;
H|AY



Silon pose H = (A, H)H;, A= (A, H)A;, on remarque que H|AY < Hq|Y
et donc

. BZ
S(H,A,B,j) = (H) > B( ),
ZeA
deg Z<j—deg Hy

d’ou, avec la proposition 2.1,

<H> Slj S deth
S(H,A,B,j) =< @{(A H))sij>degHi et vo({ip}) > — deg Hy,
0sij>degH, et vw({ﬁ}) < j—degH;.

O

Proposition 2.5 Soient g une application de A dans C, M et N des nombres
entiers strictement positifs. Alors on a

(2.6)
> Y oEENE < max(e. ) Y ()P

HeM GeCy XeCrn XeCrn

deg H<M (G,H)=1
Preuve. Le groupe additif K., est localement compact. Notons dt la mesure
de Haar sur ce groupe normalisée a 1 sur 'idéal de valuation P. Les deux

propriétés suivantes de cette mesure dt ont été établies par Hayes dans [13]

(i) pour tout n € Z on a

/ dt = ¢ (P1)
7)71
(ii) pour tout X € A, on a
1si X =0,
AEwﬂ&—{oﬁX%O (Py)
Soit

I= /PV(t)dt avec V (t) = | Z g(X)E(tX)|?. (1)

XGCTN



Nous allons calculer I de deux facons différentes et déduire de ces calculs la
majoration (2.6). D’apres (f),

1:/ > ) 9(X)g(V)E(XX)E(—tY)dt

P xeC,n YeC, N

= > > g(x)g(V)

XGCTN YECTN

BE(H(X — Y))dt

S

et la propriété (P) nous donne

I= Y lgxX)P (1)

XECTN

Nous utilisons maintenant une dissection de Farey a l'ordre M de P. Une
fraction de Farey a l'ordre M est une fraction rationnelle G/H ou H est un
polynome unitaire de degré < M et ou G € Cj;, Cj; désignant I'ensemble des
polynomes de Cy premiers a H. Notons F); 'ensemble des fractions de Farey
al'ordre M. Si G/H € Fy, arc de Farey de centre G/H est la boule

G
AG/H:{tGP | Uoo(t—ﬁ) > M+degH}.

D’apres [13, Theorem 4-3], les arcs de Farey (Agyu),, JHEFy forment une
partition de P. On a donc

G
I= Z I/ avec Ig g = / V(E +u)du.  (P)

G/HeFnr Voo (u)>M+deg H
Soient G/H une fraction rationnelle et u € P. Si vy(u) > N, pour tout

X € Atel que deg X < N, ona E(uX) =1, dot E((£ +u)X) = E(%X).
Il s’en suit 'implication

Voo(u) > N = V(% +u) = V(%)
On a donc

G G — max e
Ig/g > / V(E)du = V<E)q (N, M+deg H)
Voo (u)>max(N,M+deg H)

d’apres (P). Par suite, on a max(¢V,¢*)I > > V(%) et on conclut
G/HE]'-IM
avec (I).



Lemme 2.6 Pour tout o € R et tout nombre réel b > 0, on a

27) 14+ (- Dee)] < b1~ 2D jape)

Preuve. Voir le lemme 1 de [25].
0J

Proposition 2.7 Si l’on note, pour tous o« € R, H € A et j nombre entier
strictement positif,

aH

2.5) 6, = 0yl H) = 3 elon(@) B~ ).
a€lF
alors on a
(2.9) ¢; < q(1—c(q, a)),
o
_ [ Aal?/qsig > 2,
210 c0:0)={ ol 5 g2
Preuve. On a
H H
6 =1+ Y el@B(—7) = 1 —e(a) +e(a) Y B(~—)
acF a€F
a#0

et on applique la proposition 2.1.

-Siveo({H/T7}) > 1, 0na ¢; =1 —e(a) +ge(a) =14 (¢ — 1)e(a) d’ot,
avee (2.7), |6;] < g(1 — S50 a?)

- Si voo({H/T?}) < 1, alors ¢; = 1 — e(a) et on distingue deux cas. Si
q > 2, on a trivialement |¢;| <2 < ¢g—1 < ¢(1 — %Ha”2). Sig=2,ona
¢j=1—e(a) =1+e(a+3), don, avec (2.7), |¢;| < 2(1 - 2|ja + 1[?).

On a donc 4

[9j] < q(1— 5||04||2) sig>2

et
. 1 .
Wﬂ§20—2mmwaww&+§w>$q=2
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3 Transformées de Fourier

Dans ce paragraphe a est un nombre réel fixé. Si X € A s’écrit X =

Z 2T, alors w(X) = Z w(z;). Soient ¢ et m des nombres entiers tels que
1=0 =0
0 < /¢ < m. Pour tout X € A écrit comme ci-dessus, on définit les sommes

tronquées wy, (X), wem(X) et re,(X) par

(3.1)

-1

Wi (X) = w(x,), wem(X) = w(xy), Tem(X)= Z r, T

n

3
L
3

S
Il
<)
[l
~

On observe que si X € Crm, alors w(X) = w,,(X) et on pose pour tout
X eA,

(3.2) fm(X) = e(awn (X)), fem(X) = e(awem(X))

et pour tout t € K.,

(3.3) Tl = a7 Y Fu(X)E(— ),

XeCrm

(3.4) fgm =q " Z f(im t),i)

XeCrm

Bien qu’élémentaire la proposition suivante sera tres utilisée dans la suite
de ce travail.

Proposition 3.1 Pour tous (k,¢,m) € N3 tel que 0 < k < £ < m et
(X,)Y)€e A%, ona

(3.5) fom(T*X) = foopm—i(X),

(3.6) f(X +TY) = fom(X +TY) fo(X),

ainsi que 'tmplication

(37) Tk7m(X) = ’f’k7m(Y) = fg,m(X) = f&m(Y)

11



Preuve. On a wy,(T*X) = wy_gm_x(X), dolt (3.5). On a aussi w,, (X +
TY) = we(X) 4+ wem(X +TY), dolt (3.6). On a wpm(X) = wop_e(rem(X))
et I'implication 7y, (X) = mpm(Y) = rem(X) = 10, (Y), d’ou I'implication
(3.7).

O

Proposition 3.2 Si k et m sont des nombres entiers tels que 0 < k < m
alors, pour tous X € A et U € Cpm—k, on a

X U g s (X) =0,
> (G(T—m - W)) - { 0 sinon.
GECTm—k

Preuve. D’apres la proposition 2.1, la somme ci-dessus vaut 0 ou ¢™* et vaut
q™F si et seulement si veo ({7 — }) > m — k. Il suffit donc de montrer

I’équivalence

U
Tm—k

X U
Vool Fm ~ Tommh

Or 7%, (X) = U si et seulement si il existe Y € A tel que deg(X — YT™ —

UT*) < k c’est a dire tel que voo(Y + — 25) > m — k, soit ve({ A —
Tm,k}) >m — k.

P> (m—k)erg.(X)=U.

Tm k Tm

O

Proposition 3.3 Pour tout ({,m) € N2 tel que 0 < ¢ <m, on a

(3.8) S fem(H)P = 1.

HeCrm

Preuve. On a

S N P =Y S Y X fem(NE (W_T—f)H>

HeCrm HeCprm XeCpm YECm
Y -X)H
=Y Y ffm Y 0
XeCrm YeCrm HeCprm

d’ou, avec le corollaire 2.2,

0" > N fem )P =3 [ fom(X))? =™

HeCrm XeCrm

12



Proposition 3.4 Pour tout nombre entier m > 0 et tout t € Ko, on a

(3.9) fn(t)] < g~ Cleem,
g, a)
(3.10) Clq,a) = og(q)

Preuve. Pour m = 0, il n’y a rien a_démontrer. Si m > 0, on observe que
fm( ) = fm([ |) et que la fonction . coincide sur A avec la fonction F,
définie a la section 4 de [8]. La proposition 4.2 de [8] nous donne alors

m

0" fu(®] = T s(ex. [t)-

i=1

La majoration (2.9) nous donne |fAm(t)| < (1 — ¢(g, @)™ et nous concluons
c(g.0)
en observant que 1 — ¢(q, ) < g~ T

Notons que

< 1/3siq>3
: < T
(3:.11) Clg,a) < { gg <1/4 sig=2.

Proposition 3.5 St ¢, m et s sont des nombres entiers strictement positifs
tels que 0 < £+ s < m, alors

(3.12) >y Fom(H) 2 Fom(G + H)|? < g~ 2C@a)m—t=s),

GeCrs HECm

Preuve. Soit & la somme & majorer. On a & = ) |ﬁ’,\n(H)|20(H) ou,
HECTTVL

pour tout H € Cpm, 0(H) = ) ]ﬁ;(G + H)|?. D’apres (3.4), on a
GEeCrs

Y Y Y s Fame G,

GeCrs XECpm YECTM

13



En inversant l'ordre des sommations et en appliquant la proposition 2.1 on
obtient

o =g Y a0 hmE )

(X,Y) ech XCTm
deg(X-Y)<m—s

d’ou

(V—U)H

Tm )

" o(H) = Y Y > femUAZT ) fom(V + ZT75) E(

UE€Cym—s VECqm-—s ZECrs
Comme ¢ < m — s, on a pour tout (U, Z) € Cyrm-s X Crs,
Wem (U + ZT™ %) = wpm—s(U) +ws(2),

d’ot, pour tout (U,V, Z) € Cpm-s X Cpm—s X Crs,

Jom(U + ZT"7°) frm(V + ZT72) = fom—s(U) fom-s(V).

Il s’en suit que

—  (V-U)H
Prom = 3 Y OB
UECrm—s VECrm—s
et, puisque
UH e s
Z ff,m—s(U>E(_T_m) = qm f(,m—s(HT );
U€Crm—s

on obtient o(H) = |m(HT_S)|2. La proposition 4.5 de [8] jointe & la
proposition 2.1 nous donne

o(H) = { st (HT )P si o ({[HT]T"7}) > .

0 sinon.

Or H € Cpm vérifie voo ({[HT*]T*"™}) > € si et seulement si H € Cpm—e et
on a donc

&= > |fomH) oo o HT),

HeCrm—e

14



d’ott avec (3.9) et en posant C' = C(q,a), & < ¢g~2¢m=t=s) Y~ |ﬁ;(H)\2.
HECTm_g

Si H € Cpm—e, alors voo({H/T™}) > ¢ et d’apres la proposition 4.5 de [§]

—

jointe a la proposition 2.1, on a fy,,(H) = f/m?g(H), d’ou

& < g 20t N R ()

HeCrm—e
D’apres la proposition 4.4 de [8] avec § = 0 et la proposition 4.2 de [8], on a

S |Fme(H)|? =1, ce qui termine la preuve.
HECTmfz

4 La méthode de Vaughan dans F[T

Nous établissons ici une identité qui peut étre vue comme l’analogue
polynomial du lemme de Vaughan et nous en déduirons un lemme qui est la
clef de la preuve.

Lemme 4.1 Pour tout A € M, on a

] 1 si degA=0,
(4.1) Z D) _{ 0 si degA>0;
DeM
D|A
(4.2) > A(D) =degA
DeM
D|A

Preuve. Si A = 1, il n’y a rien a démontrer. On suppose A #* 1. Soit
A = P" ... P% la factorisation de A en produit de polynomes irréductibles
unitaires Py, ..., P, deux a deux distincts. Les diviseurs unitaires de A sont
de la forme D = Plb1 - PfT avec 0 < b; < a;. Pour un tel D, §’il existe un
indice i pour lequel b; > 1, (D) = 0. Par suite
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D’autre part, pour un tel diviseur D, s’il existe deux indices distincts ¢ et j
pour lesquels b; > 0 et b; > 0, A(D) = 0. Par suite

T

Z A(D) = Zidegﬂ = iaidegpi = deg A.
DeM

i=1 j=1 i=1

D|A
O

Lemme 4.2 Pour tout polynome unitaire A et tout nombre entier j > 0 tels
que deg A > j on a

(4.3) A(A) = M(A) = Aa(A) + A3(4)
(4.4) MA) = > p(D)degX,
(D,X)eEMxM
deg[;<j

(4.5) Ao(A) = > p(D)A(X),
(D,H,X)eEMxMxM
DHX=A
deg D<j,deg X <j

(4.6) MA =Y aDAX),

(D,H,X)EMxMxM
DHX=A
deg D>j,deg X>j

Preuve. Pour tout A € M, on pose

A= Y wDA) = Y A S D)

(D,Y)eEMxM YeM, Y|A DeM
DY|A degY>j DI|(A/Y)
degY>j

16



_ Z A(Y):{ A(A) si deg A > j
0 sinon
YeM, A/Y=1

degY>j

d’apres (4.1). Si 'on suppose que deg A > j, on a donc

A(A) = A(A) = N(4) + X'(4) ()

avec

XA = Y aDAM) e N = S aD)A).

(D,Y)eEMxM (D,Y)eEMxM
DY|A DY|A
deg D<j, degY>j deg D>j, degY>j

Observons que X(A) = A\3(A) et traitons X' (A). On a

XA = Y wDA) - Y uDAM).

(D,Y)EMxM (D,Y)EMxM
DY|A DY|A
deg D<j deg D<j, deg Y <j

La deuxieme somme ci-dessus est égale a Ay(A) et il nous reste donc a montrer
que la premieére somme que nous noterons o est égale a A;(A). En posant
HY = X dans la somme ¢ on obtient

o= Y wo) Y AW

(D,X)eMxM (H)Y)eMxM
DX=A HY=X
deg D<j
= Y w0 Y A= Y u(D)degX
(D,X)eMxM YeM (D,X)eEMxA
DX=A Y|X DX=A
deg D<j deg D<j

d’apres (4.2).

17



Nous sommes en mesure de prouver le lemme fondamental suivant qui est
I'analogue de la méthode de Vaughan pour F [T7].

Proposition 4.3 Soient un nombre réel B > 0, un nombre entier N > 4 et
g une application de A dans C. On suppose que quel que soit le nombre entier
M € [1, N], quelles que soient les applications a : X — ax et b: X — bx de
A dans l’ensemble des nombres complexes de module au plus 1, on a

(i) pour M < N/4 :

(4.7) S 1Y eHX)<B

XeMy HeMpy_pm

(sommes de type I),
(i1) pour NJ4 < M < 3N/4 :

(4.8) > ) auwbxg(HX)| < B

HeMy XEMy_

(sommes de type II).

Alors on a
3BN?
. < .
(19) > A<X>g<X>‘ <=
XeMy
Preuve. Notons & la somme a majorer et
u=[N/4]. (1)
Le lemme 4.2 nous donne & = S; — S5 + 53, avec
Si= Y, u(D)deg(X)g(DX),
(D,X)eMxM
deg D<u
DXeMpn
Sy = > u(D)A(Y)g(DHY),

(D,H)Y)eEMxMxM
deg D<u, degY <u
DHYeMy

18



S3

ST wDIAN)g(DHY).

(D,H)Y)eMxMxM
deg D>u, degY>u
DHY eMpy

(I) Majoration de |S;|. On a

SI=1 S wDN—i) Y g(X)]

i=0 DeM; XEMy_;

u—1 u—1

<Y D W= > gDX)| =Y (N=i) > | Y. g(DX)]

i=0 DeM; XeMpy_; =0 DeM,; XeMpy_;
La majoration (4.7) nous donne

Bu@2N —u +1)
5 :
(IT) Majoration de |S3|. Sil'on pose DY = X dans l'expression de Sy, on

|S1] <

= Y S MDAy Y ),

XeM (D,Y)EMxM HEMN —deg x
deg X <2u—1 DY=X
deg D<u, degY <u

d’ou

Sl < > > AW Y. g(HX)).

XeM (D,Y)EMxM HEMN —deg x
deg X <2u—1 DY=X
deg D<u, degY <u

Pour tout X € M, on a

> AY)< > AY) =degX

(D, Y)eEMxM
DYy=X Y|X
deg D<u,degY <u

19



d’apres (4.2). On en déduit la majoration

Sol < Y degX| ) g(HX)

XeM HeMpN _geg x
deg X <2u—1

2u—2

NS WD IR

XeM; HeMpy_;
= (u=1)(2u—1) max 1D g(HX)
XeM; HeMpy_;

Si le maximum est atteint pour un ¢ < u, la majoration (4.7) donne

|92 < (uw—1)2u—1)B.

Sinon, le maximum est atteint pour un ¢ € [u,2u — 2] donc tel que N/4 <
i < 3N/4. Posons pour X € M;

Q01 o4 S(X) # 0,

N(X) = Z g(HX) et a(X):{lzg)E( X) #0.

Alors,

S EX= Y ax)nx) =3 >

XeM;, XeM; XeM,; HEMp _;

et la majoration (4.8) nous donne

DI gHX) =D [B(X)<B,

XeM,; HeMpy_ i XeM;

d'ou [Sp] < (u—1)(2u—1)B.
- (IIT) Majoration de |S3|. Ecrivons S5 sous la forme

S=(N-u Y Y u0) Y Hx

i=u DeM; XeMpy_;
avec 1
b(X) = A(Y).
)= X AW
YeM
Y|X, degY>u

20



Pour tout i € [u, N —u] ona N/4 <u <i< N —u < 3N/4 et pour tout
X € My_; on a d’apres (4.2)

1 deg X
<H(X) < AY) = <1.
e R

YeM
Y|X

La majoration (4.8) nous donne |S3| < (N —u)(N —2u+ 1)B.
- (IV) Majoration de |S|. En additionnant ces trois majorations, on ob-
tient

u(2N —u+1)

16| < B( +(u—1)2u—1)4+ (N —u)(N —2u+1)).

Pour tout nombre entier N > 7 la fonction

uH“(QN;““) Fu—1)2u—1)+ (N —u)(N - 2u+1)

N N +3] Son maximum sur cet intervalle est
, ce qui implique que, pour N > 8, on a || < 3B,

est décroissante sur I'intervalle [,

23N244N

donc égal a ==

O

5 Sommes de type I

Si « est un nombre réel, i et v des nombres entiers tels que

(5.1) 0<pu<v/2,

on pose

(5.2) Z | Z aw(HX))

HeM, XeM,

Le but de cette section est de majorer la somme S, ,. Cette majoration
résultera de la majoration de la somme

(53) — Z Z |fu+zx T/Hry)l

HeM, RGCH

comme le montre la proposition suivante.
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Proposition 5.1 Pour tout (u,v) € N2, on a

(5.4) Spw < ¢S,

Preuve. Posons pour H € M,,, oy = Y. e(aw(HX)). Le corollaire 2.2
XEM,
permet d’écrire oy sous la forme

og = Z ZE

LEM,.4, ReCy
d’ou
(o= clau(rr+yy) Y MY,

YECT,LH-V ReCy

— () Y elan(v) Y s,

YECT,LHrV RECH

=e(a) Z E(RT;IH_V) Z e(aw(Y))E(%%

ReCpy YECT[_L+V

ce qui donne avec (3.1), (3.2) et (3.3)

wtv
(Hyow = ¢ e(a) 3 BEL ) f (- qusny,

H H
ReCy
d’ou
ptv R
(H)|lou| < ¢ > [ furo (=) T
ReCy

On obtient avec (5.2)

Z ‘O-H| = Z Z ’fu—&-u T“+V)|

HeM,, HeM,, RGCH

Proposition 5.2 Pour tout (u,v) € N? tel que 0 < u < v/2, on a

(5.5) S < g Cla)(ptv)/3.

TR
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Preuve. Dans la somme S, , on divise la somme intérieure en sommes par-
tielles suivant les valeurs de D = (H, R). Il vient

(56) S, = Z Y wm L el Zes)

pem  HEMu—dezp GeCr

deg D<p (G,H)=1
Pour tout polynome unitaire D tel que deg D < pu, on pose
(5.7) k(D) = 2(p — deg D).

D’apres (5.1), on a

(5.8) k(D) <2u <

(1 +v).

OJIM

Soient ¢t € K, et un nombre entier k < g+ v. En écrivant X € Cpu+r comme
somme X = U 4+ VT" avec U € Cr« et V € Cprutv—x on obtient avec (3.2) et
(3.3)

U+VfM+V Z Z e(aw(U + VTH))E(—tM)

Twtv
UeCrr VEC pptv—n

=Y Y ) VBt — ),

UeCrr VECT;L+V7H

ce qui nous donne

fr) = e 30 elaw(V) Bt ) S elaw(U)E(~tm),

+rv—kK
qu VECrutv—r 1 UeCre
soit
fM+V<t> = fu+ufl€<t)q_,_€ UZC: 6(&W(U))E(—tTM+V>.
eCrk

Si nous portons cette égalité dans la somme (5.6) en prenant k = k(D) et
t= —%T #+Y nous obtenons
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DeM HEM)—deg D GeCy
deg D<p (G,H)=1
1 GU
— 5 > e(aw(U)E(=—7)|
q
UGCTK,(D>

D’apres la proposition 3.4 et la majoration (5.8), on a ]fuﬂp)(%pﬁyﬂ <
qCtr=rD)) < =CH)/3 on T'on a posé C' = C(g, «). Par suite

1 1
Spo < g U Ty 7 [(D. H),
3 2 w2 gl

DeM HEMy—dez
deg D<p
avec
GU
T(D.H)= > | Y elawU)E)
GeCyr UECTN(D)
(G,H)=1
On a donc
1
/ —C(p+v)/3 "
DeM
deg D<p
avec

610) SO = Y o Y 1Y elaw@)E(]
(H) H

HEMufdeg D

(G, H)=1

L’inégalité de Cauchy-Schwarz nous donne S”(u, D)* < AB avec

A=Y <[;>2Card({G € Cu: (G H) = 1))

HeMu—deg D

et
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2

5= Y Y | Y dewwn@d)

HeMu—aesD  gec,  |VECTnD)

(G,H)=1

qui vérifient A < > ﬁ =1et
HGMu—dch

B< > > > e(aw(U))E(%)

HeM GeCy
deg H<u—deg D (G,H)=1

La proposition 2.5, ou l'on remplace M par u — deg D, N par k(D) et ou
I'on prend pour fonction ¢ la fonction U — e(aw(U)), nous donne B <
max(q?#=dee D) g5(D))¢=(P) Q'olt, avec (5.7), B < ¢**P). Par suite, S”(u, D) <
¢"P), d’on, avec (5.9),

1
g < g Clutr)/3 = oG/
e <4 > Dy = 1
DeM
deg D<p

0J

Proposition 5.3 Pour tout (u,v) € N? tel que 0 < u < v/2, on a

(5.11) Spw < gt —C@e)/3)u+v)

Preuve. Cela résulte immédiatement de (5.4) et (5.5).
U

6 Sommes de type II

Soient a un nombre réel, X +— ax et X — by des applications de A
dans I'ensemble des nombres complexes de module au plus 1. On se donne
des nombres entiers u < v et on pose

(6.1) Thw= > Y abye(aw(XY)).

HeM, YEM,
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Le but de cette section est la majoration de la somme 7},,, qui sera obtenue
lorsque g > 32. On pose

(6.2) J(X) = efaw(X)).

On considere un nombre entier r tel que

(6.3) 4<4r<v
et on pose
m =+ 2r,
(6.4) s=2r
{=p—2r.

Proposition 6.1 On a

(6.5) T < @7 4 gt N Ty(R)
RECTT
R0
ot
(6.6) Ty(R)= Y > byirby f(H(Y + R))f(HY).
HeM, YeM,

Preuve. L’inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée a (6.1) nous donne

Tu|* < ¢ Z [sul?, (1)

HeM,

ou

Sy = Z bx f(HX). (1)

XeM,

Fixons H € M,,. Pour R € Cr- et X € M,,, on a d’apres (6.3), degR < v =
deg X. L’application X +— X + R est une permutation de M, et donc

su= Y bxirf(H(X +R)).

XeM,
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On a donc

Card(Cpr)sy = Z Z bxirf(H(X + R)),

ReCrr XEM,,
d’ott
¢su=Y_ > byxirf(H(X+R)).
XeM, RGCTr

L’inégalité de Cauchy-Schwarz nous donne alors

lsul> <q” Y D> D bxyr f(HX + Ri))bxyn, f(H(X + Ry)).

XeM, R1€Cpr Ro€Cpr

En posant R = Ry — Ry et Y = X + Ry on obtient

Plsal?<q Y S0 ST bysnf(HY + R)y J(HY),

YeM, Ry ECT’V' RECT’V'

soit

¢ |sul’> <q” Z Z by+rby f(H(Y + R))f(HY).

YeM, ReCpr

En reportant cette majoration dans (f) et en inversant 'ordre des somma-
tions, on obtient

¢ Tyl < ¢t Z Z Z by rby f(H(Y + R))f(HY).

ReCrr HEM, YEM,

Proposition 6.2 On a

(6.7) T, % < 2(2¢* )2 o Bletr)— T»(R, S))
K,
ReCpr SECrs
R#0 S50
avec

(6.8) (R, S)= > Y ®m(X.Y,RS),

XEM, YEM,,
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ou
(I)Z,m<X7}/7 R7 S) - ff,m((X + TKS)O/ + R))f[,m(XY>

(6.9) X fom((X +TES)Y) frm(X (Y + R)),
fom €tant définie par (3.2).

Preuve. Si I'on pose

il résulte de (6.5) que l'on a

(610) ‘ u|4 < 2( 4(ptv)—2r +q 2(p+v—r) ’T*’ )

L’inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée a la somme T* donne

(6.11) T*P<(¢ =1 Y IhLB)P

ReCpr
R#0

Soit R € Cpr non nul. Si I'on pose, pour tout H € M, et Y € M,

HY = ZmTZ HR = ZUZTZ avec u; et v; dans IF pour tout ¢ € N,

=0

on a

FH(Y + R)f(HY) = e(af - w(u; +v;) + Y wlu;) —



3
L
3
L

=e(a()_wlui+u) — ) wu)) = fin(HY + R))fn(HY),

7

I
o
Il
o

]

fm étant défini par (3.2). Avec (6.6) on obtient

Ti(R)= Y D byerby fu(HY +R))fu(HY),

HEM, YeM,,
d’ou
(6.12) T\(R) = Z by +rby U(Y)
YeMm,
(6.13) V) = S FulH(Y 1 Rl
HeM,,

L’inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée a la somme (6.12) donne

(6.14) IT(R)IF<¢ Y U

YeM,
Pour tout S € Czs, on a deg(T*S) < ({+s)—1 < u—1,dou (H+T*S) e M,
pour tout H € M,,. L’application H — H + T S étant une permutation de
M,,, on obtient comme pour la proposition précédente,

CUY) = S S ful(H + TS)(Y + R)Ju((H + T'S)Y).

HeM, SeCrs

L’inégalité de Cauchy-Schwarz nous donne alors

GNP <" Y > > fal(H+TS)Y + R) ful(H+TS)Y)

I{El\/[H S1€Crs S2€Crs

X fr(H +TS5)(Y + R)) fin((H 4+ T"S5)Y).
Les changements de variable S = S; — Sy et K = H + TS, montrent que
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ClUXIP<g Y > Y OKY,RS),

KGMH S1€Crs SECts

ou

O(K,Y,R,S) = fr((K+T S)(Y4R)) firn(KY) fn (K + T S)Y) frn(K(Y + R)),

d’ou

UW)P<q™ > Y ®K)Y,RS).

KeM,, SeCrs

Comme ®(K,Y, R,0) =1, (6.14) nous donne

T (R)P < gWH) =gt 3= %" Y O(K,Y,R,S).

YEM, KEMy g o

S0

Avec (6.11), il vient

|T*|2 <gq 2(ptv+r)— s+qu+u+r s Z Z Z Z K,Y,R, S)

ReCpr YEMyKEMy g o

R#0 S#£0

Montrons que ® vérifie (6.9) ce qui, avec (6.4) et (6.10) nous permettra de
conclure. La proposition 3.1 nous donne

Fu(K +TS)(Y + R)) = fem((K +TS)(Y + R)) fo (K + T*S)(Y + R))

= fim((K +TS)(Y + R))fo(K(Y + R)). De méme f,,((K + T*S)Y) =
Jem(K +T'S)Y) fo(KY) et par suite ®(K,Y, R, S) =
fﬁ,m((K + TES)(Y + R))fﬁ,m(KY)fﬁ,m(K(Y + R))ff,m((K + TKS)Y)'

Si k est un nombre entier tel que r < k < £, on pose

(615) g = ff—k,m—k-
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Proposition 6.3 Pour R € Cpr et S € Cps non nuls, on a

(6.16) Ty(R,S) = T5(R, S) + Tu(R, S),
(6.17)  Ty(R,5) = 9(G = G)g(Hy + G)g(H1)g(—GCh)

(GthHl)E(CT'mfk)

2> E(_GﬁR+(G1+HI)Sy)

XeM,YeM, Tm—€
et
(6.18)
Ti(R,S)= > > (G =Gg(H, — H)§(H1)g(—Gh)

(GvH)E(CT’n’L—k )2 (GlJirl)e(chfk)2
G#—H

G+H XY + HXR+ (G, + H,)T*'SY
X Z Z Tm

)-

XeM, YeM,

Preuve. Soient (X,Y,R,S) € M, x M, X Cpr x Cps et (U, V) € C%m_k tels
que 7m(XY) = U et rpm(X(Y + R)) =V, les fonctions ry,, étant celles
définies par (3.1). Alors il existe (B, W) € A x Cp tel que

XY =BT+ UTF + W.

Si U = rpn(XY + T!SY) et U" = 1y, (T*U + T*SY), alors il existe
(B', W'y € A xCpr et (B",W") € A x Cpx tels que

XY +T'SY = BT + U'TF + W' et T"U + T'SY = B"T™ + U"T* + W,

dot (B — B+ B")T™ — (U — U"T* = W' — W" — W, ce qui entraine
B-B +B"=U-U"=W -W'—-W = 0. On a donc rj, (XY +
T!SY) = rpn(T*U + T'SY). La proposition 3.1 nous donne fy,,(XY +
TSY) = fom(T*U + T*SY) = fo_pmi(U +TFSY)) = g(U + T*+SY).
De la méme fagon, fr,,(X(Y + R) +T'S(Y + R)) = g(V + T**S(Y +
B), fom(XY) = g(U) ot fum(X(Y + R)) = g(V). Dlaprds (6.8) et (6.9),

on a
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=3 ¥y ¥ > g g(V+T*S(Y+R))

XGMM YEMV UGCT'HLfk Vechfk

Tem(XY)=U  rpm(X(Y+R))=V

xg(V)g(U +T**+SY).

La proposition 3.2 nous donne alors

RO DD DI DI DI (C- i ic)

XeM,YeM, Uech k GECTm k

)OI DR C(CUE )

VECTm k HECTm k
xg(U)g(V + T S(Y + R))g(V)g(U + T*+SY).

Si U € Cpm—r et Uy € Cpm—+ sont tels que U + T*SY = U; (mod T™F),
alors

gU+TSY) = foogm (U +TESY) = fokmi(Ur) = g(Un).

De méme, si V € Crm-r et Vi € Crm-r sont tels que V + T *S(Y + R) =
Vi (mod T™%), alors g(V + T**S(Y + R)) = g(V}). En faisant appel au
corollaire 2.2 on obtient

SRS = Y Y Y%

XEMH YeM, UGCTm k VECTm k

> OY Y e Y B

Ulech k Vlech k GECT'm k HGCTm—k
(U+TkSY — U)Gy (V+T*S(Y + R) — V) H,
Z E( Tm—k ) Z E< Tm—k: )
GIECTm—k Hlech,k
xg(U)g(V1)g(V)g(Uh).

En utilisant les transformées de Fourier de g = fi_j m—, on obtient

= > X S 4G -GyHy)

XGMH YeM, (G H ( TMm— k)2 (Gl Hl) (CTrnfk)2
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_ _ H,SR (G+H)XY +HXR+ (Gy+ H|)T‘'SY
<G~ Bal-GoE (g + TR,

On inverse maintenant I'ordre de sommation et on divise la somme en deux
parties Th(R, S) = T5(R, S)+T14(R, S) ou T3(R, S) contient les couples (G, H)
tels que G+ H = 0 et ou Ty(R,S) contient les couples (G, H) tels que
G+ H#0.

]
Proposition 6.4 Pour R € Cp+ et S € Cps non nuls, on a
(6.19) ITy(R, S)| < max(1,q"~™)gt3m="),

Preuve. D’apres (6.18),

Tu(R, S)| < > > 9(G—=G1)g(Hi—H)g(Hy)§(—Gh)|

(G7H)€(CTm—k)2 (GlyHl)e(CTm—k)

G#A—H
x|a(G, H, Gy, Hy)| (1)
ou
G+H XY + HXR+ (G, + H\)T*SY
CL(G,H,Gl,Hl Z Z Tm ( : 1) )
YeM, XeM,,
On a

(G, H. Gy, )| < Z | Z E((G+H)XY+HXR)|

Tm
YeM, XeM,

Z | Z G—I—HXZ—I—HXR)|

YeCrv XeMy

(G+ H)X(NMT™ +Y,)+ HXR
- Y Yy s - )
Y1€Crv—m Y2€Crm XeM,

ou l'on convient que Cyv-m = {0} lorsque v < m. Donc,
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XYo+HXR
Tm

la(G, H, Gy, Hy)| < max(1,¢"™) Z ’ Z E((G+H)

YoeCrm XeM,

)l

et la proposition 2.4 nous donne alors

la(G, H,Gy, Hy)| < max(1,¢""™) max(¢"{((G + H,T™)),q™).
Comme (G, H) € Crm-r X Cpm-r, on a deg((G + H,T™)) < m — k, d’'ou
la(G, H, Gy, Hy)| < max(1,¢"~™) max(¢"T™ %, ¢™).
Comme k < ¢, on a avec (6.4), p — k > 2r > 2, d’ott g"T™ % > ¢m*3 et

|a(G, H, Gy, Hy)| < max(1,¢"")g" ™" = 5. (%)
Avec (1) et (1) il vient

T(RS)I<B Y >, 1a(G=G)g(Hi—H)j(H1)g(~Gy)l
(GH)E(Cpm—1)> (G1,H1)E(Crm—1 )2
G#—H

< Y > 19(G = Gi(—Gy)l > 1§((Hy — H)g(H)|

(GH)E(Crm—k)? \G1€Crm—k Hi€Cprm—k

L’inégalité de Cauchy-Schwarz nous donne pour G € Cpm—+,

Yo 3G =G0a=G)l < ( Y aG@+D)AC Y 19mPF)Y

Glechfk FECTm—k FGCTm—k

d’ou, avec la proposition 3.3,

319G - Ga(-Gy)| < 1.

G1 ECTm—k

La deuxieme somme se majore de méme et il s’en suit la majoration

’T4(R7 S)’ < BQZ(mikx

On conclut avec ().
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Proposition 6.5 Pour R € Crr et S € Crs non nuls, on a
(6.20) ITy(R, )| < g+ +-k=2C(a.a)2r+deg B) or(S)

Y

vp(S) désignant la valuation T-adique de S.
Preuve. On a

T5(R, 5)| < > 19(G = G1)g(Hy + G)g(H1)g(=Gh)

(G,G1,H1)E(Crm—1)?

GXR
X| Z

XeM, YeM,

Gl + H,)SY
Tm— l

—m -
D’apres le corollaire 2.3,

T3(R, )| < ¢"™ Z Z 19(G — G1)
GECrm—t (G1,H1)€(Cpm—1)?

voo({GRN>1  veo({LELES )50

x|g(Hy + G)g(H1)§(=Gh)l.

SiGECTm7k7a].OI‘S’UOO(Tm)>k—r+2>0 Comme m —k >m— {0 =4r >
i —r,on aen posant H = Gy + Hy,

|T3<R7 S)‘ < qlquV Z Z CL(G, H)a (T)

Ge€Cror—deg R HeCrm—k
deg(GR)<m—p  voo({ Tﬁﬁg H>v

ou

a(G . H)= Y |3(G—H+ Hy)g(H, + G)g(H, — H)j(Hy)|.

HieCrm

L’inégalité de Cauchy-Schwarz nous donne

1/2

oG H)< | Y [§(G—H+ Hy)g(H — H)? > 19(G+ Hy)

Hi€Crm—k Hi€Crm—k
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soit

a(G H) <b(G)= > |9(G+ H)j(H)

Hi€Cprm—k

On porte cette majoration dans (). Avec (6.4), il vient

Ty(R.S)| <n(S)e™ Y bG),

GECT2r7dcg R

ot n(S) = Card({H € Crm—r | voc({72}) > v}). D’apres (6.3) et (6.4), on

am —{ < v et donc
n(S) = Card({H € Cpm—»; T™ Y| HS}).
Avec (6.4) on a vp(S) < degS < s <m—{, dou
n(S) = Card({H € Crn-i; T H}) = ¢ F0r(3),
ce qui nous donne
ITy(R, S)| < g+ +k+orS Ty (R), (1)

ou T5(R) = > b(G) et, avec (6.15),

GGCT2r7ngR
Ti(R) = ). > A fekm k(G4 H) fogmi(H)|*.
GGCTQT—degR HEch—k
Ona2r—degR+/{—k=m—k—deg R <m — k. La proposition 3.5 nous
donne alors

To(R) < g-200m-t-2rtdes ) _ ~20(ridog )
)

ou l'on a posé C' = C(q,a) et on conclut avec ().

Proposition 6.6 Si i > 32, alors

(6.21) IT,,| < a(q)p/*qitv3C@en/6s,
ot
12 (¢g—1)?

2'q ¢ -1
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Preuve. On choisit

(6.23) r= [E] et k=10—[yr],
(6.24) v =3C(q,a).

La condition (6.3) est réalisée et on a, d’apres (6.7) et (6.16),

’Tu,u’4 S 4q4(u+u)72r + 2q3(u+u)(63 + 64),

ol
1 1
63 - qT—i-s Z Tg(R, S> et 64 = F Z T4(R7 S)
(R,S)ECTr XCrps (R,S)ECTr XCrps
RS#0 RS#0

Avec (6.19), puis (6.4) et (6.23), on voit que

&, < ¢ R g max(g, ¢ < ¢ max (g, ).

D’apres (3.11), (6.23) et (6.24), on a 2yr 4+ 12r < 14r < p < v, d'ou 12r +
3yr —v < —vr. On a aussi 10r + 3yr — p < —~yr, d’ou

(6.25) S, < gt
Si I'on pose C' = C(g, «), la proposition précédente nous donne
63 < qu+V+f—k—4CrAB’

avec

—r — e — i q_1 —2Cr
A=yq Z 204 gR:q—TZ(q—l)q(l 20)i < q172c_1q 2C

ReCpr
R£0
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—s v —s i s—i s—i— Sq_l 27"(]—1
B=q" > ¢"9=q¢°) ¢ —¢ "= -1 _2ra-1)
i=0 q q
SEeCrs
S£0

La remarque (3.11) montre que A < qlq/gilq_w”, d’ou l'on déduit la
majoration

2
(6.26) S. < M pirtv+(y—6C)r
P alg 1)

Avec (6.25), (6.26) et (6.24) on obtient

B dr(g—1)% _ _
v 4 < 4(ptv) 4 2r 3Cr 2 3Cr
Tuwl” <7777 (4q gt )
3Cr—2r o 1)2 D)
< poturr)=3cr g4 4 (¢ 2y
= W q(q'/? = 1) 2

En remplacant r par sa valeur fixée par (6.23) dans le premier facteur, en
le minorant par 2 dans le deuxieme facteur et en utilisant encore une fois la
remarque (3.11) on obtient la majoration

B auin) - 2 (g—1)
T, < 16q4(u+ ) 30#/16(5 +4q1/3 — +q)

qui nous permet de conclure.

7 Démonstration du théoreme 2

Proposition 7.1 Pour tout nombre entier N > 128, on a

N3
(7.1) Z AX)e(aw(X))| < %q(l—i’)C(q,a)/%G)N
XeMy

Preuve. Soit g un nombre entier, u € [1, N], v = N —pu, a et b des applications
de A dans l’ensemble des nombres complexes de module au plus 1. Pour
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démontrer la proposition 7.3, nous allons estimer les sommes de type I et II
et appliquer la proposition 4.3.
(I) Si u < N/4 on a u < v/2 et la proposition 5.3 nous donne

DoY) elaw(HX))| < pgtmCaeDut) < p,

HeM, XeMy_,
avec bl — %q(l—C(q,a)/3)N'

(IT) Si N/4 < p < 3N/4, alors
-si u < N — pu, la condition sur N nous permet d’appliquer la proposition
6.6 et on obtient

Y anbre(aw(HY))] < alg)ut/ gt SCwms <

HeM, YeMy_,

avec by = a(q)(%)1/4qN(1—3C(q,a)/256)'
-si p > N — p, on applique encore la proposition 6.6. mais en inversant les
roles joués par u et v.
La proposition 4.3 ot 'on prend g(X) = e(aw(X)) et
(7.2) B — a(q>NqN(1730(q,a)/256)

donne alors

3
Z A(X)e(aw(X))| < quv(l—?)(?(q,a)/%ﬁ).

4
OJ
Théoreme 7.2 Pour N > 128 on a
(7:3) S elow(P)) < Alg) N2 03,
Peln
avec
3a
(74) A(q) = @
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Preuve. On a

IN DY elaw(P)— Y AX)e(fow(X))| =] > degPe(aw(PN*Er)|

Pely XeMy Pel

deg P|N
deg P#N

Z kI, < g™/?

k|N,k<N

d’apres [17, Corollary 3.21]. Il résulte de la proposition 7.1 et de la remarque
(3.11) que
3 g2
Z e(aw(P)) < Za(q>N2qN(1f3C(q,o¢)/256) 4 N
Pely

_ (§a( )+ q—127N/256)N2 N(1-3C(q,c)/256) < <§ ( )_'_ 1>N2 N(1-3C(g,a)/256)
< (J0(0) + —5—)N% < (alq q -

O

Corollaire 7.3 (1) Si q > 2, pour tout nombre entier strictement positif m
et pour tout nombre entier rationnel a, on a

II
|Card({P € Iy;w(P) = a (mod m)}) — HN| < A(q)N2gN(-3/256m*glogq)

Si q = 2, pour tout nombre entier strictement positif impair m et pour tout
nombre entier rationnel a on a

II 2
|Card({P € Iy;w(P) = a (mod m)}) — —X| < N2gN(1-3/512m*log2)
m

Preuve. Notons m(m, a, N') le nombre de polynomes irréductibles unitaires P
de degré N tels que w(P) = a(mod m). Alors,

r(m,a,N) = 3 z Mw(l) —a)y

Pely

SIH

d’ou, pour N > 128,

m—1 m—1

mr(m, a, N) e —ka Z (k HN+Z —ka Ze(kw(P).

k=0 Pely Pely

\_/




kw(P _ m
Z 6( ( )) SA(q)NQQN(l 3C(q,k/ )/256)‘

m
PEIN
Siq > 2, pour tout k € {1,...,m—1}, on a C(q,k/m) = 4||k/m|]*/qlog q >
4/m?*qlog q, d’on
|mm(m,a, N) — x| < (m — 1)A(q)N2qN(1—3/256/m2qIqu)'

Si ¢ = 2 et si m est impair, la méme méthode conduit a

imm(m, a, N) — Tly| < (m — 1) A(2) N22N(-3/512m? log2),

8 Démonstration du théoreme 1

Rappelons que

Il SN Ul Vil
(8.1) wq) = . (q) = .

Pour tout polynéme A = ag + a;T + -+ + ayT™ de degré N appartenant &
A, posons z;(A) = a; pour j € {0,...N}.

SiP=ay+aT+ - +an_ TN 14+ TV est un polyndome irréductible de
A, on a w(P) = w'(P)+ 2, ou 'on a posé pour tout polynome X € A de
degré N

=2

(52) W(X) = 3 wla; (X))

1

<.
Il

Dans ce qui suit nous démontrons la propositon suivante dont le théoreme 1
est une conséquence.

Proposition 8.1 Soit n un nombre réel tel que 0 < n < . On a uni-

12°
formément pour t € [-N", N
/2 3/243

83 alt) =exp(-3)(1+ 0=

ot l’on a posé pour tout nombre réel t,

) +O(¢*2N~ /2N,
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(8.4) _ Z — (@) (N — 1))%

N o 27r0 (¢)vN — 1
les constantes impliquées par le symbole O étant absolues.

Nous interprétons ¢y comme la fonction caractéristique de la variable
aléatoire

w'(P) — p(g)(N —1)

o(q)vN —1
définie sur 'espace Iy muni de la mesure uniforme. Nous définissons pour
tout nombre réel ¢,

Yi: P —

85) ol = Y (DR )

HeM

et nous interprétons yn comme a fonction caractéristique de la variable
aléatoire

w'(H) —p(g)(N —1)
o(g)vVN —1

définie sur 'espace M y. Notre stratégie est la suivante. Nous commencons
par démontrer au lemme 8.2 que (g est bien approchée par la fonction
caractéristique de la loi centrée réduite puis nous appliquons une variante de
la méthode des moments pour montrer que pour ¢t € [—N", N"| ¢1(t) est bien
approché par pp(t). La méthode des moments classique consiste & montrer
la convergence en loi de Y7 vers la loi normale centrée réduite en montrant
que pour tout d € N fixé on a

YM H —

(8.6) E(Yy) = E(Yyp) + o(1)

(voir par exemple [2, Theorem 30.2]). Cette approche utilisée par Bassily
et Katai dans [3] ne s’appliquant pas directement & notre situation, nous
utiliserons la variante développée par Drmota, Mauduit et Rivat dans [10]
(voir aussi [20]). Celle-ci consiste a établir au lemme 8.4 une version uniforme
de (8.6) qui permet grace a la formule de Taylor, d’obtenir au corollaire 8.6
la majoration recherchée. Dans ce qui suit, les constantes contenues dans les
symboles O sont absolues et on suppose que N > 128.

1. Ce lemme est formulé dans le plan complexe afin de nous permettre de majorer la
quatité T'p définie par (8.17) dans la démonstration du lemme 8.5.
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Lemme 8.2 On a uniformément pour tout nombre compleze t tel que |t| <
N1/2

(87) pmlt) = exp(—5)(1+O¢ N~

Preuve : On a

w(q)ity/ N — 1 t
el ). (0

pm(t) = exp(—
ou pour tout nombre complexe z,
@(Z) _ q—N Z eizu/(H)
HeMy

_N Z eiz(w(al)Jr"'er(aN—l)) _ (1 + (q - 1)@@2)]\[71.
q

Un développement de Taylor a l'ordre 3 au voisinage de 0 nous donne

log(+ L) — iz - 20 4 0ep),

d’out 'on déduit

O(2) = exp((V ~ D(pla)iz - ZDZ)) (1 + O(V=f))

On porte ce résultat dans (1) en remplacant z par Nt

O

Pour approcher ¢5(t) par ¢nm(t) nous aurons besoin du lemme crucial
suivant.

Lemme 8.3 Soit r un nombre entier tel que 1 < r < N. Si j1,Jo, ..., Jr Sont
des nombres entiers vérifiant 0 < j; < jo < -+- < j. < N et si (ay,...,a,) €
F", on a

(8.8) | T El < 4W7

ot ©(N,j,d) = Card({P € Iy, 2,,(P) = a1, ..., z; (P) = a,}).

43



Preuve : Ce lemme résulte de [26, Theorem 1], ott Pollack démontre que >

|7(N, j,@) — Tng "] < gV N1/ )
et dont on déduit

|7T(N7j76) | < 2q1/4ﬂq—N/(r+3).
Iy - Iy
De 1’égalité bien connue ¢ = > dIly (voir par exemple [17, Corollary 3.21]),
d|N

on déduit la minoration NIy > ¢V — q%qu/ 2

qui nous donne
ql /4 N

(N, f, Q)
qN/(T‘+3) :

__7"<4
| e ¢ <

Posons, pour tout nombre entier strictement positif d,

(8.9) P41(N) = my (w'(P) = u(g)(N = 1))
et
(8.10) Sana(N) =gV D (w'(H) = p(g)(N = 1)

Nous approchons ®,41(N) par ®4nm(N).

Lemme 8.4 On a pour 1 <d< N

(8.11) Byr(N — Byni(N)] < 4gVAN(g(N — 1))dg=N/@+3),

Preuve : On a

N-1

Cam(N)=q " ) (, (w(a; (H)) — 1(a)))*,

2. Ce résultat n’est intéressant que lorsque 7(r+1) < N. Mentionnons que Ha a étendu
dans [14] ce résultat au cas r < dN pour § < dy(q) en adaptant la méthode développée
par Bourgain dans [4] et [5].
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d’ou

(M) =0 D D)

HEMy r=1 0<ji<-<jr<N

S ) — pa)* - ol () — )™

d1++d7‘:d

d’ou, apres inversion de 'ordre des sommations

d
(8.12) oum(N) =" > > ﬁw(]‘,i),

r=1 0<j1 < <jr<N

—

ou pour j = (J1,...,jr),

(813) Um(j,d) =g ™ Y (wlay, (H)) = pla)™ ... (wla;, (H)) = u(q))".

HeMy

De la méme fagon on obtient que

(8.14) Dygr(N) = Z Z Z ﬁ‘h@@,

r=1 0<j1 < <jr<N

di,...,dr>0
8.15) i) = = 3 (wlan(P) — ula)™ .. w (P) = (o)™

Pour0<j; <---<j. < Netpour0<d,...,0<d,,ona

Un( ) =q7 Y (wlag) = p(@)" . (wla,) - pla)™



et

xCard({P € Iy,z;,(P) = ajy,...,2;(P) = a; }).

Le lemme précédent nous donne

R S o= 4qu+1/4
|Ui(j,d) — Um(y,d)| < PG

d’ou

d T
[Pax(N) = Qam(N)| <ANgAY " Y- > d! q

! | N/(r+3)
r=1 1<j1<"'<jr<N dld?“q

d1++dr:d

< 4q1/4N(q(N _ 1))dq—N/(d+3)'
O
Lemme 8.5 Soitn un nombre réel tel que 0 < n < 1/12. On a uniformément
pourt € [-N" N"| :
(8.16) lor(t) — om(t)]| = O(q3/2N—(1/12—n)N1/6)'

Preuve. Soit D = D(N) = 2[N'/¢]. 1l résulte de la formule de Taylor que
pour tout nombre réel y on a

D-1 .
(i) _ Wl” _y°
— <2
(i) = > “FH < e = 5
Par suite, pour tout nombre réel x on a
D—1
1 : 1 (2imz(w'(P) — p(q)(N — 1))
= 2 el (P) =) (N—1) - .
Pely Pely d=0



1 (2mz(w'(P) — u(q)(N — 1))
- My Z D! ‘

Pely
On prend z = t/27w0(q)v/N — 1 et on inverse les sommations. Avec (8.4) et
(8.9) on obtient

D-1

td<I>d71(N) |t|D<I>D7I(N)
1) = D VN =T = (ol VN - T)PDr

De la méme facon on obtient

D-1

B 1Dy n(N) [t1°®pm(N)
Pm ; (0(@VN -1 1)dd!| = o(gVN —1)PD!’

d'on
3 = [ @ax(N) = Bapa(N)] t|”®p1(N) [t|”®pm(NV)
fox(t)—ena(t) < 3 (0(@VN =1 (o(q)VN =1)PD! " (o(q)V'N = 1)PD!
i 1] r@dx (N) = Bana(N)] |17 2o (V)
— )V N —1)dd! (o(q)v/N —1)PD!
Posons
 Dpm(N)
(8.17) T(D) =

Le lemme précédent nous donne alors

(|t|gN*/2)d
for(t) — enalt)] < 21T (D >+4q1/4NZ )

d’ou,

(8.18)  |er(t) — pm(t)| < 2N"PT(D) + dg/ANT P NP5, 4 G,)

ou
D/2 1/2\d D 1/2\d
NV NY
61:§j—<q S 5, = Y (N )"
o(q)*d! o(q)*d!
d=1 d=1+[D/2]
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On a donc

D/2
qN1/2 J qu/Z D)2
o= 200 =)
et
1 D gN1/2 b <qN1/2>D
= T+ D7) d:l%m( 7@ =e@P+ DD/

La formule de Stirling nous donne

2 (QNl/Z)Dexp<D/2) 4 2€q2N D/2
2= \/;U(Q)D(l T [D/2)(D/2) I = D (a(q)20>

et puisque D = 2[N'/%], on obtient

4 D/2
(8.19) G +6,=0 (D—3/2 (@) ) .

Pour majorer I'(D)) rappelons que d’apres (8.5) et (8.10), pour tout nombre
complexe u,

(—zu) . > Uk(I)k,I(N>
M T 2= (o(gV/N - Dkl

La formule de Cauchy nous donne

1 om(—iu)
I'(D) = — ™M
( ) 27TZ /u:\/5 tD+1 u

et le Lemme 8.2 nous donne alors

exp(D/2)

r(o) < 22

(1+ 0 ((gD)**N/%))

p(D/2)

D/2
SPDIZ) (1, prov-irty) = O =575

= " pD/2

Observons maintenant que, puisque D = 2[ N'/%], on a pour N assez grand
g/ AN/ (D+3)+2D < 91/4=N/(D+3)+2D ot donc
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_ 2eq* N bz
g Ng NPT <—D > = o(1),

d’ou avec (8.18) et (8.19)

exp(D/2)
[pr(t) = em(t)] = O(¢* 2N —255=2).
Pour tout nombre réel K > 0, la fonction p qui a tout nombre réel x > 0

associe p(z) = (£)* est décroissante sur l'intervalle [£, +oo[. Comme pour

tout N > 1,ona D/2 > NY6 > NTQW, il en résulte (en prenant K = N;e dans
la remarque précédente) que

NnDeXp(D/Q) _ N?le )D/2 < ( N?le )Nl/6 _ (Nanl/GE)Nl/G

porr ~Gpp) " = Gy >

)
d’ou

NP eXp(ll))/gQ) _ O(N(”_1/12)N1/6).
D

La proposition 8.1 découle alors des lemmes 8.2 et 8.5.

Nous pouvons maintenant démontrer le Théoreme 1. Il nous faut distin-
guer le cas ¢ = 2 du cas ¢ # 2. Nous commencerons par ce dernier cas qui
est plus simple. Posons pour tout nombre entier k£ > 2

(8.20) b(N, k) = Card({P € Iy, w(P) = k}).

On a avec (8.2)

1/2
b(N, k) = Z / e(a(w'(P) —k+2))da = / g(a)da

Pely /—1/2 —-1/2

ou

(8.21) g(@) =Y e(a(w'(P) - k+2)).

Pely

On pose v = (N — 1)""1/2/270(q) et on écrit
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(8.22) b(N, k) = B(N, k) + B'(N, k),

(8.23) B(N, k) :/||< g(a)da
et
(8.24) B (N, k) = /<| Klﬂg(a)da.

Le théoreme 7.2 joint aux relations (3.10) et (2.10) nous donne

g(@)l =1 ) ela(w(P) = k)| =] Y elaw(P))| <

Pely Peln

Alg)N2gNO=B@ o)

ou B(q) = W?’qu. Si 'on pose
B(q) 3q
8.25 B = =
( ) 1(q) Am20(q)?  256m2(q —1)logq’
il vient avec (8.24), |8'(N, k)| < A(q>N2qufB1(q)N(N71)2n—1 <

A(q)N2gN g~ Br@N=1D" "ot

(8.26). B'(N, k) = O(A(q)ILy N3q Br@aN~"),
Pour traiter S(N, k) observons que

gla) = ela(w'(P) = plg)(N = 1)e(a(p(N = 1) =k +2)),

Pely

d’ou, avec (8.4),

g(a) = lyer(2mo(q)av N — De(a(u(q)(N — 1) — k +2))
et le changement de variable t = 27r0(q)a\/ﬁ nous donne
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v @V = 1)~k +2)

Iy /
N, k) = t dt.
BN, ) 210 (q)VN — 1 J_(n—1)n er(el 2mo(q)vN — 1 )
Avec (8.3) il vient
(8.27)
2no(q)vV' N — 18(N, k) 2 3 L (1/12—m\N1/6
= J(N 2 _J(N /2 pn—=(1/12=n)N
L BN+ O h(N) +0lg )
ou
e t? tp(g)(N = 1) — k+2)
Ji(N :/ exp(——)exp(e dt
)= [ el en( RS Ut
et
(N—1)7 2 o0
Jo(N) = / exp(——)|t]*dt < 4/ uexp(—u)du = 4.
—(N=1) 2 0
On a

A0~ [ e em M UE DD <2 [ (-G

d’ou

Lop(g)(N—1) —k+2
_5(

U1(N)—\/%exp( o(q)VN — 1

et avec (8.27) on a

Uy
2o (q)VN — 1

Lwlg)(N-1)—k+2, ¢
exp(—5 (VN =1 )7) + Oy 7))

PN, k) =

Avec (8.22), (8.26), (7.4) et (6.22) on a

o 1@V — 1) — k42 :
bN, k) = 21o(q)vN — 1 e 2( o(¢)vN —1 N

o1



ce qui démontre la premiere partie du théoreme 1.

Lorsque ¢ = 2, on observe que tout polynome irréductible est de poids
impair. On suppose donc que k est impair et on écrit

b(N7 k) = ﬁ,(N, k) + 50(N> k) +ﬁ+(N’ k) +BI_(N> k) +ﬁ;—(N’ k)

avec
Bo(N, k) = dov,
oV, k) /mgvg(o‘)“
—1/2+v 1/2
k= [ e, 5N = [ gl
et

—v 1/2—v
B (N.k) = / g(@)da, B, (N, k) = / g(a)da

1/24v

Le théoreme 7.2 nous donne ici |g(a)| < A(2)N22N(1_3”a”%/2/256log(Q)), d’on

]5/_ (N, k‘)H’W;(N» k:)| < A(2)N22N(1—3||o¢||%/2/256log(?)) _ O(HNNSq—3N2n/25610g(2))'

Observons que comme pour tout P € Iy, w(P) — k est pair, il résulte de
(8.21) que pour tout nombre réel o, on a g(a — 1/2) = g(a) = g(a + 1/2).
Donc,

B_(N,k) = ' a—1/2)da = ' o)da
( ) ) /09( /) /09()
et de méme

0

B0 = |

—v

gla+1/2)da = /ng(a)doz.

Donc (N, k) + Bo(N, k) + 5. (N, k) = 26o(N, k) et on termine la preuve
comme dans le cas q # 2.

O
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