N

N

Théorie des groupes de symétrie pour la modélisation en
mécanique des fluides

Aziz Hamdouni, Dina Razafindralandy

» To cite this version:

Aziz Hamdouni, Dina Razafindralandy. Théorie des groupes de symétrie pour la modélisation en mé-
canique des fluides. Colloque de Mecanique Theorique et Applications, en I’honeur d’Alain Cimetiere,
2014, La Rochelle, France. hal-02086606

HAL Id: hal-02086606
https://hal.science/hal-02086606
Submitted on 8 Apr 2019

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://hal.science/hal-02086606
https://hal.archives-ouvertes.fr

THEORIE DES GROUPES DE SYMETRIE POUR

LA MODELISATION EN MECANIQUE DES FLUIDES

Aziz Hamdouni - ahamdoun@univ-lr.fr

aSIE

Université La Rochelle

Dina Razaﬁndralandy — drazafin@univ-Ir.fr

Laboratoire des Sciences de I'Ingénieur pour |'Environnement — UMR-CNRS 7356

Une symétrie d’une figure géométrique est une transfor-
mation qui la laisse invariante.
Exemples :

Translatlon
(Motif égyptien)

Rotation
(Cristal de neige)

Symeétrie miroir
(Chrysiridia rhipheus)

Symeétrie d’échelle
(Pyramide fractal)

Symeétrie d’échelle
(Romanesco broccoli)

Symétrie spirale
(Aloe vera)

Unification des écoulements de couche mince

cisaillés

» Symétries d’échelle : (x,y,u,v,0)

— (e, &My, "My, e My, £ HR),

Une symétrie d’une équation différentielle est une
transformation de l'espace des jets qui laisse I'ensemble des
solutions invariant.

Exemple :

ou ou 0“u
» bquation de Burgers : Fu o =V,
! ° ot Ox Ox?
» Symeétries
e translations temporelles : (t,z,u) —> (t + €, 2, u),
e translations spatiales : (t,x,u) — (t,x + €, u),
e boosts galiléens : (t,z,u) — (t,x +et,u+¢),
o transformations d’échelle : (¢, x,u) — (te*, ve®, ue ),
t 0
e projections : (¢, x,u) — , (Ll —cet)u +ex|.
proj tz,u) — |y (L—ed)

Un groupe de symetrie d'une equation est un groupe forme
par des symétries de I'équation. On ne considerera que les
oroupes de Lie (en particulier, dépendant continfiment d'un parameétre

£).

Vn, m

» Solutions auto-similaires (c-a-d invariantes par les symétries d’échelle) :

u(z,y) =z fuls),  olzy)=a7fls),  Ozy) =

et a=n/m

» Selon le choix de « (a partir des conditions aux limites,
couche limite (a =1/2), la solution d'un jet (a =2/3), d'un panache, ...

[Razafindralandy, Hamdouni, Chhay. Novapublishers, 2009]

331_4af9(8).

...), on obtient la solution

1
g? +u.Vu + ;Vp — div(2vS)
gf +u . VO — div(kV0) =
divu =0

» Groupes de symétrie des équations des fluctuations :
1 groupe de dimension 6 + 9 groupes de dimension infinie
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dépasser les frontiéres

La Rochelle

Calcul des groupes de symétries ?
Soit une équation :  E(x,u,u’,---)=0.
Un groupe de transformations a un parametre

(x,u) — (Z(x,uw, ), a(x,u,c))

est caractérisé par son genérateur infinitésimal

0 0

X — C. | o

gzal}; 'l 8uj

. 0z, o,
ou &= 5 i = 5
< e=0 < e=0
C’est un groupe de symetrie de I'équation si

X -E=0 lorsque E =0.

Cette condition permet de trouver &€ et n, et de
remonter a & et & en résolvant

ox o
W og@a), 2e-0)-=
(?;:77(@,&), (e =0) = u.

Lois de paroi et lois d’échelle

» Ecoulement anisotherme et turbulent d’un fluide incompressible

— Bgbe, = 0,

g — Vut'Vu

EW, p,0,U,0,P)=0

» Solutions auto-similaires dans le cas d'un écoulement parallele :

— Lol linéaire {Ul =

Chzo+C5, O =Chay+ C4J

(Paroi, Région centrale d'un écoulement Couette)

— Loi logarithmique BUl =Ciln(zo+b)+C5, O =0Chxs+ b]_l + C.

(Paroi)

— Lol exponentielle ‘Ul Crexp(cxy) +C5, O = Chexp (2cxs) + CZ.J

(Paroi)

— Loi algébrique

U1 = Cl (CEQ -+ b)a -+ Cg, CI= CQ (ZE‘Q -+ b)Qa_l -+ 04} (Zone centrale ou zone

proche paroi d'un canal)

Groupe de symeétrie et Modélisation de la turbulence

» Equations filtrées en Simulation des grandes échelles (LES)

((gl; +ww.Vu+ VP — div(2vS—7) — Bgbe, = 0,
0

(?9? +u.VO — div(kVO—h) =0

diva = 0

T et h a modéliser

» Groupes de symétrie des équations de Navier-Stokes :
1 groupe de dimension 7

+ 4 groupes de dimension infinie

+ indifférence matérielle en 2D

» Exemples de modeles plus simples

O Ogm | .  Ogm Adj*S
v/ Modele fortement couplé : —7¢ = |2g,, — 3 (9%1 (‘9%2 S+ a’il HSJH
—h — ]’Lt T
gm et h; fonctions de v; et vy
detS _  Adj’S d tS
v Modele linéaire : —7¢ = C’m[ ° Tk ) J —h = C, °
151 IS HSH

» Test numérique : Ecoulement d’air dans une cavité ventilée
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= Smagarinsky dynamique = Smagarinshy dynamique

!
(o
inlet velocity : Uj,, =0.455m/s II ' .
leil\ inlet height : 0.168 m E II
» La plupart des modeles LES sont incompatibles avec ces symétries | oulerheight s 040m I
[Razafindralandy, Hamdouni. Theo. Comp. Fluid Dyn., 2007] Uin/ >~ < g !1 I
» Nouveaux modeles, basés sur la préservation des symétries . L
;:? / ___f; ] : 5
el pAWS L (@ET)Y  [STeT)  STeT)S! | Lo T e
1 ) T -1y < = L5 ~ SR
3 4 5! “X
15]] 15| 5] 5] :
2
S S™ | _ *
—h = Fs+ Frie T I51cia| avec T' = V0
‘ ‘S‘ | ‘ ‘S‘ ‘ [Razafindralandy, Hamdouni, Oberlack. Europ. J. Mech. B, 2007]
. det S T||? T.ST 15T |2
F-fonctlonsde:m:—, Vg = =, U3= FT=rv, U4= "=
: [1S1]? [IS[1? 1S]P 15]1°

Conclusion. Les symétries contiennent la physique des équations (lois d’échelle, lois de conservation a travers les théoremes de Neether, . .
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— Particulierement efficace proche des parois (compatibilité avec les lois de paroi)

.). Les groupes de symétrie constituent un outil

non seulement d’analyse mais aussi de construction pour une modélisation compatible avec les propriétés physiques fondamentales du probleme.

Par ailleurs, les symétries peuvent servir de cadre de construction de schémas numeériques robustes. cunay. moarean, Hamdouni, Sagaut. J. Comp. Phys.. 2011




