N

N

Une approche énergétique de 1’électromagnétisme et de
la gravitation
Patrick Vaudon

» To cite this version:

Patrick Vaudon. Une approche énergétique de 1’électromagnétisme et de la gravitation. 2019. hal-
02085996v2

HAL Id: hal-02085996
https://hal.science/hal-02085996v2

Preprint submitted on 26 Sep 2019 (v2), last revised 31 Dec 2019 (v3)

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://hal.science/hal-02085996v2
https://hal.archives-ouvertes.fr

Une approche énergétique de
I’électromagnétisme et de la
gravitation

* SR

Patrick VAUDON

Xlim - Université de Limoges — France



Table des matiéres

L [0 €T [FTox (o] I PRSP R PR 3
I1 = LES LAGIANGIENS ..veviveeieeiietieteste sttt se etttk sb et ettt b bt e e e e e b e e bt et e bt b nnennen s 6
111 - Aspect énergétique des équations d’EINSTEIN .........cccooiiiiiiiiiieee e 14
IV - Les 6quations A8 IMAXWELL ..ottt 18
V - La linéarisation des équations A’EINSTEIN .........ccccociiiiiiiiiiiiiicsee s 22
VI - Les coordonnées harmoniques et la condition de jauge harmonique...........ccccooverieieiennenieiene 29
VII - Identification des équations de MAXWELL ...t 40
VIII - Métrigue du champ électromagnétique dans la jauge magnétostatique ..........cccccvevvevereciesennns 45
IX - Analyse des relations obtenues en jauge MagnétostatiQUe...........cceervrerrereineieneieseese e 47
DG O TS0 < 0T - | SO PSI 59
Xl - L*énergie électrostatique d’une charge ponctuelle ...........ccovviviiiiiiiiiiier e 70
XII - Mouvement d’une particule Chargee ............ccoociiiieiiiiiiiii it 75
X111 - Expression énergétique des équations de MAXWELL..........cccociiireiiiiinennensesse s 82
XIV = CONCIUSTON ...t et bbbttt sttt sttt e et e st et e b et st b et e e enes 85
BIDIIOGIAPNIE ...t 87



| - Introduction

Les progres constants dans la connaissance et la compréhension du monde qui nous
entoure ont conduit les physiciens a élaborer des modeles théoriques de plus en plus généraux,
en partie grace aux outils de plus en plus performants élaborés par les mathématiciens. Parmi
les succes majeurs de ces modélisations, figurent en bonne place et par ordre chronologique,
les équations de 1’électromagnétisme, de la gravitation, et de la mécanique quantique.

Ce traitement morcelé des différents domaines de la physique a conduit régulierement
les physiciens a s’interroger sur la possibilité de définir un schéma le plus général possible de
description de la physique.

Cet objectif a conduit a des réflexions souvent extrémement complexes sur la maniére
dont on pourrait donner une vision globale de I’ensemble des phénoménes physiques. Parmi les
plus impressionnantes, on doit citer celles d’Albert EINSTEIN, qui consacra une part
importante de sa vie a tenter de construire une théorie qui permettrait de rendre compte a la fois
des phénomenes électromagnétiques et gravitationnels. Il fut suivi, accompagné ou critiqué
dans ses travaux par des spécialistes chevronnés de I’analyse tensorielle parmi lesquels on peut
citer, Walter MAYER, Wolfgang PAULI, Marie-Antoinette TONNELAT, Hermann WEIL,
Theodor KALUZA, Oskar KLEIN.....

Dans le prolongement du succeés des équations de la gravitation, ces travaux cherchaient
a prolonger ou étendre le formalisme de la courbure de 1I’espace-temps qui avait conduit a des
équations tensorielles tellement fécondes.

Les efforts nombreux et intenses développés en ce sens n’ont pas permis a ce jour de
fournir le cadre général attendu.

Lorsqu’EINSTEIN a construit sa théorie de la gravitation, il a été soutenu, des le départ
de sa réflexion, par un principe physique fort : localement, rien ne permet de distinguer ce qui
se passe dans un référentiel accéléré de ce qui se passe dans un référentiel soumis a un champ
de gravitation uniforme. Il savait deés lors qu’en travaillant sur une théorie des référentiels
accélérés, il devrait étre possible de faire apparaitre les effets de la gravitation. Ce fut un travail
long et difficile, mais dont certains aspects mathématiques complexes pouvaient étre reliés aux
aspects physiques par le principe d’équivalence.

Les succes magnifiques de sa théorie de la gravitation 1’ont alors conduit, accompagné
en cela par plusieurs autres chercheurs, a chercher un prolongement qui permettrait d’inclure
de maniere naturelle les équations de 1’¢lectromagnétisme. Ces prolongements ont pris des
formes variées et extrémement complexes, dont le point fort est généralement constitué par la
grande rigueur mathématique des développements qui sont proposes.



Lorsqu’on s’intéresse a ces développements, on constate qu’ils ont perdu ce lien fort
avec la physique qui a conduit au succes de la relativité générale. C’est seulement apres avoir
construit mathématiquement leur théorie que les physiciens vont chercher des exemples
possibles de validations de leurs travaux.

Nous allons tenter dans ce mémoire d’explorer une autre maniére de progresser vers une
vision cohérente de la physique, du monde quantique au monde macroscopique. On n’y
trouvera pas de résultats véritablement nouveau par rapport aux connaissances actuelles des
grands domaines de la physique, sauf peut-étre en ce qui concerne 1’énergie électromagnétique
que I’on peut associer a une charge ponctuelle. Mais on y trouvera un fil conducteur, dans lequel
la conservation de I’énergie et I’invariance des lois de la physique par changement de référentiel
sont des postulats qui sont admis sans aucune réserve. On y trouvera également la mise en
¢vidence d’un formalisme commun aux équations de la gravitation et de 1’¢lectromagnétisme,
a condition de se placer dans un cadre linéarisé.

Les solutions de I’équation de DIRAC sous la forme d’ondes stationnaires montrent
qu’on peut interpréter ces solutions comme des échanges d’énergies entre 1’énergie du vide et
I’énergie de masse ou impulsionnelle des particules de I’infiniment petit. Sur la base de cette
interprétation, toutes les formes de quantifications qui sont observées dans 1’infiniment petit
relévent des conditions classiques de quantification des phénomenes stationnaires.

En se regroupant sous la forme d’atomes, puis de molécules, puis d’objets
macroscopiques, ces particules vont transmettre leur énergie de masse et leur énergie
impulsionnelle au monde qui nous est familier. Pour les particules chargées, il faut ajouter
I’énergie électromagnétique aux échanges précédents.

Dans une interprétation de cette nature, 1’origine de toute action énergétique
macroscopique trouve sa source dans 1’énergie du vide. Lorsqu’on adopte cette vision, on est
conduit a admettre que toute la physique se résume a étre capable de décrire les différentes
transformations d’énergies, depuis leur origine issue du vide, jusqu’a leur perception
macroscopique.

En d’autres termes, nous allons nous intéresser dans ce document a la maniére dont on
peut réfléchir & un socle cohérent pour I’ensemble de la physique, en prenant pour base une
évolution de 1’énergie contenue dans le vide.

Nous devons dans un premier temps préciser quels sont les postulats qui nous sont
nécessaires. Ces postulats doivent par nature étre vérifiés par 1’ensemble des lois physiques
connues de la nature.

Le postulat de base consiste a admettre que le vide contient de 1’énergie, que 1’on
caractérisera en général par une densité volumique. Si les visions quantiques et cosmologiques
divergent dans des ordres de grandeurs catastrophiques, il n’en reste pas moins que les deux
théories admettent I’une et 1’autre que le vide doit posséder de I’énergie. La treés grande majorité
des physiciens semble en accord sur ce point.

Le second postulat sera celui de la conservation de 1’énergie. On admettra que 1’énergie
est une propriété physique qui ne peut ni étre créée, ni étre détruite, mais seulement transformée.
A la connaissance de I’auteur, il n’existe pas d’expériences physiques connues mettant en cause
ce postulat.



Pour compléter la ligne directrice que nous nous fixons, nous devons étre capables de
décrire I’évolution temporelle et spatiale de cette énergie : nous admettrons que cette évolution
nous est donnée, dans le cas géneral, par le principe de moindre action. Il apparait que ce
principe s’applique a tous les domaines de la physique, et qu’il conduit aux équations de la
gravitation, aux équations de 1’¢lectromagnétisme, et aux équations de la mécanique quantique.
Il s’impose de maniere naturelle comme un élément fédérateur de 1’ensemble des lois qui
décrivent la physique et fera I’objet d’un rappel général dans le chapitre suivant.

Sur la base de ces considérations, nous allons développer quelques arguments en faveur
d’une vision énergétique de la physique.



Il - Les Lagrangiens

Le principe de moindre action en lui-méme peut étre assimilé a une coquille vide : il
nécessite pour son application la définition préalable d’un Lagrangien. Ce Lagrangien dépend
du domaine de la physique considére, et des échanges d’énergie qui sont envisagés.

Dans ce chapitre, nous décrivons brievement les principaux Lagrangiens utilisés en
mécanique, électromagnétisme, relativité, et mécanique quantique, ainsi que les propriétés qui
en découlent par application des équations de LAGRANGE.

Nous ne reprenons pas les éléments de réflexion qui ont conduit a I’élaboration de ces
Lagrangiens. Ces informations peuvent étre retrouvées dans la plupart des cours relatifs aux
méthodes variationnelles. Elles peuvent également étre consultées sur le document suivant.

On notera en particulier les échanges d’énergie qui apparaissent de manicre explicite ou
implicite au coeur des Lagrangiens. Ce sont ces échanges qui constituent 1’ossature commune a
I’ensemble de la physique que nous souhaitons mettre en évidence.

| — La mécanigue de NEWTON

Considérons un point matériel de masse m et de vitesse v suivant I’axe des X, pour
laguelle on adopte la notation :

dx .
V=—=X (11-1)
dt
Ce point matériel se déplace dans une portion de 1’espace ou il est possible de lui
associer une énergie potentielle, dont un exemple classique est 1’énergie potentielle de
gravitation.

On admet que I’énergie cinétique dépend uniquement de la vitesse et de 1’instant
considéré, tandis que 1’énergie potentielle dépend uniquement de la position et de 1’instant
considéré. Dans ces conditions, a tout instant, la différence entre énergie cinétique et énergie
potentielle peut s’écrire sous la forme d’une fonction de la position, de la vitesse et du temps :

L(x, %, t)=E,(x,t)- E,(x1) (11-2)
ou L est appelé le Lagrangien du systeme.
L’évolution énergétique du systéme instaure des échanges entre énergie cinétique et

énergie potentielle. Entre deux instants ta et ts, la somme de ces échanges est donnée par
I’intégrale suivante, qui est appelée « action » :


http://patrick.vaudon.pagesperso-orange.fr/pma.html

S5 = [(E(x 1) = E,(x, )bt = [ L(x,x t)t (11-3)

ta ta
On procede alors au raisonnement suivant :

A D’instant ta, la masse se trouve a la position A, et a I’instant tg, la masse se trouve a la
position B. Considérons 1’ensemble des trajectoires possibles entre A et B : cela revient a dire
qu’a chaque instant la position et la vitesse de la masse peuvent étre quelconques. D’un point
de vue mathématique, cette propriété peut étre transposee en considérant que les variables
position et vitesses sont des variables indépendantes. Dans ces conditions, LAGRANGE a
montré que la trajectoire qui rend ’action stationnaire impose la relation suivante :

oL(x, %) _ d aLx%t) _ (11-4)

oX dt OX

En appliquant cette relation au Lagrangien de la mécanique classique (I1-2), on obtient,
en rappelant que les variables position et vitesse doivent étre considérées comme des variables
indépendantes :

OB )-Ey( 1) d OB )-E, () oB(x1) d Ej(xt)_, (11-5)
ox dt OX OX dt ox

En rappelant que la force dérive d’une énergie potentielle suivant la relation :

g =_8Ep(x,t) (11-6)
oX

et que I’énergie cinétique s’exprime, en mécanique non relativiste, par I’expression :
. 1 .,
Ec(x,t)=§mx (11-7)

On déduit de la relation de LAGRANGE (11-5)

FX—%(mX):FX—mX:O (11-8)

En généralisant aux trois dimensions de I’espace, on parvient ainsi a la conclusion qu’un
raisonnement purement énergétique, basé sur les échanges d’énergie décrits par le principe de
moindre action, permet de construire I’ensemble de la physique qui découle du principe
fondamental de la dynamique.

Il — La relativité restreinte

Le Lagrangien de la relativité restreinte est donné par la relation:

2
L=—m0c2,/1—::’—2 (11-9)



et I’action se présente donc sous la forme :

t, 2 t, 2 T2
[ 2 1V 2 Ve 2 )
S_tjl myc’,[1 _czdt_ m,C tHl —Czdt_ m,C ;(dr (11-10)

Puisque mo qui représente la masse au repos est une constante, et ¢ également, on
conclut que rendre 1’action maximum entre les instants initiaux et finaux revient a minimiser (a
cause du signe moins) le temps propre entre ces deux événements.

L’¢élément de longueur quadri dimensionnel s’écrit :

ds = c /L ‘é—idt (11-11)

si bien qu’une autre expression de 1’action couramment utilisée est celle qui minimise la
trajectoire quadridimensionnelle :

t, 2 Sz
S:—mc§I1/1—§dt :—mocjds (11-12)
t s,

Suivant cette définition, 1’action sera maximum lorsque la longueur
quadridimensionnelle parcourue par I’objet sera minimum : cela revient a dire qu’entre deux
événements, 1’objet va se déplacer suivant une géodésique de 1’espace-temps.

11l — Les éguations de MAXWELL dans le vide

Il est connu que I’énergie €lectromagnétique se présente sous deux aspects différents :
énergie apportée par le champ électrique E et énergie apportée par le champ magnétique H.
Dans une approche énergétique, le lagrangien associé au champ électromagnétique présent dans
un volume Q est donné par la relation :

L=]f (% g,E% — % uon)jQ (11-13)

Il exprime, a chaque instant, les échanges entre énergie électrique et énergie magneétique
au sein du volume Q.

La quantité AL, qui dépend uniquement du champ électromagnétique, est désignée par
densité lagrangienne: elle est homogeéne a une densité¢ volumique d’énergie.

AL = %SOEZ - %HOHZ (11-14)

En appliquant les équations de LAGRANGE au lagrangien électromagnétique (11-13),
on obtient les équations de MAXWELL dans le vide.



VAB-="—==0 (11-15)

La densité volumique AL s’exprime également, a une constante multiplicative pres,
comme la « norme » du tenseur de champ électromagnétique F"'. Ce tenseur comporte toutes
les composantes du champ électromagnétique, dans un ordre qui dépend de la métrique utilisée.

Sa « norme » fournit une grandeur qui ne dépend pas du référentiel dans lequel est
exprimé le champ électromagnétique, ce qui en fait une grandeur invariante par changement de
référentiel de la méme maniére que la norme d’un vecteur est invariante par changement de
repére.

AL =%goez SR (11-16)

2 Apy

1V — L’interaction électromagnétique

On désigne par interaction électromagnétique, 1’action d’un champ électromagnétique

représenté par son potentiel scalaire ¢ et son potentiel vecteur A, sur une particule de charge
ponctuelle égale a q et animée d’une vitesse v. On sait que dans cette situation, le champ
électromagnétique communique une part de son énergie a la charge, et on peut définir le
Lagrangien d’interaction sous la forme :

L=ql-¢+vA) (11-17)

L’application des équations de LAGRANGE conduit a I’expression de la force de
LORENTZ exprimée en fonction des potentiels scalaire et vecteur :

—

F q(— % - Z\.(ﬁ.v)] +q[-Vo+V(A)-= q(— %A - A.(ﬁ.v)j +qvi-g+[vA) (1-18)

Le mouvement d’une charge relativiste de masse au repos mo s’obtient en utilisant le
Lagrangien de la relativité restreinte associé au Lagrangien de I’interaction électromagnétique :

L:—mocﬂ/l—‘é—z+q(—<p+(\7f)) (11-19)

V — Les équations de MAXWELL en présence de charges et de courants

En associant le Lagrangien d’interaction électromagnétique au Lagrangien du champ
électromagnétique, on obtient :



L=d-o+(vA)+ Ig (L7~ Lt po (11-20)

Afin d’homogénéiser cette expression, on considére que la charge q est répartie dans le
volume Q avec une densité p, ce qui conduit a la formulation suivante :

L= jg ol o+ (vA)HO + jg (L7~ Lt po (11-21)

L= jg (- po + (3.A)H0 + jg (L7~ Lt o (11-22)

dans laquelle J représente la densité volumique de courant. On en déduit la densité volumique
lagrangienne électromagnétique en présence de charges et de courants :

AL = (- po+3A)+ (% g,E? — %MOHZ) (11-23)

L’application des équations de LAGRANGE conduit alors a la formulation des
équations de MAXWELL en présence de charges et de courants :

(11-24)

VI — Relativité générale : interaction du champ de gravitation avec un objet
massif

En relativité génerale, la métrique est caractérisée par les coefficients gj, et I’¢lément
d’espace-temps au carré s’écrit :

ds? =g, dx'dx’ (11-25)

Par analogie avec la relativité restreinte, on peut definir une action par la relation
suivante :

S:—moc_[ds :—mocj g;dx'dx’ (11-26)

L’application du principe de moindre action permet de montrer que la trajectoire de la
particule de masse mg est une géodésique de 1’espace-temps ayant pour équation :

10



d’x” | prdx' dx! _ ]
T e G =0 (11-27)

L’expression des coefficients dc CHRISTOFFEL est donnée par :

09 o9, 09
r — l rk k] gk. _ ij “_28
li =29 (8x ox! axkj (11-28)

VIl — Relativité générale : équations d’EINSTEIN dans le vide

Il revient au mathématicien David HILBERT d’avoir montré qu’on peut obtenir les
équations de la gravitation a partir d’un principe variationnel. L’action est une grandeur qui est
par nature invariante par changement de référentiel. On définit ainsi une action construite a
partir du scalaire de courbure R, car il s’agit d’une grandeur qui est invariante par changement
de référentiel :

Odx*dx? 1 ij 0y Ly 2y 3 i
:__”-U )/lgldx°dx*dx2dx’ _—E”J].(g Rij)\/@dx dx'dx?dx (11-29)

Dans cette expression on peut regrouper sous I’appellation dQQ 1’élément de volume
quadridimensionnel invariant par changement de référentiel :

dQ = |g|dx dx’dx?dx’ (11-30)

ol g désigne le déterminant de la matrice des gjj, et o x° désigne la variable temporelle égale
act.

Un calcul variationnel complet permet de montrer que la variation de 1’action peut se
mettre sous la forme :

<o TR S asleiscocaces o

Pour que cette action soit stationnaire, il faut que le terme entre accolades soit nul, ce qui conduit
aux équations d’EISTEIN dans le vide :

R. _%gin ~0 (11-32)

]

VIl — Relativité générale : équations d’EINSTEIN en présence de matiére

L’action du paragraphe précédent est modifiée pour tenir compte du tenseur impulsion-
énergie de la matiére Tij; :

_i J' ﬂj (R — T - gdxdx’dx?dx® = —% j m (g”Rij 9'T. )\/7dx°dx1dx2dx

(11-33)
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On en déduit la variation de I’action :
LTI R JoR - e oracoe s
Les équations de la gravitation en présence de matiere peuvent étre mises en évidences :
——9.,R yar (11-35)

I1 est possible d’introduire la constante cosmologique dans ces démonstrations afin
d’obtenir les équations les plus générales.

IX — Mécanigque quantique : éguation de DIRAC

Une formulation couramment utilisée pour définir la densité Lagrangienne de DIRAC
est la suivante :

AL = (jrcy"a, —mqc? hy (11-36)

dans laquelle y désigne le bispineur de DIRAC, W le bispineur adjoint et y* les matrices de
DIRAC.

Le Lagrangien est obtenu de la méme manicre qu’en €électromagnétisme ou en relativité
générale, en intégrant cette densité volumique sur un volume Q :

L= I H W(jhcy'“aH - mocz)q/dQ
Q
En choisissant pour variables indépendantes le bispineur et son adjoint, 1’application des
relations de LAGRANGE permet de d’établir I’équation de DIRAC relative a chacun d’eux.

Pour une particule de charge g, placée dans un champ électromagnétique défini par son

potentiel scalaire ¢ et son potentiel vecteur A, les deux étant regroupés sous la forme d’un
quadrivecteur Ay, la densité Lagrangienne devient :

AL = (jncy* (8, + jaA, )—mc? Jy (11-37)

Enfin, la densité Lagrangienne de 1’électrodynamique quantique s’obtient en ajoutant
une interaction avec le champ électromagnétique :

AL = (jncy* (0, + jaA, )-mc? y + (—sOEZ ~poH j
(11-38)
AL = (jncy* (0, + jaA, )-mqc )\v F“VF

12



C’est a partir de cette densité Lagrangienne que sont obtenues les comparaisons entre
théorie et expérimentation les plus précises de 1’histoire de la physique.

X — Conclusion

Il s’avére que les équations qui décrivent les principaux domaines de la physique tels
que 1’¢électromagnétisme, la mécanique classique incluant la gravitation, la relativité restreinte
et générale, la mécanique quantique, peuvent étre exprimés a 1’aide du principe de moindre
action.

D’une manicre générale, ce principe minimise les échanges d’énergie sous ses
differentes formes, dans un intervalle de temps donné.

Sion admet que le vide de I'univers est constitué¢ d’une énergie infiniment fluide servant
de base aux échanges quantiques, ces derniers servant eux-mémes de bases pour des échanges
d’énergie macroscopiques, alors on voit apparaitre une profonde unité de 1’ensemble de la
physique autour de la notion d’énergie et du principe de moindre action.

Pour autant, plusieurs équations fondamentales, bien que découlant du principe de
moindre action, ne décrivent pas explicittment une évolution énergétique du domaine
considéré.

Un exemple simple est constitué par les équations de MAXWELL. Ces équations
décrivent 1’évolution des champs électromagnétiques en fonction des charges et courants qui
en sont a I’origine sans référence explicite a des échanges d’énergie.

Nous proposons de réfléchir, dans la suite de ce document, a la possibilité d’une
signification énergétique des équations qui régissent les principaux domaines de la physique, et
en particulier les deux domaines fondamentaux que sont la gravitation et I’¢lectromagnétisme.

13



11 - Aspect énergetique des équations

d’EINSTEIN

En prenant pour ligne directrice de sa pensée, 1’équivalence entre un référentiel placé
dans un champ de gravitation uniforme et un référentiel uniformément accéléré, EINSTEIN a
montré que les équations de la gravitation pouvaient s’exprimer sous la forme :

1 8nG

R.——g.R =

ij 2 ij

T, =T, (11-1)

4 i i
C ) )

Dans cette expression :

Rij représente le tenseur de courbure de RICCI, obtenu par contraction du
tenseur de RIEMANN-CHRISTOFFEL. Chaque terme du tenseur R;j a pour
dimension des m.

R est appelé le scalaire de courbure obtenu par contraction du tenseur de
courbure, et a pour dimension des m2,

gij est le tenseur métrique, chaque terme est sans dimension.

G est la constante gravitationnelle, elle a pour dimension des m3.kg™.s.

C représente la vitesse de la lumiére, elle s’exprime en m.s™.

Tij est appelé le tenseur impulsion énergie. Chaque terme a la dimension
d’une densité volumique d’énergie. Il s’exprime en joules par métre cube, ou
encore en m*.kg.s2,

x est la constante d’EINSTEIN. Elle s’exprime en m.kg.s, ou encore en
meétre/joule.

La courbure de I’espace-temps se manifeste a travers les coefficients de la métrique gij,
et de leurs dérivées qui sont présentes dans le tenseur Rjj. Il est apparent que cette courbure est
imposée par la présence de 1’énergie contenue dans le tenseur impulsion-énergie Tij. Dés lors,
I’interprétation de cette équation communément admise est la suivante :

En I’absence de maticre, 1’espace-temps est « plat », il est décrit par la relativité
restreinte. La métrique correspondante est appelée la métrique de MINKOWSKY . Dans la suite
de ce document, elle sera représentée par I’écriture matricielle suivante :

Moo Moz
| Mo M

n; =
Mo Mo

Mz M

Moz Nos -1000
M2 T _ 0 100 (111-2)
Mo Mo 0 010
N3z Mas 0 001
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Tous les termes sont nuls en dehors de la diagonale principale, c’est-a-dire pour i
different de j. Cette propriété sera souvent mise a profit pour simplifier les calculs relatifs a une
métrique linéarisée qui vont étre développés dans les chapitres suivants.

La présence de matiere se manifeste a travers le tenseur impulsion énergie Tij et modifie
la métrique de 1’espace-temps de MINKOWSKY : elle sera désormais désignée par le tenseur
gij. Les modifications qui viennent se rajouter a la métrique de ’espace-temps plat sont
directement reliées au potentiel gravitationnel généré par la présence des masses.

On décrit cet effet en affirmant que la présence de matiere modifie la métrique de
I’espace-temps de MINKOWSKY. La nouvelle métrique est alors représentative d’un espace
que I’on qualifie de courbe.

Si maintenant on place une masse d’épreuve dans cet espace-temps dont la métrique
modifiée est caractérisée par les gij, alors cette masse d’épreuve va évoluer suivant une
trajectoire qui correspond a une géodésique de 1’espace-temps représenté par le tenseur gi.

On décrit cet effet en affirmant que la courbure de I’espace-temps due au champ de
gravitation impose la trajectoire de la masse d’épreuve.

La parfaite adéquation des résultats expérimentaux avec cette théorie nous conduise a
admettre sa validité sans aucune reserve.

L’interprétation des équations d’EINSTEIN en termes de courbure de 1’espace-temps a
ouvert un horizon dans lequel les mathématiciens se sont pleinement épanouis. Les variables
de temps et d’espace constituent depuis toujours des variables qui sont a la base de constructions
mathématiques extrémement élaborées et extrémement fécondes.

Pour le physicien, cette interprétation génere une certaine frustration, car il est difficile
d’apercevoir un phénomeéne physique sous-jacent a la notion d’espace-temps. La notion de
force a disparu, alors méme que c’était un élément clé de la compréhension des phénomenes
physiques et de leur évolution, et en particulier de la gravitation de NEWTON. Apres plus d’un
siecle de réflexions, on ne voit toujours pas ou se cache physiquement la force dans les
équations d’EINSTEIN, alors qu’on aurait 1a un élément permettant de progresser dans la
compréhension des phénomenes physiques décrits par ces équations tensorielles.

Nous avons mentionné en introduction que lorsqu’on tente d’avoir une vision globale
de la physique, il y avait un intérét a faire ressortir ses aspects énergétiques. Il en découle
immediatement la question suivante : peut-on donner une interprétation énergétique aux
équations d’EINSTEIN ?

Il apparait que cette interprétation peut se faire sans efforts. En partant de la formulation
habituellement utilisée :

1
Rij_Egin:XTij (111-3)
il suffit de transporter la constante d’EINSTEIN de I’autre c6té de 1’égalité pour obtenir :

R..
Ry Lpg, -1, (111-4)
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Dans cette égalité, chacun des termes principaux a désormais la dimension d’une densité
volumique d’énergie.

Dans le vide, et en I’absence de maticre, la densité volumique d’énergie est uniforme et
constante.

La présence de matiére va modifier cette répartition uniforme d’énergie. Cette
modification imposée est donnée par le tenseur énergie-impulsion de la matiere Tj;. Les termes
de gauche vont alors décrire 1’évolution de la densité volumique d’énergie du vide sous la
contrainte temporelle et spatiale dictée par Tj;.

Nous pouvons avancer encore dans la définition des dimensions des grandeurs qui
composent le tenseur de RICCI :

n_ kom0 oL
Rj :Fn':krij _Fnljjrik +6_X'J(_6_le( (111-5)
Si nous posons :
. Ry
R ij: 7
R (11-6)
R'=—
X
Les équations de la gravitation s’écrivent :
] 1 ]
Ry=5R0i =T, (1n-7)
Avec :
k m k m k
R._:karij _rmjrik + arij _ Olﬁit.
ooy X xox*  xox!
k
’ 0 rii o 1—1illz
R'..:F_fﬁkri_hﬂjL \/; — \/% (111-7)
Ve e aled) o)
ork o«
' 1k m 1k m i i
Rij:karij _ijrik+axlkj _ﬁ

Les coefficients de CHRISTOFFEL modifiés (avec un prime) ont desormais pour
dimension la racine carrée d’une densité volumique d’énergie. On remarque un ¢élément de
cohérence avec I’interprétation énergétique de 1’équation de DIRAC dans laquelle la fonction
d’onde a également la dimension de la racine carrée d’une densité volumique d’énergie.

I en résulte que les variables d’espace modifiées (avec un prime) ont la dimension de
I’inverse de la racine carrée d’une densité volumique d’énergie.
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L’évolution du tenseur de RICCI modifié R’jj, qui est proportionnel au tenseur de RICCI
non modifié Rj; dans un rapport y, peut donc étre interprété uniquement en termes de variations
de densité volumique d’énergie.

Il vient de cette interprétation que la notion de temps et d’espace découle directement
d’une évolution énergétique. Dans un systéme sans évolution énergétique, le temps et I’espace
n’existent pas, car il n’existe aucun moyen de les mettre en évidence.

Pour les équations de la gravitation, le passage d’une interprétation classique a une

interprétation énergétique est donc immeédiat. Il n’apporte pas véritablement, pour I’instant,
d’éclairage supplémentaire.
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IV - Les equations de MAXWELL

Dans une approche énergétique globale, on aimerait que le formalisme tensoriel qui
décrit le comportement de 1’énergie attachée a une masse puisse s’appliquer a d’autres
domaines de la physique, et en tout premier lieu I’¢électromagnétisme. L’analogie statique entre
gravitation et électrostatique est tellement parfaite quelle incite a explorer cette voie.

La relativité restreinte a permis de montrer la cohérence parfaite entre la notion de force
issue de I’¢électromagnétisme, et la notion de force issue de la gravitation : ces deux forces se
transforment de la méme maniere entre deux référentiels en mouvement de translation
uniforme.

Or la notion d’énergie peut étre définie par le résultat d’une force qui a subi ou généré
un déplacement. La cohérence issue de la relativité restreinte incite a penser que s’il existe une
loi générale de transformation de 1’énergie, cette loi doit s’appliquer autant a 1’énergie
gravitationnelle qu’a I’énergie ¢électromagnétique. Cette loi ne peut €tre qu’une loi tensorielle,
par nature indépendante du référentiel dans lequel elle est décrite : celle qui vient a I’esprit est
décrite par les équations d’EINSTEIN.

| — Rappel sur les équations de MAXWELL

L’électromagnétisme fait partie des grands domaines de la physique. Il est décrit de
maniere extrémement précise par les équations de MAXWELL. Dans le vide, et en présence de
charges et de courants, ces équations s’écrivent en régime temporel :

(IV-1)

<!
m
Il

_41
w!
Il

Aucune formulation énergétique n’apparait directement dans ces équations. Elles
peuvent pourtant étre déduites des lagrangiens suivants a 1I’aide du principe de moindre action :

|_=jﬂ(%8052 —%uonde
Q

|_:q(—¢+v.A)=j£jp(—¢+v.A)dQ :jg(—pq)ﬁ.l\)dg

(IV-2)
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Ce constat indique qu’on peut leur attribuer une origine énergétique.

Les potentiels scalaires et vecteurs qui apparaissent dans le lagrangien (V1-2) a cote des
sources du champ ¢lectromagnétique sont solutions de I’équation d’onde :

6(52,\ % (IV-3)
VA- == J
oty e

Ces équations d’ondes doivent étre associées au choix de jauge qui a permis leur
détermination, ¢’est-a-dire la jauge de LORENZ :

VA + 12@ =0 (IV-4)
c ot

Comme précédemment, aucun aspect énergétique évident n’apparait dans ces équations.

Il — Essai_de définition d’un_tenseur énergie-impulsion des sources de
rayonnement du champ électromagnétiqgue

Pour une densité volumique de matiére pm, animée d’une vitesse ayant pour
composantes Vy, Vy, Vz, nous savons définir un tenseur impulsion-énergie. Dans la métrique (-
,+,%,%), nous lui donnons la forme suivante :

2

C —CV —-Ccv, -—-cCv

X y z
—CV, V.V, V.V, V.V

Ty ==Pn cvX vxvX vay vxvZ (IV-5)
Wy yVx yVy yVz

oV, Vv, Vv, VY,

Ce tenseur impulsion énergie est a I’origine de la modification de la densité volumique
d’énergie qui entoure chaque masse. En régime statique, il se réduit au terme Too, qui intégré
sur le volume contenant la masse fournit I’énergie de masse au repos : MoC?.

Ce tenseur peut étre qualifié de tenseur intrinseéque a une densité volumique d’énergie
de masse en déplacement, car il ne contient aucun terme en provenance du champ
gravitationnel.

Le probléme avec I’¢électromagnétisme, c¢’est que nous ne savons pas définir un tenseur
impulsion-énergie intrinseéque relatif a une densité volumique de charge p. En d’autres termes,
nous ne savons pas attribuer une quantité d’énergie purement ¢électromagnétique a une charge
électrostatique g.

Il s’agit d’un probléme fondamental : sans ce tenseur énergétique relatif aux sources de

rayonnement ¢lectromagnétique, on voit mal comment il serait possible d’envisager un
rapprochement de I’¢lectromagnétisme avec les équations de la gravitation d’EINSTEIN.
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Pour proposer la structure d’un tel tenseur, nous allons nous inspirer du rasoir
d’Ockham : les hypotheses suffisantes les plus simples doivent étre préférées.

Nous conjecturons que 1’évolution de 1’énergie doit étre identique ; que ce soit pour
I’énergie de masse ou pour 1’énergie ¢lectromagnétique.

Son évolution doit donc étre décrite par les mémes €quations. On peut considérer qu’il
s’agit d’une conséquence des postulats de base que nous nous sommes imposés en introduction.

Par conséquent, nous adoptons le tenseur suivant pour tenseur impulsion-énergie des
sources de champ électromagnétique :

2 2

Too Tor Too Tos C -cv, —cv, —cev, -pC cl, ch cl,
T, = To T T, T — p SOV, VWY Yy Y| N o, v, =y, Sy,
Too T T Ty —CVy, VvV, VvV VY, cJ y ‘]yvx - ‘]yvy - ‘]YVZ
T T Tg Ty —CV, V,V, V,V, V,V, cJ, —=Jdv, —dv, —Jv,
(IV-6)

La quantité p représente la densité volumique de charges, tandis que les quantités Jx, Jy,
J; représentent les densités volumiques de courant suivant chaque direction de 1’espace.

La constante multiplicative A qui apparait a pour but de donner a ce tenseur la dimension
d’une densité volumique d’énergie, et d’assurer la cohérence de ce tenseur avec les équations
de la gravitation. Nous justifierons par la suite son expression :

yo_ 1L (IV-7)

\4ne,G

Dans cette expression, g représente la permittivité du vide, et G la constante
gravitationnelle. On en déduit une valeur approchée de A :

1 1
 Jane, G \an*8.85%1012*6.67*10 !

~1.16*%10° A's'Kg (IV-8)

Dans une métrique linéarisée, le tenseur deux fois contravariant s’obtient en changeant
les signes de la ligne 0 et de la colonne O :

T TOt oz 703 ¢ ov, ov, cov, pc’ ¢, d, ¢,
10 11 12 13
T _ ™ T 17T° 7T _p CV, V,V, V,V, V,V, Y cly v, v, Jyy,
20 21 22 23
T T~ T~ 7T CVy, V)V, V,V, V)V, cl, Jyv, Jyv, Jy,
T30 T3 T3 T oV, V,V, V,V, VvV, c, v, Jyv, Jyv,
(Iv-9)

Pour un systéme isolé¢ d’influences extérieures, la divergence de ce tenseur doit étre
nulle :
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or' _or° ort ar? or®
o o + PV + v + P =0 (IvV-10)

Nous obtenons pour la premiere ligne (i=0) :

oT . oT oT? oT®

0 IV-11

ox®  oxt i ox? " ox3 ( )
Soit encore :

dlpe) , ol3,) + o) + o) _op + Div(j)z 0 (1IV-12)

act) ox oy ez ot

La divergence est nulle car elle vérifie 1’équation de conservation de la charge. A une
constante multiplicative prés, elle est identique a la loi de conservation de I’énergie qui
s’impose au tenseur impulsion-énergie T".

Sur la base de ce tenseur impulsion-énergie, nous allons chercher a montrer que les
équations de MAXWELL sont incluses de maniere approchée dans les equations de la
gravitation. Les approximations qui nous seront nécessaires sont constituées, pour partie, par la

linéarisation des équations d’EINSTEIN : c’est cet aspect qui va étre abordé dans les chapitres
suivants.
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V - La linearisation des équations
d’EINSTEIN

Les équations d’EINSTEIN rappelées ci-dessous s’expriment en fonction du tenseur
énergie-impulsion dans le membre de droite, des coefficients de la métrique gij, et de leurs
dérivées partielles premiéres et secondes dans le membre de gauche.

R, —%gin _ 86 4 (V-1)

C4 ]

]

Le tenseur d’EINSTEIN est repris plus en détail ci-dessous :

ork  arx
k m k m i i
Ry = Il Tl + 5 =50
e 1 ] 00y agjk agij
I == k4 == V-2
178 {axl ox'  ox (v-2)
R:g”Rij

Ces equations sont non linéaires : si on multiplie le tenseur énergie-impulsion Tj; par 2,
les gij qui sont solutions ne sont pas multipliés par 2. Cela est apparent dans le passage des
coefficients de la métrique covariants aux coefficients contravariants : I’inversion de la matrice
introduit un dénominateur formé par le déterminant des gij, ce qui enleve toute linéarité aux
coefficients de CHRISTOFFEL.

Par opposition, les équations de MAXWELL sont linéaires : si on multiplie par 2 les
charges a I’origine des champs électromagnétiques, ces champs se retrouvent multipliés par 2.
On connait de plus leur cohérence totale avec la relativité restreinte, qui est décrite par la
métrique de MINKOWSKI dont nous avons déja adopté la signature :

00 — 1 —

MN00=" -1, mu=n 1, N2=m?=1, na=n¥=1 (V-3)
Cette métrique est caractéristique d’un espace-temps plat, car elle rend nuls les

coefficients de CHRISTOFFEL ainsi que le tenseur de RICCI.

Il est admis que les équations de MAXWELL s’appuient sur la métrique de
MINKOWSKY de maniere exacte. On peut alors s’interroger sur la mani¢re dont un espace
temps rigoureusement plat peut permettre au champ électromagnétique de se propager. De ce
point de vue, il est plus satisfaisant pour 1’esprit d’imaginer que cet espace-temps est sujet a des
fluctuations infiniment petites qui se propagent a la maniere de n’importe quelle perturbation
dans son milieu de propagation.
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Une telle représentation a 1’avantage de concilier la cohérence des équations de
MAXWELL avec la métrique de MINKOWSKY, car si les perturbations sont suffisamment
faibles, elles peuvent étre considérées comme négligeables dans les coefficients de la métrique
de MINKOWSKY. On assure également la cohérence avec une propagation a travers 1’espace-
temps qui peut étre décrite a travers les équations d’EINSTEIN.

On arrive ainsi a la conclusion que si I’hypothése suivant laquelle les champs
électromagnétiques se propagent grace a une déformation de 1’espace-temps est valide, il doit
étre possible de préciser cette déformation par introduction du tenseur énergie-impulsion des
sources ¢lectromagnétiques dans 1’équation d’EINSTEIN.

L’idée d’une résolution exacte étant abandonnée a cause de la difficulté, il reste qu’on
peut travailler dans le cadre des équations d’EINSTEIN, lorsqu’elles sont écrites pour des gij
infiniment proches des n;ij qui caractérisent la métriqgue de MINKOWSKY. On se situe alors
dans le cadre des équations d’EINSTEIN linéarisées.

La premiere étape de ce travail consiste a réécrire ces équations en introduisant les
simplifications apportées lorsqu’on consideére un écart infinitésimal par rapport a la métrique
de MINKOWSKY. Ce travail a été exploré par EINSTEIN lui-méme, et a conduit
progressivement a un formalisme rigoureux adopté pour décrire la propagation des ondes
gravitationnelles. Les grandes lignes de cette linéarisation sont décrites dans les paragraphes
suivants.

Par la suite, tous les indices utilisés en notation tensorielle varient de 0 a 3. Lorsque ce
ne sera pas le cas, cela sera mentionné explicitement.

| — Le tenseur métrigue qui propage la perturbation électromagnétique

Un espace-temps plat est représenté par la métrique de MINKOWSKY dont nous
adopterons la représentation ci-dessous :

1000
10 100
=il = V-4
Ny =" 0 0 10 (V-4)
0 0 0 1

On suppose que cette métrique est 1’objet de petites perturbations hij qui Vérifient la
condition :

03

[y
w

avec ‘h ij‘ <<1 (V-5)

N
N

23

=0
Il

jun i e B N
=
o

> O D T
[
(8N

>0 O O T
I
N

h
h
h
h33

Les coefficients de la métrique perturbée gij, c’est a dire de la métrique qui est attachée

a ’onde électromagnétiques, s’écrivent comme la somme des coefficients de la métrique de
MINKOWSKY, plus les petites perturbations hi;.
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_1+hoo h01 hoz hos
g =1 + h — th 1+ h11 h12 h13 (V-6)
! ! ! hzo h21 1+ hzz h23

h30 h31 h32 1+h33

On suppose les perturbations hijj suffisamment petites pour qu’on puisse considérer leurs
effets comme linéaires sur la métrique gij : nous justifierons cette hypothése ultérieurement.
Dans ces conditions, on pourra dans un premier temps négliger les termes du second ordre qui
correspondent & des produits de hij.

La premicre étape consiste a établir 1’expression du tenseur métrique contravariant g'.
On sait que la matrice des g contravariants est la matrice inverse de celle des gij covariants. On
pourrait penser procéder a une inversion formelle de la matrice (V-6), mais si on suppose les
termes du second ordre négligeable, on peut simplifier I’inversion et vérifier immédiatement
que le produit des matrices suivantes donne bien la matrice identité, a 1’approximation
indiquée :

_1+hoo h01 hoz hos _1_hoo h01 hoz hos
th 1+ h11 hlZ h13 th 1- h11 - hlZ - h13

hzo h21 1+h22 h23 hzo _h21 1_h22 _hzs
hso h31 h32 1+h33 hso _h31 _h32 1_h33

(V-7)

Puisque le tenseur covariant nij et contravariant n” de la métrique de MINKOWSKY est
identique, on déduit que les éléments du tenseur contravariant de la métrique perturbée peuvent
s’écrire :

g’ =n"-h (V-8)

avec .

(V-9)

On peut attirer 1’attention sur le fait que dans cette approche linéarisée, les h'! qui sont
les éléments contravariants du tenseur hjj, peuvent étre deduits de ce dernier grace a la métrique
de MINKOWSKY :

h' =n™"h (V-10)

Il - Les coefficients de CHRISTOFFEL
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IIs sont construits & partir du tenseur métrique perturbé suivant la relation rappelée pour
mémoire :

r 1 1t ag, agk 6gl
=70 k{axik a0 o (V-11)

ou I’expression du tenseur métrique perturbé contravariant a été établie précédemment :
g" =n"-h" (V-12)

Puisque les nj sont constants, leur dérivée est nulle, et il reste :

r 1 rk rk oh ik ahjk ch ij
I ==Mn"-h Ko —— V-13
! 2(n >{8x' ox' oxk (V-13)
La condition |h™| <<{n™|=1 permet une simplification supplémentaire :
_oh, oh,
T~ Lot P Mo . (V-14)
2 ox)  ox' ox
et puisque les seuls n'™ non nuls sont les ", il ne reste finalement que :
_oh,  oh,
I zln" oy | My My (V-15)
2 ox)  ox'  ox'
111 - Le tenseur de RICCI
Nous utilisons 1’expression du tenseur de RICCI ci-dessous :
oy ork
k Tm k m i i
Rij = karij - ijrik + 8_)('1( - 8_)(;( (V'16)

dont I’écriture développée dans un espace a 4 dimensions prend la forme suivante :
R; = l“i}{l"lll + 15+ I+ 1"1oo}+ Fijz{r211 + 15+ Ty + rzoo}
+ ruf{rsll + F322 + F333 + F’fo}"’ rijo{rél + Iﬂ(izz + Iﬂoas + Iﬂ(?o}
— (GG + L + G + ) — (G5, + T + T30 + )

— (T + I + I + Tl — (T + T + T3 + Tl

1jti0 2iti0 3t i0 i0

ony  ony  ony ol [ery erp  arg  org
oxt ox? ox* ox° ox' o oox) o oax) o ax!
(V-17)
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Il est apparent que sans hypothese simplificatrice supplémentaire, rechercher une
solution exacte en utilisant I’expression compléte du tenseur de RICCI est un travail
probablement insurmontable.

Puisque nous nous plagons dans le cadre d’un écart infinitésimal par rapport a la
métrique de MINKOWSKY, nous en déduisons que les coefficients de CHRISTOFFEL sont
trés voisins de ceux d’un espace-temps plat, c’est a dire trés voisins de 0. Dans ces conditions,
le produit des coefficients de CHRISTOFFEL peut étre considéré comme un infiniment petit
du second ordre, et peut donc étre négligé.

Sous ces hypotheses, on est amené a évaluer le tenseur de RICCI simplifié:

Ir + : . 3 C
oxt ox? ox® ox° ox! ox! o oox! o ax!

ory ory |ery ory ory ory| [ert or? ard arg
ij — == + - + + +
Yoooxt ox!

(V-18)

Il vient en introduisant I’expression approchée des coefficients de CHRISTOFFEL (V-
14) rappelée pour mémoire :

. 1, Joh, ohy  ohy
I ~= L V-19
i =N {ax' ox'  oxX (v-19)
81ﬂur ar.: 1 rk azhik 82hjk 82hij 1 rk 62hik 82hrk 62hir
i~ Aot Aui oM j r+ iaul Tagk (oM r 7t iavl j Ay K
ooxt oox! 2 oxlox"  ox'ox"  ox'ox 2 ox'ox! ox'ox! oxlox
(V-20)
o°h. o°h.. 2 2R
Ri' _lnrk _ jk _ Ijk _ a _hrk_ + a'hlrk (V_Zl)
2 ox'ox"  ox'ox< ox'ox!  oxlox

On peut simplifier cette expression en développant les produits par le tenseur métrique
n'®. Ce dernier se comporte comme une constante et peut passer sous le signe dérivée, ce qui
permet d’¢élever ou d’abaisser un indice, lorsque cette opération est pertinente :

_1johy 4 ohy o*hy 4 o*hi (V-22)
=2 oo’ axaxt "V oxiox) | oxiox

Dans la métrique de MINKOWSKY, les seuls coefficients non nuls sont les n"™, et sont
rappelés pour mémoire :

T]OO =1 nll =1 n22 =1 n33 =1 (V-23)

si bien que le terme :
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o°h;; o°h; o*h,  o°h, o°h, o°h,
nfk r IJk = n” r IJr == IJ2 + 2IJ + 2IJ + 2IJ = D(hll) (V_24)
OX'Ox ox'ox" ot} ox*  oy® oz

représente le d’Alembertien de la perturbation dans la métrique (- + + +), tandis que le terme :
11rkhrk =n"h, ==hy,+h;; +h,, +hy;=h (V-25)

représente la trace de la perturbation. Avec ces conventions d’écriture, le tenseur de RICCI
linéarisé se met sous la forme :

o°h] 2 2pk o°h’ 2 2k
R = - 8- h Pt a'hl K _D(hu) 8‘ n oh, K D(hij)
2 ox'ox"  ox'ox!  oxlox 2 Xox<  oxiox] 8x‘6'x

(V-26)

IV - Le scalaire de courbure R

Il s’obtient & partir du tenseur de RICCI Rjj et du tenseur métrique n" par la contraction :

ij ij ij ij 1 5 o°h; o’h azh:(
R= gJRij = (nJ _hJ)Rij szRij :Enj{ax‘(?;(k PV + P —I:I(hij) (V-27)

Le tenseur métrique m" permet d’abaisser ou d’élever les indices des termes entre
accolades :

_1)¢h* i ¢h | oth™ ij X
B 2{8x‘8xk N 8x‘8xJ oxJox~ E(n )} (V-28)

_ Les sommes décrites dans les termes dérivés des deux tenseurs deux fois contravariants
hi et hik sont identiques, ce qui permet de les regrouper :

R :l{z oh' i } V-29
2 [ ox'ox! 8xaxJ E(n ) ( )

Comme précédemment, on utilise le fait que tous les termes du tenseur métrique n' sont
nuls, sauf pour i = j : dans ces conditions, comme indiqué plus haut, les deux derniers termes
entre accolades correspondent au d’Alembertien de la trace h, et on obtient aprés cette ultime
contraction :

_ o’
= o0 O (V50

V — L’équation d’EINSTEIN linéarisée

Les équations des champs s’écrivent en fonction du tenseur impulsion-énergie qui décrit
les sources électromagnétiques et qui est rappelée pour mémoire :
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1 8nG
Rij _Egin = C_4Tij (V-31)

En reportant dans cette expression, les résultats partiels obtenus pour I’expression de Rj;
(\V-26) et de R (V-30), on obtient I’équation de propagation des ondes électromagnétiques dans
le cadre d’une métrique linéarisée :

1] 0N o, O —dh,) —lgi.{ &°h™ _E(h)}:&fG T (V-32)
2 | ox'ox*  ox'ox)  oxloxk ' 2 71 oxPox- 4

et puisque les gij sont sensiblement égaux aux njj , I’équation des champs portant sur de petites
perturbations h" prend la forme tres générale :

afhjk _&h o*hy ~dh,)-n, ol 11 +n0(h) = 161G 1. (V-33)
oxXoxX*  axiox!  oxIoxX® N axeax ct

On peut obtenir une autre formulation, en partant d’une forme équivalente de 1’équation
d’EINSTEIN (V-31) déduite a I’aide de la relation : - R = ¥ T (obtenue en multipliant I’équation
d’EINSTEIN par le tenseur métrique contravariant g") :

8nG 1
R;= o [T” _EgijTJ (V-34)

Seule I’expression linéarisée de Rij (V-25) est nécessaire, et on a :

o°h¥ 2 o%hX
1 i _ _0oh i _ 8nG _1 .
2{6xi6x" XX | oxiox” o, ), - c* (T” 29”T) (V-39)
soit encore :
o%h¥ 2 o%hk
e, O 4 ) 161G (v _1 __T) V-36
XXk oxioxd | oxioxk o) c* ( i 29 (V-36)

Les deux équations obtenues (V-33) et (V-36) ne se prétent pas encore a une
interprétation directe en termes de propagation des champs électromagnétiques et nécessitent
des simplifications qu’il est indispensable de justifier : ce sera I’objet du chapitre suivant.
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V1 - Les coordonnées harmoniques et la
condition de jauge harmonique

Le probleme de jauge se pose en électromagnétisme lorsqu’on souhaite écrire les
¢quations de MAXWELL en termes de potentiels plutot qu’en termes de composantes de champ
électrique et magnétique. On constate que, pour un champ électromagnétique donné, les
potentiels qui représentent ce champ ne sont pas définis de maniére unique. Il convient alors de
faire un choix parmi I’infinité des potentiels possibles, et ce choix est appelé choix de jauge. 11
apparait finalement qu’il n’y a qu’un choix de jauge qui permet de conserver I’invariance des
équations de MAXWELL par changement de référentiel : il s’agit de la jauge de LORENZ.

Le probleme se pose en termes analogues avec les équations des champs. Des réflexions
approfondies, notamment dans le cadre d’une meilleure compréhension des ondes
gravitationnelles et de leur mise en équation, ont permis d’établir un cadre rigoureux de choix
de jauge, dont les grandes lignes sont présentées ci-dessous.

Nous avons obtenu, au chapitre précédent, deux expressions de 1’équation de
propagation d’une petite perturbation de la métrique de MINKOWSKY, en linéarisant I’une ou
I’autre des équations d’EINSTEIN :

1 _ 8nG

R;; _Egin C4 T; (VI-1)
8nG 1
R;= o [T” _EgijTJ (VI-2)

Pour ce faire, nous avons considéré une metrique de MINKOWSKY n;j dans laquelle
nous avons injecté une petite perturbation hjj. Nous en avons déduit que la métrique perturbé gij
était de la forme :

gij = Mij + hij (VI-3)

Nous avons ensuite calculé le tenseur de RICCI Rjj et le scalaire de courbure R de
I’espace perturbé en fonction de la perturbation hi;.

L’indétermination de cette méthode vient du fait que si on se place dans un espace ayant

une métrique légerement différente (représentée par le signe ~ dans les paragraphes suivants),
ona:

gij =M + Hij (VI-4)
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et que, aux approximations imposées, gij et g; peuvent conduire au méme tenseur de RICCI Rjj

et au méme scalaire de courbure R. 1l y a donc une infinité de hj; qui conduisent a la méme
équation d’onde, et, par analogie avec 1’¢lectromagnétisme, le choix que I’on sera amené a
opérer parmi cette infinité sera désigné par choix de jauge.

Pour établir cette propriété, on procede en deux etapes :

- On se place dans un espace ayant une métrique légérement différente en
considérant un petit changement de coordonnée, et on montre que la

perturbation initiale hjj se transforme en une perturbation ﬁij.

~

- On montre que, sous certaines hypotheses, cette nouvelle perturbation h;

conduit au méme tenseur de RICCI linéarisé que hj; et donc aux mémes
équations des champs.

| — Invariance de ’équation A’EINSTEIN linéarisée sous une petite variation
de la métrigue.

On considére que chaque coordonnée x' subit une petite variation &' et devient X' dans
un nouveau systeme de coordonnées :

X' =X +¢ (VI-5)
On supposera dans cette transformation que €' est une quantité infiniment petite du

premier ordre (comme h;j), et de plus que cette modification de coordonnées est lentement

variable, ce qui permet de considérer que la quantité 2—)“3 est également un infiniment petit du

premier ordre. Dans ces conditions, on déduit de la transformation (VI-5) :

ox! ox' ox! ox'

&K _q, o8 ot X _q_ 08 (VI-6)

Le tenseur gij qui porte la métrique perturbée va subir le changement de coordonnées
(VI-5), et on sait qu’un tenseur covariant du second ordre se transforme par changement de
coordonnées suivant la relation :

~ _ ox ax!

gu a~| GXJ gu (VI-7)

Dans les hypotheses ol nous nous sommes placeés, cette transformation se developpe
en fonction des ¢':

5 _ ox' ox! o' O o8 o8
9 = o oxi 9 T ( % Xl axl)g (1 X ﬁjg” (VI-8)

En explicitant les gij, on fait apparaitre la métrique de MINKOWSKY ainsi que ses
petites perturbations hi;:
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- = i j
n; + hy ~ (1 - % - %)(nij + hij) (VI-9)

Au premier ordre, n; = n; et il reste :

T Og' o¢!
hij ~ hij — M 6_)(2' — M a_ij (V1-10)

Parce que le tenseur métrique de la métrique de MINKOWSKY n;j est constant, il peut
étre inclus dans la dérivée partielle, et on obtient la relation qui relie les petites perturbations hj;
sous une petite transformation de coordonnées &; :

ho~h — onge!) _ alnge') _ ho_ % O (VI-11)
ij ij axl 8X‘ ] axl aXJ

On note que cette relation est cohérente avec I’hypothése de coordonnées lentement
variables faites en (VI-5) et (VI-6), car les variations de coordonnées doivent étre de 1’ordre de
grandeur des hjj pour assurer I’homogénéité de la relation (VI-11).

Au chapitre précédent, nous avons montré que le tenseur de RICCI linéarisé s’écrit en
fonction des petites perturbations hj;:

R“:Enrk az_hjk B o°hy B 52_hrk_+ 32_hir (VI-12)
"2 ox'ox"  ox'ox*  ox'ox!  axloxk

Si on modifie les hjj d’une petite quantité qui correspond a une variation infinitésimale
des coordonnées ¢, les hij deviennent, conformément a la relation établie ci-dessus :

h.=h ——J4 =% (VI-13)

Cette modification des h;j introduit une modification du tenseur de RICCI oRj; qui
s’évalue en portant les hijj modifiés (VI-13) dans I’expression (VI-12) :

ool 08 i) ofg O8O
koxd o axk oax ox!
i r - r k
82(hrk - 88'; _aglij 82(hir _aigr'_ aglrj
3 ox" ox*) ox'  Ox
ox'ox! oxIox*

soit encore pour la seule modification 6Rjj :
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o2 _aik_ 08y PE _878! _(E_
ox’ ox" ox' ox!
i r - ray k
5R, = 1« OX'ox OX"ox (VI-15)
2 62(— g, Ok, j 62[— O¢, _ 0g j
_ o' ox*), ox' ox'
Ox'ox! oxlox*
En développant I’expression entre accolades, on obtient :
638k 838] n 838] " 838i
5R, = }nrk ax'ox'ax” - ox'ox‘ox" - ox'oxox" - oxlax ax | _ (VI-16)
2 N o’e, N e, 0% 0%
ox'oxlox"  ox'oxloxk  ox'oxlox*  oxlox ox”

soit donc oRj; = 0.

La modification des hij (VI-13) ne modifie pas 1’équation des ondes gravitationnelles
puisqu’elle ne modifie pas le tenseur de RICCI Rjj.

En électromagnétisme, on peut trouver une infinité de potentiels qui représentent le
méme champ électromagnétique.

De méme, & étant une petite quantité a priori quelconque (mais respectant les
hypothéses énoncées plus haut), la relation (VI-13) permet de trouver une infinité de h;j qui
représentent le méme champ gravitationnel se propageant dans I’espace-temps.

Il — Les coordonnées harmoniques.

Les équations de propagation des hj; obtenues au chapitre précédent sont rappelées pour
mémoire :

o*hf  o°h  &*h! &%hd 167G

i 97 L 9 —dh.)-0O(h T. VI-17
oxioxk  oxiox) T oxiax® W oxPox? (b,)-ch) ot i (VI-17)
o’hf  8°h  9*hk 161G 1

97 L %0 gh )= T 2. T VI-18
ox'ox"  ox'ox!  oxlox® ( ”) c’ ( ! Zg” J ( )

Malgré le cadre linéarisé, ce sont des équations aux dérivées partielles d’une grande
complexité et pratiquement impossibles a résoudre en 1’état. Une idée consiste alors a
rechercher, parmi I’infinité de systémes de coordonnées que représente 1’écriture tensorielle,
s’il n’en existe pas un qui permet de simplifier I’écriture de ces équations.

C’est un probléme qu’on rencontre dans d’autres situations, par exemple en analyse
variationnelle pour alléger les calculs de I’expression :
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m m 81—1Ik ark
3R, )= s[rnﬁkrij TR+ - aT'k} (VI-19)

on se place dans un systeme de coordonnées localement géodésique pour lesquelles :

% =0 (VI-20)
ox*

Dans ces conditions, les coefficients de CHRISTOFFEL sont nuls (mais pas leur
dérivée), ce qui simplifie I’expression (VI-19).

Cette simplification n’enléve rien a la généralité de la démonstration a condition de
veiller a toujours travailler avec des variables ayant la qualité tensorielle : on sait que dans ces
conditions, la forme des relations obtenues est indépendante du systéme de coordonnée choisi.

Dans le cas présent, 1’utilisation de coordonnées localement géodésiques n’apporte pas
de simplification notable et le fait qu’on voit apparaitre une équation de propagation dans les
expressions ci-dessus a probablement contribué a suggérer 1’idée d’essayer d’utiliser un
systeme de coordonnées harmoniques. On verra plus tard que ces coordonnées s’imposent de
maniére naturelle car elles traduisent sur les coefficients de la métrique, les propriétés de
divergence nulle qui s’imposent aux potentiels électromagnétiques.

11-1 Notion de fonction harmonique :

Une fonction f de quatre variables est dite harmonique si :

Vi =

of o L of | of
+oL 00 =0 VI-21
ox2 o T o T (Vi-21)

Dans une métrique de MINKOWSKY, cette relation représente le d’Alembertien qui
s’€crit en fonction des variables spatiales et temporelles :

o (x.y.z,ct) N o°f(x,y,z,ct) N o*f(x,y,z,ct) . of(x,y,z,ct)

D(f)z 8(Ct)2 X2 6y2 72

0 (VI-22)

Il s’agit d’une équation de propagation. Dans le cas d’une propagation suivant une
dimension x, toute fonction f(x — ct) ou f(x + ct) est solution, la premiere exprimant la
propagation vers les x > 0, la seconde vers les x < 0. Le fait que la fonction f soit quelconque
exprime que la forme de I’onde qui se propage peut étre a priori quelconque, et on retrouve a la
distance x a I’instant t = x/c la forme de I’onde en x =0 a t = 0, ce qui est la traduction physique
du phénomene de propagation.

Si on revient aux équations des champs linearisées (V1-17,18), on peut supputer que si
on se place localement dans un systeme de coordonnées qui évolue suivant la forme de I’onde

qui se propage, cela devrait entrainer une simplification de ces équations.

11-2 Systéme de coordonnées harmonique :
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On va donc choisir un systeme de coordonnées x* telles que les x* soient des
coordonnées harmoniques au sens de ’analyse tensorielle : le laplacien est écrit en dérivées
covariantes dont la définition pour un tenseur d’ordre 1 est rappelée ci-dessous :

D_Aiza_A_iJrrji A" DA _ 9A, ™A
m aXJ axj 1 m

\ _i_ VI1-23
ox! ox? ( )

Le laplacien d’une fonction scalaire @ se construit suivant la définition classique :
V2 = DivGrad(®)) (VI-24)

Pour une fonction scalaire, le gradient en dérivée covariante se réduit a un tenseur
covariant d’ordre 1 suivant la relation :

A, = Grad(®)= sﬁ (VI-25)

Xk

Appliquée a ce tenseur, la dérivée covariante (VI-23) fournit un tenseur covariant
d’ordre 2 :

Koo ooaxd T axdaxd T ax™

_ DA, _ A, ™A PR ) " oD (VI1-26)

Le laplacien s’obtient en prenant le tenseur associé d’ordre 0 obtenu par contraction de
ce tenseur deux fois covariant, le résultat étant un scalaire :

2y _ ik _ 0% m 0D
Vo = gJ Ajk - gl (axjaxk - ij axm) (VI-27)

En appliquant ce traitement a chaque coordonnée x*, et en recherchant un systeme de
coordonnées tel que le laplacien soit nul, on doit imposer la condition :

2 _aikpa ik O%XH m Ox" ) _
Vix*) = g*A, = ¢ (axiaxk -7 axmj =0 (VI-28)

Les coordonnées étant des variables indépendantes, on en déduit en fonction du symbole
de KRONECKER &:° valant 1 pour a = b, et 0 pour a différentde b :

X s e 9 V1-29
ox* ox' ox~ ( )

La relation qui définit les coordonnées harmoniques (V1-28) se réduit finalement apres
changement d’indices, a :

V2(x*)=—g'T¥ =0 (VI-30)
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On peut I’exprimer en fonction des coefficients de la métrique en développant le
symbole de CHRISTOFFEL :

) ) 00, 00.
Vz(xu):_gurijy :_%guguk{aainj( n aijik _ai:i}zo (VI-31)

Dans I’approximation des champs faibles décomposée en une petite perturbation hijj sur
la métrique njj de I’espace de MINKOWSKY suivant la somme rappelée ci-dessous :

gij = Mij + hij (VI-32)

la relation (V1-31) devient :

. _ oh, oh,
VZ(X”)=—1n'Jﬂ“k{ah'k Lk IJ}:O (V1-33)

2 ox)  ox' oxk

Les coefficients n! de la métrique de MINKOWSKY sont des constantes, et peuvent
donc passer sous le signe dérivée :

ih,) on’h, ) éln'h;
Vz(xu):_%nuk{a(gxrj]lk)_i_ (gXiJ )_ (;]Xk )}:0 (V|-34)
Vz(x“)=—%n“k{aa(21?)+afg';'?)—g(xhk)}ﬂ (V1-35)

Une condition suffisante, mais non nécessaire, pour que la relation ci-dessus soit
vérifiée, est que 1’expression entre accolades soit nulle.

On en déduit la condition qui définit les coordonnées harmoniques :

ahi) alhy)_ath)_, (V1-36)
ox! ox' oxX

Les deux premiers termes de la somme ci-dessus sont identiques, ce qui conduit a une
expression plus concise de la condition définissant les coordonnées harmoniques relatives a la
perturbation h'x :

zﬂw_@:o (V1-37)
ox' oxk

111 — L’équation d’onde en coordonnées harmoniques.

Le tenseur de RICCI de la perturbation obtenu au chapitre précédent, dans un cadre
linéarisé, est donné par la relation :
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o°h« 2 o%hk
R =41J %7 _ oh , 90 [y VI-38
o2 {6x'6x" ox'ox!  axlox" ah,) (V1-38)
Si on le réécrit en coordonnées harmoniques, en utilisant la relation (VI1-37), les 3

premiers termes entre accolade s’annulent, et il reste :

Ri :_%D(hij) (VI-39)

On en déduit la forme du scalaire de courbure en coordonnées harmoniques :
R=n'R, = —%niJEl(h ; ): _%D(nijhij ): —%I:I(h) (V1-40)

On peut alors écrire 1’équation d’EINSTEIN relative a la perturbation en coordonnées
harmoniques, sous ses deux formes classiques :

1 8nG

Ry~ 20, = 2T, (VI-41)
8nG 1
Rj= o (Tij_zgij-r} (V1-42)

ce qui conduit, a I’approximation nj = gij , aux deux équations d’onde équivalentes :

1 161G

Olh, )~ ny0h)=- o (VI-43)
161G (. 1

Oh,)-- ij [Tij _EgijTj (VI-44)

On reconnait dans cette derni¢re expression une €quation d’onde classique qui s’écrit en
coordonnées cartésiennes :

o°h, 0*h; o*h, o&°h;
(h ij): - ”2 + 2IJ + 2IJ + 2IJ = _16126 (Tij _lgijTj (V|'45)
octy ox* oy oz c 2
Le changement de variable :
ho—h —Lnh VI-46
ij= ij_Enij (VI-46)

permet une formulation équivalente de 1’équation (VI-43) puisque le Laplacien traverse tous
les termes de droite de la relation (\V1-46).

36



On met ainsi explicitement en évidence une équation de propagation appliquée a la
perturbation modifiée h;; :

—_ o’h, o*h, o*h, o°h,
o ij):_ﬁ( t;Z ’ 8X2IJ + 8y2IJ 3 7 :—16726 T (V1-47)
c z c

Si nécessaire, on peut inverser la relation (V1-46) afin d’exprimer la perturbation hjj en
fonction de la perturbation modifiée ﬁij. En notant que :

h =n'h; = ”( - %nu‘h) =n'hy - %nijnijh (V1-48)

et en faisant usage du résultat déja explicité :

n', =4 (V1-49)
on obtient :
h=h-2h=-h (V1-50)

- h -1
hj = hy - Enuh (V1-51)

Il reste a expliciter la condition de jauge harmonique associée a 1’équation de
propagation (V1-47) en fonction de la perturbation modifiée h;;.

Les coordonnées harmoniques ont été définies en fonction de la perturbation hj; par la
relation (V1-37) rappelée pour mémoire ci-dessous apres échange du rdle des indices i etk :

5;2 ) 1 5;: (VI-52)
On déduit de (V1-46) :

njkﬁij = Jkh 211 nuh (VI-53)

soit donc :

R = hf = 2 nih (VI-54)

ol encore

h =Bt + Snh = b - Snih (VI-55)
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et en reportant ce résultat dans (V1-52) :

4_) 4) 40, (VI-56)

Les coefficients de la métrique n%; s’évaluent suivant la relation :
ne ="y = 0" ng + 0ty + P, + g (VI-57)

Ils sont non nuls uniquement pou i = k, et prennent alors la valeur 1. On en déduit de
(VI-56) :

a(Hi ) 1 5(h)

h) _
T3 =0 (VI-58)

+1
T2

soit pour conclure la relation définissant les coordonnées harmoniques a partir de la perturbation
modifiée :

h¥

ok 0 (VI1-59)

IV — Résumé et conclusions.

Pour une petite perturbation hjj de la métrique de MINKOWSKY nij, I’équation d’onde
associée aux coordonnées harmoniques se présente sous deux formes :

1 16nG hi) ah)
O, )5 nBh)=-— 20T, avee %X—) 58()( (VI-60)
167G 1 olh,) a(h
|:|(hij)=—c—7f;'{Tij —EgijT] avec 2%—%:0 (VI-61)

L’introduction de la perturbation modifiée :
h. =h, — %nijh (V1-62)

permet de réécrire les deux equations d’onde (VI-60,61) sous la forme suivante, associée aux
coordonnées harmoniques relatives a la perturbation modifiée :

I:I(ﬁij):—li—fGTij avec %E—'t) =0 (VI-63)
= - R
D(hij)—%niju(h):—li’je (Tij —%gijTj avec %Z—L) -0 (VI-64)
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Si on se place dans le vide, cela revient a dire qu’on annule le tenseur impulsion énergie

Tij, et des simplifications immédiates apparaissent. Les équations (VI-60) et (VI-61)
deviennent :

1

=n,;0(h)=0 (V1-65)

ob,)-4

O(h,)=0 (V1-66)

On en déduit que le laplacien de la trace de la perturbation CI(h) est nécessairement nul.
Cette condition ne définit pas la trace h de maniére unique.

Un choix simplificateur consiste a prendre h = 0. Dans ce cas, la perturbation modifiée
h;; donnée par (VI-62) est égale a la perturbation hj; et on conclut que les quatre équations (VI-
60,61,63,64) se réduisent a une seule :

O(h, )=0 (VI-67)

a laquelle il faut adjoindre les conditions de jauge que nous avons imposeées :

h) _

h=0 et =0 (VI-68)
OX
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VI - Identification des équations de
MAXWELL

Nous avons montr¢ au chapitre précédent que les équations d’EINSTEIN linéarisées se
réduisent a une équation d’onde :

_ o’h,  o°h; o*h, 0°h;  16nG
Oh, )= —2 + —L 4 —0 - T, =—2¢T. VII-1
( u) 8(0t)2 X2 ayz 22 o4 i Xl ( )
Cette équation doit étre associee a la condition de jauge harmonique :
hk ho Wl h2 h3
o) _ali), o), oft), ali)_, i)
OX OX OX OX OX
Soit encore, aprés multiplication par le tenseur métrique approché :
_a(hié))_,_G(hill)+a<hi22)+a(hi33):o (V||-3)
OX OX oX OX

Nous pouvons donner une écriture un peu plus développée de 1’équation d’onde
géneérale (VII-1) :

I:Iﬁoo Dﬁm IZIH02 Dﬁoa Too Tor Top Tos
Dﬁlo Dﬁll DﬁlZ DﬁlS __ 16nG| Tye T T Tig (V11-4)
Oh,, Oh,, Ohy, Ohy, c’ T Ty T Ty
Dﬁao Dﬁm Dﬁsz Dﬁas Ty T Ty Ty

Nous introduisons le tenseur énergie impulsion des sources électromagnétiques qui a
été proposé dans les chapitres précédents :

Oh,, Oh,, Oh,, Oh,, —pc® ¢, cJ, cl,
Dblo Dbll DElZ DElS _ _1672G A cJ, —JV, _‘]xvy -V, (VII-5)
Oh,, Oh,, 0Oh,, Oh,, c c, -Jyv, =Jyv, =Jyv,
Oh,, Oh,, Oh,, Oh,, cJ, -Jv, -Jv, -y,
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La question que nous nous posons est la suivante : est-il possible d’identifier dans
I’équation (VII-5) les équations de MAXWELL sous la forme d’une équation d’onde relative
aux potentiels électromagnétiques ?

Nous formulons 1’hypothése que la métrique du champ électromagnétique est décrite en
fonction du tenseur h.

ij » €t nous poursuivons I’identification sous cette hypothése.

Les équations d’onde des potentiels sont rappelées pour mémoire :

2
V- 200 P e
c° ot €
S (VII-4)
—,x 1*A <
ViA- c2 ot? =Ho
Soit encore en écriture développée :
_O*(¢/c) @*(elc) &*(9lc) O*(lc) _
a(Ct)z PV oy P HoP
A, . O°A, s O°A, . IA, ]
8(Ct)2 X2 oy 72 Hodx
(VII-5)

O’°A, O0°A, 0O°A, O°A

- Tttt = ~Hol,
oty  ox* oyt oz

A, . O°A, . O°A, N A, ]
8(Ct)2 X2 oy 322 Hodz

On se heurte alors a la difficulté suivante : il n’existe que 4 composantes pour le potentiel
¢lectromagnétique, alors qu’il existe 16 termes dans le tenseur qui représente la métrique
modifiée.

Nous conjecturons que si les équations de MAXWELL doivent apparaitre dans le
tenseur métrique, alors ce sera nécessairement dans les termes dominants de ce tenseur.

Nous ne connaissons pas, a priori, les termes dominants du tenseur métrique, mais nous
connaissons ceux du tenseur impulsion énergie : ce sont ceux qui contiennent le terme ¢ ou c2
Si nous supposons la vitesse des charges tres inférieure a la vitesse de la lumiere, nous aurons
approximativement :

Oh,, Oh,, Oh,, Oh, —pc? ¢, cl, d,
Oh,, Oh, Oh, Ohy, :_16TEGX cdd, 0 0 O (V11-6)
Oh,, Oh,, Oh,, 0Oh,, c g, 0 0 0
Oh,, Oh,, Oh,, Oh, dJ, 0 0 0

Nous conjecturons que les termes dominants du tenseur ﬁij seront analogues aux termes
dominants du tenseur Tj; :
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Oh,, Oh,, Oh,, Oh,, -pc? cJ, d, d,
Oh 0 0 0
i, _ _1671(3 N dJ, 0 0 0 VII7)
Oh,, O 0 0 c g, 0 0 0
Oh 0 0 0 cJ 0O 0 O

Il convient de remarquer que la relation (V1I-6) ci-dessus n’implique pas la nullité des
coefficients h;, pour i et j différents de O qui est proposée en (V1I-7). Mais si nous supposons
que les équations de MAXWELL doivent apparaitre a travers la métrique des ﬁij , cela conduit

a admettre que les termes dominants de cette métrique sont ceux qui contiennent au moins une
fois I’indice 0. C’est dans le cadre de cette hypothése qui nous considérons que les termes tels
que i et j différents de 0 peuvent étre négligés en premiere approximation.

L’écriture développée de la premiére ligne s’écrit explicitement :

21 21 2 21
0 hOg N 0 hgo N 0 hg0 N 0 h200 _ _161ZG T, = _167ZG (—kpcz)
ety  ox* oy oz c c
21 21 24N 2N
_ 0 ho; + 0 hgl + 0 hgl + 0 h201 :_167'§G _I_Ol :_167'§G (KC‘]X)
acty  ox*  oy* oz c c VIL8)
2k 2k 21 2k
0 hog N 0 hg2 N 0 hg2 . 0 hg2 :_16756 T, :_16126 (kch)
acty  ox* oy oz c c
21 2k 2K 2k
0 h°§ N 0 h§3 N 0 h;’?’ N 0 h203 :_16726 T, :_1672G (rcd,)
acty  ox* oy oz c c
Ces relations doivent étre associées a la condition de jauge harmonique :
_alhy)  alhy), o), alh) _ VI-9)

ox° oxt  ox? o ox®

L’identification des équations des potentiels (VII-5) avec les équations (V11-8) conduit
a poser :

h. = =
e ST C pCt f4ne,G c

161G (Apc?) 916G ¢ ¢(4j

AC
_ 4 _
h01 =A, E = th
(VII-10)
_ 4 _
hoz = Ay R = hzo
_ 4 _
h03 =A, R = hso

On peut alors exprimer la condition de jauge harmonique pour i=0 :
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_alhgo) , alhgy) , o), Alhes)
ox®  oxt oxt o

o¢lc), oA, OA, OA, 109

alct)  ox oy  ox  cf et

(VII-11)

Elle correspond de maniére exacte a la jauge de LORENZ.

Pour i=1, 2, et 3, ’expression approchée du tenseur des sources ¢lectromagnétiques que
nous avons proposé en (V1I-6) montre que la condition de jauge harmonique n’est plus vérifiée
de maniere exacte, mais seulement de maniere approchée. Cette condition s’écrit en effet :

ohyo) _ alhyo) _ 10(Pg)

x®  act) c ot
6(520) - a(ﬁzo) 1 a(HZO) -0 (VII-12)

x®  olct) c ot

8(H:SO) — 8(HISO) — l a(ﬁ30) — O
ox®  oct) ¢ ot

Le coefficient 1/c garantit que ces termes sont petits, mais ne garantit pas qu’ils soient
nuls. Nous examinerons les conséquences de cette approximation dans un prochain chapitre.

En toute rigueur, dans 1’approximation considérée, la condition de jauge harmonique
n’est vérifiée de maniére exacte que pour des potentiels vecteurs qui sont indépendants du
temps, c’est-a-dire relatifs a la magnétostatique. Le potentiel scalaire n’est pas affecté par cette
limitation.

Nous désignons par jauge magnétostatique la condition de jauge définie par les trois
relations ci-dessus. Si on observe le tenseur énergie-impulsion simplifié associé a cette jauge :

—-pc? ¢, cl, ¢,

p S 000 (VII-13)
¢, 0 0 0
cJ 0 0 0

z
On remarque que 1’équation de conservation de 1’énergie sur les lignes 1, 2, et 3 s’écrit :

8,
ot
0]
—¥ =0 (VII-14)
ot
0d,

o

En d’autres termes, les termes nuls que nous avons injectés dans le tenseur impulsion-
énergie (VI1-13) nous permettent une exploitation rigoureuse de ce tenseur uniquement pour
les courants continus.
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On peut vérifier que les termes qui expriment la modification de la métrique sont d’un
ordre de grandeur tres inférieur a 1. On évalue pour cela :

64 G * -12 % -11
( 4 ):J ne,G _8314*8,85.10 1 *6,67.10 " 114.107 (VII-13)

AC c (3.10°)

Le coefficient de la métrique décrivant le potentiel scalaire est rappelé ci-dessous :

ho, :_9( 4 j (VI1-14)

clac

Ce terme s’approche de la valeur 1 (en valeur absolue) lorsque le potentiel ¢ s’approche
de la valeur 10% Volt. On ne connait & ce jour aucune expérience mettant en jeu des potentiels
aussi éleves, ce qui justifie les approximations linéaires utilisées.

A ce stade, I’identification formelle des équations de MAXWELL dans les équations
d’EINSTEIN est terminée, mais elle n’est pas satisfaisante car elle ne permet pas de traiter les
courants variables dans le temps. Nous verrons comment pallier a cette difficulté dans un
prochain chapitre.
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VI1II - Métrique du champ
electromagnétique dans la jauge
magnétostatique

Le chapitre précédent a montré que le champ électromagnétique pouvait étre représenté
par de petites perturbations de la métrique de MINKOWSKY, ou encore, dans une
interprétation énergétique, par de petites variations de la densité volumique d’énergie du vide.

Dans la jauge magnétostatique, le tenseur représentatif de ces variations a été approximé
dans une expression de la forme :

ﬁ00 Hm ﬁ02 ﬁ03 _¢/C Ax Ay Az
= Ry Py By, Ry| Je4meG| A, O 0 0O i
" Ihy, hy hy, hy c A, 0 0 0

h,, hy hy, hy A, 0 0 O

Ces variations sont exprimées a 1’aide des perturbations de la métrique modifiées
(surmontée d’une barre), dont les relations avec les perturbations non modifiées ont été établies
dans le chapitre relatif aux jauges :

n,=Fy 20, (VIII-3)

Avec

h=n"h; =n"hg, +n''hy, +n*?h,, +n*hy, =—hy, (V1-4)
D’ou I’expression des perturbations de la métrique non modifiée :

Ny =Py + 2, (VIII-5)

Chacun des termes peut étre repris dans une expression matricielle :
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hoo_
—% hgy hy, g _i X Ay A,
hy, hy hy, h 2 2
00 01 02 03 _ hOO 0 O A _i O 0
h = hio hu hy hy| gt 2 _ /64ne G X 2c
"Ihy hy hy, h,| |= h o ¢
20 21 22 23 h20 0 % O Ay _% O
h30 h3l h32 h33 H (1)
h Moo A 0 o0 -2
hy 00 2 . o
(VI11-6)

Les coefficients complets de la métrique (les gij) sont obtenus en ajoutant les petites
variations précédentes (les hj;) aux coefficients de la métrique de MINKOWSKY (les nj) :

e Gor [l G
AC ) 2¢ AC ac) AC
%)AX 1- (%)2% 0 0 .
gj=mn;+h;= A=
o ijA 0 1—(iji 0 VAmEG
ac) 7 AC ) 2¢
ijAZ 0 0 1_(iji
AC AC ) 2C
(VIII-7)

On en déduit 1’élément d’espace-temps au carré suivant la relation :
ds? = g,dx'dx’ (V111-8)
On obtient I’écriture développée en fonction des seuls gij non nuls :

ds? = g, dX°dx® + g,,dx'dx" + g,,dx*dx* + g,,dx3dx® + 2g,,dx°dx* + 2g,,dx°dx? + 2g,,dx°dx*
(VHI-9)

Et pour terminer, I’expression de la métrique en fonction des potentiels
électromagnétiques :

2¢ 2¢
ds® = (— - Fjd(ct)2 + (1— F)(dxz +dy? + dzz)
+ 2( A
AC

La métrique de I’espace-temps peut étre exprimée en fonction des potentiels
électromagnétiques, de maniére analogue aux phénomenes gravitationnels.

VI11-10
4A, ( )

AC

c

jd(ct)dx -+ 2( 4}1% ]d(ct)dy + 2[ jd(ct)dz
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I X - Analyse des relations obtenues en
jauge magnétostatique

Dans les chapitres précédents, nous avons été conduits a annuler certains termes pour
permettre une identification de certains coefficients de la métrique perturbée avec les potentiels
électromagnétiques. Nous avons observé que cette approximation avait rompu la condition
exacte de jauge harmonique. La complexité des équations d’EINSTEIN nous suggére
d’examiner en détail les conséquences de cette approximation.

Dans ce chapitre, nous proposons d’effectuer le calcul direct et détaillé¢ des coefficients

du tenseur RICCI afin d’évaluer sur chacun des termes les conséquences des hypothéses
simplificatrices que nous avons proposees.

| — Rappel sur les hypothéses de travail

Nous utiliserons pour cette vérification la forme suivante de 1’équation d’EINSTEIN :

8nG 1
R;= x [Tij_agijTJ (1X-1)

Nous définissons la métrique de MINKOWSKY par les coefficients njj :

-1 000

|10 100
| IX-2
n; =N 0 010 (1X-2)

0 0 0 1

Cette métrique subit de petites perturbations hij, dont on peut donner une représentation
matricielle :

avec ‘hij‘ <<1 (1X-3)

N
N

)
Il

0O O O T
=
o

0O O O T
=
[

> O O T
-
N

0 O O o
-
w

On en déduit la représentation matricielle de la métrique associée au potentiel
électromagnétique :
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-1+ hoo h01 hoz h03

g =mn +h = th 1+hy, hi h13 (1X-4)
' ’ ’ hy h,, 1+h,, hys
hso hs, hs, 1+ hy

Nous avons proposé, dans les chapitres précédents, un tenseur impulsion-énergie Tij;
pour les sources du champ électromagnétique. Ce tenseur a fait 1’objet d’une expression
approchée qui est rappelée ci-dessous :

To T Ty Tos -pc? cJ, c, d, -pc® cJ, o, ¢,
To Ty T, Ty 1 cdJ, 0 0 O cdd, 0 0 O
Tij: = =\
Too T T Ty| J4me G| cJ, 0 0 0 dJd, 0 0 0
Ty Tan Top Tig cl, 0 0 O cl, 0O 0 O
(IX-5)
Nous pouvons évaluer la contraction de ce tenseur approché :
T= gijTij ~ T]ijTij = nOOTOO + n“Tn + nzszz + T]331-33 = TIOOTOO =—Ty (1X-6)

Nous avons supposé que les coefficients de la métriqgue modifiée sont reliés aux
potentiels électromagnétiques de la maniére suivante :

_9 . A, A,
hoo Nor Nz gy 2¢ )
h, = h Ny hyp hg _ —\/647'580G Ac = 2c 0 0 (1X-7)
" Ihy hy hy o hy c A, 0 - 4 0
hsy D Dy hy 2 0
A, 0 0o - 2%

Nous utiliserons dans les calculs des termes du tenseur de RICCI, quelques propriétés
qui sont apparentes dans les coefficients du tenseur hij qui est donné ci-dessus :

1) 11 s’agit d’un tenseur symétrique : hij = hj;.

2) Plusieurs termes de ce tenseur sont supposés, en premiére approximation,
avoir une valeur nulle :

h12:h13:h21:h23:h31:h32:O (1X-8)
3) Les termes de la diagonale principale sont égaux :
hoo = h11 = hzz = h33 (1X-9)

4) Les termes representatifs des potentiels doivent respecter la jauge de
LORENZ :

48



. oA
%@ +VA = ale/c) + A +—2+ Ay _ 2 8h°0° + 8h011 + ahozz + Gh‘f =0 (IX-10)
¢’ ot alct)  ox oy o x’ o ooxt o oxP o
Nous rappelons 1’expression de la constante multiplicative A :
A= . (1X-11)

\4ne,G

Les termes de la métrique modifiée hjj s’écrivent donc en fonction de la constante A :

_4 . A, A,
hOO hOl h02 h03 2C (I)
hy = Mo M M Pyg ) 4] T ’ (1X-12)
" Ihy hy hy hy | ke A, 0 _4 0
h30 h3l h32 h33 2C q)
AL 00 -2

Nous en déduisons les coefficients de la métrique associée aux potentiels
électromagnétique :

e Gor Gad o Gk
AC ) 2¢C AC a7 AC
I A
9y =n;+hy= (1X-13)
(i% 0 1{ip1 0
ac) ? AC ) 2¢c
B o T
AC AC ) 2C

Nous disposons desormais de tous les éléments permettant une vérification directe des
¢quations d’EINSTEIN.

Il — Les équations d’EINSTEIN

Nous adoptons la représentation du tenseur de RICCI suivante :

r r
Ry =1~ + i e (1X-14)
oxX  oOX
Dans un cadre linéarisé, nous admettons que les produits des coefficients de
CHRISTOFFEL peuvent étre négligés en tant qu’infiniment petits du second ordre. Les termes
du tenseur de RICCI seront donc évalués a I’aide de I’expression ne faisant intervenir que les
dérivées des coefficients de CHRISTOFFEL :
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or! A 1) Do| D) D) 0 1 2 3
~ ] _arlr :{ ] + ] + 1] + IJ}_{8E0+6E1+8E2 +6E3} (|X-l5)

T x| ax® ot axt | |ax e oax! T oaxd
L’expression générale de ces coefficients est la suivante :

r 1 r ag| ag agl
Fi =509 k{ 0 an,} (1x-16)

Leur écriture développée suivant la variable muette k est donnée par :

I :1 rO{agio " agj_O _ agij} 1 rl{agil + a9, _ agij}

. += : .
2 ox! ox' ox° 2g ox! ox' oxt

+lgr2{5giz L 99, agu} 1 rs{ﬁgis L 99 agu}

= + — >
2 ox! ox' ox? 2g oxI' oxt oox®

(IX-17)

La forme trés particuliere des gij = nij + hij, avec nij égal a une constante (+1 ou -1) et
|hijl <<1 montre que cette expression devient dans un cadre linéarise :

s 1nr0{ahio Lo 8hij}+lnd{6hi1 Lo ah“}

20 loaxi ax x| 2 |ax  ax' oxt

+%nrz{5‘hiz N chj, oh; }+lnr3{5hia N ohy; ahu}

(1X-18)

oxI o oox' ox?| 2 ox!' ox' ox®

Puisque les seuls n™® non nuls sont ceux pour lesquels r =k, on obtient I’expression finale
qui sera utilisée dans les calculs :

r 1 r ahir ahr ahl
=5m {axj +- axfj} (IX-19)

soit explicitement pour chaque valeur de r :

r0~1 Oo{ahio_,_ahjo ahij}

T2 T ox ox°
po o Loy oy oM,

12 ox! o oox' ot

. o oh h (1X-20)

e

I {ax' o éxz}
F?zlnse’ ah|3 +ahj_3 —8hij

b2 ox!' ox' ox?

La vérification va désormais consister a injecter ces coefficients dans le tenseur de
RICCI linéarisé rappelé en (1X-15).
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111 — Le terme Roo

De I’expression du tenseur de RICCI linéarisé (IX-15), nous obtenons pour i=0 et j=0 :

R00

~ alHoro _ 8r(;rr — ar(?o + érgo + ar020 + 6r§0 _ argo + arél + ar022 + args (1X-21)
r 0 0 1 2 3 0 0 0 0
OoX OX OX OX OX OX OX OX OX OX

Les coefficients de CHRISTOFFEL nécessaires au développement du terme Rgo sont
déduits des relations (1X-20) et exprimés ci-dessous en fonction des seuls hij non nuls :

1 ofoh,, éh. oh 1 (éh
[0 = =10 00 , Zloo ool _ _ = 00
0= {ax" ox° 6x°} 2{6‘x°}

1 ,[oh, oh, oh 1(.éh,, oh
=L { g By _T) 1y ]

2 OX OX OX 2|1 OX OX (1X-22)
2 zgnzz Ohy, , Ohg, Ohg| _ 1, 0Ny, Ohy,
) ox®  ox® ox?| 2| ox® ox?
s _11133 oh,, . Oy, Ohgy| _1[,0he oy
) ox®  ox® ox*| 2| ax®  ox®
o =1n°° g, Mgy hge| _ 1 [ohy
02 ox®  ox°  ox° 2 | ox°
U oh,, oh, oh,| 1(oh,
01— Zn a 1 0 1 0

X OX OX 2| ox (1X-23)

2 =3n22 ohy, , ohy, Shy,|_ 1[0,
2" ox>  ox®  oax?| 2| ox°

1 (oh.. oh.. oh 1(oh
3 ==-n% 03 , 7733 o3l _ — 33
0= {ax3 ox° ax?’} 2{ax°}

Les coefficients de CHRISTOFFEL détaillés ci-dessus sont maintenant introduits dans
I’expression de Roo rappelée pour mémoire :

0 1 2 3 0 1 2 3
00 ~ ar 000 + 8F010 + ar 020 + al—‘030 _ al—‘000 + al—‘Ool + al—‘002 + al—‘003
OX OX OX OX OX OX OX OX
R zl azh01 _ azhoo + 82h02 _ azhoo + azhos _ 82hoo _ azhoo
72 Taxtox®  axtoxt T oxPox®  oxPox® oxlox®  oxPox®  ox%ox°
1{ azhll + athZ + aZhSS _ 82hOO}
2

ox%0ox°  ox%x°  ox°ox®  ox%ox°
(1X-24)

On obtient apres une réorganisation des termes :
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~ — + +
07 oloxtoxt  oxPox? oxiox® ox%ox° oxtox®  ox2ox®  oxPox®  ox‘ox®

1{ Ohy | Ohy, | Ohy,  Ohy, }

1 { Oy, , Oy, 0%y &Ny }+ { O*hy  hy, | Fhy aZhoo}

ox%0ox°  ox%x°  ox%ox®  ox%ox°

2
1 azhoo 62h00 82h00 62h00
Roo &

2|loc "o e o

0 {ahOl oh,, 0ohg, ahoo} 1 {ah1l oh,, oh,, ahoo}
+ + - -= + + -
ox’llaxt ox? o axd ax® ) 2|ox® ax®  ox® ox°

(IX-25)

Faisant usage de la relation hoo = h11 = hz2 = hss, il vient :

| 82h00+82h00+82h00_82h00 L0 {0h01+8h02+8h03_28h00}
02 (axl)z (@(2)2 (axa)2 (@(0)2 ox® |l axt  ox? o ooxd T axe
(1X-26)

Le second terme a droite de 1’égalité est nul car il exprime la conservation de I’énergie
(IX-10). Il ne reste plus finalement que le d’Alembertien de heo, a un facteur multiplicatif preés :

11|6%h 0%h 0%h o%h
R ~_—— 00 00 00 00 1X-27
° z{<axl>”<axz>”<axs>2 <ax°>2} N

Il apparait que les hypothéses simplificatrices qui ont conduit a annuler les coefficients
h12, his, h21, h23 ha1, haz, sont sans incidence sur le calcul du terme Roo. En d’autres termes, la
condition de jauge magnétostatique n’est pas nécessaire pour que le terme Roo représente
rigoureusement 1’équation d’onde relative au potentiel scalaire.

Nous devons maintenant faire le lien avec le tenseur impulsion énergie a 1’aide de
I’équation d’EINSTEIN (IX-1). Avec i=0 et j=0, nous avons :

8nG 1 8nG 1 8nG 1 8nG 1
Roo = _4(-'-00 - _gooTj ~ C_4(Too - _nooT) = C_4(Too + _Tj = ?(Too - _Tooj

c 2 2 2 2
_8nG Ty, _8nG|( - ApC®
ot 2 ¢ 2

(1X-28)

On obtient donc explicitement :
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- 1{@%00 o%h,,  0%hy, azhoo}_SnG[—kpczj
00

2B Bl o B e 2 )
o ] Ohg Oy, ohg,  %hy, 8nG(xpc) e  [fAne,G
Colleef eef o ecf exf) A __iji__ﬁ
00 — - 2
Zh 2h 2h 2h 7\4C 2C }\4C
0 {aaxzm R } -2 (1pc?)

(1X-29)

La substitution de hoo en fonction de ¢ conduit a I’expression finale de 1’équation d’onde
portant sur le potentiel scalaire ¢ :

(<|>/c) o*(p/c) 0%*(o/c) 0%(d/c)|  8rG( _,\AC
{ o o o ey } c_“(}”pc )7
{ ((I)/C) (¢/C)+52(¢/c)_az(¢/c)} _(pc2)47tG c

ox’ oy’ oz> oty c* 4ne,G (1X-30)
{ "(o/¢), (¢/c)+az(¢/c)_az(¢/c)} pe

ox’ oy° oz o(ct) °

0% 6’¢+8¢ O |_ o P
ox’ 8y2 0z>  octy

€

IV — Le terme Ro: (et les termes analogues Roz, Ros, R1o, R20, R3o)

De I’expression du tenseur de RICCI linéarisé (IX-15), nous obtenons pour i=0 et j=1 :

r r 0 1 2 3 0 1 2 3
Ry, ~ al“orl B 81“01r _ 61“00 1, 81“011 N 81“021 N 01“031 B aFolo N 81“011 N 81“012 N 6F013 (1X-31)
OX OX OX OX OX OX OX OX OX OX

Les coefficients de CHRISTOFFEL nécessaires au développement du terme Ro1 sont
déduits des relations (1X-20) et listés ci-dessous :

1 ohy oh,, oh 1 (o6h
[0 ~ =00 =00 4 110 o1 __1]Ng
nT { oxt ox”  ox° } 2{ ox' }
1 yfohy, oh, oh 1 (éh
£ Enn{ o axoll} ) E{ axl"l}
(1X-32)
I = 11122 N + ohy, _ oy = 1)ohy, _dhy
2 oxt  ox® ox*] 2| oxt  ox?
F031 ~ 11133 Oog + oh,, - dhg, - 1 Ny _ ohy,
2 oxt  ox®  ox® ol oxt  ox®
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o
o
+

8h00_8h00 21 ohy,

ox°  ox° ax°}_ E{W}
ohy, ahm} 1 {ahn}

axt X' x| 2|ex®

. chy, ahoz} _ i{ahzz}
ox°’  ox? 2| ox°

. ohy; 6hos}:1{%}
ox’  ox® 2| ox°

Les coefficients de CHRISTOFFEL détaillés ci-dessus sont maintenant introduits dans
I’expression de Roz1 rappelée pour mémoire :
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=
=
f—/;_'\
jo))
=y
-2
+

(1X-33)

D

>
<)
o

QD
X
N

g%
Q
NI, N NP
=
N
N

=

S o
Q
w
’—/M—\w ! e
|
@®

Ry, ~ ay, arglr _ arozl . argll . arozl . arozl ~ argio . arolll N aro} . ar{3
ox"  OX OX oxX:  OX OX OX OX OX OX
1) _ N _
72 axPoxt oxlox®  oxlox®  oxPox®  oxlox®  oxPox®
_1{_ 62h00 4 62hll n 82hzz n 62hss'}

0°hy . 0°hy,  0°hy,  O°hy . O%hy azhm} (1X-34)

2| ox%x*  oxPoxt  ox%oxt  ox%oxt

On obtient apres une réorganisation des termes, et en utilisant la relation hoo = h11 = h2,
=hss:

1( 0°hy,  O*hy,  3°hy, j+1{ Ohy , Ohyy | Ohgy 82h00}

Ry, ~=| - - -
ol oxloxt oxPox? oxiox® ) 2 |extoxt  extox?  ox'ox® ox%oxt

1( o*h,,  0°h,,  0°h,, 1 0 |oh,, ohy, ohy, 0N,
R~ 7| - Al AvZav?  Avdavd | T 5 Aul 1 T a2 T 3_2 0
2\ oOx'Ox® OX°OX® OX°OX 20X (OX  oOX OX oX
(IX-35)
La condition de jauge harmonique annule le second terme a droite de 1’égalité, et il
reste :
1( o*h,, o°h,, &°hy,
~=| — — - I1X-36
o 2[ ox'ox'  oxox*  ox%ox’ (1%-36)

Soit encore en faisant apparaitre le laplacien généralisé a la variable temporelle :

L —5{ 0Ny, } (1X-37)

1 oh,,  o°h,, 0°h,,  o°hy,
ol ox%x®  oxtoxt oxPox®  oxtox® ) 2| ex%ox°

La condition de jauge harmonique modifiée par les termes nuls que nous avons
introduits dans la métrique des hij, désignée par condition de jauge magnétostatique, est rappelée
pour mémoire :
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alhy,) _ alhy) _ (1X-38)
ox° ox°

Il s’avére que I’équation d’onde relative au potentiel vecteur n’est rigoureusement
vérifiée que si la condition de jauge magnétostatique est vérifiée, ¢’est-a-dire si la dépendance
temporelle du potentiel vecteur est nulle. Le terme Ro1 décrit alors exactement le laplacien
spatial de la composante du potentiel vecteur suivant 1’axe des x.

Nous pouvons faire le lien avec le tenseur impulsion énergie a 1’aide de 1’équation
d’EINSTEIN (IX-1). Avec i=0 et j=1, nous avons :

8nG 1 8nG 1 8nG 8nG
Roi= _(Tm - _901Tj ~ _(Tm - _n01Tj = To, = (7"0‘] )

4

c* 2 c* 2 c c*
(1X-39)
On obtient explicitement :
2 2 2 2
S R R RS
avec ) JAne,G
2 2 2 2
Ry | CMos Oy Sy, Oy | 167G (_]A
o(ct)>  ox oy oz c* A
(1X-40)

La substitution de hor en fonction de Ax conduit a I’expression finale de I’équation
d’onde portant sur la composante suivant x du potentiel vecteur :

O’°A, 0°A, O0°A, O°A 167G AC

_8(ct)x2 Yot é'yzx Y [T (e ) 4
O’°A, 0°A, O0°A, O°A _AnG ., 4G 1 J

- Sttt = A, = > Jy = ——=— =1y,
octf ox*  oy* oz c’ ¢’ 4ne,G C’g,

V — Le terme Ri1 (et les termes analogues R22, Rs3)

De I’expression du tenseur de RICCI linéarisé (IX-15), nous obtenons pour i=1 et j=1 :

r r 0 1 2 3 0 1 2 3
R, ~ 8Flr1 B 81"11, _ 81“101 N 61“111 N 81"121 N 81“131 B 81“110 N 81“111 N 81“112 N 81“113 (IX-42)
OX OX OX OX OX OX OX OX OX

Les coefficients de CHRISTOFFEL nécessaires au développement du terme Ri1 sont
déduits des relations (1X-20) et listés ci-dessous :
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1X-43
iy (49
2 | ox?

oh, oh, oh,] 1[éh,
x ot 8x3}:_§{§}
1 _1(éhy,
: J=31a)
lnll{ahn " ohy, _8h11}=1{%}
2 oxt  oxt oxt] 2|ox!
, 1 ,féh, oh, oh,) 1[oh,
rlzzin {8x2 T }:E{ﬁxl}
1
|

n® ohy, n ohg, _ ahm} _ l{ahss}
ox:  oxt  ox?

(1X-44)

2 | oxt

Les coefficients de CHRISTOFFEL détaillés ci-dessus sont maintenant introduits dans
I’expression de R11 rappelée pour mémoire :

ox"  oxt ox®  oxt ox?  ox® ox*  oxt oxt axt
1 0°h 0%h 1| o%h 1| é%*h 1| 6°h
R . ~—=-J2 10 1 (= I O 1 = 11 1X-45
t 2{ ox*ox° axoéxo} Z{axlaxl} 2{8X28X2 2 | ox3ox3 ( )
+1 0°hyg 1 o*hy, 21 0*h,, 21 0°hgs
2 |oxtoxt | 2 |ox*oxt| 2 |oxtoxt| 2 |ox'oxt

Faisant usage de la relation hoo = h11 = hg2 = has, il vient :

R~ i _ {8r1°1 Lomy on arfl} B {arf’o Lom on arfg}

1{ &’h, &, &h 6°h 6°h
R ~ 11 11 11 11 _ 10 |X-46
H 2{ax°ax° ox'ox"  ox*ox’ ax3ax3} {axlfaxO} (1%-48)

Comme dans le paragraphe précédent, le terme R11 ne décrit rigoureusement 1’équation

d’onde relative au potentiel scalaire que lorsque la condition de jauge magnétostatique est
verifiee.

VI — Le terme R (et les termes analogues Ri3, R21, R23, Rs1, Rap)

De I’expression du tenseur de RICCI linéarisé (IX-15), nous obtenons pour i=1 et j=2 :
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R.~ arlrz _ ar1rr — arloz + 8F112 + ar122 + arlsz _ alHloo + arlll + ar122 + ar133
12 r 2 0 1 2 3 2 2 2 2
OX OX OX OX OX OX OX OX OX OoX

} (IX-47)

Les coefficients de CHRISTOFFEL nécessaires au développement du terme Ri> sont
déduits des relations (1X-20) et listés ci-dessous :

1“102 _ ET]OO ohy, N oh,, B oh,, _ _1 ohy, 6h20
2 ox?  oxt ox° 2 | ox? 8x
1 oh oh oh 1 (oh
oLy, ] 1o
X OX OX 2 | OX (1X-48)
F122 _ 17]22 oh,, N oh,, B oh,, :1 oh,,
2 ox?  oxt  ox? 2| ox*
1 oh oh oh
2 == 13, %23 “h2l_q
12 =50 {8x2 ox axff}
o zl 00| 0h,  Ihy, B ohy, :_1 ohy,
2 ox’  oxt ox° 2 | oxt
o~ 1 8h11 ahll ahll 1 8hll
1n~;"n P 1 1 1 1
X OX OX 2| OX (1X-49)

oh,, ohg, 8h13} l{ah%}
+ - =—J38
ox®  oxt ox® 2| ox*

Les coefficients de CHRISTOFFEL détaillés ci-dessus sont maintenant introduits dans
I’expression de R12 rappelée pour mémoire :

ox" ox? ox°  oxt ox>  ox?  ox?

1{ &%, . o&°h 1( &%h
R ~_ 10 + 20 + 11 IX_5O
o 2{ax°ax2 ax(’axl} 2{6x16x} 2{8x18x} (1%-50)
+1 82hOO _l 82hll _l aZhZZ _l a2h33
2 |ox'ox®| 2 |oxlox?| 2 |ox'ox?| 2 |ox'ox®

Faisant usage de la relation hoo = h11 = h22 = hss, on obtient finalement :

r r 0 1 3 0 2 3
R~ T _ {arlz+arlz+arlz arlz} {arm on, , ar12+ar13}
0

1[ o*h, &%
Riz = _E{ax‘Jal;z ’ ax‘)az)zl} (I-51)

Il apparait que le terme R12 du tenseur de RICCI n’est rigoureusement nul que dans la
condition de jauge magnétostatique, ¢’est-a-dire lorsque les dérivées temporelles du potentiel
vecteur sont nulles.

57



IV — Conclusion

Les équations de la gravitation linéarisée fournissent un cadre dans lequel nous avons
essayé de faire apparaitre les équations de MAXWELL.

Lorsqu’on tente une approche énergétique en imaginant un tenseur impulsion énergie
pour une charge en mouvement parfaitement analogue au tenseur impulsion énergie que 1’on
connait pour une masse en mouvement, on se heurte a plusieurs difficultés.

Les équations de MAXWELL nous indiquent que ce sont des densités de charges qui
sont a l'origine du champ électromagnétique. Ces densités forment un quadri-vecteur, et
comportent donc 4 composantes, alors qu’un tenseur impulsion-énergie symétrique en
comporte 10. Nous avons donc supposé que certaines composantes du tenseur impulsion-
énergie pouvaient étre négligées en premiére approximation.

Lorsque nous mettons en place cette hypothese, nous faisons le constat que la condition
de jauge harmonique, qui a permis d’obtenir 1’équation d’onde a partir des équations
d’EINSTEIN linéarisées, n’est plus rigoureusement vérifiée.

Il nous faut donc admettre que le cadre simplifié dans lequel nous espérions voir
apparaitre les équations de MAXWELL ne permet pas une identification correcte. Nous devons
donc reprendre le travail de ce chapitre en conservant tous les termes du tenseur impulsion-
énergie : ce sera I’objet du chapitre suivant.
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X - Cas genéral

Le chapitre précédent nous a montré que les simplifications proposées, en annulant
certains termes du tenseur impulsion énergie et du tenseur des perturbations de la métrique, ne
permettent pas de retrouver les équations des potentiels sur la premiére ligne et la premiére
colonne du tenseur des hij.

Nous reprenons 1’étude en considérant le tenseur impulsion énergie des sources de
rayonnement que nous avons proposé en (IV-6), sans y négliger aucun terme :

To Too Tz Tos - o, cv, v,

T, = To Ty T, Tgs —2p CV, —V,\V, —V,V, —V,V, (X-1)
T T T Ty CVy —V,V, —V,V, —V)\V,
T T Ty Ty vV, —V,V, —V,V, -V,

Dans une métrique linéarisée, le produit de ce tenseur avec le tenseur métrique fournit
la relation :

T= gijTij ~ T]ijTij = TlooToo + nllTll + leszz + TlssTss =—Too+ T+ T, + Ty

T= 7\.p(C2 —Vi —V)zl —Vi): }\‘p(cz —V2) (X'Z)

Nous en déduisons le tenseur qui est au second membre des équations de la gravitation,
toujours dans une métrique linéarisée ou on a sensiblement gij ~ nij :

- %(02 +V?) cv, cv, cv,
1 v, ~V,V, — %(02 —~ v2) —V,V, ~V,V,
Tij - EgijT =Mp 10,
cv, —V,V, VY =S (c -V ) -V,
cv, —V,V, —V,V, —V,V, — %(c2 —~ vz)
(X-3)

Dans une approximation du premier ordre, nous négligeons les termes en v2 devant les
termes en c2 dans la diagonale principale :
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C
- o, cv, cv,
c?
1 Vo S TNV, VY,
Tij - EgijT ~\p c? (X-4)

oV VYV o VY,

2

A O ey

Nous effectuons un travail analogue sur le tenseur des perturbations. Partant du tenseur
des perturbations modifiées :

Hoo Em E02 ﬁ03 - (I)/C 'f\x '_A‘y '_A‘z

—” _ Elo En Elz 913 _ (ij Ax En ElZ 913 (X-5)
hzo EZl Ezz Ezs AC Ay E21 Ezz Ezs
hso h31 hsz hss Az h31 h32 h33

Nous en deduisons le tenseur des perturbations non modifiées par la relation :

_ 1 -

h; =h; _Enijh (X-6)
Avec

h= nijﬁij = Tlooﬁoo + nnﬁn + nzzﬁzz + T133ﬁ33 = _ﬁoo + ﬁn + sz + H33 (X-7)

Le traitement est analogue a celui qui a été effectué ci-dessus pour le tenseur impulsion-
énergie, et on obtient :

_i A A
20 X y 4
hoo Nor Nz gy b " H
h = he Ny hy hy ~( 4 j Ay " 2c 12 13 %-8
i,- (X (x-9
hao Dy Dy hy AC A, hy _ 4 ’s
hsy Dy hy, hy 2 o
A h h -
z 31 32 2C

Les termes hi2 = ho1, h1z = hay, et hos = hao restent provisoirement indéterminés.

Nous utiliserons couramment par la suite, 1’égalité de tous les termes de la diagonale
principale :

hoo = h11 = h22 = hss
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Comme précédemment, nous souhaitons vérifier directement [’incidence de
I’approximation du second ordre que nous avons effectué en (X-4) sur les équations
d’EINSTEIN rappelées pour mémoire :

8nG 1
R; = :4 [Tij_agijTJ (X-9)

Dans une métrique linéarisée, en utilisant les résultats partiels établis ci-dessus, ces
équations prennent la forme suivante :

-— o, cv, cv,
Ohy, DOhg, Ohg, Ohyg ’ c’
( 4 j Oh,, Oh, 0Oh, Oh, i Yoo T T Y (X-10)
Ac) Oh,, Oh, Ohy, Ohy, V. —V.V ——2 -V, V
Oh,, Oh, Oh, Oh, o .
oV, —V,V, -V,V, ——

Les contraintes supportées par les hij sont essentiellement celles de la jauge harmonique.
Nous développons quelques éléments complémentaires sur cette jauge dans le paragraphe
suivant.

| — Retour sur la contrainte de jauge harmonigque

Lorsque nous recherchons des solutions de I’équation d’onde :

] ij ] ]

A S

_ o*h.  o°h. &°h. &°h.  16mG
(h,)= e (X-11)

Nous avons deux contraintes a satisfaire pour que ces solutions correspondent aux
solutions des équations de la gravitation : la premiére porte sur la conservation de 1’énergie du
tenseur impulsion-énergie, la seconde porte sur la jauge harmonique qui permet de réduire
chaque composante du tenseur de RICCI a un d’Alembertien.

Afin de mieux comprendre comment ces deux contraintes interagissent, nous proposons
de détailler la relation entre ces deux contraintes. Sur la premiére ligne du tenseur deux fois
covariant (i = 0), les relations suivantes doivent étre vérifiées :

_ a-I_OO + 8-I_OCI. + T02 + a2-r03 — 0
ox®  oxt  ox? ox® (X-12)
hy gy Sy O

ox’  oxt  ox*  oXx

Mais nous savons également que ces grandeurs sont liées par I’équation d’onde :
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E A A A
e A A s
A A s
RO Sar Ao

Lorsque nous écrivons la relation de conservation de 1’énergie sur les termes Toj, cela

implique la relation suivante sur les termes ﬁoj :

0 9Ny, N 0Ny, N Ny, N "Ny, 8 o°h,, 62h01 N °hy, N o°h,,
o "abe Tobef Ay aef ) ac [T aey aef T abef oy
0 ] &hy &Ny, &Ny, Ny | 0 | Ohy Ny Ohy Oy |
a{ oBF ol o +a<x3>2}* { oBF ol o +a<x3>2}
(X-14)
On obtient apres réorganisation des termes :
0’ oh,, oh,, oh,, oh o? oh,, oh,, éh,, éh
- (aXO)Z {_ ax%o " axo11 " ax022 6x03}+ (axl)2 {_ 6x%0 " 6’x011 " 8x022 " 8x033}
2 h h h h 2 h h h h
" (aiz)z {_ aaxooo i a@xoll " 2x022 " aaxos} i (aiS)z {_ ZXOOO " a&xoll i aaxo22 i gxos} =0
(X-15)

Les autres lignes se traitent de maniére analogue. On en conclut qu’il y a compatibilité

entre les deux contraintes et qu’elles peuvent donc étre satisfaites simultanément.

Il reste a formuler explicitement, dans le cas genéral, la contrainte de jauge harmonique

pour le tenseur deux fois covariant de la perturbation de la métrique hj;. Cette contrainte a déja
été explicitée pour le tenseur mixte dans le chapitre sur les jauges :

oh, _10(h) _
ox' 2 oxX
ohy , o ohi  ohi 10(=he+hy+hy+hy) o (X-16)
ax° oxt ox? o ooxd 2 ox*
_ ahok + ahlk + ahzk + ahak _16(_ hoo + hll+ hzz + h33) =0

ox?  oxt oox? o oox 2 ox*
On obtient :

pourk=0:
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_ ahooo + ahllo + ahzzo + ahsso _E 8(_ hoo + hll: h22 + h33) -0 (X-17)
OX OX OX OX 2 OX
Soit encore avec la condition hgg = h11 = hy = hss :
-2 Z?(OOO + %r)l(lf + ?9?(220 + 22330 =0 (X-18)
pourk=1:
~ ah%l . ahlll N ah221 . ah331 _19(=hgy+ hllj hy,+hss) (X-19)
oX OX OX OX 2 OX
Soit encore avec la condition hgg = h11 = hp = hss :
- ‘96*)‘( ' Zi ; j}‘( ~0 (X-20)
La relation est analogue pour k =2 etk =3 :
oh oh oh
- 6x%2 " 6xl12 " ax332 =0 (X-21)
B ah%3 . 8h113 N 6h223 0
OX OX OX

Nous disposons de tous les éléments permettant une vérification directe des équations
de la gravitation dans le cas général.

Il — Le terme Roo

Les nouveaux termes introduits dans le tenseur des perturbations (hi2 = hz1, h1z = hsy, et
h2s = h32) n’apportent aucune modification par rapport au chapitre précédent :

{62hoo _hy,  Fhy azhoo} (x-22)

(ax°)2 (axl)2 (ﬁxz)2 (ax3)2

11l — Le terme Ro: (et les termes analogues Rz, Ros, R1o, R0, R30)

1
Ry ==
00~ 5

L’expression linéarisée du terme Roz est rappelée ci-dessous :

r r 0 1 2 3 0 1 2 3
Ry, ~ 81“0r1 B 81“01r _ 61“00 1, 81“011 N 81“021 N 81“031 3 al“olo N 81“011 N 81“012 N 61“013 (X-23)
OX OX OX OX OX OX OX OX OX

Les coefficients de CHRISTOFFEL nécessaires au développement du terme Roz1 sont
listés ci-dessous :
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2 6x ax
{ gy 1} 1{%}
2 ox* ox* 2 (X-24)
2 ~11,]22 Ny, +ah12 ohy, :1 Ny, +5h12 ohy,
09 oxt  ox® ox?| 2| oxt ox®  ox?
e zln% ahos +6h13 ahm :1 ahoa ahl3 ah01
2 oxt  ox® ox®) 2|loxt  ox®  ox®
1 ,(6h. oh. oh 1 (oh
1"0 ~ 00 00 + 00 00 —_= 00
05N {ax‘) ox° 6x°} Z{GXO}
1 .(eh., oh. oh 1 (oh
Do Oy oLyl
2 oxX~  OX OX 2 [ OX (X-25)
o zln” ohy,  Ohy, ANy, | _ 1 [ohy,
0279 ox> ox® ox?| 2| ox°
1 ,(oh. oh.. oh 1 (oh
2~ =n% 03 y “ag  “os | _ ~ 33
Shry {8x3 ox° 8x3} 2{ax°}

Les coefficients de CHRISTOFFEL détaillés ci-dessus sont introduits dans I’expression
de Ro1 rappelée pour mémoire :

R., ~
U ot |axt oaxt oax® ax® oxt o ooaxt axt o axt
1{ Ohy  Ohy  Ohy, Oy, hy | Ohy, | Ohy, 82h01}

7o) ax%oxt axtax’  oxtox?  ox’ox?  oxPox? | ox'ox®  ox’ox®  axox

_E _ 62hOO + 82hll + 82hZZ + 82h33
ox%oxt  ox%oxt  ox%oxt  oxPoxt

oy, oy, _ {argl L0y, TG, argl} ~ {argo L0y, TG, args}

(X-26)

On obtient apres une réorganisation des termes, et en utilisant la relation hoo = h11 = h2
=hss:

1 azhm azho1 62h0l 3 82h0l +£ 82h01 N 82h02 N azho3 5 azhoo
1 1 1 2 1 3 0 1
2 | OXOX™ OXOX OX OX OX " OX

1751 ax%x®  Oxoxt  Ox2OX%  oxox’

+1{_ 82hOl + azh12 + azhl?:}

2| ox%x° ox%ox?  oxlox?

a hOl _ azhOI _ 82hOl _ 82hOl +1i{ah01+8h02+8h03_28h00}
01 2 ox%ox°®  oxloxt oxPox? oxlox®) 2oxt|ext  ox® ox® ox°
o [ oh,, oh, ahm
51— +

L1
2 OX ox° 8x2 ox3
(X-27)
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Les conditions de jauge harmonique annulent les second et troisieme termes a droite de
I’égalité, et il reste :

ox%ox°  oaxtoxt oxPox?  oxPox?

o°h o°h o°h o°h
R01 2( 01 01 _ 01 01 j (X-28)

IV — Le terme R1: (et les termes analogues Rz, Rs3)

L’expression linéarisée du terme R est rappelée ci-dessous :

r r 0 1 2 3 0 1 2 3
R, ~ o, 81“11, _ 81“101 N 61“111 N 81“121 N 81“131 B 81“110 N 81“111 N 81“112 N 81“113 (X-29)
ox"  oX OX oxX-  oOx° oXx OX oxX-  OX

Les coefficients de CHRISTOFFEL nécessaires au développement du terme Ri11 sont
listés ci-dessous :

po_1 o ohy _ohy, ah10 _ohy,
1o oxt ox° ox°
;= ln“{ah _oh, 1} - 1{%}
2 ox* ox* 2 (X-30)
2 En” ohy, +ah12 ohy,| _1 2% oh,,
19 oxt  oxt  ox? 217 ot ox?
1 o oh,, . ohy ohy)| 1 % oh,
) oxt ot o] 2| et o
o zln“’ ohy,  ehey ohy,| _ 1[ohy
) ox®  oxt  ox° 2| oxt
1 . (oh,, éh, oh 1 (oh
F]fll ~ E,r,lll{ a lll + lll _ 111} — _{ lll}
X OX OX 2| Ox (X-31)
Fz zl_qzz{ahlz + ahzz _ ahlz} :1{6h22}
279 ox?  oxt ox?| 2| oxt

1 ,[éh, oh, oh,] 1[oh
2~ 13 Pss Pl | _ = 33
13550 {8x3 ox ax3} 2{6x1}

Les coefficients de CHRISTOFFEL détaillés ci-dessus sont introduits dans I’expression
de R11 rappelée pour mémoire :
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R, ~
Boxm ooxt lox® o oxt o ox? oxt oxt  ooxt oxt oxt

R z—l 2 82th _ 62hll +£ azhll +l 2 62hlZ _ azhll +1 2 62hlS _ 62hll

Lo Taxtox® ax%x® | 2loxtaxt| 2| oxlox? oxPox?| 2| oxlex®  oxPox®

1] 0%y, | 1) 0°h, | 1]0°h, | 1] &°hy,
+_ R R JEE—
2 |oxtoxt| 2 loxtoxt| 2 |oxtoxt| 2 |oxtoxt

Lo o, _ {arﬁ LTI v arfa} . {arf’o Lo, an arfs}

(X-32)
Faisant usage de la relation hoo = h11 = h2o = hsz, il vient :
L ohy  othy &y, @y | [ &%y, | O%hy, | O%hy
Y2 ox%x° axtoxt oxPox? oxPox® ox'ox°’  oxtox?  oxtox® (x-33)

~1 azhll _ Gzhll _ azhll _ azhll i{_ ath_|_ahlZ_i_ahl3}
B2 ox%x°  oxloxt oxPox? oxlox| oaxt| ox°  ox? ox®

La condition de jauge harmonique annule le second terme a droite de 1’égalité, et il
reste :

1{ &%, o*h, &°h, 0O°h,
~ = - - - X-34
H 2{8x°8x° ox'ox' ox’ox® ax®ox’ (-34)

V — Le terme Ri; (et les termes analogues Ri3, Ro1, R2s, R31, Rs2)

L’expression linéarisée du terme Ri2 est rappelée ci-dessous :

R12

~ ar1r2 _ ar1rr — arloz + arllz + ar122 + arlsz _ alHloo + arlll + ar122 + arlgs
r 2 0 1 2 3 2 2 2 2
OX OX OX OX OX OX OX OX OX OX

} (X-35)

Les coefficients de CHRISTOFFEL nécessaires au développement du terme R sont
listés ci-dessous :

1 oféh, oh, oh 1(oh,, oh, oh
° = = 10, 77720 a2l __ = 10, 7720 712
12= 5N {8x2 ox axo} 2{8x2 ox* 8x°}
L oufon, ohy, on,|_1foh
275N T et | 2k

(X-36)

pe Loy oh, ohy) 1foh,

2 ox?  oxt ox?| 2| oxt

1 ,(éh,. oh,. oh,) 1(oh. oh,. oh
2 =2 p38) 9is  ONag | _ 2+ 13 Moz Ol
12= 51 {8x2 ox* 6X3} 2{8x2 ox* 6x3}
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1 oféh, oh, oh 1(oh
I‘Oz— 00 10, Z700 ol _ =)~ 00
Sy {ax° ox: 6x°} 2{ axl}

F111 ~ Enll{ahlll + ahll1 _ ahlll} _ l{illl}
2 OX OX OX 2 | OX (X-37)
I zlnﬂ{ahlz Loz, 5h12}:1{5hzz}
1279 ox?  oxt ox?| 2| oxt
1 oh oh oh 1([oh
2~ =033) Olis 33 _ OMg | _ 1] N5s
13750 {8x3+6x1 8x3} 2{axl}

Les coefficients de CHRISTOFFEL detaillés ci-dessus sont introduits dans 1’expression
de R12 rappelée pour mémoire :

R12

~ arlrz _ ar 1rl' — al—‘102 + aFJfLZ + ar122 + 6F132 _ al—‘100 + arfl + al—‘122 + 6F133
ox" ox? ox®  oxt ox? ox® ox>  ox® ox*  ox®

R z_l 82hlo + 62hzo _ 82hlz +1 azhll +1 azhzz
2 2 ox%x?  oxlaxt oxlox®| 2 |extex?| 2| extox?

1 62hl3 + a2hZ3 _ 62hlZ
oxox®  ox'ox®  oxPox®

(X-38)

2
+1 82hOO _l 82hll _1 athZ _1 a2h33
2 |oxtox?| 2 |oxtox?| 2 |oxtox?| 2| ox*ox?

Faisant usage de la relation hoo = h11 = h22 = hs3, on obtient finalement :

2551 x%x°  axoxt  ox’ax  ox°oxi | 2| ox%ox’ | ax2ox’ . ox2ox®

2
+1 _ 82hzo n 0*hy, i 52h23
2| ox%oxt ox'oxt oxlox?

1{ o*h,,  o*h, o*h,  o%h, }+1 { o'hy, Oy, azhm}

2 OX

1
12~ E{ax(’ax" Coxioxt ox2ox? ox%ox® ox®  ox?  ox®

Loy oy )
20x* | ox®  oxt  oxt

o*h, o*h,  o°h, azhlz} 1 a{ oh,, oh, 8h13}
59— + +

(X-39)

Les conditions de jauge harmonique annulent les second et troisiéme termes a droite de
I’égalité, et il reste :

~1{ azh12 azh12 82hlZ azhlz } (X'40)

12~ -
2

x’ox’  oxtoxt ox2ox:  oxox’

VI — Conclusion
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Par rapport au potentiel vecteur Ay, Ay, Az, défini en électromagnétisme, les termes hi»
= ho1, h1z = hsy, et has = hsz que nous sommes amenés a considérer dans le tenseur des
perturbations h;j; doivent vérifier les conditions de jauge harmonique :

oh, oh, oh, (44ne,G oA,
+ = =
ox*  oax® ox° c act)

ohy,  oh,y _ohy, (4/4ne,G ) 0A, x41)
oxt oxt ox° c o(ct)

ohy,  ohy, _ Oy, [ 4/Ane,G | oA,
c alct)

oxt  ox®  ox°

Dans le respect de ces contraintes, I’introduction d’un tenseur énergie-impulsion des
sources du champ ¢électromagnétique dans les équations d’EINSTEIN linéarisées permet de

retrouver les équations des potentiels électromagnétiques sur la premiére ligne et la premiere
colonne du tenseur de RICCI.

Puisque les équations des potentiels sont équivalentes aux équations de MAXWELL a
condition de satisfaire la jauge de LORENZ, cela implique que les équations de MAXWELL
peuvent étre considérée comme incluses dans les équations de la gravitation linéarisées.

Ce traitement analogue de I’électromagnétisme et de la gravitation ne peut apparaitre
que si on considére ’ensemble des termes du tenseur énergie impulsion et du tenseur de la
perturbation métrique modifiée. On peut toutefois, comme cela a été fait dans ce chapitre,
négliger dans la diagonale principale certains termes au carré. Cette approximation, considérée
comme du second ordre, conserve toutes les contraintes de jauge et de linéarisation. En
particulier, elle n’impacte pas 1’aspect relativiste des équations des potentiels.

L’¢élément d’espace-temps au carré s’obtient en utilisant désormais tous les termes du
tenseur de la perturbation métrique :

ds? =g dx'dx’ = goedx°dx’ + g, dx'dx" + g,,dxdx* + g,,dx dx’

(X-42)
+ 29,,dx°dx* + 29,,,dx°dx? + 2g,,dx°dx® + 2g,,dx'dx? + 2g,,dx'dx’ + 2g,,dx*dx*
On obtient en termes de potentiels :
( 1——jd(ct) ( —2—(1)2j(dx2 +dy? +dz?)
AC
1A
(4AX jd(ct)dx +2 22 lacetydy + 2( A, jd(ct)dz (X-43)
AC AC AC

(4h12jdxdy + 2[4h13)dxdz + Z(%jdydz
AC AC AC
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Les termes hi2 = ha1, hiz = hsi, et haz = hsz Vérifient a la fois les conditions de jauge
harmonique rappelée en (X-41) et les équations d’onde générales relatives a chaque terme du
tenseur hij;. La compatibilité entre ces contraintes a été montrée dans le paragraphe 1) ci-dessus.
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XI - L’énergie ¢électrostatique d’une
charge ponctuelle

| — Relations avec les unités de PLANCK

La démarche des chapitres précédents nous a conduits a proposer un tenseur impulsion-
énergie des sources du champ électromagnétique :

2
Too Tor Too Tos —C CcV, cv, cv,
T = TlO T11 T12 T13 Y eV, —V\WVy — VxVy — ViV, XI-1
T T Ty T, Tos| T e
20 21 22 23 CVy —VyVy =WV, =V\V,
Tso T31 T32 T33 eV, —V,V, _Vsz —V,V,

Dans cette expression, Vx, Vy, Vz, représente les composantes de vitesse des charges
suivant chaque direction de I’espace. Pour des charges statiques, ce tenseur prend 1’expression
simplifiée :

~¢2 0 0 0) (-pc® 0 0 O —pc> 0 0 0
T”_M)o 000[_ | 0 000 1 0 000/ iy
0 000 0 00 0| Jane,G| O 0 0 0
0 000 0 000 0 000

La densité volumique totale d’énergie électromagnétique est donnée par la valeur
absolue du terme Too. En intégrant cette densité volumique sur I’ensemble de 1’espace, on
obtient la charge totale de la particule, que 1’on pose égale a q. L’énergie purement
électromagnétique Wy associée a la particule s’en déduit immédiatement :

wWo=—Jd ¢ (XI-3)

v Jane G

Nous nous interrogeons sur cette relation dont on ne trouve pas de trace dans la
littérature scientifique, et recherchons quelques éléments susceptibles de confirmer ou infirmer
son interét.

Un élément de cohérence apparait dans le potentiel qui est associé a la charge q pour lui
fournir son énergie électromagnétique :

Si on pose :
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q 2

W, =———c"=qV, XI-4
v Jane G W (x-4)

Le potentiel V qui est mis en évidence n’est pas un potentiel quelconque : il correspond
exactement au potentiel décrit par les unités de PLANCK, ou potentiel de PLANCK.

V.= —C 10432 107 Volt (XI-5)

P fAne G

Si on assimile ce potentiel au potentiel du vide, la relation (XI-4) est en totale cohérence
avec la physique classique : 1’énergie ¢électromagnétique d’une charge placée dans le vide obéit
a la méme relation que lorsqu’elle est placée dans n’importe quel potentiel.

Plus précisément, si une charge q est placée dans un potentiel Vo par rapport au vide,
son énergie électromagnétique totale sera égale a :

Wo = q (Vp + Vo) (X1-6)

Si elle se déplace jusqu’a un point de potentiel V1 par rapport au vide, son énergie totale
devient :

W1 =q (Vp+ Vi) (XI-7)
L’énergie échangée au cours de ce déplacement s’écrit :

AW =W1—-Wo =q (V1— Vo) (XI1-8)

conformément au résultat classique d’électrodynamique.

Dans I’approche développée dans ce document, les variations de potentiels sont décrites
par les variations du tenseur hij.

2./4ne G
hoo = _(C—zo}b

C
(X1-9)
4./47e G
h02=h20=[ c - J y
4./4ne G
hos_h3o_( c - }Az

Ces variations de potentiel sont directement reliées aux variations des densités
volumiques d’énergie ¢électromagnétique du vide, conformément aux équations d’EINSTEIN,
interprétées dans leur aspect énergétique.
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Pour un ¢lectron de charge e, on peut établir une autre expression de 1’énergie
électromagnétique totale en fonction des unités de PLANCK.

La constante de structure fine, désignée par a, est donnée par 1’expression :

2 2
P LI (X1-20)
q,) 4ne,ch  137.046

ou gp désigne la charge de PLANCK.

L’¢énergie électromagnétique totale de 1’électron We est donnée par la relation (XI-4)
avecq=¢:

W=—2% ¢ (X1-21)

\4ne G

On peut exprimer cette énergie en fonction de la constante de structure fine :

W= ero & e O e 9 ok, (X1-22)
J4ne,G JAne ch G G

ou Ep représente 1’énergie de PLANCK.

On peut également s’intéresser a une dimension, appelée parfois abusivement
« dimension de I’électron ». Cette dimension est obtenue en supposant que I’énergie
¢lectromagnétique de 1’¢lectron We est répartie a partir d’une distribution & symétrie sphérique
de rayon a, et qu’elle est gouvernée par la relation électrostatique jusqu’au « rayon » a de
I’¢électron. L’énergie électrostatique totale est calculée en intégrant la densité volumique
d’énergie ¢électrostatique depuis le rayon r = a jusqu’au rayon t infini :

2 2
W, =2 [E%dV =2 4n[EZr*dr =2 4n ¢ jg— ° (XI-23)
2 2 2

4re, r’  8ne,a

r=a

L’égalité avec I’expression déduite du terme Too du tenseur énergie-impulsion
électromagnétique fournit la relation :

e , e
W,=| ——[c" = (X1-24)
\/4nGeg, 8me,a

On en déduit un « diametre » d = 2a de ’électron sous la forme :
d=2a=—° %" _ oL (X1-25)
\Jane,ch V C
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ou L désigne la longueur de PLANCK :

L, = % (X1-26)

Le temps mis par la lumiere pour « traverser » 1’électron est relié au temps de PLANCK
par la constante de structure fine :

I
_d_ —
t_E_ (pr =Jat, (X1-27)

On peut également s’intéresser aux relations entre ’énergie électromagnétique et
I’énergie de masse a I’échelle de PLANCK.

L’énergie de masse Wm associée a une masse m est donnée par la relation ’EINSTEIN :

W_ =mc? (X1-28)
L’énergie électromagnétique associée a une charge q est donnée par le terme Too du
tenseur impulsion-énergie électromagnétique :

wo=——9 ¢ (X1-29)

v [4ne,G

On en déduit que la masse qui contient la méme quantité d’énergie que la charge q est
donnée par la relation :

m=—39__ _1q (X1-30)

- \4ne G

Ces relations mettent en évidence une analogie simple entre les expressions de I’énergie
de masse W et I’énergie électromagnétique Wq d’une charge a 1’échelle de PLANCK (on
rappelle que Ep désigne 1’énergie de PLANCK) :

w, =€ W, = mmp E, (X1-31)

q p
p

Si le vide est constitu¢, comme le suggére DIRAC, par une mer d’¢lectrons situés sur le
plus bas niveau d’énergie et respectant le principe d’exclusion de PAULLI, les relations ci-dessus
s’interprétent de maniére simple : les propriétés du vide qui sont sous-jacentes aux unités de
PLANK sont directement reliées aux propriétés de 1’électron par la constante de structure fine
.

1) Retour sur la notion de force
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La notion de force est liée a la notion d’énergie par une relation simple : énergie = force
multiplié par déplacement. Toutefois, si on considere deux masses ou deux charges ponctuelles
immobiles, la notion de force est présente, alors qu’aucun échange d’énergie n’est mis en jeu.

On peut interpréter ce phénomene en adoptant un point de vue purement énergetique.

Considérons deux systémes qui générent chacun une certaine répartition de 1’énergie
dans I’espace. Si on admet, par une loi fondamentale de la physique, que cette énergie a une
tendance naturelle a devenir plus homogene, ou dit autrement, a évoluer vers un état ou elle
serait globalement plus stable, alors il existe une force entre ces deux systémes.

Ce changement de point de vue semble anodin, mais il éclaire la physique issue de
I’énergie du vide d’une maniére différente : 1’énergie n’est plus la conséquence d’une force qui
s’est déplacée, c’est la force qui est la conséquence d’une certaine répartition d’énergie qui
cherche a évoluer dans 1’espace.

Si nous adoptons ce point de vue, alors des répartitions d’énergie analogues doivent
entrainer des forces analogues.

Considérons alors une masse ponctuelle m et une charge ponctuelle g qui possédent la
méme énergie, répartie dans 1’espace avec une méme symétrie sphérique. Elles doivent vérifier
la relation :

me? =12 (X1-32)
\4ne,G
Soit encore :
__ 9 _ -
m =\q (X1-32)

- \4ne G

Le raisonnement énergétique suggeré plus haut nous indique alors que la force exercée
entre deux masses Fm doit étre identique a la force exercée entre deux charges Fq, lorsqu’elles
sont dans des conditions spatiales identiques :

m2 q2
F -G F = XI1-33
" r? Y 4mer? ( )
Pour m = Aq, on obtient :
2 2 2 2 2
Foe™ gl _gpd G a_ _=F (X1-34)
r r r° 4ne, G r° Admeyr

Il apparait que 1’énergie électromagnétique totale associée a une charge, déduite du
tenseur impulsion-énergie proposé dans ce document, semble cohérente avec la physique
fondamentale qui régit les forces entre charges et les forces entre masses.
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XII - Mouvement d’une particule
chargee

| — Approche heuristique de I’équation du mouvement d’une particule

chargée

La théorie de la relativité générale fournit un nouveau concept permettant de prévoir la
trajectoire d’un objet massif dans un champ de gravitation. Cette trajectoire n’est plus
déterminée par des forces agissantes sur la masse en mouvement, mais par la courbure de
I’espace-temps. Cette courbure de 1’espace-temps « guide » la masse d’épreuve suivant
I’équation d’une géodésique :

d?x cdx' dx!
de? e dr dt =0 (X11-1)

Dans cette relation, T représente le temps propre, et les coefficients de CHRISTOFFEL
sont donnés par la relation :

u = 29 ( gk] agkl - agijJ (X“-2)

ox' ox) o oxX

La courbure de I’espace-temps apparait dans les dérivées des termes de la métrique (les
gij). Puisque le potentiel de gravitation est présent a travers ces termes, on en déduit que la
courbure représentée par les coefficients de CHRISTOFFEL est imposée par le potentiel de
gravitation.

Lorsqu’on cherche a comprendre comment cette relation rejoint la loi de NEWTON, on
est amené a faire plusieurs approximations.

On remplace le temps propre 1 par le temps Newtonien absolu t :

d®" ., dx' dx!

AN ol e XI11-3
dt? Udt dt ( )

On multiplie cette égalité par la masse d’épreuve m :

d*x’ cdx'dx!

m—-+mlj ———
dt dt dt

(X11-4)
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On ne retient que les indices r = 1, r = 2, r = 3 qui correspondent aux composantes de
forces suivant x, y, et z :

2,1 i i
md X :_mri?didi
dt? ! dt dt
2,2 i i
m3 Xz X4 (X11-5)
dt ' dt dt
d>®  _dx' dx/

m =-ml ——
dt? odt dt

Nous sommes alors en présence de la loi de NEWTON, dans laquelle la force qui
s’exerce sur la masse d’épreuve est exprimée de deux manicres. La premiere (2 gauche de
I’égalité) est identifiée comme la force d’inertie, tandis que la seconde (a droite de 1’égalité) est
identifiée comme la force extérieure agissante.

Dans le cas d’une particule chargée placée dans un champ électromagnétique, la force
agissante dépend uniquement de la charge et de la nature du champ, ce qui suggére une
modification adéquate du terme a droite de I’égalité.

Les coefficients de CHRISTOFFEL traduisent la courbure générée par présence du
champ électromagnétique dans lequel la charge évolue. De plus, I’énergie présente dans ce
terme est relative a I’énergie électromagnétique de la charge q. Ces observations suggerent de
modifier I’équation du mouvement de la particule de la maniére suivante :

A2 Cdx dx]
(m)ﬁJr(M)Ej d—id—)i =0 (X11-6)

La démarche heuristique qui a conduit a cette formulation ne constitue pas une
justification rigoureuse, et elle doit par conséquent étre considérée avec prudence.

Il s’avére qu’une justification rigoureuse n’est pas simple a obtenir. Nous sommes en
possession d’un tenseur représentatif des potentiels électromagnétiques, et donc en possession
des coefficients de CHRISTOFFEL relatifs a ce tenseur. Mais la relation énergétique ci-dessus
est plus exigeante : elle suppose que nous connaissions rigoureusement ce tenseur lorsque le
champ électromagnétique est perturbé par la charge d’épreuve. Cette exigence peut étre
rapprochée de celle qui est nécessaire pour la mise en évidence des ondes gravitationnelles.

Nous allons malgré tout proposer une ébauche de vérification en tentant d’identifier la
force de LORENTZ dans le terme relatif a 1’énergie électromagnétique.

Il convient d’apprécier a leur juste valeur les éléments qui vont suivre : cette ébauche
de verification ne constitue pas une preuve de la validité de la relation (XI1-6) ci-dessus, mais
seulement quelques éléments de réflexion en accord avec la conjecture proposée.

Afin de faire apparaitre la force de LORENTZ, nous remplagons le temps propre t par
le temps Newtonien t, et nous écrivons la relation (X11-6) sous la forme :

m

d3x" ) dx' dx’

T2 22 XI1-7
dt? Yodt dt ( )
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Le terme a gauche de 1’égalité représente la force d’inertie, tandis que le terme a droite
doit représenter la force de LORENTZ pour les composantes tellesquer=1,r=2,etr=3.

Le développement par rapport a 1I’indice i, permet d’obtenir :

j i i 2 i 3 i
(Kq) rdx dx —(kq){l" dx® dx L X dx* dx o dx” dx , dx dx}

i dt dt g dt Ydt dt P dt dt ¥ dt dt
(X11-8)
On en déduit I’expression développée par rapport a I’indice j :
cdxPdx®  odx®dxt L, dxPdx? ., dx®dx®
74t gt % dt dt % dt dt % dt dt
_(m)ri;d_x'd_x‘z_(m)< Yt dt Ydt dt Y dt dt P dt dt
dt dt o dx? dx° o dx? dx . dx? dx? o dx? dx®
20 dt P dt dt P dt dt P dt dt
o dx® dx® . . dx® dx . dx® dx® o dx?® dx®
0 dt dt ” dt dt 2 dt dt | ® dt dt
(X11-9)

Dans cette expression, tous les termes n’ont pas le méme ordre de grandeur : cela est
apparent en posant x° = ct et donc, dx%dt =c :

dx* dx? dx®
[, C° + T c——+T,c——+TC

dt dt dt
dx! dx! dx* ., dx! dx dx* dx®
| ol +IC—+ T —— 4+ [, —— 4+ [, ——
()T dx' dx’ —_(rq) dt dt dt dt dt dt dt
Yt dt +Frcﬁ . dx? dx* o dx? dx? rdx2 dx?
207 dt g dt dt 2 dt dt P dt dt
+I“rcd_x3 I’ didi_,_ S e dx® dx’®
gt tdt dt 2dt odt o dt dt

(X11-10)

En supposant les composantes de vitesse petites devant la vitesse de la lumiere, nous
conservons uniquement les termes dominants :

cdx' dx! ) cooevaxt o oy dx® o dx®
( )ru Ed_ ~ _(7‘(”{1“00(:2 + (r01 + rlO):E + (roz + rzo)jw + (ros + rao)cw}

(XI1-11)

La symétrie des coefficients de CHRISTOFFEL permet finalement d’obtenir
I’expression suivante :

77



cdx' dx! ) . dxt . dx? . odx®
(%Q)F.,Ed—w(?m{nocz+21"01C " + 200 c—— " +2I0C dt} (X11-12)

Il — Mouvement dans un potentiel scalaire

Nous placons la particule dans un potentiel scalaire ¢, défini par les h;j qui représentent
les modifications de la métrique de MINKOWSKY :

—2%: 0 0 0
hoo o Doz hog 0 b 0 0
th hll hlZ h13 4 _Z
h;j = e he he hol e b (X11-13)
20 Mar Moz Tlas 0 0O —-——/— 0
hs hay hg, hg, 2 0
0 0 o =
2c

Ce potentiel scalaire doit vérifier la condition de jauge harmonique, par conséquent nous
admettrons qu’il est indépendant du temps.

Nous supposons que la particule d’épreuve chargée ne perturbe pas, au premier ordre,
cette métrique qui contient les termes dominants du tenseur hi;.

Nous en déduisons les coefficients de CHRISTOFFEL utiles a la description de la force
de LORENTZ. Pour la composante de force suivant x qui correspond a r = 1, nous obtenons :

1 oh oh oh 1 ch
1-1 11 01 01 o0(_—~)_~ 00
00 271 {8 0 T o0 o } 2{ ox: }

1 oh oh oh
it asytd Mo N No | _ g
=5 {ax1 ox° axl}

{0+ 0 - Tl o

2

1 ,(éh, oh, oh
L ottt Mor | May - Mos | _
Sy {8x3 x° axl}

(X11-14)

Nous en deduisons la composante de force suivant X :

Fe = ~(ha)p,c” = —%(%q){ ah"f’} (xq){ahm}c -2

ox* OX 2
0
E ~—(gric? =ql-Ll_qE
- ~—(1q)y; Q{ 6)(} qE,

Gz

(X11-15)

Dans cette expression, Ex représente la composante de champ électrique déduite de la
variation du potentiel scalaire relative a x, suivant la relation :
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I

XI1-16
* T o ( )
On obtient de maniere analogue, pour les autres composantes :
0
F, = _(7‘(:1)Fozoc2 = Q{_ %} =0qE,
(X11-17)

o
E~—(ic? =qi— 22l = qE
L~ —(Aq)Toe Q{ 82} qE,

Dans les hypothéses simplificatrices que nous avons énoncées, il apparait que la
conjecture issue d’une analyse énergétique et modifiant 1’équation des géodésiques suivant la
relation (XI1-7) conduit exactement aux termes qui décrivent la force de LORENTZ.

111 — Mouvement dans un potentiel vecteur

Nous plagons la particule dans un potentiel vecteur de composantes Ay, Ay, Az, défini
par les hij qui représentent les modifications correspondantes de la métrique de MINKOWSKY :

hoo Mo Doz hog 0 A A A

hij: hio hy hy,  hy :(ij A, 00 0 (X11-18)
hye hy hy hy| (Ac)JA, 0 0 0
hy, hy hg, hy, A, 0 0 O

Ce potentiel vecteur doit vérifier la condition de jauge harmonique, par conséquent nous
admettrons qu’il est indépendant du temps.

Nous supposons, comme dans le paragraphe précédent, que la particule chargée ne
perturbe pas, au premier ordre, cette métrique, mais nous devons garder a 1’esprit que les hij qui
représentent le potentiel vecteur sont d’un ordre de grandeur inférieur a ceux qui représentent
le potentiel scalaire. En d’autres termes, nous sommes descendus d’un ordre de grandeur par
rapport au potentiel scalaire, et il n’est pas a exclure que la présence de la charge ait des effets
qui ne soient plus négligeables sur cette métrique.

Nous évaluons les coefficients de CHRISTOFFEL utiles a la description de la force de
LORENTZ. Pour la composante de force suivant x qui correspond a r = 1, on obtient :

o2

(X11-19)
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Nous en deduisons la composante de force suivant X :

r ,dx! o dx? o dx
F = —(kq){l“oocz + Zr“CE + 20— " +2I0C " }
oh,, oh,, ) dx* (oh, oh,, ) dx®
F =—() 01 _ 02 |~ + 01 __ 708 | X11-20
= q){( ox® axlj dt (8x3 8xlj dt } ( )

F, =-(Aq g, _dhg, Cﬂ+(% ah03} dz
X oy ox ) dt oz ox ) dt
Nous obtenons apres substitution des expressions des potentiels en fonction des hi;:
F ——(ig OA, dy oA, OA, c dz
xc ay 6x dt oz ox ) dt
oA
S oA, OA, ng(an_aAzjg
8y ox )dt 0z oOx )dt

L’expression des champs électrique et magnétique en fonction des potentiels est
rappelée pour mémoire :

(XI1-21)

oA, OA, 6 oA,
B, oy oz E, - X aaAt
B=|B —%'E(A)z 0A, _0A, E= E, :_Grad(d))_a_A: _@__y
y oz ox ot oy ot
B, oA, oA, E, 2 A,
OX oy oz ot
(X11-22)

On obtient par identification :

dy dz
F = 4q{ g B dt} (X11-23)

Les composantes suivant y et suivant z génerent des relations analogues :

F _4q{B 2 _g d—x}

de "t (XI1-24)
FZ=4q{B x_g dy}
dt X dt

Il apparait que I’expression obtenue recouvre exactement la force de LORENTZ, mais
a un facteur 4 pres.
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On peut naturellement suspecter les modifications de la métrique par la charge test qui
ne sont pas prises en compte dans le raisonnement, mais il conviendrait d’apporter des éléments
de preuve convaincants qui n’ont pas été établis pour 1’instant.

Ces résultats, bien qu’encourageants, montrent que des travaux de compréhension

complémentaires doivent étre effectués avant de pouvoir infirmer ou confirmer 1’hypothése
proposée sur une modification du sens physique de 1’équation des géodésiques.
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X111 - Expression énergetique des
equations de MAXWELL

Nous disposons des éléments qui permettent de formuler une expression énergétique des
équations de MAXWELL. Nous espérons ainsi voir apparaitre une formulation dont les
équations aux dimensions seront analogues a celles des équations de la gravitation.

Le terme « analogue » veut dire ici que les termes qui représentent les sources des
champs électromagnétiques ou gravitationnels auront la dimension d’une densité volumique
d’énergie.

Les termes qui représentent les relations d’évolution entre les champs ou potentiels, et
I’espace-temps (en général, ce sont des dérivées partielles), vont étre exprimés comme le
produit de deux termes, chacun ayant la dimension de la racine carrée d’une densité volumique
d’énergie.

| — Retour sur ’expression énergétique des équations de la gravitation

Nous rappelons, dans un premier temps, comment il est possible de faire apparaitre un
aspect énergétique dans les équations d’EINSTEIN. Partant de la formulation habituelle :

1 8nG

Rij_zginzc_ll-rij:X‘-rij (XI1-1)

On divise cette égalité par la constante d’EINSTEIN :

Ry R
Ny ij

_ g = X111-2
L 2,0 ( )

On obtient une relation dont chacun des termes principaux a la dimension d’une densité
volumique d’énergie.

On exprime ensuite le tenseur de RICCI en fonction des coefficients de
CHRISTOFFEL :

R, TAT] Ty ey o

ij mj— ik
X X X xox< yox!

(X111-3)

Dans la recherche d’une dimension physique de chacun des termes, on procéde de
maniere empirique, en decomposant ce tenseur sous la forme :
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Cette expression fait apparaitre deux catégories de termes :

I (X111-5)

(XI11-6)

Chacun de ces termes a la dimension de la racine carrée d’une densité volumique
d’énergie.
L’expression (XIII-6) interpréte toute dérivée spatiale (ou temporelle multipliée par c)

comme une quantité qui est homogéne la racine carrée d’une densité volumique d’énergie. Nous
utiliserons désormais cette expression dans la recherche de formulations énergétiques.

Il — Expression énergétique des équations de MAXWELL

Dans le vide, et dans leur description temporelle, les équations de MAXWELL
s’écrivent :

- oH
VAE =—u, —
Ko ot
=
VAH_‘]_‘_SOE (X“l-?)
VE-P
€
VH=0

La troisieme équation permet un traitement direct en rapport avec les relations
énergétiques établies dans ce mémoire. Nous partons de son écriture développée :

OE
B By, % _p (X111-8)

oX oy 0z g,

Nous multiplions les deux membres de cette équation par le facteur qui rend le terme de
droite homogene a une densité volumique d’énergie :

oE 2
OB, %=y O, R O (X111-9)
x oy az J4ne,G Jane,G

Nous introduisons 1I’expression énergétique de la derivée spatiale (XI11-6) issue des
¢quations d’EINSTEIN :
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Soit encore :

(J(Z_%XE)X) ((zny)) a(af?ff)wifoe D

Le terme de droite représente la densité volumique d’énergie associée a la charge q,
tandis que les termes de gauches sont constitués par 1’association de deux quantites :

\2¢,E, représente une quantité directement proportionnelle a la racine carrée de la

densité volumique d’énergie ¢électromagnétique associée a la composante Ex.

0 . e . . N : L o\
~(T) représente une dérivée spatiale qui est homogene a la racine carrée d’une densité
X
volumique d’énergie.

Un travail analogue sur les autres équations permet de proposer une formulation
énergétique des équations de MAXWELL sous la forme :

V .\ oly2u,
folmek-

(XI11-12)

Il est clair qu'une telle formulation n’apporte rien de plus en ce qui concerne le
traitement mathématique de ces equations.

Par contre, du point de vue de la physique, cette ecriture permet de souligner le role
fondamental de la racine carrée de la densité volumique d’énergie associée a chacune des
composantes du champ électromagnétique. Elle met en évidence une possible interprétation de
I’électromagnétisme a partir des variations de la densité d’énergie électromagnétique du vide,
en cohérence avec les travaux des précédents chapitres.
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X1V - Conclusion

Le concept d’énergie est un concept omniprésent en physique. En lui associant le
principe de moindre action, on parvient a décrire 1’ensemble des lois fondamentales qui
gouvernent a la fois I’infiniment petit et le monde macroscopique. En lui associant une
hypothese supplémentaire qui suppose que toute énergie est extraite de 1’énergie du vide, on
obtient une description cohérente de 1’ensemble de la physique.

Pour souligner cette cohérence, il est utile de mettre en évidence les aspects énergétiques
des principales lois de la physique.

Concernant la mécanique quantique, il apparait que de nombreuses propriétés peuvent
trouver une interprétation énergétique (Cf Approche énergétique et déterministe de la
mécanique quantique).

Concernant la gravitation, le chapitre 111 montre que les équations d’EINSTEIN peuvent
étre analysées comme des équations énergétiques par un simple changement de point de vue.

Concernant 1’électromagnétisme, il semble que ce domaine de la physique puisse
s’interpréter de maniére analogue a la gravitation, a condition de pouvoir formuler un tenseur
impulsion-énergie des sources de champ électromagnétique. Un tel tenseur a été propose, et
quelques éléments de réflexion ont été développés autour de cette idée.

Dans une approche énergétique, le cadre de la relativité restreinte fait référence a une
énergie du vide qui est répartie de maniére uniforme dans tout I’espace. Cette répartition
uniforme est associée a un espace-temps plat. On peut donc associer une répartition non
uniforme de I’énergie du vide a un espace-temps courbe.

Lorsqu’on introduit une masse ou une charge dans une espace-temps plat, on modifie sa
courbure, et donc, on modifie également la répartition de 1’énergie du vide qui ne sera plus
homogéne comme dans le cas de la relativité restreinte.

Si on place une particule d’épreuve dans cet espace non homogene, cette particule et
son énergie propre environnante vont évoluer en respectant le principe de moindre action. La
notion de force apparait naturellement comme la conséquence de densités d’énergie qui sont
différentes en deux points de I’espace, ce qui permet de rejoindre sans effort le point de vue de
la mecanique classique.

85


https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-01714971
https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-01714971

Le point de vue énergétique nous amene a supposer qu’électromagnétisme et gravitation
sont régis par les mémes equations. Plusieurs réflexions sont avancées en ce sens dans ce
document.

Ce traitement analogue de 1’énergie €électromagnétique et gravitationnelle n’est pas sans
soulever quelques questions. La premiére d’entre elles semble étre la suivante : pourquoi
n’observe-t-on pas d’effet magnétique dans les phénoménes gravitationnels alors qu’ils sont
tres facilement observables pour les phénomenes électromagnétiques ?

On peut tenter d’apporter un début de réponse de la manicre suivante.

Pour des charges en mouvement a des vitesses trés inférieures a la vitesse de la lumiére,
les phénomeénes magnétiques sont d’un ordre de grandeur inférieur aux phénomeénes électriques
dans un rapport égale a c. En d’autres termes, il faut aller chercher la 7°™ ou 8°™ décimale dans
les phénomeénes électriques pour y déceler une modification apportée par les effets
magnétiques.

Si ces effets sont malgré tout perceptibles pour des courants qui circulent et génerent un
champ magnétique, c’est parce que le conducteur est électriquement neutre : les effets
électrostatiques sont nuls (a chaque électron qui circule dans le conducteur, il y a un proton qui
compense son champ électrostatique), et il ne reste plus que les effets dus au mouvement des
charges dans le conducteur. Bien que faibles, ces effets peuvent étre mis en évidence facilement
car ils sont pratiquement les seuls a exister

Le probléme avec la gravitation, c’est qu’il n’existe pas de masses négatives. L’effet
gravitationnel analogue a I’effet électrostatique ne peut jamais étre annulé. Il s’ensuit que les
effets magnétiques seraient tres difficilement discernables, car noyés dans les effets
« gravitostatiques ».

Si ce comportement analogue de 1’énergie ¢électromagnétique et gravitationnelle se
confirmait, il induirait des conséquences sur notre vision des équations de MAXWELL, dont
une formulation plus compléte serait donnée par les équations d’EINSTEIN, associées & un
tenseur impulsion-énergie des sources électromagnétiques. 1l a été montré que les variations de
la métriqgue de MINKOWSKY induites par la présence des potentiels étaient extrémement
faibles devant 1 (~ 108), ce qui permet de comprendre pourquoi cette métrique reste
particulierement bien adaptée a 1’étude de 1’électromagnétisme.

Il n’en reste pas moins que sur de tres longues distances, ou sur des temps trés longs, de
faibles variations pourraient apparaitre par rapport a 1’électromagnétisme de MAXWELL. En
particulier, il reste un travail de compréhension a effectuer pour donner une interprétation des
termes (hi2 = ha1, h1z = hay, et haz = hsz) qui sont apparus dans le tenseur des perturbations
relatives aux potentiels.

En conclusion, le travail présenté dans ce document a permis de développer des
analogies de comportement entre les lois de 1’électromagnétisme et de la gravitation,
lorsqu’elles sont examinées a travers le prisme énergétique des équations d’EINSTEIN. Si on
y ajoute 1’aspect énergétique des équations de DIRAC, ce sont des pans importants de la
physique qui semblent trouver une cohérence autour du concept d’énergie.
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