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Courbes algébriques réelles et courbes flexibles
sur les surfaces réglées de base CP!

Jean-Yves Welschinger

10 septembre 2001

Introduction

Soit X une surface réglée de base CP!, c’est-a-dire une surface projective
complexe lisse et compacte munie d'une submersion holomorphe p sur CP!
dont les fibres sont de genre nul. Supposons cette surface munie d’une involu-
tion antiholomorphe ¢ satisfaisant poc = conjop, ol conj est la conjugaison
complexe standard de CP*. Une telle surface est appelée surface réglée réelle,
et le lieu RX des points fixes de c est appelé la partie réelle de X. Une courbe
algébrique réelle A de X est une courbe algébrique complexe invariante par
¢, et le lieu RA des points fixes de c|4 est la partie réelle de A. Si A est
une courbe algébrique réelle lisse de X, la classe d’isotopie dans RX de la
partie réelle RA est un invariant par déformation de A dans X. Cet invariant
est appelé le schéma réel de A, et un probleme fondamental de géométrie
algébrique réelle est de classifier les schémas réels réalisés par les courbes
algébriques réelles lisses de X, lorsque la classe d’homologie dans Hy(X;Z)
de ces courbes est fixée. Ce probleme a d’ailleurs été inclus par D. Hilbert
[6] dans son 16°™¢ probleme dans le cas des courbes planes. La plupart des
méthodes mises en oeuvre depuis pour obtenir des restrictions sur cet en-
semble de schémas réels sont topologiques (v. les surveys [13], [12], et [3]),
au point que O. Viro a introduit dans [12], dans le cas des courbes planes,
une notion de “courbes flexibles réelles” qui ne peuvent étre distinguées des
courbes algébriques réelles par de telles méthodes. Une question naturelle,
qui a motivé une partie de cet article, apparait donc:

Existe-t-il des schémas réels réalisés par des courbes flexibles réelles, mais
pas par les courbes algébriques réelles ayant la méme classe d’homologie?

Mots-clés: Courbe algébrique réelle, discriminant, surface de Hirzebruch.
Classification AMS: 14H10, 14J26, 14P25.



Remarquons par ailleurs que le probleme de classification des schémas
réels constitue en fait un premier pas dans '’étude d'un second probleme
essentiel de géométrie algébrique réelle: déterminer ’ensemble des compo-
santes connexes de l'espace des courbes algébriques réelles lisses de X dont
la classe d’homologie dans Hy(X; Z) est donnée. Ici, puisque la surface réglée
X est simplement connexe, cet espace est en général isomorphe au complé-
mentaire d’une hypersurface algébrique réelle dans un espace projectif réel,
ou l'espace projectif réel est un systeme linéaire complet de diviseurs réels
de X, et 'hypersurface algébrique réelle est I'hypersurface discriminant des
diviseurs singuliers de ce systeme linéaire (dans certains cas, cet espace peut
toutefois étre vide ou égal au systéme linéaire complet tout entier). Pour étu-
dier cet espace, V. A. Rokhlin a introduit dans [9] un invariant plus fin que
ceux considérés auparavant : la classe d’isotopie équivariante. Deux courbes
algébriques réelles lisses Cy et C; de X sont dans la méme classe d’isotopie
équivariante de X s’il existe un chemin continu de difféomorphismes de X
reliant I'identité a un difféomorphisme qui envoie Cj sur C, chaque difféo-
morphisme devant commuter avec la structure réelle de X. V. A. Rokhlin a
alors soulevé la question suivante:

Cet invariant donné par la classe d’isotopie équivariante suffit-il pour
décrire les composantes connexes de I’espace des courbes algébriques réelles
lisses de X 7

Aucune réponse a cette question n’a été donnée a ce jour. De méme,
aucun exemple de schéma réel réalisé par des courbes flexibles réelles mais pas
par des courbes algébriques réelles n’est connu dans des surfaces compactes.
Toutefois, S. Fiedler et S. Orevkov (v. [4]) ont obtenu un exemple de schéma
réel d’'une courbe affine de degré 6 de C?, et S. Orevkov et E. Shustin (v. [8])
ont obtenu un autre exemple de schéma réel d'une courbe affine de degré 6
de C?, ainsi que quelques exemples de schémas réels de courbes affines de la
surface réglée X5 (v. §1.1 pour une définition).

L’obectif de cet article est de donner des réponses a ces deux questions
dans le cas des surfaces réglées X; de base CP!, [ > 2 (v. §1.1 pour une
définition), et ceci pour une large classe de systémes linéaires de diviseurs
numériquement effectifs de ces surfaces. La méthode utilisée consiste a in-
troduire la déformation de Kodaira des surfaces réglées, pour laquelle toutes
les fibres sont biholomorphes excepté une qui, bien que difféomorphe aux
autres fibres, porte une structure complexe différente. Or satisfaire le théo-
reme de Bezout avec le diviseur exceptionnel donne une condition topologique
plus forte sur les courbes algébriques réelles dans la fibre spéciale que dans
la fibre générique. En ramenant par une déformation lisse les courbes algé-
briques réelles de la fibre générique dans la fibre spéciale, on construit ainsi
des courbes flexibles qui ne peuvent étre algébriques, parce-qu’ayant trop



de points d’intersection avec le diviseur execptionnel. De méme, on construit
ainsi des couples de courbes algébriques réelles lisses dans la fibre spéciale qui
ne peuvent étre connectées algébriquement du fait du théoreme de Bezout,
mais qui peuvent I'étre via la fibre générique. En utilisant la méme défor-
mation lisse, ce chemin de courbes algébriques réelles dans la fibre générique
est ramené en un chemin de courbes flexibles réelles dans la fibre spéciale.
Enfin, I’étude de la déformation des courbes algébriques réelles dans cette
déformation de Kodaira permet également d’établir comme résultat intermé-
diaire le théoreme de comparaison suivant: lorsque m = [ + 2k, k > 0, les
discriminants de la surface X, se déduisent de ceux de la surface X; par des
homothéties a poids.

Cet article est divisé en deux paragraphes. Le but du premier paragraphe
est d’obtenir le théoreme de comparaison (v. théoreme 1.3). On rappelle pour
cela au préalable la notion d’homothétie a poids, et on introduit la déforma-
tion des surfaces réglées de base CP! qui est utilisée de facon fondamentale
dans toute la suite. Dans le second paragraphe sont construits dans une large
classe de systemes linéaires de diviseurs des surfaces réglées X;, [ > 2, des
schémas réels réalisés par des courbes flexibles réelles mais pas par des courbes
algébriques réelles lisses (v. corollaire 2.2), ainsi que des courbes algébriques
réelles lisses qui sont dans une meéme classe d’isotopie équivariante, mais pas
dans une méme classe de déformation (v. corollaire 2.7). Ces résultats sont
obtenus a l'aide du théoreme 1.3, en comparant les espaces des courbes algé-
briques réelles lisses dans les différentes surfaces réglées.

Remerciements:
Ce travail a été effectué sous la direction de V. Kharlamov. Je lui en suis
vivement reconnaissant.

1 Discriminants des surfaces réglées de base
CP!

1.1 Les surfaces réglées de base CP!

Une surface réglée de base CP! est une surface algébrique complexe com-
pacte lisse connexe munie d’une submersion holomorphe sur CP! dont les
fibres sont de genre nul. Soit [ € N et F; le fibré vectoriel complexe de rang
un et de degré [ sur CP!. On note X; = P(F, ® F;) ou P(Fy @ F}) désigne
le fibré en droites projectives associé au fibré de rang deux Fy @ F;. Les sur-
faces X; sont des surfaces réglées de base CP', et ce sont les seules (v. [2]).

Remarquons que X, = CP! x CP! et que X; = (CPQ#C—PQ. Notons U,V



deux cartes isomorphes & C x CP*, et (1, (y1 : yo)) (vesp. (2, (21 : 20))) des
coordonnées sur U (resp. sur V). La surface X est alors obtenue en recollant
les cartes U et V' par I'application :

C*xCP'cU — C*xCP'cV
(w1, (Y1 :90)) = (22, (211 20))

ou r1x2 = 1 et zpyp = xézlyo. La submersion holomorphe 7 : X; — CP!
est donnée dans les cartes U, V' par la projection sur la premiere coordonnée.
Lorsque [ # 0, la suface X; possede une unique courbe algébrique lisse d’in-
dice d’autointersection strictement négatif, noté e. Lorsque [ = 0, e désigne
une section d’indice d’autointersection nul dans Xy. Notons de méme v une
fibre de X;. Le couple ([v], [e]), ou [v], [e] désignent les classes d’homologies
de v, e, forme alors une base du réseau Hy(X;;Z) = Z? que 1'on fixe une fois
pour toute dans cet article. Ainsi, une courbe de classe (a,b) désignera une
courbe qui réalise la classe d’homologie a[v] 4 ble] dans Hy(X;;Z).

Soit ¢ I'application définie dans la carte U par c(z1, (y1 : o)) — (Z1, (7, :
Uo))- Cette application ¢ définit une structure réelle sur toutes les surfaces
X, telle que RX; est un tore si [ est pair, et une bouteille de Klein si [ est
impair. Dans cet article, lorsqu’une surface X; sera munie d’une structure
réelle, ce sera toujours la structure c. Dans ce cas, le diviseur exceptionnel
e de X; est réel, ou lorsque [ est nul, la section e peut étre choisie réelle,
et de méme, la fibre v peut étre choisie réelle. Le couple ([Rv], [Re]) forme
alors une base qui fixe un isomorphisme entre I'espace H;(RX};Z) et Z? ou
Z./27 x 7 selon que [ est pair ou impair.

1.2 Une déformation Y des surfaces réglées

Soient k, [, m trois entiers naturels tels que m = [+ 2k, k > 0. On définit
la déformation Y de X, par le recollement de deux cartes U, V isomorphes
a C x C x CP'. Fixons (t,71, (y1 : v0)) et (t,22, (21 : 2)) des coordonnées
sur U, V, le recollement est défini par:

CxC*xCP!' - CxC*xCP!
(t,z1, (y1 2 yo)) = (t, 22, (211 20))

olt 1179 = 1, et zoy1 = 232190 + taiyozo.

Cette variété est munie d’'une projection sur la premiere coordonnée p :
Y — C, et pourt € C, la fibre p~1(¢) de cette submersion propre est notée Y;.
Ces surfaces Y, sont des surfaces réglées de base CP!, la structure réglée étant
donnée par la projection sur la seconde coordonnée. De plus, les applications



données dans les cartes U et V par (t,z1,(y1 : yo)) — (£, 71, (T : Gy)) et
(t, 9, (21 : 20)) = (¢, T2, (Z1 : Zo)) définissent une structure réelle ¢y sur Y.

Lemme 1.1 La déformation Y — C est triviale au-dessus de C*, iso-
morphe a C* x X; — C*, et Yy est isomorphe a X,,.

Reproduisons la démonstration de [7], exemple 2.16.

Démonstration :

Notons (Z1, (91 : §o)) et (Za, (21 : Zp)) les coordonnées dans les cartes U
et V de X,, (ces coordonnées sont notées avec des tildes pour ne pas étre
confondues avec celles de Y'). L’isomorphisme Yy & X, est donné dans les
cartes U de Yy et U de X, par 1 = x1, y1 = y1 et 9o = ¥o.

Lorsque t # 0, considérons les applications

<t7 T, (yl : yO)) = (tv T, (xlfyl - tyO : tyl)) <1>
(t, g, (212 20)) = (t, 3, (21 @ tah %2 4+ t22)) (2)

Ces applications se recollent en une application ¥ entre p~!(C*) et C* x X.
En effet, si x1, x9 € C*, alors x129 = 1, et:

i1 = (tah Rz 4 t220) (2hy — tyo)
=tz — o) gz + ek zom — oz
= tabyiz — P Fyoz — Byoz + 2ak (20 2y0 + triyez)
= ml2y121
= jlﬂl?jo

Cette application ¥ est un isomorphisme entre p~!(C*) et C* x X; — C*. O

Remarque: L’isomorphisme ¥ entre p~!(C*) et C* x X; — C* défini
dans les lignes (1) et (2) sera utilisée dans la suite, il préserve les structures
réglées de X; et de Y; lorsque t € R. En particulier, les surfaces X; et Y; seront
dorénavent identifiées grace a cet isomorphisme ¥. De méme, les surfaces
X, et Yy seront identifiées grace a l'isomorphisme défini au début de la
démonstration du lemme 1.1. Par ailleurs, remarquons que quel que soit
t € C*, les applications données dans les cartes U et )V par:

(1,1, (y1 2 v0)) = (t, 21, (tyr  yo)) et (1,22, (21 : 20)) — (¢, 2, (t21 : 20))

définissent un isomorphisme ¢; : Y; — Y; qui sera lui aussi utilisé dans la
suite.



1.3 Homothéties a poids

Fixons une décomposition C" = C™ x C™ x --- x C™, ou b,n, ng, ..., n
sont des entiers naturels, et notons h le morphisme de groupes C* — GL(C")
défini pour tout t € C* par h(t)(xo,...,zp) = (2o, tx1,t2ws, ..., t°1;). Soit
A C C™ une hypersurface algébrique définie comme le lieu des zéros d’un
polynéme P. Notons A, = {(t,z) € C* x C"|h(t™1)(z) € A}. Si P =
Eaio___ibxéoxill .. .:L‘ib, ou pour j € {0,...,b}, i; € N%, le degré homogéne
de P est d = max{|i1| + 2|ia| + - -+ + b|ip|}, le maximum étant pris sur les
monomes pour lesquels a;, ;, 7# 0. L’hypersurface A, est alors le lieu des
zéros du polynome P (t,z) = tYP(h(t71)(2)).

On appelle homothétie a poids de A associée a la décomposition C" =
Cmo x C™ x --- x C™, I’hypersurface algébrique

HA = {2e€C"|(0,2) € A, CCxC"}
= {2 € C"|Py(0,2) =0}

Cette hypersurface HA est invariante par I'action de h. Lorsque P est a
coefficients réels, c’est-a-dire lorsque A est une hypersurface algébrique réelle
de C", il en est de méme pour A, et HA.

Soit a présent V' un C-espace vectoriel, et (®;)icc une famille d’applica-
tions linéaires injectives V' — C™ x --- x C™ telle que pour tout t € C*,
Im(®;) = h(t)(Im(Py)). Soit A C V une hypersurface algébrique. On note
Ap={(t,2) €C*xV |® oh(t™')o®,(2) € A}, et on appelle homothétie a
poids de A associée & @, Phypersurface HpA = {z € V [ (0,2) € A, C CxV},
Lorsque t — @, est algébrique, 'hypersurface HgA est algébrique. Si de plus
A est algébrique réelle, pour la conjugaison complexe de V' induite par @1,
et que quel que soit t € C* et z € V, ®y(2) = Py(Z), alors Ay et HeA sont
également algébriques réelles. Lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité, on notera
plus simplement He A = HA.

1.4 Le théoreme de comparaison

Rappelons que Pic(X;) = H*(X);Z) = Hy(X};Z) = Z? et qu'une base de
ce réseau ([v], [e]) a été fixée au §1.1. Fixons trois entiers naturels m, [, k tels
que k > 0 et m = [ + 2k, et notons p l'isomorphisme de réseaux

p : Pic(X;) — Pic(X,)
(a,b) +— (a+ kb,b)

Soit D un diviseur de X; de classe (a,b), on note h°(D) la dimension de
HD). Sia < 0oub < 0, alors H*(D) est réduit & {0}. Si a > Ib, alors
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hO(D) = (a4 1)(b+1) — 3Ib(b + 1). En effet, cet espace H°(D) est I'espace
des sections du fibré en droites complexes associé a D, et ces sections sont
données dans la carte U par les polynomes en z1,y; dont le polytope de
Newton est I'enveloppe convexe des sommets (0,0), (0,b), (a —1b,0) et (a,b).

?le

1 7.,

0 a—1b a 1

Figure 1.

Enfin, si a < Ib, a,b > 0, alors h°(D) = (a + 1)(/ + 1) — /(Y + 1),
ot b/ = [%], partie entiere de ¢, puisque chaque élément de H°(D) s’annule
en e avec une multiplicité au moins égale a b — U/, et que la suppression
de cette composante fixe établit un isomorphisme entre H°(D) et 'espace
H%av + be).

Par ailleurs, on note Ap C H(D) (resp. Aypy C H%(p(D))) hypersur-
face discriminant constituée des sections dont le lieu des zéros est singulier
dans X (resp. dans X,,). Lorsque les surfaces X;, X,, sont munies de leur
structure réelle ¢ (v. §1.1), cette structure induit sur le C-espace vectoriel
HO(D) (resp. H(p(D))) une conjugaison complexe, et I'hypersurface Ap
(resp. Ay(py) est algébrique réelle pour cette conjugaison complexe. Un cal-

cul facile permet d’établir le lemme suivant :

Lemme 1.2 Pour tout diviseur D de X;, h°(D) < h°(p(D)). Si p(D) est
numériquement effectif, c’est-a-dire si les indices d’intersection p(D) o e et
p(D) ov sont positifs ou nuls, alors il y a égalité. O

(Le cas d’égalité de ce lemme peut étre illustré par la figure 2.)

A

|
Yoo

o Q

Ca—(+k)
a—mb a—kb

Figure 2.



Pour tout 5 € {0,...,b}, posons ng = a + k(b — ) + 1, et notons C"#
I'espace des polynomes en x1,¥1, 4, homogenes en vyy,1yy, de degré en x;
inférieur ou égal a ng — 1, et de degré b — 3 en ;. Le produit C™ x C™ x
-« x C™ désigne alors I'espace total des polynomes dont les monomes sont
de la forme xiy{ygﬁl avec i < a+kjet j <D

Théoreme 1.3 Soit D un diviseur de X;. Il existe des applications li-
néaires injectives ¢p : HO(D) — H°(p(D)), et pour tout t € C, ¥,
H°(D) — C™ x C™ x --- x C™, telles que :

- Les seuls diviseurs du systeme |p(D)| de Yy qui se prolongent en des
diviseurs de Y sont ceuz associés aux éléments de l'image de ¢p.

- Soit Im¢p C Aypy, soit les couples (Im¢p, AypyNImep) et (H°(D), HsAp)
sont isomorphes par un isomorphisme linéaire, ou He/Ap est ’homothétie a
poids de Ap associée a P.

Lorsque les surfaces X;, X, sont munies de leur structure réelle ¢ (v.
§1.1), ¢p et ’homothétie a poids préservent ces structures réelles.

Remarque : Lorsque p(D) est numériquement effectif, d’apres le lemme
1.2, h°(D) = h°(p(D)). Dans ce cas, d’apres le théoreme 1.3, Im(¢p) =
H°(p(D)) tout entier, et tous les diviseur du systeéme linéaire complet |p(D)|
de Yj se déforment dans Y. De plus dans ce cas, (H%(p(D)), Aypy) = (H°(D), HAp).

Pour tout diviseur D de X, on note Ep ’ensemble fini des composantes
connexes du complémentaire de RAp dans RH°(D). De méme, E,p) désigne
I'ensemble fini des composantes connexes du complémentaire de RA,py dans
RH(p(D)). Lorsque p(D) est numériquement effectif, le théoréme 1.3 four-
nit une application fp : E,p)y — Ep qui est définie comme suit : soit Cy
un diviseur lisse réel réalisant un élément de E,py. D’apres la remarque pré-
cédente, ce diviseur se déforme dans Y en une famille C; C Y; de diviseurs.
Lorsque t > 0 est suffisament petit, C; est lisse dans Y; qui est isomorphe a
X par proo ¥ ot ¥ est 'isomorphisme entre p~(C*) et C* x X; — C* fixé
au §1.2, et pry la projection C* x X; — X;. Lorsque t > 0 est suffisament
petit, C; définit donc un élément de Ep. Comme cet élément ne dépend pas
de choix de Cy dans E,p), ce procédé définit une application E,p)y — Ep
notée fp. Cette application sera étudiée dans le §2.

Lemme 1.4 Soit D un diviseur effectif de X;. Il existe un fibré en droites
L =Y tel que pour tout t € C*, la restriction de L a'Y; est le fibré associé
a D, et tel que sa restriction a Yy est le fibré associé a p(D).

Démonstration :

Notons (a,b) la classe de D, ol a et b sont positifs, et o' = [] (resp.

b =0) sia <Ib(resp. si a > [b). Une base de 'espace vectoriel des sections



algébriques du fibré en droites associé a D est donnée dans la carte U de X
par les sections :iligjll’_blﬂgjgl_j, et dans la carte V par f;_lb,Jrlj_iélf_b,Jrngl_j,
ouj € {0,....0'} et i € {0,...,a — IV + lj}. Par l'isomorphisme ¥ entre
C* x X et p}(C*) donné dans le §1.2, ces sections s’écrivent dans la carte
U: 2 (hy — tyo) ™ (ty)Y T ouj €{0,..., 0 eti€{0,...,a— 1 +1j5}.

Lues dans la carte V), elles se transforment en les fractions rationelles:

T
i( m—k )b—b’+j(t m +t2 k )b’—j _ 37; W b—b/+j(t m—=k Jr152 )b’—j
2 2

Ainsi, notons Ly (resp. Ly) les fibrés en droites au-dessus de U (resp. V)
dont les sections sont les polynémes homogenes de degré b en (y; : yo) (resp.
(z1 1 20)). Trivialisons ces fibrés au-dessus des ouverts yo # 0 et zy # 0, et
recollons-les par le changement de trivialisation :

Lilzrgoro = Lylzszoz0

Y1 Z1 1
(taxla %7 g) = (tv T2, Z_O’ Wg)

olt 1119 = 1 et 2gy1 = P21y + tak zoyo.

En restriction & p~!(C*), ce fibré en droites L est le fibré associé a D, et
au-dessus de Yy, ce fibré en droite est le fibré associé a p(D). En effet, un iso-
morphisme entre ce dernier fibré et le fibré associé au diviseur (a + kb)v + be
de X,, est donné dans les cartes Y — U par l'identité. L]

Remarque: Au début de la démonstration du lemme 1.4 ont été in-
troduites les sections du fibré associé au diviseur D de Y; pour ¢t # 0. No-
tons Si,...,8,0(p) ces sections qui seront utiles dans la suite. Remarquons
que par exemple lorsque a > [b, c’est-a-dire lorsque D est numériquement
effectif, elles s’écrivent dans la carte & comme des éléments de l'espace
CMo x C™ x --- x C™ introduit avant 1’énoncé du théoreme 1.3, c¢’est-a-dire
comme des polynomes en x1,y; dont le polytope de Newton est I’enveloppe
convexe des sommets (0,0), (0,b), (a + kb,b) et (a,0). Par ailleurs, les invo-

lutions des fibrés Ly, Ly données par (t, 1, (y1 : ¥o),&) = (£, 71, (U1 : %), &)

et (t,xq,(21 : 20),&) — (,72, (Z1 : %), &) définissent une structure réelle sur
L qui commute avec la structure réelle ¢y de Y.

Lemme 1.5 Soit D un diviseur effectif de X, et L le fibré construit dans
le lemme 1.4. Il existe une famille sy, ..., spo(p) de sections algébriques de L,
telle que pour tout t € C, les restrictions s;(t) de s; au dessus de Y; forment
une famille libre de sections de L — Y;. Lorsque D est réel, ces sections
commutent avec les structures réelles de L et Y .



Démonstration :

Les sections sy,. .., sp0(p) sont obtenues par récurrence en appliquant la
construction qui suit aux sections 5y, ..., §y0(p) introduites dans la démons-
tration du lemme 1.4 (v. la remarque précédente).

La construction initiale est la suivante: si la section §;(0) du fibré L — Yj
est non-nulle, on pose s; = §;. Sinon, §; est divisible par une puissance de t,
et on pose s; = t~%5; ot d est choisi maximal. Ainsi, pour tout ¢ € C, s1(t)
est non nul, et lorsque ¢ # 0, s1(t) est dans 'espace vectoriel engendré par
51(t).

Supposons & présent construits si, ..., s; ot k < h%(D), de sorte que pour
tout t € C, s1(t),...,sk(t) sont linéairement indépendants, et sont lorsque
t # 0 dans 'espace vectoriel engendré par 5(¢),. .., 5k(t).

Si 8x11(0) est linéairement indépendant de s1(0), .. ., sx(0), on pose Sg11 =
Sk41. Sinon, il existe des complexes Ay, ..., Ay tels que (5x1— 3 b, Ais;)(0) =
0. Cette section §,1 — Zle A;s; est donc divisible par une puissance de t, et
on réitere le procédé en substituant a S, la section t’d/(ékﬂ — Ele AiSi),
ol d’ est choisi maximal. Comme les sections 51, ..., 540(p)y sont définies dans
la carte U par des polyndomes en t de degrés inférieurs ou égaux a b, et que
Sky1(t) n'est pas dans lespace vectoriel engendré par si(t), ..., sg(t) pour
tout ¢t non nul, ce procéde s’arréte nécéssairement. Il produit alors une section
de la forme t=%" (5541 — S0, N(t)s;) ot d” < b et les X, sont des polynémes
de degrés inférieurs ou égaux a d”. Cette section est linéairement indépen-
dante de s1(f),...,sk(t) pour tout t € C, et est dans l'espace engendré par
51(t), ..., 8k+1(t) pour tout ¢ non nul. On pose spy1 égal a cette section.
Comme les sections sy, ..., Sy0py commutent avec les structures réelles de
X et du fibré associ¢ a D, par construction, les sections sy, ..., sp0(p) com-
mutent avec les structures réelles de Y et de L. [

Démonstration du théoréme 1.3:

On peut supposer que le diviseur D est effectif. Considérons les sections
51, ..., 8po(py données par le lemme 1.5. D’apres ce lemme, s1(1),. .., sp0(p)(1)
forme une base de H°(D) via I'identification entre Y; et X; fixée au §1.2, et
51(0), ..., Spo(py(0) une famille libre de H°(p(D)). Posons ¢p(s;(1)) = s;(0)
pouri € {1,...,h%(D)}, et prolongeons cette application par linéarité en une
application H°(D) — H°(p(D)). Cette application est alors linéaire injective,
et par construction, tous les diviseurs associés aux éléments de son image se
prolongent en des diviseurs de Y. Par ailleurs, ce sont les seuls. En effet,
si s(0) était un élément de H°(p(D)) associé & un diviseur de |p(D)| qui
se prolonge en un diviseur de Y, mais qui n’appartient pas a l'image de
¢p, alors pour des valeurs de ¢ voisines de 0, s(t) serait encore linéairement
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indépendant de sy(t), ..., spo(p)(t), ce qui ne se peut pas.
Notons V = CM(P) et pour tout t € C, ®, 'application linéaire

V o= C%x...xC™
K (D)

(T1, -+, Tho(p)) > Z!Ez‘si(t)

i=1

ce qui a un sens lorsqu’on écrit chaque section s; dans la carte U, puisque
son expression est alors polynomiale de la forme voulue. Notons A C C x
V l'ensemble des éléments (t,z1,...,2po(p)) tels que le lieu des zéros de la
section Zﬁi(lD) x;5;(t) est singulier dans Y;. C’est une hypersurface algébrique
de C x V, puisque par construction, lues dans les cartes U et V), les sections
s; sont algébriques en toutes les variables. Or pour tout t € C*, il existe un
isomorphisme ¢, : Y; — Y; donné dans la carte U par (1,z1, (y1 : yo)) —
(t,x1, (ty1 = yo)) (v. le §1.2). En notant h; I'homothétie

Co"x...xC"» — (CYox...x(Cm

(yanla"'ayb) — (yOatyla"'atbyb)a

on s’apergoit donc que Im(®;) = hy(Im(P1)). En effet, si une section s de
L|Y; est donnée dans la carte U par un polynéme P € Im(®P,), alors la section
so,; ! de L|Y; est donnée dans la carte U par 1’élément P o), * € Im(®,).
Or t?P o1, ' = hy(P) si d est le degré homogene de P, et donc Im(®,) =

hi(Im(®)). De plus, le lieu des zéros de la section Z?i(lD) x;5;(1) est singulier

dans Y si et seulement si le lieu des zéros de la section Z?i(lD) z;5;(1) o ;!
est singulier dans Y;, donc A est invariante par les homothéties h;.

On en déduit l'alternative A N ({0} x V) = {0} x V, ou bien ({0} x
V,AN({0} x V)= ({1} xV,He(AN ({1} xV))) on He(AN ({1} xV)) est
I'homothétie a poids de AN ({1} x V') associée a ®. En effet, si A coincide
avec C x V tout entier, c’est évident, et si A est une hypersurface algébrique,
elle est partout localement définie comme le lieu des zéros d’un polynome.
Par conséquent, lorsque A N ({0} x V) # {0} x V, on déduit dans ce cas
que {0} x V n’est pas une composante de A, et par suite que A est I'adhé-
rence de A\ ({0} x V), d’ou l'alternative. Lorsque les variétés X;, X,,, Y et
L sont munies de leurs structures réelles, d’apres le lemme 1.5, les sections
51,...,5p0(py commutent avec les structures réelles de L et Y, et par suite A
est une hypersurface algébrique réelle de C x V. Ainsi, 'application ¢p et
I’homothétie a poids préservent la structure réelle, d’ou le résultat. [

Remarque:
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Rappelons que si E, F,G sont des fibrés vectoriels complexes sur une
variété algébrique complexe lisse projective X, satisfaisant la suite exacte
courte 0 - F — G — F — 0, alors il existe une déformation p : ¥ — C
triviale au-dessus de C*, telle que p~'(C*) X C* x G et Yo X E® F (v. [10],
lemme 16, et [1], proposition 2). En projectivisant ces fibrés £ @ F et G, on
en déduit une déformation entre variétés compactes du méme type que celle
présentée au §1.2 qui n’en est d’ailleurs qu’un exemple particulier. Pour toutes
ces déformations, on peut établir un théoréeme analogue au théoreme 1.3, en
procédant exactement de la méme maniere. Le morphisme p est alors défini
comme suit : & tout diviseur D du fibré projectif P(G) obtenu a partir de G,
on associe le diviseur D = (pryo1)*D de p~(C*), ol ¢ est une trivialisation
fixée p~1(C*) — C* x P(G), et pry est la projection C* x P(G) — P(G);
le diviseur p(D) de P(E @ F) est alors défini comme la trace sur Y, de
I’adhérence de D dans Y.

2 Constructions de courbes flexibles et d’iso-
topies équivariantes de courbes algébriques
réelles

Dans toute la suite de cet article, les surfaces réglées X;, X, et Y sont
munies de leurs structures réelles ¢ et cy. On suppose également a présent
que le diviseur p(D) est numériquement effectif, de sorte que d’apres le
lemme 1.2, h°(D) = h°(p(D)). L'objet de ce §2 est d’étudier I'application
fp © Eypy — Ep introduite a la suite du théoreme 1.3. La surjectivité de fp
est étudiée dans le §2.1, et l'injectivité dans le §2.2. Il s’avere qu’en général,
fp n’est ni surjective, ni injective.

2.1 Surjectivité de fp, courbes flexibles non-algébriques
dans X,,

Proposition 2.1 Lorsque p(D) ov = 0, ou bien lorsque m est impair et
p(D)ov =1, fp est bijective. Par contre, dans tous les autres cas excepté
lorsque m est impair, b = 3 et k = 1, il existe dans |D| des courbes lisses
dont le schéma réel n’est réalisé par aucun élément de ['tmage de fp, et donc
fp n’est pas surjective.

Remarque : Lorsque m est impair, b = 3 et k = 1, la surjectivité ou la
non-surjectivité de fp ne m’est pas connue.
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Corollaire 2.2 Soient m un entier supérieur ou égal a 2, et [A] un élé-
ment de Hy(Xp;Z) tel que [A] o [e] > 0, [A] o [v] > 0 si m est pair, et
[A]o[v] > 1 sim est impair. Lorsque [A]o[v] = 3 et que m est impair, suppo-
sons de plus que m > 5. Il existe alors dans X,, des courbes flexibles réelles
de classe [A] dont le schéma réel n’est réalisé par aucune courbe algébrique
réelle dans cette classe. En particulier, ces courbes ne sont isotopes a aucune
courbe algébrique réelle.

Une courbe flexible réelle de X, est par définition une courbe J-holomorphe
de X,, (pour une structure presque-complexe de cette surface), stable par la
structure réelle, dont les espaces tangents en les points réels sont complexes
pour la structure complexe de X,,, et qui réalise un revétement ramifié de la
base CP! de X,, dont chaque point de ramification d’indice & — 1 est conju-
gué par des difféomorphismes préservant 'orientation au modele z = y* de

c2

Démonstration de la proposition 2.1:

Notons (a,b) la classe de D. Si b = 0, le lieu des zéros d'un élément de
RHY(D) ou RH?(p(D)) est constitué de a fibres dont 'ensemble est invariant
par la structure réelle. L’application fp est alors bijective, puisque dans la dé-
formation introduite au §1.2, ces courbes se déforment aisément en préservant
celles qui sont singulieres, et les couples (R|D|,RAp) et (R|p(D)],RA,p))
sont dans ce cas isomorphes. Si b = 1 et que m est impair, les ensembles
Ep et E,p) sont des singletons, d’oti a nouveau la bijectivité de fp. En ef-
fet, une courbe de classe (a,1) de X,, est donnée dans la carte U comme le
lieu des zéros d'un polynoéme P(Z1)7; + Q(Z1)Jo = 0, ou P est de degré a
et ) de degré a — m. Une telle courbe est singuliere si et seulement si les
homogénéisés de P et () ont une racine commune dans CP!. Or les degrés
de P et de ) n'ont pas la méme parité. Les racines réelles de P et de () ne
peuvent donc pas étre alternées dans RP'. Mais chaque couple de racines
réelles consécutives de P ou de () peut étre supprimé a l’aide d’un chemin de
courbes algébriques réelles lisses au cours duquel ces racines se transforment
en une racine double puis en deux racines complexes conjuguées. Ainsi, toute
courbe algébrique réelle de classe (a,1) de X,, est dans la méme classe de
déformation qu'une courbe donnée dans la carte U comme le lieu des zéros
d’un polynéme P(Z1)y;1+Q(Z1)7 = 0, ot les racines de P et de @) sont toutes
complexes sauf une (puisqu’un des deux polynomes est de degré impair). Le
résultat découle alors du fait que ces courbes ne forment qu’'une seule classe
de déformation.

Supposons a présent que m (et donc 1) est pair et que b > 1. Perturbons
le produit de b sections réelles de classe (I,1) de Xj, choisies de sorte que les
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seules singularités de ce produit sont imaginaires. De telles sections existent
et peuvent étres construites par récurence. En effet, supposons construites
telles sections (1 < § < b). Quitte a composer par le biholomorphisme de
X, défini dans la carte U par (Z1, (1 : 90)) — (%1, (91 : €Jo)) o € est petit,
on peut supposer que ces sections sont voisines de la section infinie donnée
par I’équation o = 0. On définit alors une (8 + 1) section satisfaisant la
propriété a 'aide d’une équation R(Z1)7; + 7o = 0 ou R est de degré [ et a
toutes ses racines complexes conjuguées. En perturbant donc ce produit de
b sections, on obtient une courbe lisse de X; de classe (b, b), dont le schéma
réel est constitué de b composantes transverses aux fibres et disjointes de la
section exceptionnelle Re. Perturbons ensuite le produit de cette courbe avec
a—[b fibres réelles distinctes, chaque point double étant perturbé de la méme
maniere (v. [5], [11]). Remarquons que par hypothese p(D) est numérique-
ment effectif, c’est-a-dire a + kb > mb, de sorte que a — I[b > 0. On obtient
ainsi deux courbes lisses Cl% correspondant aux deux facons de perturber les
points doubles, comme sur la figure 3.

b=4,a—1b=4

Figure 3.

La proposition 2.1 dans le cas ou m est pair découle alors du lemme 2.3
suivant démontré plus loin.

Lemme 2.3 Au moins un des éléments de Ep réalisé par C},, Cp, n'est
pas dans l'tmage de fp.

Supposons a présent que m est impair et que b > 1. Si b est pair, il est
facile de construire une courbe lisse de classe (a,b) dans X; dont la partie
réelle possede exactement a — b composantes homologues a des fibres, il suffit
de perturber le produit de a — [b fibres réelles distinctes et d’une courbe de
classe (Ib,b) sans point réel. L’élément de Ep réalisé par cette courbe n’est
pas dans 'image de fp. En effet, I'isomorphisme ¥ construit dans le §1.2
préserve les structures réglées de X; et de Y;, donc la partie réelle de I'image
par U~ de cette courbe contient également a — b composantes homologues a
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des fibres de RY;. Mais le nombre maximal de composantes homologues a des
fibres d'une courbe C' de classe (a+kb, b) de X, est eoC' = a+kb—mb < a—1b.

Si b > 3 est impair, perturbons le produit d'une courbe de classe ((b —
3)l,b — 3) de X; sans point réel, d'une courbe de classe (2l,2) dont la partie
réelle est constituée d'un ovale, et d’'une section de classe (a — Ib + [,1),
et notons Cp la courbe algébrique réelle lisse de X; obtenue. Choisissons
le dernier facteur de ce produit de la facon suivante: la section de classe
(a—1b+1,1) est donnée dans la carte U comme le lieu des zéros d'un polynéme
P(Z1)71 + Q(Z1)70 = 0, ol P est de degré a — b+ 1 et @ de degré a — Ib. Le
polynome (@) est choisi de sorte que toutes ses racines soient réelles distinctes
dans RP'. Fixons une orientation de RP!, ces racines sont notées dans 1’ordre
croissant o, ..., aq_pp. Le polynome P est choisi de sorte qu’il ait a — b — 1
racines réelles distinctes, et [ + 1 racines imaginaires conjuguées (rappelons
que puisque p(D) est numériquement effectif, a—Ib > kb). De plus, les racines
B1, -+, Ba_w—1 de P sont choisies de sorte que pour tout i € {1,...,a—1b—1},
a; < Bi < a;y1. La partie réelle de cette courbe de classe (a — b+ [,1) est
alors constituée d’une section qui intersecte le diviseur exceptionnel Re en
les points ayq,..., . p, €t la section 79 = 0 en les points B, ..., Ba_ip_1-
Entre les points a,_j, et aq, cette section forme une “boucle” qui revient sur
le diviseur exceptionnel Re sans rencontrer la section g9 = 0. La courbe de
classe (2l,2) est choisie de sorte que sa partie réelle est constituée d’un ovale
situé a l'intérieur de cette boucle, comme sur la figure 4.

B1 B2

Re

Cp

Figure 4.

La proposition 2.1 découle du lemme 2.4. []

Lemme 2.4 L’élément de Ep réalisé par Cp n’est pas dans l'image de
fp-

Démonstration des lemmes 2.3 et 2.4:

Il existe une famille continue (e;);cg de sous-variétés de Y, telle que eq
est le diviseur exceptionnel de Y, et telle que pour tout t € R, e; est une
sous-variété de dimension deux de Y; invariante par l'involution antiholo-
morphe. Orientons Re; de sorte que lorsque ¢ > 0, sa classe d’homologie dans
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H,(RX,;Z) soit —k[Rv] + [Re], ot Rv, Re et RX) sont orientés de sorte que
[Rv] o [Re] = +1, et |k| < k. Cette dernicre inégalité provient du fait que
ep n’intersecte pas des courbes de classe (m,1) de Y. Comme ces courbes
se déforment dans Y, on en déduit que e; n’intersecte pas des courbes de
classe (I +k,1) de Y;. La classe d’homologie de la partie réelle de ces courbes
est de la forme +(k[Rv] — [Re]), o |k| < k, puisque le nombre de points
d’intersection d’une telle partie réelle avec Rv est 1, et avec Re est majoré
par k qui est le nombre total d’intersection (I + k, 1) o e. Par conséquent, Re;
peut étre orienté de sorte que [Re;] = —k[Rv] + [Re] avec |k| < k. Considé-
rons alors une famille continue (C});cgr de courbes algébriques réelles lisses
telle que pour tout ¢t € R, Cy C Y}, et telle que Cy est de classe (a + kb, b)
dans Yj. Lorsque t > 0 est suffisament petit, puisque Cy ne contient pas
le diviseur exceptionnel de Yj, le nombre de points d’intersection entre C;
et e; est majoré par Cyo ey = a + kb — mb. Or, la partie réelle d’'une des
deux courbes Cli), disons C), peut étre orientée de sorte que sa classe d’ho-
mologie dans H;(RX;;Z) soit (a — Ib,b). Par suite, lorsque ¢ > 0 est suffi-
sament petit, le nombre de points d’intersection entre e; et toute courbe C'
de Y; qui est dans la méme composante de |D|\ Ap que C5 est minoré par
[RCJo[Re;] = [RCE]o[Re;] = +(a—(IFk)b). Comme a—(I—|k|)b > a+kb—mb,
pour une des deux courbes Cl% selon le signe de l;;, quelle que soit la famille
(Cy)ier de courbes algébriques réelles lisses choisie comme ci-dessus, lorsque
t > 0 est suffisament petit, C; ne peut pas étre dans la méme composante
de |D|\ Ap que C3, et donc I'élément de Ep réalisé par C5 n’est pas dans
I'image de fp.

Démontrons a présent le lemme 2.4. La partie réelle de Cp est constituée
d’un ovale et d'une section donnée dans la carte U comme une déformation
du lieu des zéros d'un polynéme P(Z1)7; + Q(%1)go = 0. Par construction,
I'ovale est situé a 'intérieur d’une boucle formée par cette section entre deux
racines consécutives a,_j;, et aq de (). Par suite, pour toute courbe C' de X
qui se déforme sur Cp, le triplet (RX;, RC| Re) est isotope a (RX;, RCp, Re).
En effet, le nombre de points d’intersection entre la section de RCp et le di-
viseur exceptionnel est par construction a — b = e o Cp. Au cours d’une
déformation, l'ovale de RCp ne peut donc pas traverser le diviseur excep-
tionnel puisque ce nombre d’intersection est déja maximal. Par suite, les
deux racines consécutives «,_; et a; ne peuvent se transformer en une ra-
cine double puis disparaitre en deux racines imaginaires conjuguées, ce qui
force le résultat.

Soit v une fibre réelle intersectant l'ovale de RCp, et = le point d’inter-
section entre RCp et v qui n’appartient pas a 1'ovale de RCp. Soit C' une
courbe algébrique réelle lisse de X située dans la méme classe de déforma-
tion que Cp. Au cours d’'une déformation entre Cp et C, le point marqué x
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de RC'p suit I'isotopie entre RCp et RC' dans RX; et devient un point y de
RC'. Le revetement double d’orientation de RX; est un tore T 2. La courbe
RC se reléve en une courbe RC de T? possédant deux points marqués 1, ys.
Notons Rv;, Rvy des fibres réelles orientées de T2 situées de part et d’autre
de y; et yo, et 51,52 des sections orientées dans ce tore reliant y; a ys et
Yo & Yy sans couper la courbe € qui releve le diviseur exceptionnel de RXj.
Les fibres Ruvq, Rvy peuvent étre orientées de facon compatible sur le tore, et
les sections sy, sy de fagon compatible avec une orientation fixée de la base,
comme sur la figure 5, ou la courbe en pointillé représente la courbe RC.

2
T e
T i N
/ /’ : \\ SV
Y1 / \ / Y1
/ : \
RN 3 o 2
/ \
/ \
, X \
/ =T
/ 00 N \\
_ \ |
]R’Ul ]R’UQ
Figure 5.

La courbe Ré\ {y1, Y2} est la réunion de deux courbes Ré’l et Rég qui sont
échangées par 'involution du revétement. Ces parties peuvent étre orientées
de sorte que:

[RCY] = (a — ) [v1] + [s1] € H\(T% {y1, 2} Z),

[RCy) = —(a — 1b)[va] + [s2] € H\(T? {1, 2}; Z).

En effet, ces égalités sont clairement vérifiées lorsque la construction est
appliquée a la courbe Cp, et ces calculs homologiques restent invariants par
isotopie de la bouteille de Klein qui préserve le diviseur exceptionnel.

Or la courbe Re; se releve en une courbe Ré; du tore T2, dont on peut
supposer, quitte a pertuber y dans RC', qu’elle ne rencontre pas les points
Y1, y2. Cette courbe Ré; peut étre orientée de sorte que:

[Ré;] = k([v1] — [vo]) + € € Hi(T? \ {y1, y2}; Z),

ou ¢ releve le diviseur exceptionnel de RX; et —k — 2 < k < k + 2. En effet,
soit oy une section de classe (m, 1) dans X,,. Comme cette classe est numé-
riquement effective, d’apres le théoreme 1.3, il existe une famille continue en
t € R de sections algébriques réelles lisses o; € Y; qui prolonge oy. Lorsque
t #0, o, est de classe (I + k,1) dans X et s’écrit dans la carte U comme le
lieu des zéros d’un polynome P(i1)i1 + Q(#1)ijo = 0, ot P est de degré [+ k
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et @ de degré k. Comme le diviseur exceptionnel de X,, n’intersecte pas oy,
lorsque t > 0 est suffisament petit, e; est également disjointe de ;. La courbe
Ro; se releve donc en une courbe Ra; qui est disjointe de Ré;. Soient zq, 29
les points d’intersections entre R, et les fibres de T2 passant par 4, . La
courbe Ra; \ {21, 22} est constitée de deux parties RG} et Ra?, invariantes
par 'involution du revétement. Ces parties peuvent étre orientées de sorte
que:
RG] = K'[vn] + [s1] € Hi(T?, {21, 22}; Z),

[R7] = —k'[vs] + [s3] € Hi(T? {21, 22}; Z),

ou s}, s, sont des sections de T? reliant z; & 2 et 2y & 2, sans couper €, et
—k < k' < k, puisque |k’| est majoré par le nombre de racines réelles de

Q. Comme Ré; est disjointe de Ray, les indices d’intersection [RaG}| o [Ré;] et
[R52] o [Ré;] sont nuls, et ces deux conditions imposent :

[Ré;] = k' ([v1] — [va]) + [€] € Hi(T?\ {z1, 22}; Z),
d’otut il découle:

[R&] = k([va] — [va]) + [€] € Hi(T*\ {u1, 12} 2),
ou —k—2< k < k + 2. Par conséquent,

[Re] o [RC1] = (([oa] — [va]) + [&]) ((a — ) [o1] + [51])
= —k+(a—1b)
> a—1lb—k—2.

On en déduit que le nombre de points d’intersection entre Re; et RC' est
minoré par a — b — k — 2. Mais si C; C Y; est une famille continue en
t € R de courbes algébriques réelles lisses telle que Cj est de classe (a+ kb, b)
dans Yj, alors lorsque ¢ > 0 est suffisament petit, |C; Ne)| = |Co N eyl =
Cooeg = a+ kb—mb. Par hypothese, puisque le cas b = 3, k = 1 a été écarté,
a+kb—mb < a—1b—2—k, donc C; ne peut pas étre dans la méme classe
de déformation que C'p dans X;. [J

Lemme 2.5 1[I existe une famille de difféomorphismes ©, : Yy — Y, qui
préservent la structure réelle et la structure de fibré sur CPY, et dont la
différentielle est J-holomorphe sur RYj.

Démonstration :
Nous allons construire explicitement un champ de vecteurs tangents & de
classe C! sur la variété Y qui est holomorphe au voisinage de RY et tel que
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dco & =& ocou cest 'involution antiholomorphe de Y, dro & = 0 ou 7 est
la projection Y — CP! qui & (¢, 21, (y1 : yo)) associe zy, et dpo & = %. Le
flot associé a ce champ de vecteurs fournit une famille de difféomorphismes
qui convient.

Soit donc g une fonction méromorphe sur C, qui commute avec la conju-
gaison complexe, qui n’a pas de pole réel et qui satisfait g(z;) = (x%)k +
(l%l)m + o(i) lorsque |x;| est voisin de l'infini. Modifions cette fonction g
au voisinage de ses poles de facon a obtenir une fonction g bien définie sur
C tout entier, de classe C'*°, qui commute avec la conjugaison complexe et
qui est holomorphe au voisinage de R (les poles de g ont été remplacés par
des zéros d’indices négatifs). Soient alors &, et &, les champs de vecteurs
tangents sur U et V définis sur les ouverts yg # 0 et zy # 0 par &, (t1, z1, (y; :
1) = 2 4 §01) 52, et Elta,ma, (211 1)) = 22 + 25" () — 2k)) 2. Par
définition de g, &), est bien défini méme au point x5 = 0, et est holomorphe
en ce point. Ces champs &, et &, se recollent et définissent le champ & sur
Y, puisqu’on vérifie facilement que (% = % + % 8%1, et 8%1 = x;”aiyl. O

Démonstration du corollaire 2.2:

Notons [A] = (a + kb)[v] + ble]. Si C; est une courbe algébrique réelle
lisse de Y, © 1(Ct) est une courbe flexible réelle de Yy, ou ©; est la famille
de difféomorphismes donnée par le lemme 2.5. Choisissons comme courbe
C} une courbe de classe (a,b) de X; dont le schéma réel n’est réalisé par
aucune courbe de I'image de fp, ce qui existe d’apres la proposition 2.1. La
courbe ©;(C;) n’est alors isotope & aucune courbe algébrique réelle de classe
(a + kb,b) de X,,, puisque son schéma réel n’est réalisé par aucune de ces
courbes, et le corollaire 2.2 est démontré. []

Remarque:

Il découle du lemme 2.5 que les espaces de courbes flexibles réelles dans
la classe |D| de X et dans la classe |p(D)| de X, sont isomorphes, alors qu’il
découle du corollaire 2.2 que les espaces de courbes algébriques réelles lisses
dans ces systemes linéaires de diviseurs ne le sont pas.

2.2 Injectivité de fp, courbes isotopes de classes de
déformation distinctes

Dans ce §2.2; on suppose toujours que p(D) est numériquement effec-
tif, et on fixe £ = 1.

Proposition 2.6 Lorsque m est pair, p(D)oe = 0 et p(D)ov > 3;
ou bien lorsque m est pair, p(D)oe > 2 et p(D)owv > 5, lapplication fp
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n’est pas injective. Il en est de méme lorsque m est impair, p(D)oe > 1 et
p(D)owv > 3.

Corollaire 2.7 Soit m un entier supérieur ou égal a 2, et p(D) un divi-
seur de X,, satisfaisant les conditions de la proposition 2.6. Alors, il existe
dans le systeme linéaire complet R|p(D)| des diviseurs réels lisses qui sont
dans une méme classe d’isotopie équivariante, mais qui pourtant ne sont pas
dans une méme classe de déformation de X,,.

Rappelons qu’on dit que deux courbes algébriques réelles lisses Cyy et C
de X, linéairement équivalentes a un diviseur p(D) sont dans la méme classe
de déformation s’il existe un chemin continu de courbes algébriques réelles
lisses dont les extrémités sont Cj et C7, ¢’est-a-dire si ces courbes sont dans
la méme composante de R|p(D)|\ RA,(p), alors que deux courbes Cy et C}
sont dans une méme classe d’isotopie équivariante dans X, s’il existe un
chemin continu ¢; de difféomorphismes de X, reliant I'identité a un difféo-
morphisme qui envoie Cy sur C;, chaque difféomorphisme devant commuter
avec la structure réelle. Ce chemin pourra en fait étre choisi de sorte que
¢¢(Cp) soit un chemin de courbes flexibles réelles de X,,.

Démonstration du corollaire 2.7 :

Notons (a + kb, b) la classe de p(D). D’apres la proposition 2.6, il existe
deux courbes Cj et C de classe (a + kb,b) dans X,, qui réalisent deux élé-
ments différents de £, py mais qui ont méme image par fp. Ces courbes ne
se déforment donc pas I'une sur 'autre dans X,,. Par contre, ces courbes se
prolongent en un chemin continu (C;)cp,1) de courbes algébriques réelles la
restriction de Y au-dessus de R™, tel que Cs C Y ou t(s) est une fonction
continue de s € [0, 1]. Le chemin @t’(i)(Cs), ou O, est la famille de difféomor-
phismes Yy — Y; donnée par le lemme 2.5, est un chemin continu de courbes
flexibles réelles de X, d’extrémités Cy et C. U

Indiquons des a présent la méthode utilisée pour démontrer la propo-
sition 2.6. Pour chaque systéme linéaire |p(D)|, on construit explicitement
deux courbes Cy et C de Yy = X,,, qui ne sont pas dans la méme classe de
déformation de X,, du fait de leur position mutuelle par rapport au divi-
seur exceptionnel. Pourtant, on construit une déformation (Cs)scjo,1) de ces
courbes dans Y ; par définition de fp, ceci entraine le résultat. Le chemin
(Cs)sefoa est obtenu en perturbant un produit de courbes. L’élément essen-
tiel de ce produit est construit dans le lemme 2.8 suivant, et généralisé dans
le lemme 2.9.
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Lemme 2.8 Supposons quem =2,1 =0,k =1, et que Y est la déforma-
tion de Xy sur Xo associée. Soit (Pf)ser la famille de polynomes homogénes
de degré 2 en (y; : yo) donnée par P (xy,y1,90) = (1 — xy + 23)(1 + 221 +
4at)y? — 2(s + 4txd)y1yo + (s + 262z + 46223 y2. Quels que soient s,t € R,
Uadhérence dans Yy de {(t,z1, (v1 : vo)) € Yo NU | PP (x1,y1,%0) = 0} est une
courbe algébrique réelle C7 de Y;. La courbe C} est singuliere si et seulement
sis=t=0, de classe (4,2) dans Yy lorsque t = 0, et de classe (2,2) dans
Y, lorsque t # 0.

Remarque: Sit = 0 et s # 0, la partie réelle de la courbe Cf est
constitué d’un ovale n’intersectant pas les sections yo = 0 et y; = 0. Lorsque
s = 0, c’est la réunion de deux couples de fibres imaginaires conjuguées et de
deux fois la section exceptionnelle d’équation y; = 0. Le chemin (C§)ser est
donc un chemin de courbes algébriques réelles de classe (4,2) de X5, dont le
schéma réel est constitué d’un ovale qui “traverse” la section exceptionnelle,
comme représenté sur la figure 6.

yo =10

Re F----------9 F----=—----—1 **************

5s>0 s > 0 petit s=0 s < 0 petit

Figure 6.

Des que t # 0, le chemin (C})ser est un chemin de courbes algébriques
réelles qui sont toutes lisses, comme l'illustre la figure 7.

Yo =0

Rey [-----------o f[---"T=cc---{ R crt R B

s>0 s > 0 petit s=0 5 < 0 petit

Figure 7.

Démonstration du lemme 2.8 :
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Lorsque ¢ = 0, le polytope de Newton du polynome P/ est 1’enveloppe
convexe des sommets (0,0), (0,2) et (4,2). La courbe C§ est donc bien de
classe (4,2) dans Yy. Lorsque ¢ # 0, 'inverse de 'isomorphisme ¥ : Y, —
Xy introduit dans le §1.2; est donné dans les cartes U — U par (Z1, (1 :
7o) — (&1, (tfo : T1Go — t§1)). Notons donc dans ce cas PS(Z1, 1, J0) =
Py (21, tjo, T1Jo — t1). On a:
by o= (481 — 283 + 372 + &y + D252 — 2(s + ME) (L4152 — oih)

(5% + 2670, + APF) (B398 — 2d1 ot + 12D
= ((s*+3t")27 + (* — 2st)T1 + t*) G5 + (—4°F] — 2ts°F1 + 2st°)Golh
(5212 + 243, + 41722

Le polytope de Newton de ce polynome ﬁts est I’enveloppe convexe des som-
mets (0,0), (0,2), (2,0) et (2,2). Par suite, la courbe C} est de classe (2,2)
dans Y; lorsque t # 0.

Il s’agit & présent de montrer que seule la courbe C est singuliere. Com-
mengons par montrer que C} n’a pas de singularité sur la fibre xo = 0 et sur
la section yo = 0 si (s,t) # (0,0). En effet, cette courbe a une singularité sur
la section yy = 0 en dehors de la fibre x5 = 0 si et seulement si il existe x € C
tel que les trois polynomes suivant ont une racine commune en (x,0):

P = (1 -z +23)(1+ 22 + 422) — 2(s + 4tad)yo + (% + 262z, + 4t%x

Py, = —2(s+4tx?) 4 2(s* + 262z + 4t%27)yo

g

P, = (1 —a1+23)(1 4 22y +42%)) — 2(s + 4tad)'yo + (8% + 2t%x, + 4t%x

c’est-a-dire si et seulement si il existe x € C tel que (1 — xy + 22)(1 + 2z, +
422) = 0, —2(s + 4tz3) = 0 et (1 — 2y + 23)(1 + 221 + 422))’ = 0, ce qui
n’est pas le cas. Le changement de carte V — U est donné par l'applica-
tion (¢, xg,(zl D 20)) (t,x—z,(xgzl + txezy : 29)). Notons QF(x2,21,20) =
PS(— T321 + tw920, 20). Ce polynome est égal & :

1 2
- (4—229+ 325 +-To4-15) (2527 +2t w3 21 2o+t 0320 ) — " (sw3+4t) (232120 HtT02])
2 Ty

1
+—5(5°25 + 2t%m5 + 41%) 25
T3

= (4— 2wy + 302 + a3 +25) 27 + (—4t +6twy +2(t — s)x3 + 2tw3) 220 + (32 + 5°
+(t* — 2st)xo + t223) 28
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La courbe C} a donc une singularité sur la fibre 9 = 0 en dehors de la section
Yo = 0 si et seulement si il existe z € C tel que les trois polynomes suivant
ont une racine commune en (0, z) :

Q = (4—2x9+ 322+ 23 +23)22 + (—4t + Gty + 2(t — 8)23 + 2tx3) 2
+(3t* + 82 + (t* — 2st) 9 + t223)
Q., = 2(4—2w9+ 323 + a5+ 23)21 + (=4t + 6ty + 2(t — s)z3 + 2ta3)
Qu, = (=24 6w+ 323 + 4a3)z? + (6t + 4(t — s)x9 + 6tx3)21 + ((t* — 251)
—|—2t2$2),

c’est-a-dire s'il existe z € C tel que 422 — 4tz + 3t2 + 5> =0, 82z — 4t = 0 et
—22% + 6tz + (2 — 2st) = 0, ce qui n’est pas le cas sauf si s = ¢t = 0. Enfin,
le point de coordonnées x5 = 2y = 0 n’est jamais sur la courbe C}, quels que
soient s et ¢. Finalement, des que s et ¢ sont non nuls, la courbe C} n’a pas
de singularité sur la fibre zo = 0 et sur la section yy = 0.

Lorsque s et ¢ sont non nuls, la courbe C} est donc singuliere si et seule-
ment si le polynome P a une singularité en (z1, 31, 1) € C3. De plus, si t # 0,
P? est singulier en (z1,y1, 1) si et seulement si Pf est singulier en (x1, ty, 1).
Pour démontrer le lemme 2.8, il suffit donc de voir que Fj est singulier si et
seulement si s = 0, et que P n’est jamais singulier. Or Fj est singulier lorsque
son discriminant s? — s?(1+4 1 + 32?2 — 223 +4x]) = —s%x1(1+ 32 — 223 +423)
a une racine double, ce qui n’arrive que lorsque s = 0 puisque:

143z — 222 + 423 = 0
1222 —4x1+3 = 0,

ce qui équivaut a:
1222 =42, +3 = 0
32x; +21 = 0,

et 1222 — 4z, + 3 n’a pas de racine réelle, donc pas de racine commune avec
32x; + 21.

De méme, P} est singulier lorsque son discriminant A, suivant a une
racine double:

A, = (s+423)° — (s* + 2z + 4a7) (4a] — 223 + 327 + 2, + 1)
= —x1(4(s* + 2)} + 2(—s® — 45+ 5)wt + 3(s* + 2)x1 + (s +2))

Mais z; = 0 n’est jamais racine double de A, et:

4(s* +2)a? +2(—=s* —4s+5)xt + 3(s* + 2)w1 + (s* +2) = 0
12(s* +2)22 + 4(—s* —4s +5)xy +3(s* +2) = 0,
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ce qui équivaut a:

12(s* +2)22 + 4(—s* —4s +5)zy +3(s*> +2) = 0
r1((14s* + 85 + 14)x; + (—10s* — 165+ 8)) = 0.
Le discriminant du premier trindome est 4(—s? — 4s + 5)? — 36(s? + 2)% =

(—8s% — 8s — 2)(4s? — 8s + 22). Or (4s? — 8s + 22) est toujours strictement
positif, et (—8s* — 8s — 2) est toujours négatif et ne s’annule qu’en s = —%.

Ainsi, si s # —%, les racines du premier trinome sont complexes, et celles
du second réelles, ils n’ont donc pas de racines communes, et si s = —%, le
systeme devient :

Il
o

(3+24)z3 + (-1 +8+20)z; +2 +6
ri((L—4+14)21 4+ (-2+8+8)) = 0,

ce qui équivaut a:

{ (221 4+ 1)? 0

.T1<.§L’1 -+ 1) =0

Ici encore, les trindbmes n’ont pas de racine commune. []

Lemme 2.9 Soient m,l deux entiers positifs tels que m =1+ 2, et Y™
la déformation de X,, sur X; associée, munie de sa structure réelle cy. Il
existe une famille continue (Cp)ocio.n de courbes algébriques réelles lisses et
une fonction continue t : [0, 7] — Ry telles que :

~ Pour tout 6 € [0,7], C(0) C Yyg), et t(0) = 0 si et seulement si § €
{0,7}. Les courbes C(0) et C(m) sont de classe (2m,2) dans YJ", et
lorsque 0 €]0, 7], la courbe C(0) est de classe (21 + 2,2) dans Y.

— Pour tout 0 € [0, 7], la courbe C(0) est transverse a la section yo = 0
de Y;g(g).

— Les parties réelles de C(0) et C(m) sont constituées d’un ovale n’in-
tersectant ni les sections yo = 0 et Re ni la fibre x5 = 0, et situé
respectivement au-dessus (y; > 0 , yo = 1) et en-dessous (y; < 0,
Yo = 1) du diviseur exceptionnel.

De plus, cette famille peut étre choisie arbitrairement proche dans Y™ de la
courbe de Y™ d’équation dans V : (v3 — x9 + 1) (23 + 220 +4)25™ 422 = 0, ce
qui signifie que cette famille peut étre définie dans Y™ par une équation de la
forme (23 — 2y 4+ 1) (22 4+ 2z9 + 4) 23" 22 + PO(t, 29, 21, 20) = 0, ot P? est un
polynome dont les coefficients peuvent étre choisis de module arbitrairement
petit.

Démonstration :
On démontre ce résultat par récurrence sur m.
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Si m = 2, fixons € > 0 et pour § € [0,7], posons C() = C;Cif(%) ol
C} est la famille de courbes introduite dans le lemme 2.8. La fonction ¢ est
alors donnée par 6 — esin(f), et puisque € peut étre choisi arbitrairement
petit, cette famille peut étre choisie arbitrairement proche de la courbe CJ
d’équation dans V: (4 —2xy+ 322+ x5+ 13)27 = 0. Les parties réelles de C(0)
et C(m) sont constituées d’un ovale n’intersectant pas la fibre xo = 0 et les
sections yo = 0 et Re de Yj, et situé respectivement au-dessus et en-dessous
de Re. Pour tout 6, la courbe C(0) est transverse a la section yo = 0 de Yg),
et par conséquent cette famille de courbes convient et le lemme est démontré
pour m = 2.

Supposons a présent le lemme démontré au rang m > 2, c’est-a-dire
supposons construite une telle famille C'(f) de courbes algébriques réelles
lisses dans la déformation Y™ associée a m. Montrons ce lemme au rang
m + 1.

La variété Y est définie comme le recollement de deux cartes U™, V"
isomorphes & C x C x CP?, par I'application :

CxC*xCP!' - CxC*xCP!
(t,z1, (y1 2 yo)) = (t, 22, (211 20))

ol z1x9 = 1 et 2py1 = 25’21y + tx220yo. Notons 7 la transformation qua-
dratique Y™™ — Y™ définie dans les cartes U™ — U™ par 'identité, et
dans les cartes V™1 — V™ par (£, 79, (31 : %)) = (t, 22, (21 1 20)) o t =1,
To = To, 21 = T9Z1 et zg = Zy. Cette transformation 7 est le résultat d’un
éclatement dans chaque surface Y, du point de coordonnée xo = z; = 0, puis
d’une contraction dans chacune de ces surfaces de la transformée stricte de
la fibre 25 = 0. La transformée stricte C'(0) de la famille C'(f) de Y™ est une
famille de courbes algébriques réelles de Y™+ telle que pour tout 6 € [0, 7],
6’(9) - Y;Z;;Ll, et qui peut étre choisie arbitrairement proche de la courbe
d’équation dans V™ : (4 — 2z + 322 + 23 + 23)23" 227 = 0 qui est la trans-
formée stricte de la courbe d’équation (4 — 225 + 323 4+ 23 + 23)22™ 422 = 0
dans V™. De plus, chaque courbe C () a pour unique singularité un point
double isolé¢ au point Ty = go = 0. Perturbons ce point double de manicre
continue en 6 pour le faire disparaitre, de sorte que la courbe C(6) n’aie plus
de point double et n’intersecte plus la partie réelle de Yt?gl dans un voisinage
de ce point, ce qui est possible d’apres le lemme de Morse a parametres. On
obtient ainsi une famille C'(f) de courbes algébriques réelles lisses de Y,
chaque courbe 6(0) étant transverse a la section d’équation gy = zy = 0.
Les parties réelles de C (0) et C (7) sont constituées d'un ovale n’intersectant
pas la fibre o = 0 et les sections 75 = 0 et Re, et situé respectivement
au-dessus et en-dessous du diviseur exceptionnel de meﬂ. Comme cette fa-
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mille C (0) peut étre choisie arbitrairement proche de la courbe d’équation
(4 — 229 + 322 + 23 + o) 2™ 222 = 0 dans V™!, le lemme est démontré. [J

Démonstration de la proposition 2.6:

Notons (a + kb, b) la classe de p(D), et commengons par le cas ou m est
pair.

Dans ce cas, supposons pour commencer que p(D)oe =a+kb—mb =0
et p(D) owv = b > 3. Perturbons le produit de b — 2 sections de classe (m, 1)
voisines de la section y, = 0, de fagon a obtenir une courbe algébrique réelle
lisse de classe (m(b— 2),b —2) dans X,,, dont le schéma réel est constitué
de b — 2 composantes de classe (m, 1) voisines de la section yy = 0. D’apres
la remarque suivant le théoreme 1.3, cette courbe Ay se prolonge en une
famille continue (A;)cr de courbes algébriques réelles lisses, telle que pour
tout t € R, A; C Y;. On considere alors le produit Ay C(0), ot C(6) est
la courbe introduite dans le lemme 2.9, #() la fonction introduite dans ce
lemme, et 6 € [0,7]. On obtient ainsi un chemin de courbes algébriques
singulieres paramétré par 6 € [0, w|. Or, d’apres le lemme 2.9, la famille C'(0)
peut étre choisie de sorte que les seules singularités des courbes Ay C(6)
sont des points doubles voisins des points d’intersections des b — 2 sections
choisies initialement (voisines de yo = 0) avec C'(6). Perturbons donc chacun
de ces points doubles, ceci de facon continue en @, pour obtenir un chemin de
courbes algébriques lisses B(#) dans Y™. Les courbes B(0) et B(w) sont de
classe (mb,b) dans X, et ne sont pas dans une méme classe de déformation,
puisque l'ovale de ces courbes ne peut traverser le diviseur exceptionnel au
cours d'une déformation, et qu’il ne se situe pas dans la méme composante
du tore RX,, privé de Re et des b — 2 sections réelles.

b—2{

Re p~-~=======--1 - "=-=====--

Figure 8.

Les éléments de E,py réalisés par B(0) et B(m) sont donc différents, mais
I'image par fp de ces éléments est la méme: c’est I’élément de Ep réalisé par
B(0) pour 6 €]0,7[. Remarquons que la symétrie induite par Papplication
donnée dans la carte U par (Z1, (71 : Jo)) — (Z1,(=21 : Jo)) échange les
composantes de [p(D)|\ A,py réalisées par B(0) et B(7). Lorsque b > 5, on
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peut construire de fagon analogue des exemples ou ce n’est plus le cas, en
faisant intervenir un deuxieme ovale, comme le suggere la figure 9.

b—2{

Re r-—--="="""=-1 [~~~ ======—1

Figure 9.

Supposons a présent que a + kb —mb > 2 et b > 5, et distinguons les cas o
b est pair et impair. Commencons par le cas ou b est impair. Perturbons le
produit de b— 4 sections de classe (m, 1) de X, voisines de la section 3o = 0,
dont une est réelle et les b — 3 autres imaginaires conjuguées, de a 4+ kb —mb
fibres réelles distinctes voisines de la fibre x5 = 0, et d’une courbe de classe
(2m,2) dont le schéma réel est constitué d’'un ovale. La courbe de classe
(2m,2) est choisie voisine de deux fois la section yo = 0, et de sorte que
Iovale soit situé dans la méme composante du complémentaire de ces fibres
et de ces sections dans le tore RX,, que le point de coordonnées x; = y; = 0.
Le produit de ces courbes est choisi de sorte que les seules singularités sont
des points doubles, et tous les points doubles réels sont perturbés de la méme
maniere (v. [5], [11]). On obtient ainsi une courbe algébrique réelle lisse de
classe (a + kb — 2m,b — 2) de X,,, dont le schéma réel est constitué d’une
composante de classe (a+kb—mb)[Rv]|+[Re] dans H,(RX,,;Z), et d'un ovale.
D’apres la remarque suivant le théoreme 1.3, cette courbe Aj se prolonge en
une famille continue (A});cg de courbes algébriques réelles lisses, telle que
pour tout ¢ € R, A} C ¥;. On considere alors le produit A4j, C(6), ot C(0)
est la courbe introduite dans le lemme 2.9, #(#) la fonction introduite dans
ce lemme, et § € [0, 7]. On obtient ainsi un chemin de courbes algébriques
singulieres paramétré par 6 € [0, 7] dont les seules singularités sont des points
doubles. Perturbons chacun de ces points doubles de fagon continue en 6, pour
obtenir un chemin de courbes algébriques lisses B’(6) dans Y. Les courbes
B'(0) et B'(m) sont de classe (a + kb, b) dans X,, et ne sont pas dans une
méme classe de déformation, puisque les deux ovales de ces courbes ne sont
pas situés dans les mémes composantes du complémentaire de la section de la
courbe et du diviseur exceptionnel dans RX,,, et que cette position ne peut
changer au cours d'une déformation, puisqu’aucun ovale ne peut traverser le
diviseur exceptionnel sans que cela ne crée trop de points d’intersection entre
la courbe et celui-ci.
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Figure 10.

Les éléments de E,py réalisés par B'(0) et B'(m) sont donc différents, mais
I'image par fp de ces éléments est la méme: c’est 'élément de Ep réalisé par
B'(0) pour 0 €]0, x|

Dans le cas ou b est pair, et donc supérieur ou égal a six, on perturbe
le produit de b — 6 sections imaginaires conjuguées de classe (m, 1) de X,,
voisines de la section yy = 0, de a+kb—mb—2 fibres réelles distinctes voisines
de la fibre x5 = 0, et d’une courbe de classe (4m+2,4) dont le schéma réel est
constitué de deux ovales emboités. Cette derniere courbe est choisie voisine
de la courbe d’équation (€2(z% + 1)2™y2 — 2eyiyo + (ex? — Dyd) (2 (23 +
1)%myf —2€y1Y0 + %y%) = 0 ou € est un réel positif proche de zéro, c¢’est-a-dire
voisine de quatre fois la section yy = 0 plus deux fois la fibre x93 = 0, et
de sorte que l'ovale extérieur englobe presque la totalité de la carte affine
x21yo # 0. En particulier, cet ovale extérieur a deux points d’intersection avec
le diviseur exceptionnel. On obtient ainsi une courbe algébrique réelle lisse
de classe (a + kb — 2m,b — 2) de X,,, dont le schéma réel est constitué de
a+kb—mb—2 fibres et de deux ovales emboités. D’apres la remarque suivant
le théoreme 1.3, cette courbe A{j se prolonge en une famille continue (A} ):cr
de courbes algébriques réelles lisses, telle que pour tout ¢t € R, AY C Y;. On
considere alors le produit A, C(6), ot C'(0) est la courbe introduite dans le
lemme 2.9, £() la fonction introduite dans ce lemme, et 6 € [0, 7]. On obtient
ainsi un chemin de courbes algébriques singulieres paramétré par 6 € [0, 7]
dont les seules singularités sont des points doubles. Perturbons chacun de
ces points doubles de maniere continue en #, de fagon a obtenir un chemin
de courbes algébriques lisses B”(f) dans Y. Les courbes B”(0) et B"(r)
sont de classe (a + kb,b) dans X, et ne sont pas dans une méme classe de
déformation, puisque tous les points d’intersection du diviseur exceptionnel
avec toute courbe située dans la méme classe de déformation que B”(7) sont
réels, alors que ce n’est pas le cas avec toutes les courbes situées dans la
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méme classe de déformation que B”(0).

Re ({1 | Hr

B// (0) B// (ﬂ')

Figure 11.

Les éléments de E,py réalisés par B”(0) et B”(m) sont donc différents, mais
I'image par fp de ces éléments est la méme: c’est 1'élément de Ep réalisé
par B”(6) pour 6 €]0, 7[. Ceci achéve la démonstration de la proposition 2.6
dans le cas ot m est pair.

Supposons a présent que m est impair. Dans ce cas, par hypothese,
a+kb—mb > 1 et b > 3. Distinguons quatre cas selon les parités de a+kb—mb
et b. Si a + kb — mb est impair et b est impair, perturbons le produit de
b — 3 sections imaginaires conjuguées de classe (m, 1) voisines de yo = 0
et d’une section réelle de classe (a + kb — m(b — 1),1) dont tous les points
d’intersection avec le diviseur exceptionnel sont réels. Si a+kb—mb est impair
et b est pair, perturbons le produit de b — 4 sections imaginaires conjuguées
de classe (m,1), d’une section réelle de classe (3(a + kb —m(b—2) —1),1)
et d'une section réelle de classe (3(a + kb — m(b — 2) + 1),1), toutes deux
ayant tous leur points d’intersection avec le diviseur exceptionnel réels. Si
a + kb — mb est pair et b est pair, perturbons le produit de b — 4 sections
imaginaires conjuguées de classe (m, 1), et de deux sections réelles de classe
(2(a+kb—m(b—2)),1) ayant tous leur points d’intersection avec le diviseur
exceptionnel réels. Enfin, si a + kb — mb est pair et b est impair, perturbons
le produit de b — 3 sections imaginaires conjuguées de classe (m, 1), et d'une
section réelle de classe (a+kb—m(b—1), 1) ayant tous ses points d’intersection
avec le diviseur exceptionnel réels. Dans tous les cas, on obtient une courbe
Ap de Y7 de classe (a + kb — 2m, b — 2) qui peut étre choisie arbitrairement
proche du produit de b — 2 fois la section yy = 0 et de a + kb — mb fois la
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fibre x5 = 0. Le schéma réel de ;10 est représenté par la figure 12.

a — mb impair a —mb impair a — mb pair a — mb pair
b impair b pair b pair b impair

Figure 12.

D’apres la remarque suivant le théoreme 1.3, cette courbe ;fo se prolonge en
une famille continue (At)teR de courbes algébriques réelles lisses, telle que
pour tout ¢ € R, A, C Y. On considere alors le produit At yC(0), ou C(0)
est la courbe introduite dans le lemme 2.9, #(#) la fonction 1ntroduite dans
ce lemme, et # € [0, 7]. On obtient ainsi un chemin de courbes algébriques
singulieres paramétré par 6 € [0, 7]. Or, d’apres le lemme 2.9, la famille C'(0)
peut étre choisie de sorte que les seules singularités des courbes gt(g)C (0) sont
des points doubles. Perturbons donc chacun de ces points doubles, ceci de
fagon continue en ¢, pour obtenir un chemin continu de courbes algébriques
lisses B(6) dans Y. Les courbes B(0) et B(r) sont de classe (a+kb, b) dans X,,,
et ne sont pas dans une méme classe de déformation, puisque l'ovale de ces
courbes ne peut traverser le diviseur exceptionnel au cours d’une déformation,
et qu’il ne se situe pas dans la méme composante de la bouteille de Klein
RX,, privée de Re et des autres composantes de la courbe.

B(0)

a — mb impair a — mb impair a — mb pair a — mb pair
b impair b pair b pair b impair

Figure 13.
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Les éléments de E,p) réalisés par B(0) et B(r) sont donc différents, mais
I'image par fp de ces éléments est la méme: c’est I'élément de Ep réalisé par
B(0) pour 0 €]0, «[. O
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