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Les contributions successives de diff�rents auteurs ont permis
dÕidentifier les ph�nom�nes mis en jeu dans la compaction des s�-
diments, puis de proposer des mod�lisations m�caniques coh�-
rentes de ce processus. On sÕint�resse ici aux non-lin�arit�s
g�om�triques dues � la forte diminution de la porosit�: elles impo-
sent de renoncer � employer la d�formation de Green-Lagrange li-
n�aris�e. On adopte une loi de comportement adapt�e aux
grandes transformations dÕun milieu poreux �lastique dont les
constituants sont incompressibles pour �tudier la diminution de po-
rosit� li�e aux ph�nom�nes purement m�caniques intervenant
dans la compaction.

GEOMETRICAL NON-LINEARITIES IN THE MODELLING
OF COMPACTION 

The numerous works devoted to the phenomena involved in
the compaction of sediments have led to a good understanding
and to mechanically consistent modellings of this process. During
compaction, large reduction of porosity occurs and the sediments
undergo large strains: in this context, the usual linearized Green-
Lagrange strain tensor is no longer relevant. Using the constitutive
law of a poroelastic medium (made of incompressible constituents)
at large strains, we discuss the influence of geometrical non-
linearities in the study of purely mechanical compaction.

INTEGRACIîN DE LAS NO LINEALIDADES GEOM�TRI-
CASEN LA MODELIZACIîN DE LA COMPACTACIîN DE
LOS SEDIMENTOS

Las contribuciones sucesivas de diversos autores han permitido
identificar los fen�menos que intervienen en la compactaci�n de
los sedimentos, para, acto seguido, proponer las modelizaciones
mec�nicas coherentes de este proceso. Tambi�n se entra en ma-
teria acerca de las no linealidades geom�tricas derivadas de la
elevada disminuci�n de la porosidad, que imponen renunciar al
empleo de la deformaci�n de Green-Lagrange linealizada. Se
adopta una ley de comportamiento adaptada a las grandes trans-
formaciones de un medio poroso el�stico cuyos componentes son
incompresibles, para as� estudiar la disminuci�n de porosidad vin-
culada con los fen�menos meramente mec�nicos que intervienen
en la compactaci�n.
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INTRODUCTION

Au voisinage des zones de d�flexion de la litho-
sph�re, le fond marin peut poss�der une profondeur
suffisante pour permettre la formation dÕun bassin s�di-
mentaire. Dans ce type de structure, la porosit� dimi-
nue avec la profondeur � un instant donn�, et diminue
au cours du temps pour une couche de s�diments que
lÕon suit dans son mouvement. Dans le ph�nom�ne de
r�duction de porosit�, on distingue en g�n�ral une ori-
gine purement m�canique (d�formation li�e au r�arran-
gement des grains) et une origine physicochimique
(ph�nom�ne de pression-dissolution) intervenant en g�-
n�ral � une plus grande profondeur Ñ voir par
exemple, Hedberg (1936) ou Hamilton (1959). En
termes de porosit�, il est possible de consid�rer quÕil
existe un seuil au-dessus duquel le ph�nom�ne de d�-
formation m�canique pr�domine et au-dessous duquel
cÕest le ph�nom�ne de pression-dissolution qui contr�le
lÕ�volution du syst�me.

Plusieurs mod�les de comportement de bassins pre-
nant en compte les deux origines de la r�duction de po-
rosit� mentionn�es pr�c�demment ont �t� propos�s
Ñ par exemple par Schneider et al. (1994). Il semble
cependant que les non-lin�arit�s Ç g�om�triques È dues
aux changements de g�om�trie survenant au cours de
la compaction nÕaient pas en g�n�ral �t� prises en
consid�ration: le pr�sent article leur est consacr�. Pour
simplifier, on ne sÕint�ressera ici quÕ� lÕaspect m�ca-
nique de la r�duction de porosit�, sans consid�rer lÕin-
fluence des ph�nom�nes chimiques.

Alors que Athy (1930) proposait de d�crire la s�-
dimentation au moyen dÕune relation entre porosit� et
profondeur, les travaux de Terzaghi (1923) ont amen� �
consid�rer la porosit� comme une fonction de la
Ç contrainte effective È d�finie comme la somme (alg�-
brique) de la contrainte totale et de la pression du
fluide: Hubbert et Rubey (1959), Smith (1971) et
dÕautres ont utilis� ce concept pour lÕ�tude de la com-
paction. On se propose de discuter, en utilisant le for-
malisme de la m�canique des milieux poreux satur�s,
la validit� dÕune telle formulation lorsque le milieu �tu-
di� subit des transformations g�om�triques qui sortent
du cadre usuel des petites perturbations. Bien que le
ph�nom�ne de la compaction soit clairement irr�ver-
sible, on utilisera ici une loi de comportement poro�las-
tique, en admettant que le ph�nom�ne de compaction
se traduise localement par une d�croissance monotone
de la porosit�.

1 COMPORTEMENT DÕUN MILIEU POREUX
�LASTIQUE EN TRANSFORMATION FINIE

On rappelle dÕabord les principes de la mod�lisation
des milieux poreux satur�s due � Biot (1955), puis
Coussy (1991), puis la d�marche permettant dÕ�tablir
les relations de comportement dÕun milieu poreux �las-
tique qui subit de grandes transformations g�om�-
triques (Bourgeois et Dormieux, 1996).

1.1 Formalisme de la m�canique des
milieux poreux

Un milieu poreux satur� est un mat�riau constitu�
dÕune matrice solide et dÕun espace poreux satur� par
un fluide. Dans le formalisme pr�sent� ici, un tel milieu
est consid�r� comme la superposition de deux milieux
continus, appel�s squelette et fluide: � chaque instant,
deux particules mat�rielles, lÕune de squelette, lÕautre
de fluide, sont donc situ�es en chaque point de lÕespace
g�om�trique, chacune �tant anim�e dÕun mouvement
qui lui est propre.

Les mouvements du squelette, qui repr�sente �
lÕ�chelle macroscopique la matrice solide, sont d�crits
de mani�re lagrangienne: ayant fait le choix dÕune
configuration particuli�re du squelette comme configu-
ration de r�f�rence, on rep�re chaque particule de sque-
lette par ses coordonn�es cart�siennes lagrangiennes
(X, Y, Z), cÕest-�-dire les coordonn�es du point Mo o�
elle se trouve dans la configuration de r�f�rence. Les
coordonn�es eul�riennes (x, y, z) de la m�me particule
donnent la position du point g�om�trique M o� elle est
situ�e dans la configuration actuelle (� lÕinstant t ). On
note j

-
(X, Y, Z, t) 5 � MoM

ÑÑ
le d�placement correspon-

dant, et  F
5

le gradient de la transformation g�om�trique
du squelette:

F
5

5 1
5

1 Grad
55

j
-

(1)

o� lÕop�rateur Grad
55

agit sur les coordonn�es lagran-
giennes. On d�signe par J 5 det F

5
la dilatation volu-

mique dans la transformation du squelette et lÕon
introduit le tenseur de d�formations de Green-
Lagrange e

5
: 

e
5

5 1/2 ( t F
5

á  F
5

] 1
5) (2)

La description de la cin�matique du fluide est diff�-
rente. Le mouvement dÕune particule de fluide donn�e
ne nous int�resse que dans la mesure o� celle-ci
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interagit avec la particule de squelette situ�e au m�me
point dans la configuration actuelle: on d�finit donc sur
la configuration actuelle le vecteur eul�rien courant re-
latif de masse fluide wÐ par:

wÐ 5 r ffuÐ r (3)

o� r f d�signe la masse volumique du fluide et f la po-
rosit� du milieu, cÕest-�-dire la fraction du volume total
occup�e par le fluide.  uÐ r d�signe la vitesse relative du
fluide par rapport au squelette, cÕest-�-dire la diff�rence
entre les vitesses eul�riennes absolues des particules de
fluide et de squelette situ�es au m�me point.

On introduit ensuite le concept dÕapport de masse
fluide d� � Biot: consid�rons une particule de squelette,
qui occupe dans la configuration de r�f�rence le vo-
lume �l�mentaire dVo. Dans la configuration actuelle,
elle occupe un volume �gal � dVt 5 J dVo. On note m
dVo la variation de masse fluide entre dVo et dVt ; il est
facile de voir que:

m 5 r f J f ] ro
f fo (4)

o� ro
f  et fo d�signent respectivement les valeurs de r f

et f dans la configuration de r�f�rence. La grandeur m
porte le nom dÕapport de masse fluide. Il r�sulte alors
classiquement de la conservation de la masse fluide
que lÕon a :

m
.  

1 J div wÐ 5 0 (5)

o� div repr�sente lÕop�rateur divergence agissant sur
les coordonn�es eul�riennes, et le point ( á ) d�signe une
d�rivation particulaire en suivant le squelette.

Comme pour un milieu continu monophasique, la
conservation de la quantit� de mouvement conduit �
lÕexistence dÕun tenseur sym�trique d�fini sur la confi-
guration actuelle et repr�sentant les efforts int�rieurs
dans le milieu poreux. Il est not� s

5
, porte le nom de

tenseur des contraintes totales de Cauchy et v�rifie:

divÑ s
5

1 r gÐ 5 0 (6)

o� r d�signe la densit� moyenne du milieu poreux et gÐ
lÕacc�l�ration de la pesanteur, lorsque les termes
dÕinertie sont n�gligeables.

La loi de conduction de la masse fluide que lÕon
adopte dans la suite est la loi de Darcy; lorsque les
forces dÕinertie sÕexer�ant sur le fluide sont n�gli-
geables, celle-ci sÕ�crit:

wÐ @r f 5 k
5 

á (] gradÑ p 1 r f g
Ð) (7)

o� p d�signe la pression du fluide dans le milieu po-
reux (ou pression de pore), et  k

5
le tenseur de perm�a-

bilit� (gradÑ d�signe lÕop�rateur gradient relatif aux
coordonn�es eul�riennes).

Il reste � pr�ciser la loi de comportement du milieu
poreux, cÕest-�-dire les �quations reliant les d�forma-
tions du squelette et lÕapport de masse fluide aux
contraintes sÕexer�ant sur le milieu poreux et � la pres-
sion du fluide. CÕest lÕobjet du paragraphe suivant.

1.2 Lois dÕ�tat du mat�riau poro�lastique

Consid�rons une particule de squelette qui occupe
un volume �l�mentaire dVo dans la configuration de
r�f�rence et un volume dVt dans la configuration ac-
tuelle. On sÕint�resse au syst�me mat�riel constitu� par
cette particule de squelette et � la particule de fluide si-
tu�e dans le volume dVt : il sÕagit dÕun syst�me ouvert.
Introduisant la densit� volumique lagrangienne dÕ�ner-
gie libre C pour ce syst�me, on obtient en combinant
les deux premiers principes de la thermodynamique
lÕin�galit� suivante, qui g�n�ralise lÕin�galit� de
Clausius-Duhem au cas dÕun milieu multiphasique
(Coussy, 1991):

D 5 J s
5

: d
5 

1 gm má ] C
á  

> 0 (8)

o� D d�signe la dissipation intrins�que volumique la-
grangienne, d

5
le taux de d�formation eul�rien du sque-

lette, et gm lÕenthalpie libre sp�cifique du fluide (a
5

et b
5

d�signant deux tenseurs du second ordre, la notation  
a
5

: b
5

repr�sente le produit doublement contract�
aij bji). Pour toute �volution isotherme du fluide, gm est
une fonction de la pression p, et lÕ�quation dÕ�tat du
fluide sÕ�crit:

1 dgmÑ 5 Ñ (p) (9)
rf dp

Les lois dÕ�tat du milieu poro�lastique d�coulent
alors des deux hypoth�ses suivantes: on suppose, dÕune
part, que la dissipation intrins�que D est nulle dans
toute �volution du milieu et, dÕautre part, que C ne d�-
pend que des deux variables dÕ�tat e

5
et m. Compte

tenu de la relation liant les taux de d�formation eul�-
rien d

5
et lagrangien e

5
á :

e
5
á 5 tF

5
á d
5

á F
5

(10)
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on montre alors � partir de (8) que, dans toute �volution
du milieu poreux, on a (Coussy, 1991):

¶C
p
5

5 Ñ ( e
5

, m) (11)
¶e
5

¶C
gm 5 Ñ ( e

5
, m) (12)

¶m

o� p
5

d�signe le tenseur lagrangien des contraintes de
Piola-Kirchhoff d�fini par la formule de transport

¶Cp
5

5 JF
5

Ð1 á s
5

á tF
5

Ð1. (La notation Ñ d�signe le ten-
¶e
5

seur de composantes  ¶CÑ
¶eij

).
Diff�rentiant les �quations dÕ�tat (11) et (12), on ob-

tient:

dp
5

5 CZ : de
5

] MB
5

dmÑ
r f

(13)

dgm 5 MÑ
r f   (]B

5
: de

5
1 dmÑ

r f   ) (14)

o� M, B
5

et C
Z

sont d�finis par:

¶2CM 5 (r f )2 ÑÑ ( e
5

, m)
¶m ¶m

¶2C]MB
5

/rf 5 ÑÑ ( e
5

, m) (15)
¶e
5

¶m

¶2CCZ 5 ÑÑ ( e
5

, m)
¶e
5

¶e
5

Lorsque má 5 0, on dit que lÕ�volution du milieu po-
reux est Ç non drain�eÈ et, compte tenu de (13), on
donne � CZ le nom de tenseur des modules dÕ�lasticit�
tangents Çnon drain�sÈ.

Il est habituel dÕ�liminer lÕenthalpie libre sp�cifique
du fluide gm au profit de la pression p. Ë cet effet, on
utilise lÕ�quation dÕ�tat du fluide pour r��crire (14)
sous la forme:

dp 5 M (]B
5 

: de
5

1 dmÑ
r f  ) (16)

En �liminant dm entre (13) et (16) on obtient:

d p
5

5 CZ o : de
5 

] B
5 

dp

o� (17)

CZ o 5 CZ ] M B
5

^ B
5

Les �volutions dans lesquelles � pá 5 0 �tant dites
Ç drain�es È, CZ o sÕinterpr�te comme le tenseur des mo-
dules dÕ�lasticit� tangents Ç drain�s È. Les �quations
(13) et (16) Ñ ou de mani�re �quivalente (17) et
(16) Ñ d�finissent le comportement �lastique non li-
n�aire du milieu poreux en transformation finie.

Sur la base de la relation biunivoque (9) existant
entre gm et p, p peut �tre consid�r�, compte tenu de
(12), comme une fonction de e

5
et m :

p 5 p (e
5

, m) (18)

�liminant m entre (11) et (18), p
5

appara�t � pr�sent
comme une fonction de e

5
et p. Il est alors utile de noter

que lÕon a lÕidentit� suivante, d�duite de (17):

¶ ¶p
5

¶ ¶p
5

¶CZ o ¶B
5Ñ  (Ñ) 5 Ñ (Ñ) Û  ÑÑ 5 ] Ñ (19)

¶p ¶e
5

¶e
5

¶p ¶p ¶e
5

1.3 Formulation du comportement Ç en
contraintes effectives È

1.3.1 Contraintes effectives en poro�lasticit�
infinit�simale

Dans le cas o� les d�formations sont infinit�simales

(Zgrad
5

j Z ,, 1), il est habituel dÕidentifier le tenseur 
de Piola-Kirchhoff p

5
au tenseur de Cauchy s

5
et le ten-

seur de Green-Lagrange e
5

au tenseur lin�aris� e
5

: en
particulier (17) sÕ�crit alors:

ds
5

5 CZ o : de
5

] B
5

dp (20)

Dans ce cadre dÕhypoth�ses (qui suppose en particu-
lier que les contraintes demeurent petites devant les
modules non drain�s CZ o), si les tenseurs CZ o et B

5
gar-

dent des valeurs constantes, (20) peut sÕint�grer et
donne:

D(s
5

1 B
5

p) 5 CZ o : e
5

(21)

o� D(s
5

1 B
5

p) d�signe la diff�rence entre les valeurs
actuelle et initiale du tenseur s

5
1 B

5
p, couramment

employ� en g�om�canique et appel� Ç tenseur des
contraintes effectives È. Le r�sultat important en pra-
tique est que ce tenseur est une fonction de la seule d�-
formation du squelette e

5
. Dans le cas particulier o� le

solide qui constitue le squelette est incompressible (�
lÕ�chelle microscopique), il a �t� �tabli Ñ voir par
exemple Coussy (1991) Ñ que B

5
5 1

5
. Le tenseur des
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contraintes effectives se r�duit alors au tenseur
s
5

1 p1
5

, initialement introduit par Terzaghi.
On voit sans peine que lÕexistence dÕun tenseur de

contraintes effectives fonction seulement de la d�for-
mation du squelette subsiste si B

5
est constant et CZ o est

une fonction de e
5

. On obtient alors une formulation,
fr�quemment employ�e dans le contexte de la s�di-
mentation, qui rend compte de la non-lin�arit� du com-
portement � travers lÕemploi de modules dÕ�lasticit�
tangents variables, sans pour autant prendre en compte
la non-lin�arit� propre au changement de g�om�trie.

1.3.2 Contraintes effectives en poro�lasticit�
finie

Consid�rons maintenant le cas o� le squelette subit
de grandes transformations. On sÕint�resse � la valeur
du tenseur B

5
en fonction de e

5
et p, dans le cas particu-

lier o� le solide constituant le squelette est incompres-
sible. Cette propri�t� se traduit par la condition:

J (1 Ð f) 5 (1 ] fo) (22)

DÕautre part, en introduisant le module de compressi-
bilit� du fluide Kw(p), lÕ�quation dÕ�tat (9) peut sÕ�crire:

dr f dp dgm /dp
Ñ 5 ÑÑ     (o� Kw(p) 5 ] ÑÑÑÑ) (23)
r f Kw(p) d 2gm/dp2 �

Diff�rentiant (4), on obtient:

dm 5 r f d(Jf) 1 Jf dr f (24)

Portant alors (22) et (23) dans (24) on montre que
lÕon a:

dm 5 r f (¶JÑ
¶e
5

: de
5

1 (J ] (1 ] fo)) 
dp
Ñ
Kw  ) (25)

La compatibilit� de cette expression de dm, qui r�-
sulte uniquement dÕinformations disponibles sur les
constituants � lÕ�chelle microscopique, ind�pendam-
ment de toute hypoth�se thermodynamique formul�e
sur le comportement du milieu poreux, avec lÕexpres-
sion de dm d�duite de (16), obtenue dans le cadre
dÕune mod�lisation macroscopique du milieu poreux
en supposant que la dissipation intrins�que est nulle et
que C ne d�pend que de e

5
et m, permet dÕidentifier les

coefficients B
5

et M :

Kw(p)
M 5 ÑÑÑÑ (26)

J(e
5

) ] (1] fo)

¶J
B
5 

5 Ñ (e
5

) 5 J(1
5

1 2e
5

)]1 5 J( tF
5

á F
5

)]1 (27)
¶e
5

(27) exprime que B
5

nÕest fonction que de la d�forma-
tion du squelette, et ne d�pend pas de la pression du
fluide. On voit alors par (19) que le tenseur  CZ o d�pend
de mani�re affine de la pression p, ce qui sÕ�crit:

¶B
5CZ o(e5, p) 5 ] p Ñ 1 CZ o

* (e
5

) (28)
¶e
5

�

o� CZ o
* est le tenseur des modules dÕ�lasticit� Ç drain�sÈ

pour une pression nulle. Compte tenu de (28), (17)
donne:

d(p
5

1 B
5

p) 5 CZ o
* (e

5
) : de

5
(29)

qui fait appara�tre clairement le fait que le tenseur des
contraintes effectives de Piola-Kirchhoff p

5 1 B
5

p nÕest
fonction que de la d�formation du squelette, et ne d�-
pend pas de la pression du fluide:

p
5

(e
5

, p) 1 B
5

(e
5

)p 5 p
5

(e
5

, p 5 0) (30)

On montre alors sans peine en portant dans (30) la
relation (27) et la formule de transport entre p

5
et s

5
que

le r�sultat subsiste en termes de contraintes de Cauchy,
si bien que le tenseur des contraintes effectives de
Terzaghi appara�t comme une fonction de la seule
transformation g�om�trique du squelette (cÕest-�-dire
du tenseur F

5
), et ne d�pend pas de la pression du

fluide p :

s
5

1 p1
5

5 1Ð
J

F
5

á p
5

(e
5

, p 5 0) á tF
5

(31)

2 APPLICATION AU PROBLéME DE LA
COMPACTION UNIDIMENSIONNELLE DE
S�DIMENTS

2.1 Position du probl�me

On consid�re une couche de s�diments en cours de
formation que lÕon mod�lise comme un massif de mi-
lieu poreux dÕextension infinie dans les directions hori-
zontales, reposant sur un plan horizontal rigide et
imperm�able que lÕon prend comme origine pour la co-
ordonn�e verticale z. La couche est limit�e sup�rieure-
ment par le plan z 5 h(t), et soumise � lÕaction du
champ de pesanteur gÐ 5 ]g eÐz. On note Md(t) la masse
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de s�diments d�pos�s par unit� de surface de fond
sous-marin, que lÕon consid�re comme une donn�e du
probl�me. On note enfin L(t) la hauteur de la colonne
dÕeau au-dessus du milieu poreux: la surface de la mer
est donc situ�e dans le plan z 5 h(t) 1 L(t).

Dans tout ce qui suit, on n�glige les acc�l�rations du
squelette et du fluide, et lÕon suppose que toutes les
grandeurs physiques sont ind�pendantes des coordon-
n�es x et y ; on recherche le champ eul�rien des vi-
tesses des particules de squelette uÐ et le vecteur courant
relatif de masse fluide wÐ sous la forme:

uÐ 5 u(z, t) e]z (32)

wÐ 5 w(z, t) e]z (33)

Le taux de d�formation eul�rien du squelette d
5

est
alors donn� par:

d
5

5 ¶uÑ
¶z

e] z ^ e]z (34)

et le champ de contraintes de Cauchy dans le milieu
poreux est cherch� sous la forme:

s
5

5 s(z, t) e] z ^ e] z 1 s1(z, t)(e] x ^ e] x 1 e] y ^ e] y)

(35)

Il sera commode, pour �tudier lÕ�volution dÕune par-
ticule de squelette donn�e, de prendre comme �tat de
r�f�rence celui du milieu poreux � la surface: compte
tenu de la forme (32) du champ de vitesses du sque-
lette, le gradient de la transformation du squelette est
donn� par: 

F
5

5 e] x ^ e] x 1 e] y ^ e] y 1 l e] z ^ e] z (36)

o� l d�signe la dilatation du squelette dans la direction
verticale (�gale ici � sa dilatation volumique): l vaut 1
en tout point du plan z 5 h(t) et est li� au champ u par
la relation:

l
á /l 5 div uÐ 5 ¶uÑ

¶z
(37)

Les conditions aux limites hydrauliques et m�ca-
niques du probl�me sÕ�crivent:

u (z 5 0, t) 5 0 (38)

w(z 5 0, t) 5 0 (39)

s(z 5 h(t), t) 5 ]p(z 5 h(t), t) 5 ]r f gL(t) (40)

Compte tenu de (7), (39) sÕ�crit aussi:

¶p
Ñ
¶z

(z 5 0, t) 1 r fg 5 0 (41)

On suppose que la couche est isotrope transverse. En
outre, on fait lÕhypoth�se que les deux constituants
solide et fluide du milieu poreux peuvent �tre consid�-
r�s comme incompressibles. La masse volumique du
solide est donc une constante, not�e rs. On note r la
masse volumique apparente du squelette, d�finie par:

r 5 rs(1 ] f) (42)

On suppose quÕ� la surface sup�rieure de la couche
z 5 h(t), o� la contrainte effective verticale demeure
nulle � tout instant, la porosit� conserve une valeur
constante not�e fo. La masse volumique apparente du
squelette � la surface z 5 h(t) est alors �galement
constante, et �gale ro5 rs(1 ] fo).

En multipliant par rs la relation (22) qui traduit lÕin-
compressibilit� du solide, on obtient:

lr 5 ro (43)

Rapprochant (42) et (43), on montre que la porosit�
devient une fonction biunivoque de la dilatation l :

f 5 1 ] ro /(lrs ) (44)
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G�om�trie du probl�me et conditions aux limites.

Geometry and boundary conditions.



Par ailleurs, le fluide saturant est incompressible: sa
masse volumique est donc une constante not�e r f. Il r�-
sulte alors de (4) et (22) que lÕon a:

m 5 r f(l ] 1) (45)

et la conservation de la masse fluide (5) sÕ�crit donc:

r f l
á

1 l ¶wÑ
¶z

5 0 � (46)

On observe que (37) et (46), avec les conditions �
(38) et (39), conduisent �:

¶(w 1 r fu)ÑÑÑÑ 5 0   Þ ;t ;z w 1 r fu 5 0 (47)
¶z

Il reste � relier lÕ�volution de la g�om�trie de la
couche, cÕest-�-dire h(t), � lÕapport de mat�riau en sur-
face. LÕ�paisseur de la couche et la masse de s�diments
d�pos�e � lÕinstant t sont li�es par le bilan de masse de
squelette:

Md(t) 5 ez 5 h

z 5 0
r(z, t) dz (48)

LÕ�quation de continuit� eul�rienne pour le squelette

¶r ¶(ru)
Ñ 1 ÑÑ 5 0 (49)
¶t ¶z

conduit alors, apr�s d�rivation de (48), � lÕ�quation:

há(t) 5 u(z 5 h(t), t) 1 Má d(t)/ro (50) 

En ce qui concerne les �quations dÕ�tat du milieu
poreux, lÕincompressibilit� du solide assure que le
comportement sÕ�crit en contraintes effectives, cÕest-�-
dire que le tenseur des contraintes effectives de
Terzaghi est fonction de la seule transformation macro-
scopique du squelette et ne d�pend pas de la pression
du fluide. Dans une sollicitation de type Ïdom�trique,
la seule variable caract�risant localement la transfor-
mation est la dilatation verticale l, si bien que la loi de
comportement prend la forme suivante:

s 1 p 5 Q (l) (51)

o� Q (l) est une fonction scalaire qui demeure � d�ter-
miner exp�rimentalement (par exemple dans un essai
de compression Ïdom�trique drain�, cÕest-�-dire dans
lequel la pression du fluide dans tout lÕ�chantillon est
maintenue homog�ne et constante). On adopte ici
la convention de signe de la m�canique des milieux

continus, cÕest-�-dire quÕune contrainte de compression
correspond � une valeur de Q n�gative.

En choisissant s, p, l et u pour inconnues princi-
pales, le probl�me se ram�ne � r�soudre le syst�me
constitu� par (37), (51) et les expressions unidimen-
sionnelles obtenues en projetant lÕ�quation dÕ�qui-
libre (6) et la loi de conduction (7) sur la verticale:

¶s 1Ñ 5 (r 1 r ff) g 5 r fg 1 Ñ 
¶z Al

r f

(avec A 5 f(1 ] Ñ )� ro gg]1

)
(52)

rs

u 5 ] w/r f 5 k ( ¶p
Ñ
¶z

1 r fg) (53)

On consid�rera que la perm�abilit� peut �tre caract�-
ris�e par une relation du type k 5 k(l). En pratique, on
utilisera la formule de Koseny-Carman:

f3
k 5 ko ÑÑÑ (54)

(1 ] f)2

en tenant compte de la relation (44) entre f et l .
Signalons enfin que lÕon peut montrer, compte tenu

du fait que la loi de comportement adopt�e ici sÕ�crit
en contraintes effectives de Terzaghi, que les champs
de contraintes effectives et de dilatation verticale l sont
ind�pendants de la hauteur dÕeau L(t). Dans la suite, on
prendra L(t) 5 0.

2.2 �tude du cas particulier  
de la perm�abilit� infinie

On consid�re dÕabord le cas o� la perm�abilit� du
milieu est tr�s grande, si bien que la conduction du
fluide peut �tre consid�r�e comme instantan�e. Cette
hypoth�se nÕest bien s�r acceptable que si la vitesse de
d�p�t des s�diments reste faible.

Pour une perm�abilit� infinie, la loi de Darcy in-
dique que la pression est hydrostatique dans la couche
de s�diments:

¶p
Ñ
¶z

5 ] r fg (55)

Notons que la vitesse du squelette ne peut pas �tre
calcul�e au moyen de (53). Compte tenu de (52) et
de (55), la d�rivation de (51) par rapport � la coordon-
n�e verticale z donne:

Q'(l)  ¶lÑ
¶z

5 1Ñ
Al

(56)
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o� Q'(l) d�signe la d�riv�e de la fonction Q(l). Il r�-
sulte alors de (56) et de la condition l(z 5 h(t)) 5 1
que la dilatation volumique est une fonction de la pro-
fondeur d 5 h(t) ] z � laquelle est situ�e la particule de
squelette consid�r�e:

l(z, t) 5 L`(d)

o� la fonction L` est d�finie par: (57)

e1

L`(d)
A lQ'(l) dl 5 d

La fonction Q(l) �tant croissante, il est facile de voir
que la fonction L`(d) est une fonction strictement d�-
croissante.

On se convaincra sans peine que les champs de
contraintes effectives et de masse volumique apparente
du squelette sont, comme la pression du fluide et la di-
latation verticale l dans la couche de s�diments, des
fonctions de la seule profondeur d.

On ach�ve la r�solution en calculant lÕ�paisseur de
la couche en fonction de la masse de s�diments d�po-
s�e: notant lfond(t) la valeur de l dans le plan z 5 0 �
lÕinstant t, on a

Md(t) 5 ed 5 h

d 5 0

(t)
r(d) dd

5 e
1

lfond (t) roÑ
l

(]A l
dQÑ
dl 

dl ) (58)

5 ]A ro Q(lfond(t))

Par ailleurs, en utilisant (56)

h(t) 5 e1

lfond (t)
A l Q'(l) dl (59)

La relation recherch�e entre h(t) et Md(t) est obtenue
en �liminant lfond(t) entre (58) et (59).

Il reste � d�terminer la vitesse du squelette (et donc,
par (47), le courant relatif de masse fluide w).
Consid�rons une sous-couche de s�diments limit�e in-
f�rieurement par le plan z 5 0 et contenant une masse
donn�e et fixe Mo de squelette. Ë lÕinstant t, cette
couche est limit�e par le plan z 5 Zo(t). Il est clair que
la vitesse u(z, t) des points mat�riels de squelette situ�s
� lÕinstant t dans le plan z 5 Zo(t) est �gale � Z

á
o(t).

Par d�rivation par rapport au temps de lÕ�galit�

Mo 5 ed 5 h(t)
r(d)dd (60)

d 5 h(t) ] Zo(t)

on obtient:

r(d 5 h) h
á
] r(d 5 h ] Zo)(h

á
] Z

á
o) 5 0 (61)

dont on d�duit, compte tenu de (43) et en utilisant (59)
puis (58):

r(d 5 h)
Z
á
o 5 (1 ] ÑÑÑÑ) há

r(d 5 h ] Zo)

l
5 Ð (1 ] ÑÑ) A lfond Q'(lfond)l

á
fond (62)

lfond

5 (lfond ] l) 
Má 

dÑro

La vitesse du squelette est donc finalement donn�e
par:

u(z, t) 5 (lfond(t) ] l(z, t)) 
Má 

dÑro
(63)

2.3 Cas de la perm�abilit� finie

On suppose d�sormais que la perm�abilit� prend une
valeur finie, donn�e par la formule de Koseny-
Carman (54). D�rivant la loi de comportement (51) par
rapport � z, et portant dans ce r�sultat la loi de
Darcy (53) et lÕ�quation dÕ�quilibre (52), on obtient au
lieu de (56):

¶l 1 u
Q'(l) Ñ 5 Ñ 1 Ñ (64)

¶z Al k(l)

Le probl�me consiste � r�soudre (37) et (64) sur le
domaine variable f0, h(t)g, dont lÕ�volution est gouver-
n�e par (50), � partir de lÕinstant initial: on supposera
quÕ� t 5 0, la pression du fluide est hydrostatique dans
la couche de s�diments.

La r�solution propos�e ici consiste � mettre en
Ïuvre un calcul num�rique par diff�rences finies. Ë
chaque instant, la couche en cours de formation est dis-
cr�tis�e par un nombre variable dÕ�l�ments contenant
tous la m�me masse de squelette, dans lesquels la dila-
tation verticale l et la vitesse u sont interpol�es de ma-
ni�re lin�aire, et un �l�ment suppl�mentaire, de masse
inf�rieure � celle des pr�c�dents, correspondant � la
partie sup�rieure de la couche en cours de formation.
Bien que son �paisseur et sa masse puissent �tre n�gli-
geables par rapport � celles de lÕensemble du syst�me,
cet �l�ment suppl�mentaire joue un r�le particu-
lier, puisquÕil d�termine la condition � la limite   Çhy-
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drauliqueÈ pour la couche constitu�e des �l�ments si-
tu�s au-dessous de lui. On sÕen tient � un algorithme
explicite: lÕid�e g�n�rale consiste � calculer, � partir de
la situation � lÕinstant t, o� lÕon suppose connues les r�-
partitions de pression et de dilatation dans la couche, le
gradient de la pression du fluide et � en d�duire,
via (53), la vitesse u. On obtient alors lÕ�volution de la
valeur de l au moyen de (37). On calcule ensuite les
contraintes par lÕ�quation dÕ�quilibre (52), puis la pres-
sion par la loi de comportement (51). La gestion du ca-
ract�re ouvert du syst�me �tudi�, cÕest-�-dire lÕajout de
nouveaux �l�ments au fur et � mesure que la masse d�-
pos�e augmente, ne pose pas de difficult� particuli�re.

Notons quÕil y a donc deux �chelles de temps dans le
probl�me: lÕune caract�risant la vitesse de formation de la
couche, lÕautre caract�risant le ph�nom�ne de diffusion
du fluide dans la couche d�j� form�e � lÕinstant consi-
d�r�. LÕexistence dÕune double �chelle de temps devra
�tre prise en compte pour le choix du pas de temps.

Ë titre dÕillustration, des calculs num�riques ont �t�
effectu�s avec la fonction Q(l) repr�sent�e sur la fi-
gure 2 Ñ tir�e de lÕarticle de Hamilton (1959) Ñ et les
valeurs suivantes:

rs 5 2,31 103 kg á m]3

ro 5 0,6468 103 kg á m]3

fo 5 0,72

La fonction Q(l) correspond � un comportement
fortement non lin�aire. Elle rend compte du raidisse-
ment progressif du mat�riau. Notons dÕune part, que
la pente Q'(l51) est faible mais non nulle, et dÕautre
part, que la fonction Q(l) devient infinie lorsque l
tend vers la valeur 1 ] fo5 0.28, cÕest-�-dire lorsque
la porosit� f tend vers z�ro (cf. (22)). Certains au-
teurs, par exemple Schneider et al. (1994), introdui-
sent un seuil de porosit� au-dessous duquel la porosit�
ne peut pas diminuer sous lÕeffet dÕun chargement
strictement m�canique: le ph�nom�ne de pression-
dissolution est responsable de la d�croissance de la
porosit� en dessous du seuil en question. La repr�sen-
tation graphique de la fonction Q(l) pr�sente alors
une asymptote verticale pour une valeur de l stricte-
ment sup�rieure � 1 ] fo.

Dans les applications num�riques pr�sent�es ci-
dessous, lÕ�paisseur initiale de la couche est prise
�gale � 200 m et la vitesse dÕapport de s�diments vaut
2,05 10]9 kg á s]1, ce qui correspondrait � une aug-
mentation dÕ�paisseur de 100 m par million dÕann�es
en lÕabsence de pesanteur (donc de compaction). On
�tudie dans la suite lÕinfluence de la perm�abilit� du
milieu, cÕest-�-dire du param�tre ko sur la pression du
fluide dans la couche au cours du temps.

Les figures 3 et 4 donnent respectivement la po-
rosit� du milieu et la pression du fluide en fonction
de la profondeur au bout de (a) 18 Ma, (b) 36 Ma,
(c) 54 Ma et (d) 72 Ma. Les courbes en trait pointill�
correspondent � ko 5 5.10]16 Pa]1 m2 s]1 (soit
500 nD); les courbes en trait plein � ko 5 5.10]14

Pa]1 m2 s]1 (soit 50 mD). La figure 5 compare lÕ�volu-
tion de lÕ�paisseur de la couche en fonction du temps
pour les deux valeurs du param�tre ko.

Si la perm�abilit� du milieu est grande, la pression
du fluide demeure hydrostatique, et la porosit� � une
profondeur donn�e est ind�pendante du temps,
conform�ment � lÕanalyse men�e au paragraphe 2.2.
En revanche, si ko prend une valeur suffisamment
faible, il appara�t un �cart significatif entre la r�parti-
tion de pression dans la couche et la r�partition hy-
drostatique (fig. 4), et le profil de porosit� change
sensiblement (fig. 3): en particulier, sa concavit� peut
sÕinverser. On observe dÕautre part (fig. 5) que la
compaction est plus importante dans le bassin le plus
perm�able, comme on pouvait sÕy attendre.
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Figure 2

Fonction Q(l) (dÕapr�s les donn�es de Hamilton (1959) pour
une argile rouge).

Function Q(l) (after the data of Hamilton (1959) for a red
clay).



2.4 Influence des non-lin�arit�s g�om�triques
dans le probl�me de la compaction des
s�diments

LÕanalyse du probl�me de la compaction pr�sent�e
ci-dessus prend dÕembl�e en compte le caract�re fini de
la transformation g�om�trique du squelette, et sur-
monte la difficult� li�e au caract�re ouvert du syst�me
consid�r�, qui emp�che dÕintroduire une configuration
de r�f�rence fixe en introduisant un �tat initial corres-
pondant � lÕ�tat du squelette � la surface et servant de
r�f�rence pour d�finir les d�formations. On se propose
ici de mettre en �vidence le r�le des non-lin�arit�s
strictement g�om�triques, cÕest-�-dire li�es au fait que
les d�formations ne sont pas infinit�simales.

La transformation g�om�trique du squelette est dite infi-
nit�simale si le tenseur F

5
est voisin du tenseur unit� 1

5
.

Dans le probl�me de la compaction unidimensionnelle,
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Porosit� f en fonction de la profondeur.

Porosity f vs. depth. 
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cette hypoth�se sÕexprime de la fa�on suivante
(voir (36)):

Zl ] 1Z , , 1 (65)

Lorsque cette hypoth�se est v�rifi�e, on d�finit la d�-
formation lin�aris�e e par e 5 l ] 1, et lÕon proc�de
aux lin�arisations suivantes: on �crit (37) sous la
forme:

eá 5 ¶uÑ
¶z

(66)

et (43) sous la forme:

r 5 ro (1Ð e) (67)

LÕexpression de la conservation de la masse de sque-
lette J(1 ] f) 5 (1] fo), apr�s diff�rentiation et lin�ari-
sation, est remplac�e par la relation suivante:

(1 ] f) 5 (1 ] fo)(1 Ð e) Þ eá 5 f
.
/(1 ] fo)

(68)

Enfin, lÕ�quation dÕ�quilibre (52) devient:

¶sÑ
¶z

5 r fg 1 1Ð
A

(1 Ð e) (69)

Le reste de la formulation du probl�me demeure in-
chang�; en particulier, on conserve la m�me fonction Q
que pr�c�demment. Du point de vue num�rique, la r�-
solution est tr�s peu modifi�e: on utilise � nouveau une
discr�tisation form�e dÕ�l�ments contenant une masse
de squelette donn�e et dont la d�formation est prise en
compte lors de lÕint�gration des �quations de champ
eul�riennes, bien que ce ne soit en g�n�ral pas le cas
dans une formulation lin�aris�e.

On pr�sente ci-dessous la comparaison entre les r�-
sultats obtenus par les deux formulations, pour les
m�mes donn�es quÕau paragraphe 2.3 et dans le cas du
bassin le moins perm�able. Les courbes en trait poin-
till� repr�sentent les r�sultats des calculs men�s sans li-
n�arisation, les courbes en trait plein repr�sentent les
r�sultats obtenus dans le cadre lin�aris� pr�sent� ci-
dessus. LÕimportance dÕune prise en compte compl�te
des non-lin�arit�s g�om�triques appara�t clairement: si
les r�sultats sont peu modifi�s en ce qui concerne les
calculs de la pression dans la couche et lÕ�volution de
lÕ�paisseur globale au cours du temps (fig. 6 et 7), lÕes-
timation de la valeur de la porosit� dans la couche est
en revanche sensiblement d�grad�e (fig. 8). Cet
exemple simple illustre la difficult� de lin�ariser lÕune
ou lÕautre �quation sans risquer dÕinduire une erreur
sensible sur au moins une partie du r�sultat.
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�paisseur globale de la couche en fonction de la masse de
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Thickness of the layer vs. mass of sediments deposited.
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Quelques interrogations subsistent cependant. Il faut
dÕabord souligner lÕimportance de lÕhypoth�se dÕin-
compressibilit� du solide. En particulier, aucun argu-
ment de nature th�orique nÕa pu �tre apport� pour
justifier le recours � une contrainte effective g�n�rali-
s�e de la forme s
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(en g�n�ral associ�e � une

compressibilit� du solide) dans une formulation de type
por�lastique non-lin�aire en grande transformation. Par
ailleurs, il convient de garder � lÕesprit que la justifica-
tion fournie dans le cas incompressible fait explicite-
ment appel � lÕhypoth�se de comportement �lastique, �
laquelle les g�omat�riaux se conforment �videmment
bien mal. CÕest pourquoi il serait souhaitable de d�ve-
lopper une approche �lastoplastique en transformation
finie du probl�me de la compaction.
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CONCLUSION - PERSPECTIVES

LÕ�tude th�orique du comportement poro�lastique en
transformation finie a permis de justifier la formulation
en contraintes effectives de ce type de loi de comporte-
ment dans le cas particulier de lÕincompressibilit� du
solide constituant le squelette. Ë la diff�rence dÕune
approche prenant en compte les non-lin�arit�s de
comportement mais n�gligeant les non-lin�arit�s g�o-
m�triques, lÕ�tude de la compaction qui vient dÕ�tre ex-
pos�e ne lin�arise pas la relation (37) entre vitesse du
squelette et dilatation, en g�n�ral �crite sous la forme
(66), ni lÕ�quation de continuit� du squelette (43), en
g�n�ral �crite sous la forme (67).
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Figure 8

Porosit� f en fonction de la profondeur (apr�s 72 Ma).

Porosity f vs. depth (after 72 Myear).




