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Préconditionneur grille grossiere pour la résolution par solveur ité-
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Résumé — Afin de permettre I’emploi des solveurs itératifs pour les problémes fortement non-linéaires
un nouveau préconditionneur a été développé et implémenté dans Z-set/Zébulon. Ce préconditionneur est
basé sur la factorisation de la matrice tangente globale du probleme, formulée sur un maillage grossier.
La factorisée ainsi calculée, a faible coft, est alors utilisée pour préconditionner le syst¢éme du probleme
de référence. L’emploi de ce préconditionneur permet d’améliorer significativement la convergence des
solveurs itératifs et ainsi, de réaliser pour des cofits réduits des calculs de structures de grandes dimen-
sions a comportements mécaniques complexes.

Mots clés — Comportements non-linéaires, Solveur itératif, Préconditionneur.

1 Introduction

Les besoins en finesse de modélisation des problémes actuels entralnent une croissance forte du
nombre de degrés de liberté a traiter dans les formulations éléments finis. Le standard industriel actuel,
repose sur des calculs comportant de I’ordre du million de degrés de liberté tout en considérant des com-
portements mécaniques complexes. Pour réaliser ce type de calcul éléments finis il est alors nécessaire
de mettre en place des stratégies de résolution adéquates. Les différentes stratégies possibles pour la
résolution du systeme linéaire sont :

— Résolution directe

— Factorisation Cholesky ou LU en mémoire partagée ou distribuée [1].

— Résolution itérative

— Solveurs itératifs Gradient Conjugué ou GMRes [6][5].
— Meéthodes de décomposition de domaines BDD ou FETI [2].

La résolution directe basée sur la mise en place de calculs a mémoire distribuée présente des per-
formances tout a fait remarquables. De méme, les avancées au sujet des méthodes de décomposition de
domaines [3][7] permettent aujourd’hui d’employer ce type d’approche sur une vaste gamme de pro-
blemes. Cependant ces solveurs nécessitent des moyens de calculs qui généralement ne sont accessibles
qu’a de tres grands industriels. A 1I’opposée, les solveurs itératifs permettent avec des ressources limitées
de réaliser des calculs habituellement coliteux notamment en mémoire. Cependant les solveurs itératifs
présentent le défaut majeur d’avoir une convergence de trés mauvaise qualité lorsque 1’on s’intéresse a
des probléemes non-linéaires. Cette perte de qualité de la convergence est due au mauvais conditionne-
ment de la matrice tangente globale dans le cadre de comportement mécaniques non-linéaires complexes.
Afin de passer outre ces problemes de convergence il est nécessaire d’introduire une étape de précond-
tionnement du systeme linéaire. Pour une revue détaillée de ces différentes approches le lecteur peut
se référer a [10]. Cependant les méthodes de préconditionnement classiques ont tendance a perdre en
efficacité sur des problemes de mécaniques des solides non-linéaires représentatifs.

Dans ce travail on propose la formulation d’un nouveau préconditionneur basé sur la formulation et
la résolution exacte du probleme éléments finis initial exprimé sur un maillage grossier. Pour ce faire
différentes stratégies de construction de 1’opérateur tangent sur le maillage grossier sont envisageables
et étudiées dans ce travail. La stratégie de préconditionnement proposée est mise en ceuvre sur différents



problemes représentatifs considérant des comportements non-linéaires ainsi que des grandes déforma-
tions.

2 Pré-conditionneur grille grossiére

2.1 Formulation du préconditionneur

Lors de la résolution d’un probléme de mécanique non-linéaire par la méthode des éléments finis, le
systeme linéaire a résoudre a chaque itération de 1’algorithme de Newton global est le suivant :

Kéu=—R (D

Avec K € R"of *Mdof 13 matrice tangente globale du systeme, R € R"/ le résidu et du € R"%f la correc-
tion de Newton de I’incrément de déplacement courant.

Pour résoudre ce probleme par une méthode itérative (Gradient Conjugué si la matrice tangente
est symétrique et GMRes sinon) il est nécessaire, si I’on souhaite avoir des propriétés de convergence
correctes, d’introduire une matrice P dite préconditionneur de la maniere suivante :

P.-Kéu=-P-R )

La matrice de préconditionnement P € R"ds*"dof est une matrice qui se doit, pour que le précondi-
tionneur soit efficace, d’étre :

— Peu cofiteuse a construire. Le préconditionneur idéale est bien entendu P = K~! il est cependant

bien trop coliteux a construire.

— Avec des propriétés telles que cond(PK) < cond(K) afin de garantir une meilleure convergence

du solveur itératif.

Dans la littérature il existe toute une zoologie de préconditionneurs, par exemple factorisation incom-
plete de la matrice K, factorisations par blocs. Ces différents préconditionneurs permettent, lorsque le
probleéme initial est relativement bien conditionné, d’améliorer la convergence du solveur itératif. Néan-
moins sur des cas plus représentatifs les préconditionneurs classiques de la littérature sont mis en échec
et donc les solveurs itératifs ne sont plus utilisables. La stratégie que 1’on met en place dans ce travail
est de construire le préconditionneur du probléme en introduisant une seconde discrétisation spatiale, un
maillage déraffiné de la structure, comme définit dans I’équation (3).

P=7 K, 0 2"+ K} A3)

La matrice K;rlossi or € Rl%of *Miof symbolise I’inverse de la matrice tangente globale du probleme
grossier. En pratique cette inverse n’est bien évidemment pas calculée mais on réalise une décomposition
de Cholesky (ou LU dans le cas non-symétrique) de la matrice tangente du probleme grossier Kg,gier.

grossier

. Jin . . .
La matrice Z € R"%s*"of  est la matrice de passage permettant de projeter un champ nodal du maillage
grossier sur le maillage fin, cet opérateur est construit a partir des fonctions de forme éléments finis des

maillages grossier et fin. L’ opérateur K;;l € R"f;:?fx"ﬁfnf symbolise le calcul d’une factorisation, Cholesky
ou LU, incompléte de la matrice globale du probléme initial. Enfin le coefficient A € R, permet de pé-
naliser la factorisation exacte de la matrice globale grossiere par la factorisation incomplete. En pratique
le coefficient A est pris égal a 1 ou 10.

2.2 Interprétation

Au premier abord I’approche proposée ici ressemble fortement aux méthodes de résolution de types
multi-grilles trés développées dans la communauté de la mécanique des fluides [8]. Il existe en effet une
similitude, due notamment au fait que 1’on introduit une discrétisation grossiere du probléme. Cependant
cette ressemblance s’arréte ici puisque dans les méthodes multi-grilles classiques la grille grossiere ne
sert qu’a restreindre I’opérateur K en vue d’une factorisation moins cofiteuse [9]. La particularité de
I’approche que I’on propose vient du fait que I’opérateur grossier K40 n’€st pas une restriction de K
mais provient de I’intégration des lois de comportement directement sur le maillage grossier. De fait, le



maillage grossier ne sert pas uniquement de support de projection mais est véritablement le lieu d’une
formulation et d’une résolution éléments finis.

Du fait que la loi de comportement du probleme soit réellement intégrée sur le maillage grossier il est
possible d’interpréter le préconditionneur (3) comme une approche de préconditionnement multi-échelle.
En effet le préconditionneur grille grossiere se compose de deux termes :

— Factorisation “exacte” de la matrice tangente globale du probleme grossier. Correspond a la prise
en compte dans le préconditionneur des interactions lointaines du probléme du fait que la taille
des éléments-finis est bien plus grande dans le probléme grossier que dans le probleéme initial.

— Factorisation “incomplete” de la matrice tangente globale du probleme initial. Correspond a la
prise en compte uniquement des interactions locales. En effet, on le rappelle, le principe d’une
factorisation incompléte est de construire les matrices triangulaires de la factorisation en ne cal-
culant que les termes initialement non nuls dans la matrice (permettant ainsi d’avoir exactement
les mé&mes profils de matrice) pour se faire tous les termes d’interaction lointaine sont négligés.

2.3 Implémentation dans Z-set/Zébulon et intérét de I’approche

La stratégie de préconditionnement proposée dans ce travail a été implémentée dans le solveur élé-
ments finis Zébulon de la suite logiciel Z-set [4]. Afin d’étre a méme de traiter des cas-tests industriels le
préconditionneur a été implémenté pour des matrices symétriques ou non. C’est-a-dire que 1’étape de fac-
torisation incompléte a été implémentée de deux manieres : (i) factorisation de Cholesky incomplete ; (ii)
factorisation LU incompleéte. De plus pour permettre la résolution de problémes de grande taille le pré-
conditionneur a été implémenté : (i) en séquentiel ; (ii) en parallele 2 mémoire partagée (multi-thread) ;
(iii) en parallele a mémoire distribuée (MPI). L’unique étape n’ayant pas été réalisée en interne mais se
basant sur une librairie externe est la factorisation “exacte” de la matrice tangente globale du probleme
grossier. Cette factorisation est réalisée en utilisant la librairie MUMPS [1]. De plus I'usage de la suite
logiciel Z-set offre 1’avantage de fournir divers outils de remaillages pour la construction du maillage
grossier a partir du maillage initial. Pour ce faire les outils de remaillages existants et interfacés avec
Z-set, Distene ou MMG, ont montré de bonnes performances.

Le préconditionneur proposé ici et tel qu’il est implémenté dans Z-set/Zébulon offre deux avantages
majeurs pour la résolution de problemes industriels représentatifs :

— 1II permet tout d’abord d’utiliser dans le cadre de problémes non-linéaires les solveurs itératifs

sans dégrader de maniére notable les propriétés de convergence de ces derniers. Cette propriété
est illustrée dans la partie 3.

— L utilisateur fixe lui-méme le cofit qu’il est prét a payer pour son calcul. En effet c’est I'utilisateur
qui fournit le maillage grossier dont la taille pilote directment le colit du calcul. S’il souhaite une
solution rapide I’utilisateur fournira un maillage grossier conséquent. En revanche si le critere
est que le calcul doit passer sur une machine a faible mémoire vive 1’ utilisateur fournira alors un
maillage grossier tres petit.

3 Illustrations

Dans cette partie nous allons présenter les performances et applications possibles du précondition-
neur grille grossiere. L’intégralité des calculs et résultats présentés dans cette partie ont été réalisés avec
le code éléments finis Z-set/Zébulon. Permettant ainsi de garantir que les comparaisons en termes no-
tamment de temps de calcul réalisées dans la suite ont un sens.

3.1 Performances brutes

Les premieres applications consistent en une épreuve de force pour illustrer les performances brutes
du solveur itératif avec préconditionneur grille grossiere par rapport a d’autre méthodes de précondition-
nement plus classiques ainsi que par rapport a un solveur direct.

Pour cela on considere tout d’abord deux cas trés simples : (i) un cube élastique linéaire soumis a un
chargement de cisaillement ; (ii) une poutre en flexion dont on fait varier I’allongement.

Sur ces deux cas nous allons comparer le nombre d’itération a convergence du gradient conjugué pour



trois préconditionneurs différents : (i) le préconditionneur dit lumped P = diag(K) ™! ; (ii) la factorisation
de Cholesky incomplete ; (iii) le préconditionneur grille grossiere. Les courbes de convergences obtenues
en fonction du nombre de degrés de libertés du maillage fin sont représentées sur la Figures 1a (pour le
cas du cube) et la Figure 1b (pour le cas de la poutre).
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FIGURE 1 — Evolution du nombre d’itérations & convergence en fonction du nombre de degrés de liberté

On peut observer sur la Figure 1a que 1’apport du préconditionneur grille grossiére en terme de ra-
pidité de convergence est significatif vis-a-vis des préconditionneurs classiques. De plus on constate que
le nombre d’itérations a convergence avec le préconditionneur proposé ici évolue presque de maniére
linéaire pour une discrétisation grossiere fixée. Sur le cas-test de la poutre on constate 1a également
un apport significatif du préconditionneur grille grossiere sur la qualité de la convergence du gradient
conjugué. De plus dans ce cas ol le nombre de degrés de liberté du probleme grossier croit avec I’allon-
gement de la poutre, le nombre d’itération est constant alors qu’avec les approches classiques le nombre
d’itération augmente linéairement avec 1’allongement.

Si I’on s’intéresse maintenant aux temps de résolution en séquentiel on obtient les courbes 2a et 2b.
On observe que la réduction du nombre d’itération se traduit bien en une réduction du temps de résolution
du systeme linéaire. Ce gain de temps traduit ainsi le fait qu’une itération de gradient conjugué avec le
préconditionneur grille grossicre n’est pas excessivement plus cofliteuse qu’avec un préconditionneur
classique. De plus sur la courbe 2a on trace également les temps de résolution du probléme avec un
solveur direct (les carrés bleu vides), ici MUMPS. On constate alors que pour un million de degrés
de liberté I'utilisation du gradient conjugué de Z-set/Zébulon avec le préconditionneur grille grossiere
permet d’obtenir un speed-up de 10 par rapport a MUMPS.
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FIGURE 2 — Evolution du temps de résolution en fonction du nombre de degrés de liberté

Pour finir cette premiere analyse de performance du préconditionneur grille grossiere et afin de va-
lider I’'implémentation en parallele 2 mémoire distribuée il a été réalisé le cas-test classique de 1’exten-
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sibilité faible. Le motif de base considéré est un cube, de 500 000 degrés de libertés, que 1’on répete
dans les trois directions de I’espace afin d’obtenir un nouveau cube. Chaque motif représente alors un
sous-domaine géré par un CPU. On trace sur la Figure 3 le temps de résolution en fonction du nombre
de cceurs utilisés, donc du nombre de sous-domaine.

.4e+6

Temps solveur (min)
o
T

| | |
827 64 125 216
Nombre de CPUs

FIGURE 3 — Extensibilité faible du Gradient Conjugué avec préconditionneur grille grossiere

On observe alors sur la Figure 3 que I’extensibilité du solveur n’est pas parfaite, puisque 1’on a une
augmentation notable du temps de calcul en fonction du nombre de sous-domaine (donc de la taille du
probleme). Cependant le solveur gradient conjugué utilisant le préconditionneur grille grossiere présente
des performances notables en parallele. Il permet en effet de résoudre un probleme a 70 millions d’in-
connues en 8 minutes sur 216 coeurs.

3.2 Applications a des problémes non-linéaires

Pour finir nous allons dans cette partie présenter quatre cas-tests non-linéaires représentatifs afin
d’illustrer I’intéret du préconditionneur grille grossiere.

3.3 Comportement élasto-plastique

Le premier cas-test que ’on consideére est le calcul élasto-plastique d’une culasse de moteur '. Sur
cet exemple il a été réalisé la comparaison entre : (i) le solveur direct de Z-set (MUMPS) ; (ii) le gradient
conjugué de Z-set avec préconditionneur grille grossiere ; (iii) le solveur direct d’Abaqus. On présente
dans le Tableau 1 les temps de résolution et occupations mémoire obtenus avec les trois solveurs pour un
maillage de 2 500 000 degrés de liberté. On constate que le solveur itératif avec préconditionneur grille
grossiere permet un gain d’un facteur 3 par rapport 8 Abaqus aussi bien sur I’occupation mémoire que sur
le temps de résolution. De plus la méme comparaison a été réalisée pour un maillage deux fois plus fin
(5000 000 de degrés de liberté) et il apparait que le colit de la résolution avec Z-set et le préconditionneur
grille grossiere évolue alors linéairement alors que le cofit du calcul explose quant a lui avec un facteur
2.6 sur I’occupation mémoire et un facteur 6 sur le temps de résolution.

Abaqus Z-set Z-set
direct mumps | CG+grossier
Memoire 30 Go 40 Go 10 Go Abaqus | Z-set CG+grossier
# Coeurs Temps exécution Memoire 80 Go 20 Go
1 1896 s 2177 s 496 s Temps 8 coeurs 2433 s 350 s
4 607 s 786 s 194 s (b) Comparaison Abaqus direct et Z-set solveur itératif précon-
8 400 s 6245 153s ditionneur grille grossiere pour le maillage de la culasse rafiné

(a) Comparaison entre Abaqus, Z-set avec solveur direct et 5 millions de ddl.
Z-set avec solveur itératif et préconditionneur grille grossiere.

TABLE 1 — Comparaison Z-set Abaqus sur le calcul de culasse.

1. Les auteurs tiennent a remercier la société Montupet pour le maillage initial de la culasse



3.3.1 Matériaux composite tissé

Considérons 2 présent le calcul d’un Volume Elémentaire Représentatif d’un matériau composite
tissé. Les torons sont élastique linéaire tandis que la matrice est élasto-visco-plastique. Le ratio d’hété-
rogénéité entre torons et matrice est de 103. On représente sur la Figure 4a le maillage du probleéme fin 2.
Ce maillage mene a un probleme constitué de 2 800 000 degrés de liberté. La résolution de ce probléme
avec le préconditionneur introduit ici, repose sur la construction d’un probléme grossier associé a 47 000
degrés de libertés. Le probleme est résolu en 12 incréments, 2 itérations par incrément. On représente sur
les Figures 4b et 4c respectivement la contrainte de Mises et le champ de plasticité cumulée au dernier
incrément de chargement.

(a) Maillage du composite tissé ~ (b) Champ de contrainte de von Mises  (c) Champ de plasticité cumulée

On indique dans le Tableau 2 les temps de résolution : (i) temps du solveur cumulé, i.e. sommé
pour toutes les résolutions de systemes linéaires ; (ii) le temps d’exécution total du calcul. Les temps de
résolution sont alors comparés a ceux obtenus en utilisant le solveur direct MUMPS.

Solveur Temps solveur cumulé (s) | Temps execution (s)
Mumps 5241 7 360
CG grille grossiere 1501 4156

TABLE 2 — Temps de résolution du calcul sur composite tissé

On constate sur ce cas que I’on obtient avec le préconditionneur grille grossiere un speed-up de 1.77
par rapport a la résolution avec MUMPS pour ce qui est des résolution de systemes linéaires. Concernant
I’exécution totale le speed-up obtenu tombe a 1.42.

3.4 Comportement élasto-visco-plastique fortement non-linéaire

Le second exemple est le calcul d’un éprouvette plate en traction ayant un trou conique en son centre.
Le matériau associé présente un comportement élasto-visco-plastique. Le maillage de 1’éprouvette mene
a un probleme constitué de 1 674 000 degrés de liberté. La résolution est faite en 20 incréments de
chargement, chaque incrément nécessite entre 2 et 4 itérations pour converger. Le comportement faisant
intervenir des écrouissages cinématiques non-linéaires, la matrice tangente globale devient au cours du
calcul non-symétrique, nécessitant donc I’emploi du GMRes comme solveur itératif. Tout d’abord on
présente sur la Figure 4 les courbes de convergence du solveur GMRes au premier incrément de charge-
ment et & 'incrément de chargement le plus critique. Ces courbes sont tracées pour le GMRes avec : (i)
le préconditionneur grille grossiere ; (ii) le préconditionneur factorisation LU incomplete.

On observe sur la Figure 4 que la convergence du GMRes dans le cadre de 1’utilisation du pré-
conditionneur grille grossiere reste d’excellente qualité au fur et a mesure du calcul. Par opposition la
convergence avec la factorisation incomplete classique présente une convergence initialement acceptable,
bien que trés lente, mais en revanche se dégrade fortement au cours du calcul jusqu’a ne plus converger
lorsque les non-linéarités deviennent trop fortes.

On donne dans le Tableau 3 les temps de résolution associés au calcul de I’éprouvette en comparant
trois cas de figures : (i) I'utilisation du solveur direct MUMPS ; (ii) I'utilisation du GMRes avec le
préconditionneur grille grossiere en considérant un probleme grossier a 1 467 ddl; (iii) I’utilisation du
GMRes avec le préconditionneur grille grossieére en considérant un probleme grossier a 29 862 ddl.

2. Les auteurs tiennent a remercier le pole M&S de Safran Tech pour le maillage initial qui a ensuite été rafiné
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FIGURE 4 — Comparaison de la convergence du GMRes entre préconditionneur grille grossiere et pré-
conditionneur factorisation incomplete seul sur la meilleure et la pire itération de Newton

solveur Temps solveur cumulé (s) | Temps Execution | #Itération min/max
mumps 7 859 62 327

GMRes + grossier (1467 dofs) 7 809 62 280.0 73/361

GMRes + grossier (29 892 dofs) | 3 654 58 050.0 42/66

TABLE 3 — Temps de résolution pour le cas-test de 1’éprouvette a perforation conique

On constate que les temps de solveur cumulé sont quasi-identiques entre MUMPS et le GMRes grille
grossiere pour le probleme grossier de 7 809 ddl. Cela peut au premier abord sembler étre décevant il faut
néanmoins pondérer cela par le fait que méme si le temps de résolution est identique 1’occupation mé-
moire du calcul n’est en rien comparable. De plus on constate que si I’on augmente la taille du probleme
grossier (29 892 ddl) le temps de résolution est quasiment divisé par 2 tout en conservant une occupation
mémoire quasiment négligeable vis-a-vis de celle engendré par la résolution direct avec MUMPS. Pour
finir nous pouvons évoquer le fait que dans ce cas le temps de résolution du systéme linéaire ne repré-
sente environ que 10% du temps d’exécution du calcul. Cette sous-représentation du solveur linéaire
provient du fait que la loi de comportement utilisée est d’'une complexité et d’'une non-linéarité telle que
son intégration représente une grande part du temps d’exécution.

3.5 Comportement élasto-plastique en grande déformations

Pour finir le dernier cas-test présenté est le calcul d’un tube en torsion. La formulation employée
pour ce calcul est celle des grandes déformations et la loi de comportement est une loi élasto-plastique a
écrouissage isotrope non-linéaire. La discrétisation initiale du tube conduit a un probleme de 4 408 000
degrés de liberté. Le maillage grossier considéré, représenté sur la Figure 5a, meéne quant a lui a un
probleme de 12 825 degrés de liberté. On présente sur la Figure 5b le champ de plasticité cumulée obtenu
a la fin du calcul. On voit clairement apparaitre sur ce dernier une bande de localisation. Ce probléme
est résolu en 40 incréments de chargement. Il n’a malheureusement pas été possible sur ce cas-test de
comparer les temps de résolution. En effet la résolution avec le solveur direct MUMPS nécessite plus de
256Go de RAM et n’est donc pas possible sur les machines que nous avons a disposition. En revanche
en utilisant le solveur GMRes avec le préconditionneur grille grossiere le calcul a pu étre réalisé en deux
jours en occupant uniquement 30 Go de mémoire vive.
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Synthese

Nous avons dans ce travail proposé un nouveau préconditionneur dédié a la résolution par solveur

itératif de problemes faisant intervenir des lois de comportement fortement non-linéaires. Ce précon-
ditionneur est basé sur I’introduction d’une discrétisation grossiere du probleme. Le préconditionneur
grille grossiere a été implémenté dans le code de calcul éléments finis Z-set/Zébulon. Cette implémen-
tation nous a permis de mettre a 1’épreuve le préconditionneur sur un certain nombre de cas-tests repré-
sentatif. Nous avons alors pu observer que 1’utilisation de ce préconditionnement permet la résolution
a moindre cofit d’une vaste gamme de problémes. Les prochains axes de travail sont I’amélioration des
performances en paralleles (multi-thread et MPI).
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