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1 Introduction
Nous étudions dans ce travail le problème de l’élicitation incrémentale des préférences d’un

décideur supervisant un processus de décision collective dans le cadre de la résolution de pro-
blèmes d’optimisation combinatoire multi-agents. Les préférences individuelles des agents sont
supposées connues et représentées par des fonctions d’utilité linéaires et l’utilité sociale est défi-
nie par une somme pondérée ordonnée (OWA pour Ordered Weighted Average). Cet opérateur
permet de modéliser un large éventail d’attitudes allant de l’égalitarisme pur (maximisation du
minimum des fonctions d’utilités individuelles) à des notions plus flexibles combinant l’objectif
de réduction des inégalités à celui de préserver une bonne efficacité globale.

2 Problème du sac-à-dos-équitable
On considère un problème de sac à dos à p objets munis de poids wi, i ∈ J1, pK, une capacitéW

et n agents ayant des préférences individuelles sur les objets caractérisées par ui = (ui1, . . . , uip),
où uik est l’utilité de l’agent i pour l’objet k. La satisfaction d’un agent i pour une solution
donnée est alors définie par xi =

∑p
k=1 u

i
kzk où zk vaut 1 si l’objet k est pris dans la solution et 0

sinon. On associe à toute solution réalisable un vecteur x = (x1, . . . , xn) où chaque composante
représente la satisfaction individuelle d’un agent. L’utilité globale des agents est ensuite définie
par l’opérateur OWA, qui s’écrit fα(x) =

∑n
i=1 αix(i) où x(.) est une permutation de x telle

que x(1) ≤ . . . ≤ x(n) et α est un vecteur poids à composantes positives et décroissantes,
les plus grands poids sont attribués aux agents les moins satisfaits pour imposer l’équité. La
recherche d’un sac-à-dos équitable revient alors à maximiser la valeur fα, plus formellement, on
optimise maxx∈X fα(x), avec X = {x ∈ Rn|xi =

∑p
k=1 u

i
kzk∀i ∈ J1, nK,

∑p
k=1 wkzk ≤ W, zk ∈

{0, 1}∀k ∈ J1, pK}. Le problème défini par ce programme linéaire est NP-difficile. En effet, le
sac-à-dos classique consistant à maximiser la satisfaction globale des agents et qui est connu
pour être NP-difficile, est un cas particulier de notre problème (lorsque α est à composantes
uniformes et positives). De plus, les algorithmes pseudo-polynomiaux de résolution du sac-à-dos
ne s’appliquent pas à notre cadre à cause de la non-linéarité de l’agrégateur.

Le coefficient de pondération α de l’OWA permet de représenter un continuum d’attitudes
vis-à-vis de l’équité. Ce qui peut mener à de nombreuses solutions fα-optimales différentes.
On doit alors éliciter la valeur de α de manière suffisamment précise pour pouvoir trouver une
solution équitable qui convienne au décideur. On introduit dans ce travail deux algorithmes de
décision interactifs alternant élicitation incrémentale et recherche de solutions fα-optimales.
Cette élicitation vise alors à mieux discriminer entre les solutions possibles du problème et
non à spécifier le paramètre de manière précise. De nombreuses études ont été effectuées sur
l’élicitation incrémentale des préférences en aide à la décision. Différents algorithmes d’éilici-
tation fondés sur des modèles de préférences ont été développés pour résoudre des problèmes



sur ensembles explicites comme par exemple [3] ou sur domaine combinatoire en utilisant prin-
cipalement des modèles linéaires [1]. Le type de problèmes que nous abordons ici mêlent la
difficulté des modèles non-linéaires à la résolution de problèmes combinatoires. Il existe dans
la littérature peu de travaux mêlant ces deux difficuletés à la fois [2].

3 Algorithmes d’élicitation inrémentales
On introduit d’abord un premier algorithme qui consiste en une procédure de Branch and

Bound interactive où on mêle énumération des solutions et questions préférentielles. Pour cela,
on définit la borne supérieure d’un noeud η en utilisant un résultat bien connu bornant la valeur
fα (α normalisé) d’un vecteur par sa moyenne, la borne supérieure est alors définie comme étant
la valeur moyenne-optimale dans η. La borne inférieure est ensuite définie comme étant la valeur
minimale de fα d’une "bonne" solution dans η. Une telle solution peut être définie comme la
partie entière de la solution moyenne-optimale relaxée. Au cours de l’algorithme, toute solution
entière énumérée est ajoutée à un ensemble PO si elle est potentiellement optimale (fα-optimale
pour au moins un jeu de poids α).Au terme de l’algorithme ainsi défini, l’ensemble PO contient
toutes les solutions potentiellement optimales de l’instance. Afin de trouver, dans cet ensemble,
une solution qui soit optimale pour le décideur, on élicite, à chaque fois que PO atteint une
taille donnée, les préférences du décideur pour préciser le poids et mieux discriminer entre
les solutions énumérées. Le choix des questions à poser se fait à l’aide d’une méthode bien
connue en décision multi-critère consistant à utiliser une notion de regret pour évaluer les
solutions du problème, puis à demander au décideur de comparer deux bonnes solutions. Le
regret maximum MR d’une solution x se défini par maxy maxα fα(y)− fα(x) et représente une
perte d’utilité lorsqu’on recommande x. Un choix de questions pertinent est alors de demander
au décideur de comparer la solution ayant le plus petit MR avec la solution y définie par
arg maxy maxα fα(y)− fα(x).

Le second algorithme que l’on introduit se fonde sur une optimisation directe des regrets
définis plus haut. On étend alors ce calcul au domaine combinatoire en proposant une méthode
utilisant une exploration des points extrêmes du polyèdre des paramètres possibles. En effet,
ce polyèdre est convexe car il est défini par des contraintes linéaires et la fonction objectif
(fα(y)−fα(x)) est linéaire (fα étant linéaire en son paramètre). De ce fait, le calcul de MR peut
être simplifié en ne considérant que les points extrêmes du polyèdre. On écrit alors MR(x) =
maxk∈J1,mK f

∗
αk
−fαk

(x), où αk est un points extrême pour k ∈ J1,mK et f∗αk
est la valeur OWA

optimale pour le poids αk et se calcul par programmation linéaire. On présente ensuite deux
stratégies de choix des questions à poser : une basée sur la notion de regret comme définit plus
haut. Et la seconde, qui consiste à diviser, à chaque question, l’intervalle d’une composante
du poids α de moitié. Cette seconde stratégie permet de borner le nombre de questions posées
tout en ayant une garantie de performance sur la solution recommandée.

Les deux algorithmes introduits ont été implémentés et testés et montrent de bonnes perfor-
mances pratiques sur des problèmes de sac-à-dos de tailles différentes, pour différents nombre
d’agents considérés.
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