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La persistance dans les modèles épidémiques
avec forçage saisonnier∗

Carlota Rebelo† Alessandro Margheri† Nicolas Bacaër‡

Résumé

Dans cet article, nous traitons de la persistance d’une classe de modèles épidé-
miques forcés de façon saisonnière. Nous utilisons un théorème abstrait sur la per-
sistance dû à Fonda. On présente cinq exemples différents d’application.

Zusammenfassung

In diesem Artikel studieren wir die Persistenz von Epidemie-Modellen mit jahres-
zeitlichen Koeffizienten. Wir verwenden einen abstrakten Satz über die Persistenz,
den Fonda bewiesen hat. Wir geben fünf verschiedene Anwendungsbeispiele.

1 Introduction

L’objet principal de cet article est de présenter quelques résultats sur la persistance
dans la classe des modèles épidémiques forcés de façon saisonnière considérée dans
[33]. Nos résultats, qui découlent d’un théorème abstrait de Fonda (voir [8]), sont en-
suite appliqués pour démontrer de manière simple la persistance de cinq systèmes dif-
férents choisis dans la littérature. Nous donnons également un résultat sur l’extinction
de la maladie.

Avant d’aborder plus précisément ces points, rappelons quelques faits connus sur
le comportement asymptotique des modèles épidémiques périodiques. Hethcote [12]
a étudié le modèle épidémique SIS avec un taux de contact périodique de périodeω
et une période infectieuse distribuée exponentiellement.Ce modèle peut être résolu
de manière explicite. Si la population totale multipliée par le taux de contact moyen
et divisée par le taux constant de guérison est supérieure à 1(c’est-à-dire siR0 > 1,
mais cette notation n’est pas utilisée dans [12]), alorsI(t) tend vers une solutionω-
périodique. SinonI(t) tend vers 0.
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Cooke et Kaplan [7], Nussbaum [21, 22] et Smith [25] ont examiné le même mo-
dèle SIS périodique, mais avec une période infectieuse constante, ce qui conduit à une
équation différentielle à retard. Ils ont montré un comportement de seuil similaire mais
la condition de seuil était beaucoup moins explicite ; elle impliquait le rayon spectral
d’un opérateur intégral.

Le comportement asymptotique peut être beaucoup plus complexe pour les modèles
SIR périodiques de maladies endémiques (avec perte d’immunité ou apport de nou-
veaux sujets susceptibles) même si la période infectieuse est distribuée de manière ex-
ponentielle. La fonctionI(t) peut tendre vers une solution périodique avec une période
qui est un multiple de la période du taux de contact (solutiondite sous-harmonique).
Pour certaines valeurs des paramètres, on a également suspecté un régime chaotique.
En comparaison avec la littérature abondante qui présente des simulations de pareils
modèles, relativement peu de résultats rigoureux ont été démontrés. Smith [26, 27] a
démontré l’existence de solutions périodiques sous-harmoniques. Thieme [30] a dé-
montré des résultats qui impliquent notamment que pour un modèle endémique SIR
périodique,I(t) tend vers 0 siR0 < 1 alors queI(t) est uniformément fortement per-
sistant siR0 > 1, c’est-à-dire qu’il existeδ > 0 tel que pour toute condition initiale
avecI(0) > 0, nous ayons liminft→+∞ I(t) > δ . En pratique, la valeur numérique de
δ est souvent très basse (une version stochastique du modèle pourrait conduire à l’ex-
tinction). Ici, R0 est un paramètre qui implique le taux de contact moyen, commedans
[12]. Pour le modèle SIRS périodique avec un taux de guérisona et un tauxb de perte
d’immunité, on peut également obtenir une limite inférieure explicite :

limsup
t→+∞

I(t)≥
1−1/R0

1+a/b
.

Ces dernières années, des résultats de persistance ont été démontrés pour les mo-
dèles SEIR périodiques avec un compartiment latentE [20], des modèles fragmentés
[33] et un modèle pour la tuberculose [17]. Les énoncés prennent la même forme : si
R0 < 1, alors la maladie s’éteint. SiR0 > 1, alors la maladie persiste. La définition de
R0 utilisée dans ces références a été introduite dans [2] et étudiée dans [3, 4, 6] pour
les modèles de population périodiques. Contrairement aux modèles SIS ou SIR avec
une période infectieuse distribuée de manière exponentielle, il n’y a pas en général de
formule explicite pourR0.

Il existe deux approches principales pour prouver la persistance dans des systèmes
dynamiques : étudier le flot au bord pour déterminer l’acyclicité ou utiliser les fonc-
tions de Lyapunov moyennes. Les deux approches ont été utilisées par de nombreux
auteurs et ne sont pas toujours équivalentes. Pour une description des deux méthodes
et des informations sur la bibliographie correspondante, voir par exemple [31, 9]. Il
existe de nombreux articles récents sur la persistance dansles systèmes dynamiques
en biologie, voir par exemple [15, 24, 10, 16, 23]. Fonda [8] autilisé l’approche avec
des fonctions de Lyapunov moyennes pour prouver la persistance de systèmes semi-
dynamiques. Fonda a énoncé son résultat en terme de répulseurs. Dans cet article, nous
utiliserons le théorème de Fonda pour prouver la persistance dans une classe de mo-
dèles épidémiques forcés de façon saisonnière. En fait, nous verrons que ce théorème
est naturellement adapté pour traiter la condition de seuilR0 > 1. Dans [19], deux
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des auteurs ont utilisé le même résultat afin d’obtenir la persistance de modèles épidé-
miques autonomes. Plus précisément, on a montré qu’en utilisant le résultat de Fonda,
la persistance résultait de simples calculs dans quatre exemples différents de ces mo-
dèles. Dans cet article, nous nous concentrons sur les modèles épidémiques périodiques
en temps considérés dans [33] et énonçons deux théorèmes quigarantissent la persis-
tance des infections lorsqueR0 > 1. Nous montrons également que, dans des conditions
appropriées, la maladie disparaît siR0 < 1. Dans les deux cas, nous utilisons le cadre
considéré dans [33] et quelques conditions supplémentaires mais facilement vérifiées.

En ce qui concerne la persistance, les théorèmes 2 et 3 montrent la persistance d’une
des classes infectées, par exempleI , lorsque les autres classes infectées sont petites à
condition queI soit petit et lorsqu’une inégalité différentielle liée à ladéfinition deR0

est satisfaite. Ces théorèmes sont bien adaptés pour prouver la persistance, par exemple
dans des modèles épidémiques de type SEIRS, pour des maladies à transmission vec-
torielle ou lorsque des sites contaminés sont pris en compte. Nous les appliquons aux
modèles précédemment étudiés dans [3, 11, 17, 20]. Dans [17,20], la persistance est
garantie par une analyse détaillée du flot sur le bord. Nous les avons obtenus ici en vé-
rifiant les deux conditions mentionnées ci-dessus et certaines conditions d’invariance.
Ces conditions découlent d’une simple analyse des équations. Le théorème 4 garantit
la persistance de la somme des infectés. Dans [33, Section 4], les auteurs ont obtenu la
persistance dans un modèle fragmenté en analysant le flot surle bord. Nous pouvons
obtenir le même résultat en appliquant le théorème 4. Comme la définition deR0 pour
les modèles de population dans des environnements périodiques est une généralisation
de celle pour les modèles autonomes, nos théorèmes valent dans le cas de modèles
épidémiques autonomes.

Dans la suite, nous utiliserons les notations suivantes. Six = (x1, . . . ,xk) et y =
(y1, . . . ,yk) sont des vecteurs dansRk, alors nous écrivonsx ≥ y ou x > y si, respec-
tivement,xi ≥ yi ou xi > yi , pour touti = 1, . . . ,k. En particulier, nous écrivonsx ≥ 0
ou x> 0 si, respectivement, toutes les composantes dex sont soit positifs ou nuls soit
strictement positifs. On noteRk

+ = {x∈R
k : x≥ 0} et‖x‖=maxk |xk| pour toutx∈R

k.
Si A est une matrice carrée, on noteρ(A) le rayon spectral deA.

2 Résultats principaux

Commençons par rappeler le cadre et la classe de systèmes épidémiques considérés
dans [33]. Le cadre de [33] est la version périodique de celuidans [32]. On considère
une population hétérogène dont les individus peuvent être regroupés enn comparti-
ments homogènes (n≥ 2). Soitx= (x1, . . . ,xn)

T ≥ 0 la distribution des individus dans
les compartiments. Les compartiments peuvent être divisésen deux types : les compar-
timents infectés, étiquetési = 1, . . . ,m (1≤ m< n), et les compartiments non infectés,
étiquetés pari = m+ 1, . . . ,n. Xs est défini comme l’ensemble de tous les états sans
maladie :

Xs :=
{

x∈R
n
+ : xi = 0, i = 1, . . . ,m

}

.

Pour 1≤ i ≤ m, Fi(t,x) indique le taux d’entrée dans leie compartiment infecté des
individus non infectés (ce sont les nouvelles infections).Clairement,Fi(t,x) = 0 si
m+1≤ i ≤ n. Pour 1≤ i ≤ n, V +

i (t,x) indique le taux d’entrée dans leie compartiment
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d’individus par tous les autres moyens. Plus précisément, pour 1≤ i ≤ m, V
+

i (t,x)
sont des transferts au sein des compartiments infectés. Pour m+1 ≤ i ≤ n, V

+
i (t,x)

sont des naissances ou des migrations extérieures au système, des transferts dans les
compartiments non infectés, ou des transferts de compartiments non infectés. Pour
1≤ i ≤ n, V

−
i (t,x) indique le taux de transfert hors du compartimenti (transferts hors

du système tels que décès et émigrations ou transferts vers les compartimentsj 6= i).
Ainsi, le modèle de transmission de la maladie est régi par lesystème différentiel non
autonome :

x′i(t) = Fi(t,x)−Vi(t,x) := fi(t,x), i = 1, . . . ,n (1)

où Vi = V
−

i − V
+

i . Comme dans [33], nous supposons dans la suite les conditions
suivantes :

(A1) Pour chaque 1≤ i ≤ n, les fonctionsFi , V
+

i , V
−

i sont positives ou nulles et
continues surR×R

n
+ et continûment différentiables par rapport àx.

(A2) Il existe un nombre réel strictement positifω tel que pour chaque 1≤ i ≤ n,
les fonctionsFi , V

+
i , V

−
i soientω-périodiques ent.

(A3) Si xi = 0 alorsV −
i = 0.

(A4) Fi = 0 pouri > m.
(A5) Si x∈ Xs, alorsFi = V

+
i = 0 pour 1≤ i ≤ m.

(A6) Le système (1) a une unique solutionω-périodique sans maladie

x∗(t) = (0, . . . ,0,x∗m+1(t), . . . ,x
∗
n(t))

T ,

avecx∗i (t)> 0, ∀t pour au moins un indicei avecm+1≤ i ≤ n, qui est linéai-
rement stable dans le sous-espace sans maladieXs. Autrement dit, si

z′ = M(t)z, M(t) =

[

∂ fi(t,x∗(t))
∂x j

]

m+1≤i, j≤n

est la linéarisationω-périodique de (1) autour dex∗(t) dansXs et siΦM(t) est
sa matrice de monodromie, alorsρ(ΦM)< 1.

(A7) Posons

DxF (t,x∗(t)) =

[

F(t) 0
0 0

]

, DxV (t,x∗(t)) =

[

V(t) 0
J(t) −M(t)

]

oùF(t) etV(t) sont deux matricesm×mω-périodiques définies par

F(t) =

[

∂Fi(t,x∗(t))
∂x j

]

1≤i, j≤m

, V(t) =

[

∂Vi(t,x∗(t))
∂x j

]

1≤i, j≤m

et J(t) est une matrice(n−m)×m. De plus,F(t) est positive ou nulle, et−V(t)
est coopérative, c’est-à-dire que les éléments non diagonaux de−V(t) sont po-
sitifs ou nuls. Nous supposonsρ(Φ−V)< 1.

Nous rappelons la définition de la persistance uniforme. Nous disons que le système
(1) est uniformément persistant par rapport àx j , 1≤ j ≤ m s’il existe δ > 0 tel que
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pour chaque condition initiale(x0,s0) avec(x0) j > 0, la solution correspondantex(t)
satisfait

liminf
t→+∞

x j(t)≥ δ .

Rappelons maintenant que la définition de la reproductivitéR0 pour les modèles de
population (y compris les équations aux dérivées partielles) dans un environnement
périodique a été introduite dans [2] comme rayon spectral d’un opérateur linéaire inté-
gral sur un espace de fonctions périodiques (voir [6] pour une présentation améliorée).
Cependant, dans le cas particulier des équations différentielles ordinaires, il existe une
autre caractérisation deR0, qui peut aussi servir de définition. Si pour toutλ > 0 on
noteE(t,s,λ ) la matrice fondamentale (avecE(s,s,λ ) = I ) du système

z′ =

(

F(t)
λ

−V(t)

)

z, (2)

etΦλ :=E(ω ,0,λ ) sa matrice de monodromie, alorsR0 est l’uniqueλ tel queρ(Φλ )=
1. Cette caractérisation est apparue pour un modèle d’équation différentielle ordinaire
scalaire dans [2, §5], pour les systèmes différentiels ordinaires d’une forme particu-
lière dans [3, §3.4], et plus généralement pour le cas considéré ici dans [33]. En fait, il
faut distinguer deux cas. Soit l’équationρ(Φλ ) = 1 n’a pas de solutionλ > 0, un cas
qui se produit si par exemple la matriceF(t) est identiquement nulle ; soit l’équation
ρ(Φλ ) = 1 a une solution̄λ > 0, auquel cas elle est unique. Dans le premier cas, on a
R0 = 0 et dans le second, on aR0 := λ̄ > 0 [33]. Ces deux cas ne doivent pas néces-
sairement être distingués lorsqueR0 est introduit comme rayon spectral d’un opérateur
intégral.

Remarque 1. Pour le système (2), on a
a) ρ(Φλ ) croît avecλ .
b) Supposons qu’il existeτ ∈ [0,ω ] tel queF(τ)−V(τ) soit une matrice irréduc-

tible. Alors pour toutλ > 0, la matriceF(τ)/λ −V(τ) est aussi irréductible
puisque l’irréductibilité ne dépend que du fait que les composantes soient nulles
ou pas. De plus, sit ≥ s+ω , toutes les composantes de la matriceE(t,s,λ )
sont strictement positives pour toutλ > 0. La démonstration de cette propriété,
dont l’idée se trouve dans [1, lemme 2] et [14, théorème 1.1] est comme suit.
PosonsA(t) = F(t)/λ −V(t). Si z′(t) = A(t)z(t) etz(s) = (0, . . . ,0,1,0, . . . ,0)T

avec 1 en positionj, alorsz(t) ≥ 0 pour toutt ≥ s [29, théorème B.1]. Puisque
z′i(t)−Ai,izi(t) = ∑k6=i Ai,k(t)zk(t), on a aussi

zi(t) = e
∫ t
s Ai,i(u)duzi(s)+∑

k6=i

∫ t

s
e
∫ t
u Ai,i(v)dvAi,k(u)zk(u)du

pour tout 1≤ i ≤ met t ≥ s. On voit premièrement quezj(t)> 0 pour toutt ≥ s.
Soit k 6= j. Il existe une suite d’indices distincts(i0, i1, . . . , ip) tels quei0 = k,
ip = j, et Aiℓ,iℓ+1(τ) > 0 pour tout 0≤ ℓ ≤ p−1. Par continuité, il existeε > 0
tel queAiℓ,iℓ+1(t)> 0 pour tout 0≤ ℓ ≤ p−1 et toutτ ≤ t ≤ τ + ε. Par ailleurs,
il existe τ̂ ∈ [s,s+ω [ tel queτ̂ − τ soit un multiple entier deω . PuisqueA(t)
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est ω-périodique, on voit queAiℓ,iℓ+1(u) > 0 pour tout 0≤ ℓ ≤ p− 1 et tout
τ̂ ≤ u≤ τ̂ + ε. Pour toutt ≥ set 0≤ ℓ≤ p−1, on a

zi(t)≥
∫ t

s
e
∫ t
u Aiℓ,iℓ

(v)dvAiℓ,iℓ+1(u)ziℓ+1(u)du.

Cette inégalité utilisée itérativement (en partant deℓ= p−1, puisℓ= p−2, . . .)
montre que pour toutt > τ̂ (et en particulier pourt ≥ s+ω), on azip−1(t) > 0,
. . . , zi1(t)> 0, etzi0(t) = zk(t)> 0. Maisz(t) est la je colonne deE(t,s,λ ).

Si s, t sont tels ques≤ τ < t ous< τ ≤ t alorsE(t,s,λ )> 0 pour toutλ > 0.

Pour prouver nos principaux résultats sur la persistance, nous utiliserons un ré-
sultat abstrait de Fonda. Dans [8], l’auteur a considéré un système semi-dynamique
Π : X×R+ → X défini sur un espace métrique localement compact(X,d) (d est une
distance dansX) et il a obtenu le théorème [8, théorème 1] qui caractérise les répul-
seurs uniformes. Rappelons queS ⊂ X est un répulseur uniforme s’il existeδ > 0 tel
que pour tout x∈ X \S nous ayons liminft→+∞ d(Π(x, t),S )≥ δ . Il est clair que si
nous choisissons bien l’ensembleS , nous pouvons prouver des résultats de persistance
uniforme avec ce résultat.

Théorème 1 SoitS un sous-ensemble compact de X tel que X\S soit positivement
invariant. Une condition nécessaire et suffisante pour queS soit un répulseur uni-
forme est qu’il existe un voisinage U deS et une fonction continue P: X → R+ qui
remplissent les conditions suivantes :

a) P(x) = 0 ⇐⇒ x∈ S

b) ∀x∈U \S ∃Tx > 0 : P(Π(x,Tx))> P(x).

Ce théorème a été utilisé dans [19] pour prouver la persistance dans des modèles
épidémiques autonomes. Dans la suite, nous allons l’utiliser pour prouver deux résul-
tats de persistance pour des systèmes périodiques de la forme (1). Plus précisément, le
premier résultat que nous prouvons établit la persistance d’une des classes infectées et
le second, la persistance de la somme des classes infectées.Ce qui suit sera utile pour
adapter le cadre abstrait fourni par le théorème 1 à notre cadre. Tout d’abord, tout au
long de l’article, nous noteronsE ⊆R

n
+ l’espace de phase dans lequel le système (1) est

biologiquement significatif. En général, les contraintes biologiques sur les variables im-
pliquent que l’espace de phase considéré n’est pas toutR

n
+. Pour tout(x0,s0) ∈ E ×R,

on notex(t;(x0,s0)) la solution de (1) qui vautx0 au tempss0. Ainsi x(s0;(x0,s0)) = x0.

Remarque 2. Comme conséquence de(A1) et (A3), on voit que pour toutj

V
−
j (t,x1,x2, . . . ,x j , . . . ,xn) = x j

∫ 1

0

∂V
−
j

∂x j
(t,x1,x2, . . . ,sxj , . . . ,xn)ds= x jWj(t,x)

oùWj(t,x) est un fonction continue. Donc

x′j(t) = F j(t,x)+V
+
j (t,x)−V

−
j (t,x)≥−V

−
j (t,x) =−x jWj(t,x).
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Si (x0) j > 0, alorsx j(t;(x0,s0))> 0 pour toutt ≥ s0. Par continuité, on voit quex0 ≥ 0
impliquex j(t;(x0,s0)) ≥ 0 pour toutt ≥ s0. Si x0 ∈ E est tel que∑m

j=1(x0) j > 0, alors
∑m

j=1x j(t;(x0,s0))> 0 pour toutt ≥ s0.

Enfin, pour nos résultats de persistance, nous énoncerons l’hypothèse naturelle sui-
vante :

(A8) il existe un ensemble compactK ⊂ E positivement invariant pour le flot du
système (1) et qui est aussi un ensemble absorbant pour ce flot. Plus formelle-
ment, étant donnéx0 ∈ K , s0 ∈ R+ et t ≥ 0 nous avonsx(t + s0;(x0,s0)) ∈ K ,
et pour toutx0 ∈ E et s0 ∈ R+ il existe t1 ≥ s0 tel que pour chaquet ≥ t1 nous
ayonsx(t;(x0,s0)) ∈ K .

Énonçons notre premier résultat. Dans sa deuxième partie, nous prouvons la per-
sistance par rapport à la classe infectéej.

Théorème 2 Supposons(A1) jusqu’à(A7).

1. Supposons que0< R0 < 1 et qu’il existeε∗ > 0 et une fonctionµ :]0,ε∗[→ R+

telle que

(i) limε→0+ µ(ε) = 1 ;

(ii) pour tout0< ε < ε∗ et toute solution x(t) = (x1(t), . . . ,xn(t))T de (1) avec
une condition initiale(x0,s0) ∈ E ×R, il existe t0 ≥ s0 tel que

x̃ ′(t)≤

(

F(t)
µ(ε)

−V(t)

)

x̃(t), ∀t ≥ t(ε),

où x̃(t) = (x1(t), . . . ,xm(t))T .

Alors la maladie disparaît, c’est-à-dirẽx(t) → 0 quand t→ ∞. De plus, si la
solution x∗(t) est globalement asymptotiquement stable (G.A.S.) dans Xs, elle est
G.A.S. dansE .

2. Supposons R0 > 1, (A8) et qu’il existeτ ∈ [0,ω ] tel que F(τ)−V(τ) soit irré-
ductible. Fixons j∈ {1, . . . ,m}. Supposons qu’il existeε∗ > 0 etλ :]0,ε∗[→R

+

tels que
(i) limε→0+ λ (ε) = 1 ;
(ii) pour tout ε ∈]0,ε∗[, pour toute solution x(t) de (1) avec(x0,s0) ∈ K ×R,

s’il existe t0 ≥ s0 tel que xj(t) ≤ ε pour tout t≥ t0, alors il existe t1 ≥ t0 tel
que

x̃ ′(t)≥

(

F(t)
λ (ε)

−V(t)

)

x̃(t), ∀t ≥ t1,

où x̃(t) = (x1(t), . . . ,xm(t))T .
Alors le système (1) est uniformément persistant par rapport à xj , c’est-à-dire
{

x : x j = 0
}

est un répulseur uniforme.

Preuve.Supposons 0<R0 < 1. Soitε ∈]0,ε∗[ tel queR0 < µ(ε). Soitx(t) une solution
de (1) avec une condition initiale dansE ×R et soit x̃(t) = (x1(t), . . . ,xm(t))T . Pour
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t ≥ t0, on ax̃′(t) ≤

(

F(t)
µ(ε)

−V(t)

)

x̃(t). CommeR0 < µ(ε), commeρ(Φλ ) est une

fonction décroissante deλ (voir la remarque 2) et commeR0 est l’unique solution de
ρ(Φλ ) = 1 [33, théorème 2.1.], on aρ(Φµ(ε)< 1. D’après l’inégalité satisfaite par ˜x(t)
et le théorème de comparaison [29, théorème B.1.], on a ˜x(t)→ 0 et la première partie
de 1 en résulte.

Supposons maintenant que la solution périodiquex∗(t) soit G.A.S. dansXs. Alors si
x0 ∈ E et si nous considérons l’application de Poincaré associée à(1), alors l’ensemble
ω-limite dex0 est un ensemble invariant dansXs et c’est donc un point dans l’orbite de
x∗, d’où le résultat de 1.

Démontrons maintenant le 2. On applique le théorème 1. IdentifionsR/Zω avec
le cercle unitéS1 et posonsX = K ×S1. Comme le système (1) estω-périodique, on
voit que pour tout ˆx0 ∈ E , ŝ0 ∈ R, T ∈ R+ et ℓ ∈ Z,

x(ŝ0+ ℓω +T;(x̂0, ŝ0+ ℓω)) = x(ŝ0+T;(x̂0, ŝ0)).

Ainsi on peut définirΠ : X×R+ → X par

Π((x̂0, ŝ0),T) := (x(ŝ0+T;(x̂0, ŝ0)),(ŝ0+T) modω).

Comme d’après(A8) toutes les solutions du système (1) finiront par entrer dans l’en-
semble invariantK , on peut considérer l’ensemble compactX comme notre espace de
phase étendu. Prenons

S :=
{

(x̂0, ŝ0) ∈ X : (x̂0) j = 0
}

.

Il suffit de démontrer queS est un répulseur uniforme ; la persistance par rapport àx j

de (1) en découlera. L’ensembleS est un sous-ensemble compact deX et, d’après la
remarque 2,X \S est positivement invariant. SoitP : X → R+ tel queP(x,s) = x j et
soit

U := {(x0,s0) ∈ X : P(x0,s0)< ε} ,

avec 0< ε < ε∗ assez petit pour queλ (ε)< R0.
Démontrons la partieb) du théorème 1 par l’absurde. Supposons qu’il existe(x̂0, ŝ0)∈

U \S tel queP(Π((x̂0, ŝ0), t))≤ P(x̂0, ŝ0) pour toutt > 0. Alorsx j(t;(x̂0, ŝ0))< ε pour
tout t > ŝ0. D’après l’hypothèseii), il existet1 ≥ ŝ0 tel que

x̃′(t)≥

(

F(t)
λ (ε)

−V(t)

)

x̃(t) (3)

pour toutt ≥ t1. Analysons maintenant le système obtenu à partir de (3) en remplaçant
l’inégalité par une égalité, que nous appellerons le système (Lin). D’après la remarque
1b, la matriceF(τ)/λ (ε)−V(τ) est irréductible, coopérative etω-périodique. La ma-
trice de monodromieΦλ (ε) a toutes ses composantes qui sont strictement positives.
Il découle donc du théorème de Perron-Frobenius queρ(Φλ (ε)) est une valeur propre
simple deΦλ (ε) et admet un vecteur propre dont toutes les composantes sont stricte-
ment positives.

8



Commeλ (ε) < R0, comme l’applicationλ 7→ ρ(Φλ ) est décroissante, commeR0

est la solution unique deρ(Φλ ) = 1 [33, théorème 2.1.], on conclut queρ(Φλ (ε)) >
ρ(ΦR0) = 1. Comme toutes les composantes de la matriceΦλ (ε)) sont strictement po-
sitives, la même démonstration que [34, lemme 2.1] montre qu’ il existe une fonction
ω-périodique à composantes strictement positivesv(t) telle que eµtv(t) soit une solu-
tion de (Lin), oùµ = ln(ρ(Φλ (ε)))/ω > 0.

Considérons maintenant la solutionx(t;(x̂0, ŝ0)). Comme(x̂0) j > 0, la remarque 2
montre quex j(t;(x̂0, ŝ0))> 0 pour toutt ≥ ŝ0. Par conséquent, ˜x j(t1) = x j(t1;(x̂0, ŝ0))>
0. Soity(t) la solution de (Lin) qui vérifiey(t1) = x̃(t1). La remarque 1b montre que
toutes les composantes de la matriceE(t1 + ω , t1,λ (ε)) sont strictement positives.
Commey j(t1) > 0, on voit que toutes les composantes dey(t1 +ω) sont strictement
positives. Soitα > 0 tel quey(t1+ω)≥ α eµ(t1+ω)v(t1+ω). D’après le théorème de
comparaison [29, théorème B.1.], nous concluons que, pour tout t ≥ t1+ω ,

x̃(t)≥ y(t)≥ αeµtv(t)

et cela contredit la compacité deX puisqueµ > 0. La partie (b) du théorème 1 est donc
vraie.

Certains modèles épidémiques (autonomes ou à coefficients périodiques) peuvent
présenter une bifurcation sous-critique, comme par exemple dans le modèle de tubercu-
lose avec réinfection de [5, section 4.1], où ce type de bifurcation ne se produit toutefois
que pour des valeurs de paramètres irréalistes. Dans un pareil cas, les hypothèses de la
première partie du théorème 2 (lorsqueR0 < 1) ne sont pas satisfaites.

Dans le casR0 > 1, il est peut-être plus pratique de vérifier l’hypothèse (ii) de la
partie 2 du théorème 2 dans deux étapes, comme indiqué dans lethéorème suivant :

Théorème 3 Supposons(A1) jusquà(A7). Supposons R0 > 1, (A8) et qu’il existeτ ∈
[0,ω ] tel que F(τ)−V(τ) soit irréductible. Fixons j∈ {1, . . . ,m}. Supposons qu’il
existeε∗ > 0, une fonctionλ :]0,ε∗[→ R

+, et une fonctionη :]0,ε∗[→R
+ tels que

(i) limε→0+ λ (ε) = 1 ;

(ii) limε→0+ η(ε) = 0 ;

(iii) pour tout ε ∈]0,ε∗[, pour toute solution x(t) de (1) avec une condition initiale
(x0,s0) ∈ K ×R,

(a) s’il existe t0 ≥ s0 tel que xj(t)≤ ε pour tout t≥ t0, alors il existe t1 ≥ t0 tel
que xℓ ≤ η(ε) pour tout t≥ t1 et toutℓ ∈ {1, . . . ,m} \ { j} ;

(b) s’il existe t0 ≥ s0 tel que‖x̃(t)‖ ≤ ε, alors il existe t1 ≥ t0 tel quex̃′(t) ≥
(

F(t)
λ (ε)

−V(t)

)

x̃(t) pour tout t≥ t1, où x̃(t) = (x1(t), . . . ,xm(t))T .

Alors le système (1) est uniformément persistant par rapport à xj .

Preuve.Si x j(t) ≤ ε pour toutt ≥ t0, alors‖x̃(t)‖ ≤ max{ε;η(ε)} pour toutt ≥ t1.

Donc il existet2 ≥ t1 tel quex̃′(t) ≥

(

F(t)
Λ(ε)

−V(t)

)

x̃(t) pour toutt ≥ t2, où Λ(ε) =
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λ (max{ε; η(ε)}). On peut alors appliquer le théorème 2.

L’hypothèse (iii)-(a) est naturelle. Par exemple, dans le cas où il y a deux classes
infectées, une classe latente et une classe infectieuse, cette hypothèse signifie que si
la classe infectieuse est petite, alors la classe latente l’est aussi. De plus, (iii)-(a) est
en général facile à démontrer dans les applications. En effet, si l’une des classes in-
fectées est petite, on vérifie facilement que l’autre classevérifie une inégalité de la
formey′(t) ≤ a(t)ε − b(t)y(t) et (iii)-(a) en découle par intégration, voir le lemme 1
ci-dessous.

Quant à (iii)-(b), c’est une simple conséquence du fait que dans de nombreuses
applications, si les classes infectées sont petites, alorsla solution finira par être proche
de l’orbite périodique sans maladie. Voir le premier exemple ci-dessous.

Dans le cas où (iii)-(a) n’a pas lieu, comme dans la section 3.4 ci-dessous, on peut
utiliser un autre résultat sur la persistance de la somme desclasses infectées.

Théorème 4 Supposons(A1) jusquà(A7) et (A8). Supposons R0 > 1 et qu’il existe
τ ∈ [0,ω ] tel que F(τ)−V(τ) soit irréductible. Supposons qu’il existeε∗ > 0 et une
fonctionλ :]0,ε∗[→R

+ telle que

(i) limε→0+ λ (ε) = 1 ;

(ii) pour tout ε < ε∗, pour toute solution x(t) de (1) avec une condition initiale
(x0,s0) ∈ K ×R, s’il existe t0 ≥ s0 tel que‖x̃(t)‖ ≤ ε pour tout t≥ t0, alors

il existe t1 ≥ t0 tel que x̃′(t) ≥

(

F(t)
λ (ε)

−V(t)

)

x̃(t) pour tout t≥ t1, où x̃(t) =

(x1(t), . . . ,xm(t))T .

Alors

S =

{

x0 ∈ K :
m

∑
j=1

x0 j = 0

}

est un répulseur uniforme.

La démonstration de ce résultat est analogue à celle du résultat précédent ; on
l’omet. Avant de présenter des exemples, énonçons et démontrons un lemme utile pour
les applications.

Lemme 1 Soient a(t) et b(t) des fonctionsω-périodiques, strictement positives et
continues.

i) Si y′(t)≤ a(t)−b(t)y(t) pour tout t≥ t0, alors il existe t1 ≥ t0 tel que pour tout
t ≥ t1,

y(t)≤ 2
maxa(·)
minb(·)

. (4)

ii) Si y′(t)≥ a(t)−b(t)y(t) pour tout t≥ t0, alors il existe t1 ≥ t0 tel que pour tout
t ≥ t1,

y(t)≥
mina(·)

2 maxb(·)
. (5)

10



Preuve.Démontrons i). La preuve de ii) est semblable. En intégrant l’inégalité diffé-
rentielle, on a pour toutt ≥ t0,

y(t)≤ y(t0)e
−
∫ t
t0

b(s)ds
+

∫ t

t0
a(u)e−

∫ t
u b(s)dsdu

≤ y(t0)e
−
∫ t
t0

b(s)ds
+

maxa(t)
minb(t)

(

1−e−(t−t0)minb(t)
)

,

et le résultat en découle immédiatement.

3 Exemples

Dans cette section, nous examinons cinq systèmes épidémiques forcés de façon
saisonnière qui figurent dans la littérature. Nous montronsque pour chaque modèle,
pour R0 > 1, la persistance de l’infection découle facilement de nos résultats géné-
raux, tandis que pourR0 < 1, la solution périodique sans maladiex∗(t) est globalement
asymptotiquement stable. Nos résultats pourraient en faitconstituer un outil utile pour
étudier la dynamique de seuil de grandes classes de systèmesépidémiques. Nous aver-
tissons le lecteur que, puisque la vérification des hypothèses des théorèmes 3 et 4 est
assez classique, nous omettons la plupart des détails.

3.1 Modèle SEIRS périodique

Dans [20], les auteurs ont étudié un modèle SEIRS périodique. Appelonsx1(t)
le nombre de personnes infectées de manière latente,x2(t) le nombre de personnes
infectieuses,x3(t) le nombre de personnes immunisées etx4(t) le nombre de personnes
susceptibles. Le modèle est de la forme







































x′1 = a(t)x2x4− (b1(t)+ c(t))x1

x′2 = b1(t)x1− (b2(t)+ c(t))x2

x′3 = b2(t)x2− (b3(t)+ c(t))x3

x′4 = d(t)−a(t)x2x4− c(t)x4+b3(t)x3

(6)

oùa(t),b1(t),b2(t),b3(t),c(t),d(t) sont des fonctionsω-périodiques strictement posi-
tives et continues. C’est un cas particulier du système (1) avecn= 4 etm= 2. Puisque
N(t) = ∑4

i=1xi(t) vérifieN′(t) = d(t)− c(t)N(t), d’après le lemme 1, on peut choisir

E = R
4
+, et K =

{

x∈ E : x1+ x2+ x3+ x4 ≤ 2
maxd(·)
minc(·)

}

.

Il est clair que la condition(A8) est vérifiée. Si nous considérons l’équationy′ = d(t)−
c(t)y, elle admet clairement une solution périodique positive unique que nous noterons
x∗4(t). Notez quex∗(t) = (0,0,0,x∗4(t)) est une orbite périodique de (6) dansXs. On a la
propriété suivante :
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(P) S’il existeε > 0 ett0 ≥ 0 tels quex2(t)≤ ε pourt ≥ t0, alors il existet1, t2, t3 et t4
tels quet0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ t3 ≤ t4 et

x3(t)≤ 2ε
maxb2(·)

min(b3(·)+ c(·))
:= k1(ε) pourt ≥ t1,

x4(t)− x∗4(t)≤ 2k1(ε)
maxb3(·)

minc(·)
:= k2(ε) pourt ≥ t2,

x1(t)≤ 2ε
max(a(·)(x∗4(·)+ k2(ε)))

min(b1(·)+ c(·))
:= η(ε) pourt ≥ t3,

x∗4(t)− x4(t)≤ 2ε
max(a(·)(x∗4(·)+ k2(ε)))

minc(·)
:= k4(ε) pourt ≥ t4.

Cette propriété résulte du lemme 1 et des inégalités suivantes :

x′3(t)≤ b2(t)ε − (b3(t)+ c(t))x3(t),

(x4(t)− x∗4(t))
′ ≤ b3(t)x3(t)− c(t)(x4(t)− x∗4(t)),

x′1 ≤ a(t)εx4(t)− (b1(t)+ c(t))x1,

(x∗4(t)− x4(t))
′ ≤ a(t)εx4(t)− c(t)(x∗4(t)− x4(t)).

Par un simple calcul, on obtient

F(t) =

[

0 a(t)x∗4(t)
0 0

]

,V(t) =

[

b1(t)+ c(t) 0
−b1(t) b2(t)+ c(t)

]

,

M(t) =

[

−b3(t)− c(t) 0
b3(t) −c(t)

]

.

Les conditions(A1) à (A7) sont vérifiées. De plus,F(t)−V(t) est irréductible pour
tout t.

SupposonsR0 < 1 et démontrons quex∗ est G.A.S. dansXs. DansXs, nous avons
x1 = 0, x2 = 0 et donc(P) est vrai pour toutε > 0. Doncx3(t)→ 0 etx4(t)− x∗4(t)→
0 quandt → ∞. On conclut quex∗(t) est G.A.S. dansXs. PosonsN(t) = ∑4

i=1xi(t).
Alors N′(t) = d(t)−c(t)N(t). Ceci implique queN(t)−x∗4(t)→ 0 quandt →+∞ [31,
théorème 3.7]. Donc pour toutε > 0, il existet(ε)> 0 tel que pour toutt ≥ t(ε), on ait
x4(t)≤ N(t)≤ x∗4(t)+ ε. En particulier,

x′1 ≤ a(t)x2(x
∗
4+ ε)− (b1(t)+ c(t))x1

x′2 ≤ b1(t)x1− (b2(t)+ c(t))x2.

On peut donc appliquer le point 1 dans le théorème 2 avecµ(ε) = min(x∗4(·)/(x
∗
4(·)+

ε)). Doncx∗(t) est G.A.S. dansE .
Démontrons que le système est persistant par rapport àx2 si R0 > 1. Vérifions

l’hypothèse (iii)-(a) du théorème 3. Supposons qu’il existet0 ∈R tel quex2(t)≤ ε pour
toutt ≥ t0. D’après(P), il existet3 ≥ t0 tel que pour toutt ≥ t3, on aitx1 ≤ η(ε) ; on en
déduit le (iii)-(a) du théorème 3. Vérifions maintenant l’hypothèse (iii)-(b) du théorème
3. Avec les notations de (P), choisissonsε∗ > 0 tel quek4(ε) < minx∗4(·) pour tout
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0< ε < ε∗. Soit ε ∈]0,ε∗[. Supposons qu’il existet0 ∈ R tel que‖(x1(t),x2(t))‖ ≤ ε
pour toutt ≥ t0. Alors (P) montre qu’il existet4 ≥ t0 tel quex4(t) ≥ x∗4(t) ≥ −k4(ε)
pour toutt ≥ t4. Alors

x′1 ≥ a(t)x2(x
∗
4− k4(ε))− (b1(t)+ c(t))x1

x′2 ≥ b1(t)x1− (b2(t)+ c(t))x2.

Donc le (iii)-(b) du théorème 3 est vérifié avecλ (ε) := max(x∗4(·)/(x
∗
4(·)− k4(ε))) .

Ainsi le théorème 3 montre que le système (6) est persistant par rapport àx2.

3.2 Le modèle de Ross pour les maladies à vecteurs avec une popu-
lation périodique de vecteurs

[3, section 4.1] a proposé une version périodique du modèle de Ross. Six1(t) est la
proportion d’êtres humains infectés,x2(t) le nombre de moustiques infectés etx3(t) le
nombre de moustiques susceptibles, le modèle s’écrit sous la forme







x′1 = a1x2(1− x1)−b1x1

x′2 = a2x1x3−b2x2

x′3 = c3(t)−a2x1x3−b2x3

(7)

où a1,a2,b1,b2 sont des constantes strictement positives etc3(t) est une fonctionω-
périodique strictement positive. C’est un cas particulierdu système (1) avecn= 3 et
m= 2. La population totale de moustiquesp(t) = x2(t)+ x3(t) vérifie p′(t) = c3(t)−
b2p(t). Donc p(t) converge vers une solution positive périodique que l’on note x∗3(t).
Si

E =
{

x∈R
3
+ : x1 ≤ 1

}

, K =

{

x∈ E : x2+ x3 ≤ 2
maxc3(·)

minb2(·)

}

,

il est clair, d’après le lemme 1, que la condition(A8) est vérifiée.
De plus,x∗(t) = (0,0,x∗3(t)) est l’unique solution périodique dans l’ensemble des

états sans maladieXs. Par un simple calcul, on obtient

F(t) =

[

0 a1

a2x∗3(t) 0

]

, V(t) =

[

b1 0
0 b2

]

et M(t) =−b2

et les conditions(A1) à (A7) sont vérifiées. Par ailleurs,F(t)−V(t) est irréductible
pour toutt.

Les conditions du théorème 2 sont facilement vérifiées. Pourtout ε > 0, il existe
t(ε) ∈ R tel quex3(t) ≤ p(t) ≤ x∗3(t)+ ε pour toutt ≥ t(ε). SupposonsR0 < 1. Soit
µ(ε) = minx∗3(·)/(x

∗
3(·)+ ε). Pour toutt ≥ t(ε), on a

x′1 ≤ a1x2−b1x1 ≤ a1x2/µ(ε)−b1x1

x′2 ≤ a2x1(x
∗
3+ ε)−b2x2 ≤ a2x1x∗3/µ(ε)−b2x2.

On peut utiliser la première partie du théorème 2 pour conclure que(0,0,x∗3(t)) est
G.A.S. puisqu’il est G.A.S dansXs.
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Tournons-nous vers le théorème 3. SupposonsR0 > 1 et démontrons la persis-
tance par rapport àx1. Soitε∗ = min

{

minx∗3(·)/2,1
}

et soitε ∈]0,ε∗[. Vérifions l’hy-
pothèse (iii)-(a) du théorème 3. Supposons d’abord quex1(t) ≤ ε pour toutt ≥ t0.
Il existe t1 ≥ t0 tel que x3(t) ≤ x∗3(t) + ε pour tout t ≥ t1. On voit que pour tout
t ≥ t1, x′2(t) ≤ εa2(x∗3(t) + ε)− b2x2(t). On peut utiliser le lemme 1 pour conclure

que x2(t) ≤ η(ε) := 2ε max(a2(x
∗
3(·)+ε))

b2
pour t assez grand. L’hypothèse (iii)-(a) du

théorème 3 est vérifiée. Vérifions l’hypothèse (iii)-(b). Considérons la situation où
x1(t) ≤ ε et x2(t) ≤ ε pour tout t ≥ t0. Il existe t1 ≥ t0 tel que |p(t)− x∗3(t)| ≤ ε
pour tout t ≥ t1. Alors x3(t) = p(t)− x2(t) ≥ x∗3(t)− 2ε pour tout t ≥ t1. Posons
λ (ε) = max{1/(1− ε),max(x∗3(·)/(x

∗
3(·)−2ε)

}

. Alors

x′1 ≥ a1x2(1− ε)−b1x1 ≥ a1x2/λ (ε)−b1x1

x′2 ≥ a2x1(x
∗
3−2ε)−b2x2 ≥ a2x1x∗3/λ (ε)−b2x2

pour toutt ≥ t1. L’hypothèse (iii)-(b) est vérifiée. On conclut quex1 =0 est un répulseur
uniforme.

[18] a étudié la persistance dans un autre modèle périodiquede maladie à vecteurs.

3.3 Transmission d’un hantavirus dans des environnements fores-
tiers et péridomestiques

Dans cette section, nous considérons le modèle analysé dansl’article [11, sec-
tion 3]. Les auteurs étudient un modèle à trois compartiments, que nous rappelons
ci-dessous en utilisant les notations de la section précédente. Le premier compartiment
correspond à la proportionx1 de sites contaminés dans l’environnement. La population
de souris est divisée en deux classes : la classex2 des souris infectées et la classex3 des
souris susceptibles. L’évolution des classes dans le tempsest décrite par le système































x′1 = a1
x2(1−x1)

x2+x3
−b1x1

x′2 = a2x1x3+a3
x2x3

x2+x3
−b2(t)x2

x′3 = c(t)−a2x1x3−a3
x2x3

x2+ x3
−b2(t)x3.

(8)

Dans ce système,b2(t) et c(t) sont des fonctions strictement positivesω-périodiques.
Les constantesa1, a2, a3 et b1 sont strictement positives. Soitp(t) = x2(t)+ x3(t) la
population totale de souris. Alorsp′(t) = c(t)−b2(t)p(t). Doncp(t) converge vers une
solution strictement positive périodiquex∗3. De plus,

F(t) =

[

0 a1/x∗3(t)
a2x∗3(t) a3

]

, V(t) =

[

b1 0
0 b2(t)

]

et M(t) =−b2(t).

Les autres hypothèses des théorèmes 2 et 3 sont vérifiées. SiR0 < 1 alors la solution
périodique sans maladie est G.A.S. ; siR0 > 1 alors le système (8) est persistant.
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3.4 Un modèle avec plusieurs sites

[33, Section 4] a étudié la dynamique globale d’un modèle avec plusieurs sites et
l’impact des migrations périodiques et des contacts périodiques sur la propagation des
maladies épidémiques. Les variablesx1 et x2 sont les densités des individus infectieux
dans les sites 1 et 2 respectivement,x3 et x4 celles des individus qui ont guéri,x5 et x6

celles des individus susceptibles :






























x′1 = a1(t)
x1x5
N1

− (b1+ c1+d1(t))x1+d2(t)x2

x′2 = a2(t)x2x6− (b2+ c2+d2(t))x2+d1(t)x1

x′3 = b1x1− (c1+d3(t))x3+d4(t)x4

x′4 = b2x2− (c2+d4(t))x4+d3(t)x3

x′5 = c1− (c1+d5(t))x5−a1(t)
x1x5
N1

+d6(t)x6

x′6 = c2− (c2+d6(t))x6−a2(t)x2x6+d5(t)x5

où N1 = x1 + x3 + x5. Pour touti, les constantesbi et ci sont strictement positives,
tandis que les coefficientsai(t) et di(t) sont des fonctions strictement positivesω-
périodiques. [33] a calculé les matricesF(t) et V(t). Pour ce modèle, la persistance
de x1 + x2 implique la persistance dex1 et dex2. En effet, s’il existeε > 0 tel que
liminf t→+∞(x1+x2)(t)≥ ε, alorsx1(t)≥ ε/2−x2(t) pourt grand. On peut introduire
cette inégalité dans la deuxième équation et obtenir

x′2(t)≥ d1(t)ε/2− (b2+ c2+d2(t)+d1(t))x2.

D’après le (ii) du lemme 1,

x2(t)≥
ε
4

mind1(·)

b2+ c2+max(d1(·)+d2(·))

pourt grand et la persistance dex2 en découle. Idem pourx1. Les autres hypothèses de
la première partie du théorème 2 et du théorème 4 sont vérifiées avecE = R

6
+ et

K :=

{

x∈ E : x1+ x2+ x3+ x4+ x5+ x6 ≤ 2
c1+ c2

min{c1,c2}

}

.

On conclut que la convergence vers l’orbite périodique sansmaladie quandR0 < 1 et
la persistance quandR0 > 1 dans [33] sont une conséquence de nos résultats généraux.

3.5 Un modèle de tuberculose avec de la saisonnalité

[17, Section 2] a étudié un modèle pour la tuberculose avec dela saisonnalité


















































x′1 = (1− p)a(t)
x2x4

N
− (b1(t)+ c)x1

x′2 = pa(t)
x2x4

N
+b1(t)x1− (b2+ c+ f )x2

x′3 = b2x2− cx3

x′4 = d−a(t)
x2x4

N
− cx4
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oùb2, c, d et d sont des constantes positives,p∈]0,1[, a(t) et b1(t) sont des fonctions
strictement positivesω-périodiques, etN = ∑4

i=1xi . On vérifie facilement les hypo-
thèses des théorèmes 2 et 3. La convergence vers l’equilibresans maladie quandR0 < 1
et la persistance quandR0 > 1 dans [17] sont donc des conséquences de nos résultats
généraux.

En résumé, nous avons suivi la suggestion de Herbert Hethcote de ne pas analyser
un par un « mille et un modèles épidémiques », mais de nous focaliser sur des classes
entières de modèles [13].
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