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❆❜str❛❝t

❚❤✐s ♣❛♣❡r r❡♣♦rts ❛ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲❞❡str✉❝t✐✈❡ ✉❧tr❛s♦♥✐❝ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
♦❢ ✇❡❧❞s✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣r♦❜✐♥❣✱ r❡s✐❞✉❡ ❜❛❝❦✲❢♦❝✉s✐♥❣ ❛♥❞ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ❝❛❧✲
❝✉❧❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✭❢♦❝✉s❡❞✮ ❛❞❥♦✐♥t ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞
❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t✐♠❡ r❡✈❡rs❛❧ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐s✲
t♦rs✐♦♥s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❜② ❛ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♠❡❞✐✉♠✱ ❛♥❞
t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s②♥❡r❣✐st✐❝ ❡✛❡❝t ♦❢
t❤✐s ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡t❡❝t ❛♥♦♠❛❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ♠♦st ❡✣✲
❝✐❡♥t ✇❛②✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♣❛✈❡s t❤❡ ✇❛② t♦✇❛r❞s ❛ ♠❛t❝❤❡❞✲✐♥s♦♥✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♠❛❣✐♥❣
♦❢ ❛♥♦♠❛❧✐❡s ✐♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡❞✐❛✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡♥❡r❣②✱ ❆❞❥♦✐♥t ♠❡t❤♦❞✱ ❲❛✈❡ ❢♦❝✉s✐♥❣✱ ❲❡❧❞
✐♥s♣❡❝t✐♦♥✱ ❋✐♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠♦❞❡❧✐♥❣

✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ♥♦♥✲❞❡str✉❝t✐✈❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✭◆❉❊✮ ♦❢ ❛✉st❡♥✐t✐❝ ✇❡❧❞s ✉s✐♥❣ ✉❧tr❛✲
s♦✉♥❞s ✭❯❙✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ❣❛✐♥✐♥❣ ❛ ❧♦t ♦❢ ❛tt❡♥t✐♦♥ ✐♥ str✉❝t✉r❛❧ ❤❡❛❧t❤ ♠♦♥✐t♦r✲
✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛✐♠❡❞ ❛t ❞❛♠❛❣❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ str✉❝t✉r❡
✐♥t❡❣r✐t② ❛ss❡ss♠❡♥t✳ ❆✉st❡♥✐t✐❝ st❡❡❧s ❛r❡ ♣♦♣✉❧❛r ✐♥ ❝✐✈✐❧ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ s❤✐♣✲
❜✉✐❧❞✐♥❣ ✐♥❞✉str✐❡s✱ ♣❡tr♦❝❤❡♠✐❝❛❧✱ ❛✈✐❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♥✉❝❧❡❛r ♣♦✇❡r ♣❧❛♥ts ❞✉❡ t♦
t❤❡✐r ❝♦rr♦s✐♦♥ r❡s✐st❛♥❝❡✱ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤ ❞✉❝t✐❧✐t② ❛♥❞ ❤✐❣❤ str❡♥❣t❤ ❝♦♠♣❛r❡❞
✇✐t❤ t②♣✐❝❛❧ ❝❛r❜♦♥ st❡❡❧s ✭♠✐❧❞ st❡❡❧s ♦r ❧♦✇✲❛❧❧♦② st❡❡❧s✮✳ ❚❤❡ ❞❡❢❡❝ts t❤❛t
✉s✉❛❧❧② ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ✐♥ ✇❡❧❞✐♥❣ ✐♥❝❧✉❞❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥✱ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❢✉✲
s✐♦♥✱ ✉♥❞❡r❝✉tt✐♥❣✱ ❛♥❞ ♣♦r♦s✐t②✳ ▼♦r❡ ❝r✉❝✐❛❧❧②✱ ❝r❛❝❦✐♥❣ ❞❡❢❡❝ts ♠❛② ♦❝❝✉r
❞✉r✐♥❣ s♦❧✐❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❧t ♣♦♦❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ ❛s t❤❡② ❛❝t ❛s str❡ss
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ s✐t❡s✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ♣r❡♠❛t✉r❡ ❢❛✐❧✉r❡ ✈✐❛ ❢❛t✐❣✉❡✱ ❛s ✇❡❧❧
❛s ♣r♦✈✐❞✐♥❣ s✐t❡s ♦♣❡♥ t♦ ❤②❞r♦❣❡♥✲❛ss✐st❡❞ ❝r❛❝❦✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞❡t❡❝t✐♥❣ ❛♥❞
❧♦❝❛t✐♥❣ ❛♥♦♠❛❧✐❡s ✐s ❛ ❞✐✣❝✉❧t t❛s❦ s✐♥❝❡ ✇❡❧❞ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s ✐♥❞✉❝❡ str♦♥❣
❯❙✲✇❛✈❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ s♣❧✐tt✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳
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❚❤✐s ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ♦r✐❣✐♥❛t❡s ❢r♦♠ ✈❛r✐♦✉s ❝♦♦❧✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ◆❡❛r t❤❡
❢✉s✐♦♥ ❧✐♥❡✱ ❛t♦♠s ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❧t❡♥ ♣♦♦❧ ❛r❡ ❞❡♣♦s✐t❡❞ ♦♥ ♣r❡❡①✐st✐♥❣ ❧❛tt✐❝❡ s✐t❡s
✐♥ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥t s♦❧✐❞ ❜❛s❡ ♠❡t❛❧❀ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❣r❛✐♥ str✉❝t✉r❡ ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞
❜② ❡♣✐t❛①✐❛❧ ❣r♦✇t❤ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❛s❡ ❛♥❞ t❤❡ ✇❡❧❞ ♠❡t❛❧s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝r②st❛❧
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ❆✇❛② ❢r♦♠ t❤❛t ❧✐♥❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❣r❛✐♥ str✉❝t✉r❡ ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❛
❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♥❛♠❡❞ t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ❣r♦✇t❤✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞
❜② ❣r❛✐♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ❢✉s✐♦♥ ❜♦✉♥❞❛r②✱ ✇❤✐❝❤ ♦✛❡rs ♠❛①✐♠✉♠
❤❡❛t ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ ♠❛①✐♠✉♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t✮✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ❣r♦✇t❤
♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡ ❣r❛✐♥ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❜✉❧❦ ✇❡❧❞ ♠❡t❛❧ ❛♥❞ r❡s✉❧ts ✐♥
❛ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❝♦❧✉♠♥❛r✲❣r❛✐♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❆♥♦t❤❡r ❝♦♠♣❧❡① ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✱
s♦❧✐❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❝r❛❝❦✐♥❣✱ ♠❛② ❛r✐s❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥✈♦❧✈❡s ❤❡❛t ❛♥❞ ✢✉✐❞ ✢♦✇s✱ ♠❛t❡r✐❛❧
❝❤❡♠✐str② ❛♥❞ ✇❡❧❞✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❍❡r❡✱ ❛s t❤❡ ❝♦❧✉♠♥❛r ❣r❛✐♥s ❛r❡ ❧❡ss
♣❡r♠❡❛❜❧❡✱ t❤❡② ♣r❡✈❡♥t t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ♠❡t❛❧ ❢r♦♠ r❡❛❝❤✐♥❣ str❛✐♥✲❧♦❝❛❧✐③❡❞ r❡❣✐♦♥s
❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♣r♦♠♦t❡❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ r❡❝❡♥t ✉s❡ ♦❢
❤✐❣❤✲s♣❡❡❞✱ ❤✐❣❤✲❡♥❡r❣② s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❳✲r❛② t♦♠♦❣r❛♣❤② ❬✶❪ s❤♦✇s t❤❛t ♠✐❝r♦✲
❝❛✈✐t✐❡s ✭❛✈❡r❛❣❡ s✐③❡ ♦❢ ✷✵✳✶✵−6♠✮ ❝♦❛❧❡s❝❡ ✐♥t♦ ♠✐❝r♦✲❝r❛❝❦s ♦❢ ✈❛r✐♦✉s s✐③❡s ❛♥❞
♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦♣❛❣❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❞ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡
❛❧♦♥❣ t❤❡ s♦❧✐❞✐❢②✐♥❣ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❢✉❧❧ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡
♠✐❝r♦✲❝❛✈✐t② ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❢r❛❝t✉r❡ ❣r♦✇t❤ ✐s ♥♦t ②❡t ❢✉❧❧② ✉♥❞❡rst♦♦❞✱ ✐t
❛♣♣❡❛rs ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♠❛r❦❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤ s♦❧✐❞✐✜❝❛t✐♦♥ r❛t❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣
♦❢ st❡❡❧ s✉❝❤ ❛s s❤✐❡❧❞❡❞ ♠❡t❛❧ ❛r❝ ✇❡❧❞✐♥❣ ✭❙▼❆❲✮✳

❚♦❞❛②✱ ❛❧r❡❛❞② t❤r❡❡ ❦✐♥❞s ♦❢ ❡❧❛st✐❝ ❙▼❆✲✇❡❧❞ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡
❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ r❡❧② ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ st✐✛♥❡ss ♠❛tr✐① ❛♥❞ ❣r❛✐♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ✭❜❛s❡❞
♦♥ ❛ ❝♦♠♠♦♥ st✐✛♥❡ss ♠❛tr✐① ❛ss✉♠♣t✐♦♥✮✳ ❋✐rst❧②✱ ❛ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✇❡❧❞✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❢♦r ❛ s❡t ♦❢ ❣r❛✐♥s ❛r❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ✐❞❡♥t✐❝❛❧✱
❧❡❛❞s t♦ ❧❛r❣❡ s✉❜✲❞♦♠❛✐♥s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ❛ ♠❛♣♣✐♥❣
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥
❛ r❡❣✉❧❛r ❣r✐❞ ✭✷×✷ ♠♠2✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥
✇❤✐❝❤ t❤❡ ❣r❛✐♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐♥ t❤❡ ✇❡❧❞✳
❚❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ✶✾✽✺ ❜② ❖❣✐❧✈② ❛s ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞
s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❞ str✉❝t✉r❡ ❬✷❪✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t♦ s♦❧✈❡ ❡❧❛st✐❝
✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲❞❡str✉❝t✐✈❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❡❧❞s✱ ✐♥❝❧✉❞✲
✐♥❣ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❬✸❪✱ r❛②✲tr❛❝✐♥❣ ❛♥❞ ✜♥✐t❡✲❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ ❋❊▼✲❜❛s❡❞
❡❧❛st♦❞②♥❛♠✐❝ ✜♥✐t❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✭❊❋■❚✮ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ✉❧tr❛s♦✉♥❞ ✇❛✈❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✇❛s ✜rst ✉s❡❞ ❜② ❋❡❧❧✐♥❣❡r ❡t ❛❧✳ ❬✹❪✳ ❚❤❡ ❊❋■❚ t❡❝❤♥✐q✉❡ r❡❧✐❡s
✉♣♦♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❡❧❛st♦❞②♥❛♠✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ✉❧tr❛✲
s♦♥✐❝ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❆ ❢❡✇ ②❡❛rs ❧❛t❡r✱ ❍❛❧❦❥❛❡r ❡t ❛❧✳ ❬✺❪ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡
t♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② st✉❞② ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ❛✉st❡♥✐t✐❝ ✇❡❧❞✳ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❆✲
s❝❛♥ s✐❣♥❛❧s ✇❡r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❖❣✐❧✈② ♠♦❞❡❧ ❬✷❪ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡
❣r❛✐♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ❈♦♥❥♦✐♥t❧②✱ ❍❛♥♥❡♠❛♥♥ ✉s❡❞ t❤❡ ❇✲s❝❛♥s t♦ s❤♦✇ q✉❛❧✐t❛✲
t✐✈❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✐♥ ❛♥ ✐❞❡❛❧✐③❡❞ ❱✲❜✉tt ✇❡❧❞ ❬✻❪ ❛♥❞ ▼❛r❦ ❡t ❛❧✳ ❬✼❪ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞
t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ ❛♥✐s♦tr♦♣② ♦❢ ✇❡❧❞s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ✉❧tr❛s♦♥✐❝
✐♥s♣❡❝t✐♦♥s✳

❈❤❛ss✐❣♥♦❧❡ ❡t ❛❧✳ ❬✽❪✱ ❬✾❪ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t❤❡ ✷❉ ✜♥✐t❡✲❡❧❡♠❡♥t ❝♦❞❡ ✭❯▲❚❙❖◆✮
t♦ ♣r❡❞✐❝t ✉❧tr❛s♦♥✐❝ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♥❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♠❡❞✐❛✳

✷



  

■♥ t❤✐s ❝♦❞❡✱ t❤❡ ❛✉st❡♥✐t✐❝ ✇❡❧❞ ✇❛s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ s❡✈❡r❛❧ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❞♦✲
♠❛✐♥s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥❛r✲❣r❛✐♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✇❡r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❳✲r❛② ❞✐✛r❛❝t✐♦♥
✭❳❘❉✮ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❛❝❦✲s❝❛tt❡r❡❞ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ✭❊❇❙❉✮ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ ❋❊▼ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ t❤❡ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❡①t❡♥❞❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡s
❛♥❞ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡♠♦r② ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐❢ ❛ ❧❛r❣❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥ ✐s r❡✲
q✉✐r❡❞✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ♦✈❡r❝♦♠❡ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❛♥s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛♥♦t❤❡r ✷❉
✜♥✐t❡✲❡❧❡♠❡♥t ❝♦❞❡ ♥❛♠❡❞ ❆❚❍❊◆❆ s♣❡❡❞s ✉♣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❜② ❛♣✲
♣❧②✐♥❣ ❛ ✜❝t✐t✐♦✉s ❞♦♠❛✐♥ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ r❡❣✉❧❛r ♠❡s❤ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥
❞♦♠❛✐♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✐rr❡❣✉❧❛r ♠❡s❤ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❛r❡❛ ❬✶✵❪✳ ❖♥
t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ P❩❋❧❡① t❛❦❡s ❛ ✜♥✐t❡✲❡❧❡♠❡♥t ❛♥❞ ❡①♣❧✐❝✐t
t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ s♦❧✈❡ ❧❛r❣❡ ❝♦♠♣❧❡① ✶❉✱ ✷❉✱ ❛♥❞ ✸❉ ✇❛✈❡✲♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠s✳ ❆ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♥❛❧②s✐s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❬✶✶❪ ❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s
✐♥t❡r✈❛❧s ❛♥❞ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❢❛❝t♦rs ❢♦r t❤❡ ✉❧tr❛s♦♥✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ✇❡❧❞ ✐♥s♣❡❝✲
t✐♦♥✳

❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ②❡❛rs t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦r t♦
s♣❡❡❞✲✉♣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❬✶✷❪✱ ❡✳❣✳✿ s②♥t❤❡t✐❝ ❛♣❡rt✉r❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ ❚❡❝❤♥✐q✉❡
✭❙❆❋❚✮✱ ❢✉❧❧ ♠❛tr✐① ❝❛♣t✉r❡ ✭❋▼❈✮✱ s♣❛rs❡ ♠❛tr✐① ❝❛♣t✉r❡ ✭❙▼❈✮✱ t♦t❛❧ ❢♦✲
❝✉s✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✭❚❋▼✮✱ ❞②♥❛♠✐❝ ❞❡♣t❤ ❢♦❝✉s✐♥❣ ✭❉❉❋✮✱ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡
r❡✈❡rs❛❧ ♦♣❡r❛t♦r ✭❉❖❘❚✮ ❬✶✸❪✳ ❆♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❝❛❧❧❡❞ ✧❡①♣❡r✐♠❡♥✲
t❛❧ ❛❝♦✉st✐❝ s✐❣♥❛t✉r❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥✧ ✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r s❡❧❡❝t✐✈❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ ✇✐t❤✐♥
✉♥❦♥♦✇♥ ♠❡❞✐❛ ❬✶✹❪✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ t❤❡ ❋▼❈ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✲
s✐sts ✐♥ ❝❛♣t✉r✐♥❣ ❛♥❞ st♦r✐♥❣ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ s✐❣♥❛❧s ✭❆✲❙❝❛♥s✮ ❢r♦♠
❡✈❡r② tr❛♥s♠✐tt❡r✲r❡❝❡✐✈❡r ♣❛✐r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❛rr❛②✳ ❆❢t❡r r❡❝♦r❞✐♥❣✱ t❤❡ r❛✇
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❞❛t❛ ❢♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥ ❜❡❛♠ ✭❛♣❡rt✉r❡✱ r❡✲
❢r❛❝t❡❞✴s❦❡✇ ❛♥❣❧❡s ❛♥❞ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♣♦s✐t✐♦♥✮✱ t❤r♦✉❣❤ ♦✛✲❧✐♥❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❚❤❡r❡
❛r❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ s❡✈❡r❛❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ✐♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ s♣❛rs❡ ♠❛tr✐① ❝❛♣t✉r❡ ✭❙▼❈✮
♠❡t❤♦❞ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❋▼❈✳ ❙▼❈ s♣❡❡❞s ✉♣ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ s✐♥❝❡ ❢❡✇❡r ❡❧❡♠❡♥ts
❛r❡ ✉s❡❞ ❛♥❞ ❧❡ss t✐♠❡ ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥s✿ ❛
s♠❛❧❧❡r q✉❛♥t✐t② ♦❢ ❞❛t❛ ✐s r❡❝♦r❞❡❞ ❛♥❞ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐s ♠✉❝❤ ❢❛st❡r✳

▼♦st ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ♥♦♥✲❞❡str✉❝t✐✈❡ ✐♠❛❣✐♥❣
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ✐♥s♣❡❝t❡❞ ✇❛s ❡✐t❤❡r ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♦r
✇❡❛❦❧② ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡✛♦rts ❛r❡ ♦♥❣♦✐♥❣ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡s❡
t❡❝❤♥✐q✉❡s s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡❞✐❛ s✉❝❤ ❛s ✇❡❧❞s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡
❝♦♠♣❧❡① ✉❧tr❛s♦♥✐❝ r❛②✲♣❛t❤s ❛♥❞ ✇❛✈❡✲❞❡❢❡❝t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ♦♥❧② ♣♦♦r✲❝♦♥tr❛st
✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ♦r ♥♦♥✲❝♦♥st❛♥t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s st✉❞② ✐s t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❞❡t❡❝t ❛♥❞ ❧♦❝❛❧✐③❡ ❤♦❧❡s ♦r ♦♣❡♥ ❝r❛❝❦s
✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ str♦♥❣❧② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♠❡❞✐✉♠✱ s✉❝❤ ❛s ❛ ❙▼❆ ✇❡❧❞✱ ✉s✐♥❣
✉❧tr❛s♦✉♥❞s✳ ❚❤❡ ❤♦❧❡s ✐♥ q✉❡st✐♦♥ ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ❤✐❣❤ ❛♥❞ ❧♦✇ ✐♥✲
s♦♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s ✇✐t❤ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ♣r♦✲
❝❡❞✉r❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❝♦♥st❛♥t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✭❘❖■✮✳ ❚❤❡
♦♣❡♥ ❝r❛❝❦s ♠✐♠✐❝ r❡❛❧✐st✐❝ ❝❡♥t❡r❧✐♥❡ ❝r❛❝❦✐♥❣ ✭❧❡ss t❤❛♥ ✶✵✵ ♠✐❝r♦♥s ✐♥ ✇✐❞t❤✮
❡♠❡r❣✐♥❣ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❞❡❞ ❜❛r✳ ❚❤❡② ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❛ss❡ss ❜♦t❤
t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣♦✇❡r ❛♥❞ t❤❡ s❤❛♣❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ✭t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❝r❛❝❦s
❢r♦♠ ❤♦❧❡s✮✳ ❋♦r t❤❡✐r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❞❡❢❡❝ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞
t♦ t❤❡ ❡♥❞✲✉s❡r ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧
❡♥❡r❣② ♠❡t❤♦❞ ❬✶✺❪✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ❢r❡❡✲s♣❛❝❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s
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♠❡❞✐❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤✐s st✉❞② ✐♥tr♦❞✉❝❡s s❡✈❡r❛❧ ♠❛❥♦r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✇❤✐❝❤ ♦♣❡♥
t❤❡ ❞♦♦r t♦ ❛ ❤✐❣❤✲♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ❜♦✉♥❞❡❞ ♠❡❞✐❛ s✉❝❤ ❛s
✇❡❧❞s✳

✷✳ ▼❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞

✷✳✶✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❙▼❆ ✇❡❧❞s

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛r❛❣r❛♣❤✱ t❤❡ ❣r❛✐♥ str✉❝t✉r❡ ✭s✐③❡✱ s❤❛♣❡
❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥s✮ ✐s ❤✐❣❤❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥ts
❛♥❞ t❤❡ ✇❡❧❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s♦❧✐❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❆ r❛♥❞♦♠ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱ s✐③❡ ❛♥❞ s❤❛♣❡ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞
❛♥❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❞✳

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛♥② ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥s♣❡❝t❡❞
✇❡❧❞ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❜♦t❤ s❛t✐s❢❛❝t♦r② ✐♠❛❣❡ ❝♦♥tr❛st ❛♥❞✴♦r ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝②
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♣r✐♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ✭t❤❡ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛✲
t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢✮ t❤❡ ✇❡❧❞✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ▼❛❝r♦❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ ❜✉tt ❥♦✐♥t ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❛ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❞♦♠❛✐♥

❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ❛ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t♦ ❝♦♥❞✉❝t ✷❉
♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✭✉s✐♥❣ t❤❡ ❈❖▼❙❖▲❘© str✉❝t✉r❛❧
♠❡❝❤❛♥✐❝s ♠♦❞✉❧❡✮ ❛♥❞ ❞❡❢❡❝t ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❱✲❜✉tt ❛✉st❡♥✐t✐❝ ✇❡❧❞✳ ❆ss✉♠✲
✐♥❣ ❛ tr❛♥s✈❡rs❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧✱ t❤❡ ❙▼❆ ✇❡❧❞✐♥❣ ③♦♥❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶
✇❛s ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✐♥t♦ t❡♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❞♦♠❛✐♥s ♦❢ ❝♦♥st❛♥t ❝♦❧✉♠♥❛r✲❣r❛✐♥ ♦r✐✲
❡♥t❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❞♦♠❛✐♥ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t✇♦ s❡ts ♦❢
♣❛r❛♠❡t❡rs✿

• ❊❧❛st✐❝✐t② ❝♦♥st❛♥ts ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠

• ❖r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠s ✉s❡❞ t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ❝♦♥✲
st❛♥ts❀ t❤✐s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
❞❡✜♥❡❞ s✉❜✲❞♦♠❛✐♥✳
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❚♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ st✐✛♥❡ss ♠❛♣s✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t✿
✶✴ ❚❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐✲♣❛ss ✇❡❧❞s ❛r❡ tr❛♥s✈❡rs❡❧② ✐s♦tr♦♣✐❝✱
✇✐t❤ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛①✐s ❧②✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥
✷✴ ❚❤❡ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞
t❤❛t t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ✐s♦tr♦♣✐❝✳ ■t ✐s ❦♥♦✇♥
t❤❛t t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ str✐❝t❧② ✐♥❝♦rr❡❝t✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✇❡❧❞✐♥❣ ✇✐r❡ ♠♦✈❡s
❛❧♦♥❣ t❤❡ ✇❡❧❞ ❧✐♥❡✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❤❡❛t ✢♦✇ ❛♥❞ s♦❧✐❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛r❡ t✐❧t❡❞
s♦♠❡✇❤❛t ♦✉t ♦❢ t❤✐s ♣❧❛♥❡
✸✴ ❚❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s s✐♥❣❧❡ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ♦♥❧② ♦♥❡ ❝r②st❛❧ st✐✛♥❡ss t❡♥s♦r ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞
❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛❝r♦ss t❤❡ ✇❡❧❞
✹✴ ❚❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ st✐✛♥❡ss ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ✐ts ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇✐❧❧
✈❛r② ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤✳ ❚❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ t❤✐s ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥
t♦ t❤❡ ♣❧❛t❡ ♥♦r♠❛❧✱ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥✱ ✐s t❤❡ ♦♥❧② ♣❛r❛♠❡t❡r
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ st✐✛♥❡ss ♠❛♣✳

❚❛❜❧❡ ✶ ❧✐sts t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✸✶✻▲ st❛✐♥❧❡ss st❡❡❧ ✇❡❧❞✱ s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✳ ✶✱ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ✉❧tr❛s♦♥✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❡❧❛st✐❝ t❡♥s♦r ✐s ❡①♣r❡ss❡❞
✉s✐♥❣ t❤❡ ❱♦✐❣t ♥♦t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣❧❛♥❡ ✶✸ ❛s t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❧❛♥❡✳

❚❛❜❧❡ ✶✿ ❊❧❛st✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✭●P❛✮ ♦❢ t❤❡ ✸✶✻▲ st❛✐♥❧❡ss st❡❡❧ ✇❡❧❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ✉❧tr❛s♦♥✐❝
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❡❧❛st✐❝ t❡♥s♦r ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❱♦✐❣t ♥♦t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣❧❛♥❡ ✶✸ ❛s t❤❡ ♠❛✐♥
♣❧❛♥❡✳

C11 C12 C13 C22 C44

✷✹✸ ✶✸✼ ✽✹ ✷✶✷ ✶✷✷ ●P❛

Cinit =

















C11 C12 C13 0 0 0
C12 C22 C12 0 0 0
C13 C12 C11 0 0 0
0 0 0 C44 0 0
0 0 0 0 C11−C13

2 0
0 0 0 0 0 C44

















❚♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ ❡❛❝❤ ❛r❡❛✱ ❛ r♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♠❛tr✐① Cijkl✳

α =





cos θ sin θ 0
− sin θ cos θ 0

0 0 1





✷✳✷✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣

❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ ❬✶✻✱ ✶✼✱ ✶✽❪ ✐s ❛ r❡❝❡♥t ◆❉❊ ♠❡t❤♦❞ r❡❧❛t❡❞ t♦ t✐♠❡
r❡✈❡rs❛❧ ❛♥❞ ❛❞❥♦✐♥t ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♠❛❣❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s
♠❡❞✐❛✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢r♦♠ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ ✐♥✈❡rs❡ ❛❝♦✉st✐❝ ♦r ❡❧❛st✐❝ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❣❡♦♣❤②s✐❝s ❬✶✾✱ ✷✵✱
✷✶❪ ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❬✷✷✱ ✷✸✱ ✷✹✱ ✷✺❪✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♥s✐sts

✺



  

❚❛❜❧❡ ✷✿ ❖r✐❡♥t❛t✐♦♥ θ ✭◦✮ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥❛r ❣r❛✐♥s ❛♥❞ s♣❡❡❞ ♦❢ q✉❛s✐✲
❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ✇❛✈❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s s✉❜✲❞♦♠❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❞✳

❙❡❧❡❝t❡❞ ③♦♥❡ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻ ✼ ✽ ✾ ✶✵

❖r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ ✷✾◦ ✶✺◦ ✶✸◦ ✾◦ ✲✶✷◦ ✲✹✹◦ ✶✶◦ ✲✼◦ ✲✷✵◦ ✲✶✹◦

❙♦✉♥❞ s♣❡❡❞ (cp) ✺✾✻✷ ✺✺✸✷ ✺✹✻✸ ✺✸✸✶ ✺✹✷✾ ✻✶✽✼ ✺✸✾✺ ✺✷✼✸ ✺✼✵✷ ✺✹✾✽

✐♥ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s s②♥t❤❡t✐❝
❞❛t❛ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛✳ ■♥ t❤❛t ❛✐♠✱ ❛ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤
q✉❛♥t✐✜❡s t❤❡ ❣♦♦❞♥❡ss ♦❢ ✜t ❜❡t✇❡❡♥ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛ ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋ré❝❤❡t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✭✐✳❡✳ ❝♦st✲❢✉♥❝t✐♦♥ ❣r❛❞✐❡♥t✮✳
❯♥❞❡r t❤❡ ❇♦r♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❚❛r❛♥t♦❧❛ ❛♥❞ ◆♦rt♦♥ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t t❤❡
❋ré❝❤❡t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✱ ❜♦t❤ ✐♥ ❛ ✢✉✐❞ ♠❡❞✐✉♠ ❬✷✵✱ ✷✻❪ ❛♥❞ ✐♥
❛ s♦❧✐❞ ♠❡❞✐✉♠ ❬✷✼✱ ✷✽❪✱ ❜② ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
✇❛✈❡ ✜❡❧❞s✿ ♥❛♠❡❧②✱ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ u ❛♥❞ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ũ ✜❡❧❞s✳ ■t r❡❛❞s ✭❊✐♥st❡✐♥
s✉♠♠❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✮✿

∇mχ[m(x)] =

∫ T

0

Ωũj(x, T − t)Ωu0j(x, t)dt, ✭✶✮

✇❤❡r❡ Ω ✐s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦r ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ t②♣❡ ✭❞❡♥s✐t②✱ ❡❧❛st✐❝✲
✐t② ❝♦♥st❛♥ts✱ ❣r❛✐♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✮ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs m(x) ❛t ❡❛❝❤ ❧♦❝❛t✐♦♥
x✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ t❤❡ ❇♦r♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ u ✐♥s✐❞❡
t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❜❥❡❝t ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✜❡❧❞ u0 ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ s✉r✲
r♦✉♥❞✐♥❣ ♠❡❞✐✉♠✱ t❤❛t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❞❡❢❡❝t✲❢r❡❡✱ ✐♥✜♥✐t❡ ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✳
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❤❛r♠♦♥✐❝ ✇❛✈❡s✱ t❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❡✛❡❝t✐✈❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛st
✐s s♠❛❧❧ ❛♥❞ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✐s ♥♦t t♦♦ ❧❛r❣❡ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡
✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✳ ❚❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ❇♦r♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥
s❡❝t✐♦♥ ✽✳✶✵✳✶ ❬✷✾❪✳ ◆♦t✐♥❣ k t❤❡ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r✱ q t❤❡ ❝♦♥tr❛st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ |D|
t❤❡ d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r❡r ✭d = 2 ♦r 3✮✱ t✇♦ ❧✐♠✐ts ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✿

• ✐♥ t❤❡ ❧♦✇✲❢r❡q✉❡♥❝②✱ t❤❡ ❧♦♥❣✲✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❧✐♠✐t ✭✐✳❡✳ ✐❢ k|D|
1

d ≪ 1✮

k2|D|
2

d max
D

|q| ≪ 1

• ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝②✱ t❤❡ s❤♦rt✲✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❧✐♠✐t ✭✐✳❡✳ ✐❢ k|D|
1

d ≫ 1✮

k|D|
1

d max
D

|q| ≪ 1

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡✱ ✉♥❞❡r ❛ ❧♦✇✲❢r❡q✉❡♥❝② ❛ss✉♠♣✲
t✐♦♥✱ k|D|

1

d ≈ 0.1✱ ❝♦♥tr❛st ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✉♣ t♦ q = 102 ❛r❡ tr❛❝t❛❜❧❡✳ ❯♥❞❡r ❛

❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ k|D|
1

d ≈ 0.1✱ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t q < 10−2 s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②
❧✐♠✐ts t❤❡ ❇♦r♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t②✳

✻



  

❲❡ ❧♦♦❦❡❞ ❢♦r ❛ ♥♦♥✲✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ✢❛✇ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ❞♦♠❛✐♥
t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ✢❛✇ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❛t
✐s ❛❜❧❡ t♦ ❧♦❝❛❧✐③❡ ✐t ✉s✐♥❣ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ❛♣❡rt✉r❡✳ ■t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✸✵❪ t❤❛t ❛t ❤✐❣❤
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ s❡♥s✐t✐✈✐t② ✐s ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♥❡❛r✲
❜♦✉♥❞❛r② t❡r♠s✳ ❲❤❡♥ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ❧♦✇
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♣r❡❢❡rr❡❞✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ❇♦r♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ✐t ✇❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥tr❛st ❢✉♥❝t✐♦♥ q ❝❛♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②
❜❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ ✉♣ t♦ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ ♦❢ ❤❛❧❢ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✭❧♦✇✲
♣❛ss ✜❧t❡r✐♥❣✮✳ ❚❤❡ ❢✉❧❧✲❛♣❡rt✉r❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ ❬✸✶❪
|D|k4[q ∗ ψ2](x)✱ ✇❤❡r❡ ψ(x) = 4π sinc(k|x|) ✐s ❛♥❛❧②t✐❝ ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ❛♥❞ ∗ ✐s
t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝t✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐t ✐s ♥♦t t❤❡ ❝♦♥tr❛st ♦❜❥❡❝t q ✇❤✐❝❤
❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ ❜✉t ♦♥❧② ✐ts ✜❧t❡r❡❞ ✈❡rs✐♦♥ q ∗ ψ2✳ ❚❤✉s✱ ✉♥❧❡ss s♣❡❝✐✜❡❞✱
t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❝♦♥tr❛st ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✭✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✮ ✐s t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ ♦♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
t❤❡r❡❢♦r❡ ❛♥❛❧②t✐❝✳

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞②✱ ❛❝❝✉r❛t❡ ❞❡❢❡❝t ✭❤♦❧❡s ♦r ♦♣❡♥ ❝r❛❝❦s✮ ✐♠❛❣✐♥❣ ✐s
❛❝❤✐❡✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦st ❡✣❝✐❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡
t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ✭❜r♦❛❞✲❜❛♥❞ ✇❛✈❡s✮ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✭❝❢ ❊q✳ ✶✮✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱
t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋ré❝❤❡t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✜rst ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✐♥s♦♥✐❢②✐♥❣ ❛♥❞ ♠❡❛✲
s✉r✐♥❣ t❤❡ ❜r♦❛❞✲❜❛♥❞ r❡✢❡❝t✐✈✐t② r❡s♣♦♥s❡s ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥s♣❡❝t❡❞
♠❡❞✐❛ ✉s✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r tr❛♥s❞✉❝❡r ❛rr❛②✳ ■t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥✱ ✇❤❡♥ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ✇✐t❤
r❡✢❡❝t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ t❤❛t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥
✐s t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ✇❛✈❡ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ✭tr❛♥s✈❡rs❡✮ ✐s♦tr♦♣② ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢
t❤❡ s✉❜✲r❡❣✐♦♥s✱ t❤❡ ✇❛✈❡ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

Zp(x) = ρ(x)cp(x) =
√

ρ(x)(λ(x) + 2µ(x)), ✭✷✮

✇❤❡r❡ λ ❛♥❞ µ ❛r❡ ▲❛♠é ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ cp ✐s t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✇❛✈❡s ❛♥❞ ρ
✐s t❤❡ ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤✉s✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❞❡♥s✐t② ρ✱ t❤❡ ❋ré❝❤❡t
❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ✇❛✈❡ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐s ❧✐♥❡❛r❧②
r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❋ré❝❤❡t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✜rst ▲❛♠é ♣❛r❛♠❡t❡r✿

∇Zp
χ[m(x)] = 2cp(x) ∇λ χ[m(x)]. ✭✸✮

❚❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✜rst ▲❛♠é ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s t❤❡ ❞✐✲
✈❡r❣❡♥❝❡ ♦♣❡r❛t♦r✱ Ωλ = ∇. ❬✷✶❪✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❣r❛✐♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❧❡ss t❤❛♥ ✹✺◦

✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✷✮✱ δcp(x)/cp(x) < 12% ✭✇✐t❤ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❧❡ss t❤❛♥ ✺✳✺%✮✳
❚❤✉s✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❛s ❛ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❤❛t cp(x) ≈ cste✳ ❆ r♦❜✉st r❡♣r❡s❡♥✲
t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋ré❝❤❡t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ❬✶✼❪ ❞❡✜♥❡❞
❛s✿

TE(x) =

∫ T

0

|∇.ũ(x, T − t)| |∇.u0(x, t)| dt. ✭✹✮

❚❤✐s t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ♠❡t❤♦❞ ✭❚❊▼✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛❝♦✉st✐❝
❛♥❞ ❡❧❛st✐❝ ✇❛✈❡s ❬✸✷✱ ✶✼✱ ✸✸❪✱ ✇✐t❤ ❞✐s♣❡rs✐✈❡ ✇❛✈❡s ❬✶✽❪ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝
✇❛✈❡s ❬✸✹❪✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❤✐❣❤❧✐❣❤ts ❞❡❢❡❝ts ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s r❡❧❡✈❛♥t
❞✐st✐♥❝t✐♦♥s ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s t♦

✼



  

❛♣♣❧② t❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐♥ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ♠❡❞✐✉♠ ❛r✐s❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ❛❞❥♦✐♥t ✜❡❧❞s ♦❝❝✉r ❛♥❞ ♠❛② ❝♦❡①✐st ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s ❛♥❞ ❧♦❝❛✲
t✐♦♥s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ s♣✉r✐♦✉s
❛rt✐❢❛❝ts✳

❚❤✐s ✐ss✉❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❞r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✐♥ ❛ r❡❝❡♥t st✉❞② ❬✸✺❪ ✇❤❡r❡
t✇♦ ♠♦❞✐✜❡❞ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡♥❡r❣✐❡s ✇❡r❡ ❞❡r✐✈❡❞❀ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ s❡❧❡❝ts t❤❡ r❡❧❡✲
✈❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ✭❤♦❧❡ ♦r s❧✐t✮ t♦ ❛♥❛❧②③❡✳ ❇② ♠♦❞✐❢②✐♥❣
t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t ✉♥✇❛♥t❡❞
❛rt✐❢❛❝ts ❞✉❡ t♦ r❡✢❡❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❡❞❣❡s ❝❛♥ ❜❡ t♦t❛❧❧② r❡♠♦✈❡❞✳ ❚❤✐s ❣r❡❛t❧②
✐♠♣r♦✈❡s ❤♦❧❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ ❛ st❛✐♥❧❡ss st❡❡❧ ✭❤♦♠♦✲
❣❡♥❡♦✉s✮ ❜❧♦❝❦✳ ❚♦ s✉♣♣r❡ss t❤❡s❡ r❡✢❡❝t✐♦♥s✱ ❉✐r✐❝❤❧❡t ♦r ◆❡✉♠❛♥♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❡r❡ ✐♥ t✉r♥s ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ r❡✢❡❝t✐♦♥✲❢r❡❡ ❛❞❥♦✐♥t ✜❡❧❞
ũΣ✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛❞❥♦✐♥t ✜❡❧❞ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛ ❢r❡❡✲s♣❛❝❡ ❞✐r❡❝t ✜❡❧❞
uΣ✮✱ ❛s t❤❡ s✉♠✿

ũΣ(x, t) =
ũD(x, t) + ũN (x, t)

2
. ✭✺✮

✇❤❡r❡ t❤❡ s✉❜s❝r✐♣ts D ♦r N ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✭◆❡✉♠❛♥♥ ♦r ❉✐r✐❝❤❧❡t✮
❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♣♣❧✐❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ♦r ✐♥❝✐❞❡♥t ✜❡❧❞s✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ s❝❛tt❡r✐♥❣ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ ✐s ❞❡r✐✈❡❞✿

TEΣΣ(x) =

∫ T

0

|∇.ũΣ(x, T − t)| |∇.uΣ(x, t)| dt. ✭✻✮

❚❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ ✇❛s s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② t❡st❡❞ ✭♦♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❞
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡❝t ❛♥❞ t♦ s✐③❡ s❡✈❡r❛❧ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ s❧✐ts✳

◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♠❡❞✐✉♠ s✉❝❤ ❛s ❛ ✇❡❧❞✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡
q✉❛❧✐t② ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❡❣r❛❞❡s r❛♣✐❞❧② ❛s t❤❡ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ❞❡♣t❤ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❆t ❛ ❣✐✈❡♥
♠✐❞❞❧❡ ❞❡♣t❤✱ t❤✐s ✐s ♠❛♥✐❢❡st❡❞ ❜② ❤♦❧❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ r❡♥❞❡r✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
t❤❛t ✐s ❤✐❣❤❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ✢❛✇ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✇❡❧❞✳ ❆t ❞❡❡♣❡r ❧♦❝✉s✱ t❤❡
❞❡❢❡❝t ❝❛♥♥♦t ❡✈❡♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r s✉❝❤ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ✐s ❛♥❛❧②③❡❞
❤❡r❡❛❢t❡r ❛♥❞ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s ✐ss✉❡ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✳

✷✳✸✳ ❖r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥tr❛st ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥

▲❡t ✉s ✜rst ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦♦r ❝♦♥tr❛st ♦❜s❡r✈❡❞ ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ♦♥
❋✐❣✳ ✻✮ ✇❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♠❡❞✐✉♠✳ ❆
♣♦✐♥t s♦✉r❝❡ ❛t ❧♦❝❛t✐♦♥ xs tr❛♥s♠✐ts t❤❡ s❛♠❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✇❛✈❡ ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡
❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❡❞ ♠❡❞✐❛✳ ❆❢t❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ♣❛✐rs ♦❢ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞
♦♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ N r❡❝❡✐✈✐♥❣ ♣♦✐♥ts {xr, r = 1, ..., N} ❛♥❞ t❤❡ r❡s✐❞✉❡ ✐s ❝❛❧✲
❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ r❡❝❡✐✈❡r✳ ❚❤❡ ❞❡❢❡❝t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ♣✉♥❝t✉❛❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥
✇✐t❤ ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❢♦r♠ ❢✉♥❝t✐♦♥ Vd ❛t ❧♦❝❛t✐♦♥ ①d✳ ❚❤✉s✱ ✐t ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s
Vdδ(x − xd) ✇✐t❤ Vd = 1 ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❚❤❡ r❡s✐❞✉❡ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✇❛✈❡s
t❤❛t ✉♥❞❡r❣♦ s✐♥❣❧❡ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✈❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ✐♥t❡r❛❝t❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✳

❲❤❡♥ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ✐s ❛ss✉♠❡❞ st❛t✐♦♥❛r②✱ t❤❡ r❡s✐❞✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s
❢♦❧❧♦✇s✿
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∆u(xr, t) = g(xr, t|xd) ∗

[

+∞
∑

m=0

g(xd, t|xd)
∗m

]

∗ g(xd, t|xs) ∗ φ(xs, t), ✭✼✮

✇❤❡r❡ t❤❡ s✐❣♥ ∗ st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝t ❛♥❞ f(t)∗m r❡❢❡rs t♦ f
❝♦♥✈♦❧✉t❡❞ m t✐♠❡s✳ ❚❡r♠ φ(xs, ts) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ g(x, t|xs, ts) ✐s
t❤❡ ❢✉❧❧ ●r❡❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ♠❡❞✐✉♠✳ ❆❧❧ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤
t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛♥❞ ♠❡❞✐✉♠ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤✐s ●r❡❡♥
❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♠t❤ ♦r❞❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ ✇❛✈❡ ✇✐t❤
t❤❡ ❞❡❢❡❝t✳

❆❞❥♦✐♥t ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ✜❡❧❞ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✲r❡✈❡rs❡❞
r❡s✐❞✉❡ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡rs✿

ũ(x, t) =

N
∑

r=1

∫ T

0

g(x, t|xr, tr)∆u(xr, T − tr) dtr. ✭✽✮

❇② s✉❜st✐t✉t✐♥❣ ✼ ✐♥t♦ ✽✿

ũ(x, t) =

N
∑

r=1

∫ T

0

g(x, t|xr, tr)g(xr, T − tr|xd) dtr ✭✾✮

∗

[

+∞
∑

m=0

g(xd, t|xd)
∗m

]

∗ g(xd, t|xs) ∗ φ(xs, t).

■♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❘❍❙ ✭m = 0✮ ❡q✉❛❧s t♦✿

N
∑

r=1

∫ T

0

g(x, t|xr, tr)g(xr, T − tr|xd) dtr

∗g(xd, t|xs) ∗ φ(xs, t), ✭✶✵✮

❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ ❛♥❞ r❡✢❡❝t❡❞ ✇❛✈❡s ✐♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ♠❡❞✐✉♠ D
✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ♣❧❛t❡✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❜❛❝❦✲♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡rs
❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t ❛ ♣♦✐♥t x✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ m = 0✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ ✜❡❧❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✳ ■❢ ❛ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ s♦✉r❝❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱
φ(xs, t) = δ(x − xs)δ(t)✱ ❊q✳ ✶✵ ✐s t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ t❤❛t
r❡❛❝❤❡s ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❛t t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✬s ❧♦❝❛t✐♦♥ x = xd ❛♥❞ ❛t t✐♠❡ t =

T − |xd−xs|
c

✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r t❡r♠s ♦❢ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✼ ❛r❡ ♠❛①✐♠✐③❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡
❧♦❝❛t✐♦♥ ❜✉t ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s✳ ❚❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ✭❊q✳ ✹✮ ✐s ✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥
❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❧♦❝❛t✐♦♥✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❤❡t✲
❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♠❡❞✐❛✱ ❧❡t ✉s r❡❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ t❤❛t

✾



  

❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ●r❡❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣✉♥❝t✉❛❧ s♦✉r❝❡ xs ❛♥❞ t❤❡
♣✉♥❝t✉❛❧✲❞❡❢❡❝t ❧♦❝❛t✐♦♥ xd ✉♥❞❡r t❤❡ ❢♦r♠✿

g(xd, t|xs) =

Q(T )
∑

j=1

gdjδ(t− Θj), ✭✶✶✮

✇❤❡r❡ gdj st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ✇❛✈❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ✭r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡
✈❛r✐♦✉s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s✱ t❤❡ ✇❛✈❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥✱ ❡t❝✮ ❡✈❛❧✉✲
❛t❡❞ ❛t xd ❛t t❤❡ t✐♠❡ Θj ✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ r❛②✲♣❛t❤s✱ t❤❡ tr❛✈❡❧✲t✐♠❡s Θj

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛r❡ ♦r❞❡r❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡s
♦❢ t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t j✳ Q(T ) ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡♣❧✐❝❛ ✐♠♣✐♥❣✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞❡❢❡❝t
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞✉r❛t✐♦♥ T ✳

❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳ ✶✵✱ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ✜❡❧❞ ❝❛♥ ❜❡ r❡s✉♠❡❞ ❛s
❢♦❧❧♦✇s✿

v(x, t) =

N
∑

r=1

Q(T )
∑

j=1

gdjΛr,j(x, t− T + Θj) ∗ φ(xs, t)

= Λ
◆✱❚

(x, t) ∗ φ(xs, t), ✭✶✷✮

✇❤❡r❡

Λr,j(x, t) =

∫ T−Θj

−Θj

g(xr, τr|x, 0)g(xr, τr − t|xd, 0) dτr ✭✶✸✮

✐s t❤❡ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ●r❡❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s g(xr, t|x, 0) ❛♥❞
g(xr, t|xd, 0)✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥

Λ
◆✱❚

(x, t) =

N
∑

r=1

Q(T )
∑

j=1

gdjΛr,j(x, t− T + Θj) ✭✶✹✮

❛♣♣❡❛rs ❛s t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥t s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱
✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✭❣❛✐♥ ❛♥❞ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t✮ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts gdj ♦❢ t❤❡
r❛②✲♣❛t❤ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❤❡♥ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ❛
✜♥✐t❡ tr❛♥s❞✉❝❡r ❜❛♥❞✇✐❞t❤✱ ❛♥ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♣❛tt❡r♥ ✐s ❝r❡❛t❡❞ t❤❛t ♣r❡s❡♥ts ❝♦♥✲
str✉❝t✐✈❡ ♦r ❞❡str✉❝t✐✈❡ ♣❛tt❡r♥s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ x✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱
t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❡♥❡r❣② t❤❛t ✐s ❜❛❝❦✲❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ✐s ❤✐❣❤❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥
t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✐①❡❧ ✭♦r ✈♦①❡❧✮ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ✐❢ t❤❡ s♣❛t✐❛❧
❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r❡rs ✐s ❤✐❣❤ ❛♥❞✴♦r t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ✐s s❤♦rt ✇✐t❤ r❡✲
s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✱ t❤❡♥ s♣❡❝❦❧❡ ♥♦✐s❡ ❝❛♥ ❞❡✈❡❧♦♣✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱
✐❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ✐s ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✐♥t♦ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s s✉❜✲r❡❣✐♦♥s✱ t❤❡♥ t❤❡
♠❡❞✐✉♠ ♣r❡s❡♥ts ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✇❤♦s❡ ❞❡❧❡t❡r✐♦✉s ❡✛❡❝ts ✭r❛② s♣❧✐t✲
t✐♥❣ ❛♥❞ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥✮ ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ❞❡♣t❤✳ ■❞❡❛❧❧②✱ Q(T ) ✇♦✉❧❞
r❡❞✉❝❡ t♦ ♦♥❡ s✐♥❝❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ♦♥❧② t❤❡ ✇❛✈❡ s❝❛tt❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡❢❡❝t ♣r♦♣❛❣❛t❡s
❛♥❞ ♥♦ ❞❡str✉❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s ❡①✐st✳ ❚❤✐s ✐s ♣r❡❝✐s❡❧② ✇❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞
✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✳

✶✵



  

❚❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ✇❛② t♦ ❧♦✇❡r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❛② ♣❛t❤s Q(T ) ❝r♦ss✐♥❣ t❤❡ ❞❡❢❡❝t
✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❧✐♠✐t t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t s♦✉r❝❡ ✭✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❝♦♥st✐✲
t✉t❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❜❡ tr❛♥s❞✉❝❡rs✮ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❢❡❝t t♦ ❛ ❢❡✇ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s✳ ❲❤✐❧❡ t❤✐s
s❡❡♠s✱ ❛t ✜rst ❣❧❛♥❝❡✱ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✉♥r❡❛❧✐st✐❝ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ t✐♠❡✲r❡✈❡rs❛❧ ♣r✐♥✲
❝✐♣❧❡ ✐♥ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝✐t② t❤❡♦r❡♠ ♦✛❡rs ❛♥ ❡❧❡❣❛♥t ✇❛② t♦ ❝r❡❛t❡
s✉❝❤ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ s♦✉r❝❡ ♦❢ ❛r❜✐tr❛r② s❤❛♣❡ ❛♥❞ ✇❛✈❡❢♦r♠ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✳

■♥✲❞❡♣t❤ s♦✉r❝❡ s②♥t❤❡s✐s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s✱ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ s♦✉r❝❡ ✐s ✈✐rt✉✲
❛❧❧② ❛❝t✐✈❛t❡❞ ✭♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✮ ❛t t❤❡ ❧♦❝✉s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠❀
❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♠❛② ❜❡ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ ❛ s❡♥s✐t✐✈❡ r❡❣✐♦♥ ❤✐❣❤❧② s✉s♣❡❝t❡❞
t♦ ❤♦st ✢❛✇s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ✇❡❧❞ s♦❧✐❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ ❜✉rst ✇❛✈❡ t❤✉s
❝r❡❛t❡❞ ❛t t✐♠❡ t = 0 ✈✐rt✉❛❧❧② ♣r♦♣❛❣❛t❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡
❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞ ❛rr✐✈❡❞ ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡rs✬ ❧♦❝❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ✐t ✐s ❛❝✲
q✉✐r❡❞ ❛♥❞ st♦r❡❞ ❢♦r ❛ ❞✉r❛t✐♦♥ Υ✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡✲r❡✈❡rs❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦♥
❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t❛r② s✐❣♥❛❧s sv,r(t) ✭✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❛ ♣r❡ss✉r❡ ✇❛✈❡ sv,r(Υ− t) ✐s tr❛♥s✲
♠✐tt❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ♣✐❡③♦✲❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❡✮✱ t❤❡ ❜❛❝❦✲❢♦❝✉s✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❡♥❛❜❧❡s
♦♥❡ t♦ s②♥t❤❡s✐③❡ ❛ r❡❛❧ ✭♣❤②s✐❝❛❧✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ s❧✐❣❤t❧② ❞❡❣r❛❞❡❞✮ ❝♦♣② ♦❢ t❤❡ ✐♥✐✲
t✐❛❧ ✈✐rt✉❛❧ ✇❛✈❡✳ ❚❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧✲✇❛✈❡ ❛✈❛t❛r ♣r❡s❡♥ts ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s
r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ s✐③✐♥❣ ♦❢ ❛ s✉s♣❡❝t❡❞ ❞❡❢❡❝t✳ ❋♦r
✐♥st❛♥❝❡✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❛t ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ♦❢ ❧✐♠✐t❡❞ ✇❛✈❡❢r♦♥t s✉♣♣♦rt ❛♥❞
♦❢ ❝♦♥st❛♥t ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✭❛❧♦♥❣ t❤❛t s✉♣♣♦rt✮ ✇❛s ❣❡♥❡r❛t❡❞ s♦ t❤❡ ❤♦❧❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✳ ❋✐❣✉r❡ ✷ s❤♦✇s t❤❡ ✢♦✇ ❝❤❛rt
♦❢ t❤❡ ❢♦❝✉s❡❞ ❛❞❥♦✐♥t ♠❡t❤♦❞ ✭❋❆▼✮ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣r✐s❡s t✇♦ ♠❛✐♥
♠♦❞✉❧❡s✳ ❖♥ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛rt✱ t❤❡ ✐♥✲❞❡♣t❤ s♦✉r❝❡ s②♥t❤❡s✐s ♠♦❞✉❧❡
✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦♥❝❡ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ s♦✉r❝❡ ✐s ❛❝t✐✈❛t❡❞✱ ❛❧❧ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts
♦❢ t❤❡ tr❛♥s❞✉❝❡r r❡❝❡✐✈❡ t❤❡ ✇❛✈❡s ❛❢t❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✭♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✮ ✐♥ t❤❡
✇❡❧❞✳ ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ❤❛s ❜❡❡♥ s✐♠♣❧✐✜❡❞ t♦ t❡♥ ❤♦♠♦❣❡✲
♥❡♦✉s s✉❜✲r❡❣✐♦♥s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❛✈❡r❛❣❡ ❣r❛✐♥✲♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡s✳ ❚❤❡s❡ ♠❡❛♥
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ♥❛t✉r❛❧❧② ❛✛❡❝t t❤❡ ❧♦❝❛❧ cijkl ♠❛tr✐① ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ ❡♥❡r❣②
♣❛t❤s ❢♦❧❧♦✇❡❞✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❛♥❞ s❤❡❛r ✇❛✈❡s ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢
t❤❡s❡ r❡❣✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ♠✉❧t✐✲❡❧❡♠❡♥t s✐❣♥❛❧s ❝♦♥t❛✐♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡✴s❤❡❛r ♠♦❞❡s ❝♦♥✈❡rs✐♦♥s ❛♥❞
♣❛t❤✇❛②✮ ❛♥❞ ❢♦r♠ t❤❡ s✐♥♦❣r❛♠✳ ❇② t✐♠❡ r❡✈❡rs✐♥❣ t❤✐s s✐♥♦❣r❛♠✱ t❤❡ ♥❡✇
♣❤②s✐❝❛❧ s♦✉r❝❡ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♣❧❛❝❡❞ ❛♥②✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ❛♥❞
❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✢❛✇✳ ❙✐♥❝❡ ❛❧❧ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s t❤❛t
❛✛❡❝t t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ ✇❛✈❡s ❛r❡ ✐✮ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛♥❞ ✐✐✮
♥❛t✉r❛❧❧② ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❜❛❝❦✲❢♦❝✉s✐♥❣✱ ❛❧❧ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s♦✉r❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s
❝❛♥ ❜❡ r❡tr✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ ❛ r❛t❤❡r ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡
❢♦r✇❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✇❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✭st❛♥✲
❞❛r❞ ✭❊q✳ ✹✮ ♦r s❝❛tt❡r✐♥❣ ✭❊q✳ ✻✮ ✮ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❬✸✺❪ ❞❡s❝r✐❜❡❞
♦♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛rt✳ ❚❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ✐♥s♣❡❝t❡❞ ♠❡❞✐❛ ❛r❡ ✐♥s♦♥✐✲
✜❡❞ ❜② ❛ ❧✐♥❡❛r tr❛♥s❞✉❝❡r ❛rr❛②✳ ❊❛❝❤ ♣♦✐♥t s♦✉r❝❡ ❛t ❧♦❝❛t✐♦♥ xs tr❛♥s♠✐ts
❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✇❛✈❡ t♦ ❜♦t❤ ♠❡❞✐❛✳ ❙✐❣♥❛❧s ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥ N r❡❝❡✐✈✐♥❣ ♣♦✐♥ts
{xr, r = 1, ..., N} ❛❢t❡r ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ♠❡❞✐❛✳ ❚❤❡ r❡s✐❞✉❡ ❛t t❤❡
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r❡❝❡✐✈❡rs ∆u(xr, t) ✐s t❤❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s✿

∆u(xr, t) = u0(xr, t) − uobs(xr, t), ✭✶✺✮

✇❤❡r❡ u0 ❛♥❞ uobs ❛r❡ t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉♥✲
♣❡rt✉r❜❡❞ ❛♥❞ ✐♥s♣❡❝t❡❞ ♠❡❞✐❛ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ t✐♠❡✲r❡✈❡rs❡❞ r❡s✐❞✉❡ ✐s ❛♥
✉❧tr❛s♦♥✐❝ s✐❣♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❜❛❝❦✲
❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ❞❡❢❡❝t✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡✐t❤❡r st❛♥❞❛r❞ ♦r s❝❛tt❡r✐♥❣ t♦♣♦✲
❧♦❣✐❝❛❧ ❡♥❡r❣✐❡s ♣r♦✈✐❞❡s ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t s✐❣♥❛t✉r❡✳

■♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ t❤❡ ✐♥✲❞❡♣t❤
s♦✉r❝❡ s②♥t❤❡s✐s ✇✐t❤✐♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♠❡❞✐❛✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✉s✐♥❣
❛ r❡❞✉❝❡❞✲❛♣❡rt✉r❡ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤❡ ✉♣♣❡r ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❜✉tt ❥♦✐♥t ✇❤✐❝❤ ❡♥❝♦♠✲
♣❛ss❡s ✹✵ ♦❢ t❤❡ ✻✹ tr❛♥s❞✉❝❡r ❡❧❡♠❡♥ts ✭t❤❡ ✐♥t❡r✲❡❧❡♠❡♥t ♣✐t❝❤ ❡q✉❛❧s t♦ ✵✳✽
♠♠✮✳ ❋✐rst❧②✱ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❡♥❡r❣② ✢♦✇ ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐♠♣✉❧s✐✈❡ ♣❧❛♥❡
✇❛✈❡ ✇✐t❤ ❛ ❝❡♥tr❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ fcentral ❂ ✷✳✶ ▼❍③✱ ✭❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ ✶✳✻ ▼❍③
❛t ✲✻ ❞❇✱ fmax❂ ✷✳✾ ▼❍③✮✳ ❚❤❡ s✐❣♥❛❧✱ s❛♠♣❧❡❞ ❛t ✸✾✱✶✼ ▼❍③✱ ✐s ❛♥❛❧②t✐✲
❝❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❡♥✈❡❧♦♣ ✭✇✐t❤ ❛ ❋❲❍▼ ❡q✉❛❧s t♦
✶✴[2.fcentral] ✮ ❛♥❞ t❤❡ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ s✐❣♥❛❧✱ sin(2π.fcentral.t)✳
❚❤❡ ♠❡s❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ❝♦rr❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ s❧♦✇❡st ✇❛✈❡ s♣❡❡❞ ✭t❤❡ s❤❡❛r
✇❛✈❡ s♣❡❡❞✱ cs = 3137 ♠✴s✮❀ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♠❡s❤ ❡❧❡♠❡♥t s✐③❡ ♦❢ ✵✳✶✽ ♠♠ ✐s ❧❡ss
t❤❛♥ λ/6✱ ✇❤❡r❡ λ = cs/fmax✳
❚✇♦ ✸✶✻▲ st❛✐♥❧❡ss st❡❡❧ ♣❧❛t❡s ♦❢ ✹✵ ♠♠ t❤✐❝❦ ✇❡r❡ ❛ss❡♠❜❧❡❞ ❜② t❤❡ ✇❡❧❞
❥♦✐♥t✳ ❚❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ♠❡t❛❧ ✇❛s ρ = 7942 ❦❣✳♠✲✸✱ P♦✐ss♦♥✬s r❛t✐♦ ❛♥❞
t❤❡ ❨♦✉♥❣✬s ♠♦❞✉❧✉s ✇❡r❡ ν = 0.28 ❛♥❞ E = 200.8 ●P❛✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✇❡❧❞❡❞ ❜❛r ✇❛s ✐♥s♣❡❝t❡❞ ✐♥ ❛✐r ❜② ❝♦♥t❛❝t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❛❧❧
❞❡❢❡❝ts ✇❡r❡ ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ ❛✐r ✭❢r❡❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✮✳

◆♦t❛✿ ■♥ t❤❡ ✜❣✉r❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡❛❢t❡r✱ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❛♣❡rt✉r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡
♣❧❛♥❡✲✇❛✈❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ r❡❞✱ t❤❡ ❛♣❡rt✉r❡ ✉s❡❞ t♦ ❛❝q✉✐r❡ ❛♥❞
❜❛❝❦✲❢♦❝✉s t❤❡ r❡s✐❞✉❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❣r❡❡♥✱ t❤❡ ❛♣❡rt✉r❡ ✉s❡❞ t♦ s②♥t❤❡s✐③❡ t❤❡
✐♥✲❞❡♣t❤ s♦✉r❝❡ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ♠❛✉✈❡ ❝♦❧♦r✳

✸✳ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✸❛ s❤♦✇s t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✲❡♥❡r❣② ✢♦✇ ✭✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♦✈❡r t✐♠❡✮ tr❛♥s♠✐tt❡❞
❢r♦♠ ❛ r❡❞✉❝❡❞✲❛♣❡rt✉r❡ ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ t❤❡ t♦♣✲❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❞ r❡❢❡r❡♥❝❡❞ ❉✼✶✼❈✳
❲❤✐❧❡ ❛ r❡❞✉❝❡❞✲❛♣❡rt✉r❡ ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞✱ t❤❡ ❣r❛✐♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s
t❤❛t ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞❡♣♦s✐t❡❞ ❡♥❡r❣② ✐s r❡❧❡❛s❡❞ ✭✐✳❡✳ ❧♦st✮ ❢r♦♠ t❤❡
✇❡❧❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✇❡❧❞ ✐s ✐rr❡❣✉❧❛r✳ ❇②
❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ s♦✉r❝❡ s②♥t❤❡s✐s ✭❝❢✳ ❋✐❣✳ ✸❜✮✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✢♦✇ ♣❛t❤ ✇❛s ♠♦❞✐✜❡❞❀
✐✮ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♣♦s✐t ❛t t❤❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ ❧✐♥❡ ✇❛s ❣r❡❛t❧② ❡q✉❛❧✐③❡❞✱ ✐✐✮ t❤❡ ❡♥❡r❣②
❧❡❛❦ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❞ s♣♦t ✇❛s ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞✳ ❚❤✐s ♠❛❞❡ ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡
t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛♥♦♠❛❧✐❡s ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡✳

❚✇♦ ❞❡❢❡❝ts ✇❡r❡ ♣❧❛❝❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❝❛t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣②
♣❛t❤✱ ✐♥s✐❞❡ ✇❡❧❞ ❉✼✶✼❈✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣❧❛♥❡✲✇❛✈❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ❜② t❤❡
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❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡♥❡r❣② ✢♦✇ ♣❛t❤ ✐♥ ❜♦t❤✿ ❛✮ ♣❧❛♥❡✲✇❛✈❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✭r❡❞✉❝❡❞
❛♣❡rt✉r❡ ❝♦❧♦r❡❞ ✐♥ r❡❞✮✱ ❜✮ t✐♠❡✲r❡✈❡rs❡❞ s❡❧❡❝t✐✈❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✭❢✉❧❧ ❛♣❡rt✉r❡ ♠❛r❦❡❞
✐♥ ♠❛✉✈❡ ❝♦❧♦r✮

♣r♦❜❡✳ ❚❤❡ ❤♦❧❡ ✇❛s ❡✐t❤❡r ♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✢♦✇ ♣❛t❤ ♦r ❢❛r ❛✇❛②
❢r♦♠ ✐t✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❛s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥✲❞❡♣t❤ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡
s②♥t❤❡s✐s ❛♥❞ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡s ✇❡r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✹❛✱ t❤❡ ❤♦❧❡ ♣❧❛❝❡❞
✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤✲❡♥❡r❣② ③♦♥❡ ✭r✐❣❤t s♣♦t ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✮ ✇❛s ❝❧❡❛r❧② ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ r❡❧❛t✐✈❡
t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡❢❡❝t ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ✧❞❛r❦ ③♦♥❡✧ ✭❧❡❢t s♣♦t ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✮✱ ✇❤✐❝❤
✇❛s ❛❧♠♦st ✻❞❇ ❧❡ss ♣♦✇❡r❢✉❧ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ t✇♦ ❤♦❧❡s ✇❡r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❋❆▼ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹❝ r❡✈❡❛❧s ❜♦t❤ ❞❡✲
❢❡❝ts ✐♥ t❤❡ ✇❡❧❞ ✇✐t❤ ✐♥t❡♥s✐t② ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❧❡ss t❤❛♥ t♦ ✷❞❇✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
③♦♦♠❡❞ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ♦♥ ❋✐❣✳ ✹❜ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✹❞✳

❋✐❣✉r❡ ✻ s❤♦✇s t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♣❧❛♥❡✲✇❛✈❡
s✉♣♣♦rt ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛t ❛ ❞❡♣t❤ ♦❢ ✷✹♠♠ ✐♥ t❤❡ ❉✼✶✼❈✲✇❡❧❞✳ ❋✐❣✳ ✼ s❤♦✇s t❤❛t
❜② s②♥t❤❡s✐③✐♥❣ ❛♥ ✐♥✲❞❡♣t❤ s♦✉r❝❡✱ ❛ ✶✺×✵✳✶✵ ♠♠2 ❝r❛❝❦ ✐s ❝❧❡❛r❧② ❞❡t❡❝t❡❞ ♦♥
t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ✭❝❢✳ ❋✐❣✳ ✺✮ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ✐s
tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❜② t❤❡ ♠✉❧t✐✲❡❧❡♠❡♥t tr❛♥s❞✉❝❡r ❢r♦♠ t❤❡ t♦♣ s✉r❢❛❝❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱
❛♥ ❡①tr❛ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ s✐♠♣❧❡ ❤♦❧❡ ♦❢ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
❞✐❛♠❡t❡r ✭φ ❂ ✵✳✶ ♠♠✮ ♣❧❛❝❡❞ ❛t t❤❡ t✐♣ ❝r❛❝❦ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❤♦s❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧
✐♠❛❣❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✽✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ ❋✐❣✳ ✼ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✽✱ t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡s ♦❢ ❜♦t❤
❞❡❢❡❝ts ❛r❡ ❝❧❡❛r❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡❀ ❛♥ ❛r❡❛ ♦❢ ❤✐❣❤ ✐♥t❡♥s✐t② ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛t t❤❡
♥♦t❝❤✲❢♦♦t r❡❣✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥❝❧✐♥❡❞ tr❛✐❧ ✐s ✈✐s✐❜❧❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦✳
❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ t❤❡ s❧✐❣❤t ❞r✐❢t ♦❢ t❤✐s tr❛✐❧ ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
✐♥ t❤❛t s✉❜✲r❡❣✐♦♥✳

■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ✉♣♦♥ t❤❡ ❛s✲
s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ r❡❝✐♣r♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❢❛✐❧s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝❡r✲
t❛✐♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✸✻❪ ❢♦r ♥♦♥r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❛❝♦✉st✐❝s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱
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❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡s✿ ❛✮ ♣❧❛♥❡✲✇❛✈❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✭✉s✐♥❣ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞
❛♣❡rt✉r❡ ❝♦❧♦r❡❞ ✐♥ r❡❞✮✱ ❜✮ ▼❛❣♥✐✜❡❞ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ③♦♥❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❝✮t✐♠❡✲r❡✈❡rs❛❧ ❢♦❝✉s❡❞ ❡①❝✐✲
t❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢✉❧❧ ✭♠❛✉✈❡✮ ❛♣❡rt✉r❡✱ ❞✮ ▼❛❣♥✐✜❡❞ ✈✐❡✇ ♦❢ ❝✮✳ ❚❤❡ r❡s✐❞✉❡ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧
♠❡t❤♦❞s ✐s ❛❝q✉✐r❡❞ ❛♥❞ ❜❛❝❦✲❢♦❝✉s❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢✉❧❧ ✭❣r❡❡♥✮ ❛♣❡rt✉r❡✳
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♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ❛t ❛ ✷✹✲♠♠ ❞❡♣t❤
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t✐♦♥s ❛s ❋✐❣✳ ✻✮
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❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❍♦❧❡ ♦❢ ❛ ✶✵✵✲µ♠ ❞✐❛♠❡t❡r ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ t✐♣ ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❝✉s❡❞
❛❞❥♦✐♥t ♠❡t❤♦❞ ✭s❛♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛s ❋✐❣✳ ✻✮
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t❤❡ ❡♥❡r❣② ✢♦✇ ❞✐✛❡rs ❜❡t✇❡❡♥ ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ❜❛❝❦✇❛r❞ ♣❛t❤s✳ ❆s ❢❛r ❛s t❤❡
❉✼✶✼❈✲✇❡❧❞ ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸❜ t❤❛t ❡♥❡r❣② ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥
♦❝❝✉rs ✐♥ s✉❜✲r❡❣✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ✼❀ ❛❢t❡r ✐♠♣✐♥❣❡♠❡♥t ♦♥ t❤❡ s✉❜✲r❡❣✐♦♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱
❛♥ ✐♥❝✐❞❡♥t ✇❛✈❡ ✐s r❡✢❡❝t❡❞ ❛♥❞ ❜♦✉♥❝❡s ✉♣ ❛♥❞ ❞♦✇♥ ♦♥ t❤❡ t♦♣✲❝♦r♥❡r s✐❞❡s
t❤❛t ❜❡❤❛✈❡ ❧✐❦❡ ❛ s♦✉♥❞ tr❛♣✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝✐t② t❤❡♦r❡♠ ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❧②
❛♥❞ ❛rt✐❢❛❝ts ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❞✉❝❡❞✳

✹✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

■t ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r t❤❛t ✇✐t❤✐♥ ❤❡t❡r♦❣❡✲
♥❡♦✉s ♠❡❞✐❛ s✉❝❤ ❛s ✇❡❧❞s✱ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ✜❡❧❞ ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❋ré❝❤❡t ❞❡r✐✈❛✲
t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐s✜t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s✱ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ♣✐①❡❧✱ ❛ ❝♦❤❡r❡♥t s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡
r❡♣❧✐❝❛ ✭❞✉❡ t♦ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s✮ ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦✲♣r♦♣❛❣❛t❡❞ r❡s✐❞✉❛❧
✇❛✈❡ ✭❛❞❥♦✐♥t s♦✉r❝❡✮✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s
♠❡❞✐✉♠ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ✈❛r✐♦✉s ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ s❝❤❡♠❡s ❝❛♥ ❞❡✈❡❧♦♣✳ ❊✐t❤❡r t❤❡ ❝♦r✲
r❡❧❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ✐s s♠❛❧❧ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ s♣❡❝❦❧❡
♥♦✐s❡ ❜❧✉rs t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡✱ ♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠❡❞✐✉♠ ✭s✉❝❤ ❛s ❛ ✇❡❧❞✮ ✐s
♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✐♥t♦ ❧❛r❣❡ s✉❜✲r❡❣✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✉❝❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡
✉❧tr❛s♦♥✐❝ ❜❡❛♠ ✭✇❛✈❡❣✉✐❞❡✲❧✐❦❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ ✐s
s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❛♥ ✉♥❡✈❡♥ ❡♥❡r❣② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ♦r ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✧s❤❛❞♦✇✧ ③♦♥❡s
❡①✐st ✇❤❡r❡ t❤❡ ✢❛✇ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❧♦✇✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛♥❝❡❧ ❛t t❤❡ t❛r❣❡t
③♦♥❡✱ t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❛❧t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ❧♦♥❣ ❞✐st❛♥❝❡s ❢r♦♠
t❤❡ r❡❝❡✐✈❡rs t♦ t❤❡ ❞❡❢❡❝t✱ t❤❡ s②♥t❤❡s✐s ♦❢ ✉❧tr❛s♦♥✐❝ s♦✉r❝❡s ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡
♠❡❞✐✉♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❙✉❝❤ s♦✉r❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝r❡❛t❡❞ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ t✐♠❡✲
r❡✈❡rs❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♥ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝✐t② ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱
t❤✐s ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♠❛② ❜❡ ✈✐♦❧❛t❡❞ ❧♦❝❛❧❧②✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ♦❢ ❣❡♦♠❡t✲
r✐❝❛❧ s♦✉♥❞✲tr❛♣s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s②♥t❤❡t✐❝ s♦✉r❝❡ ❜❡
❣❡♥❡r❛❧❧② ♥✐❝❡❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❚❤✐s
❛♣♣r♦❛❝❤ ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛r❜✐tr❛r② ✇❛✈❡s ❛♥②✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ✇❡❧❞✱
❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ ❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ✢❛✇ ✭❡✳❣✳ t♦ ❛❞❞r❡ss ❛♥ ❡❛r❧② ✇❛r♥✐♥❣
s✐❣♥✮✳ ■♥ t❤✐s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ✉s❡ ♦❢ ✇❛✈❡❢♦r♠s s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ❛ ❣✐✈❡♥
❞❡❢❡❝t ❝❛♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❞ s♣❡❝✐✜❝✐t② ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✲
✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ s②st❡♠✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛♥ ❜❡ s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ❛ r❡❧❡✈❛♥t
❞❛t❛❜❛s❡ ❡♥r✐❝❤❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✇❛② ❜② ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ✭❖P❊❳✮✳

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts

❚❤✐s ✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❈❊❆ Pr♦❥❡❝t ❢♦r
❢✉t✉r❡ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ✹ ♥✉❝❧❡❛r ♣❧❛♥ts✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ●✐❧❧❡s
❈♦r♥❡❧♦✉♣ ❢♦r ❤✐s ✈❛❧✉❛❜❧❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ ✇❡❧❞ ❞❡❢❡❝ts ❛♥❞ ❇❡rtr❛♥❞ ❈❤❛ss✐❣♥♦❧❡
❢♦r t❤❡ ♠❛❝r♦❣r❛♣❤✐❝ ❣r❛✐♥s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❉✼✶✼❈ ✇❡❧❞ ✐♥
❛✉st❡♥✐t✐❝ st❛✐♥❧❡ss st❡❡❧✳

✶✼



  

❬✶❪ ▲✳ ❆✉❝♦tt✱ ❉✳ ❍✉❛♥❣✱ ❍✳ ❇✳ ❉♦♥❣✱ ❙✳ ❲✳ ❲❡♥✱ ❏✳ ❆✳ ▼❛rs❞❡♥✱ ❆✳ ❘❛❝❦✱
❆✳ ❈✳ ❋✳ ❈♦❝❦s✱ ■♥✐t✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤ ❦✐♥❡t✐❝s ♦❢ s♦❧✐❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❝r❛❝❦✐♥❣
❞✉r✐♥❣ ✇❡❧❞✐♥❣ ♦❢ st❡❡❧✱ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❘❡♣♦rts ✼ ✭✷✵✶✼✮ ✹✵✷✺✺ ❊P ✕✳

❬✷❪ ❏✳ ❖❣✐❧✈②✱ ❈♦♠♣✉t❡r✐③❡❞ ✉❧tr❛s♦♥✐❝ r❛② tr❛❝✐♥❣ ✐♥ ❛✉st❡♥✐t✐❝ st❡❡❧✱ ◆❉❚
✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ✶✽ ✭✷✮ ✭✶✾✽✺✮ ✻✼✕✼✼✳

❬✸❪ P✳ ❈❛❧♠♦♥✱ ❙✳ ▼❛❤❛✉t✱ ❙✳ ❈❤❛t✐❧❧♦♥✱ ❘✳ ❘❛✐❧❧♦♥✱ ❈✐✈❛✿ ❛♥ ❡①♣❡rt✐s❡ ♣❧❛t❢♦r♠
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♦❢ ❡❧❛st✐❝ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❡✜t✖❡❧❛st♦❞②♥❛♠✐❝ ✜♥✐t❡
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s♦✉♥❞ ✐♥ ❛♥ ❛✉st❡♥✐t✐❝ ✇❡❧❞✱ ❯❧tr❛s♦♥✐❝s ✸✽ ✭✶✮ ✭✷✵✵✵✮ ✷✺✻✕✷✻✶✳

❬✻❪ ❘✳ ❍❛♥♥❡♠❛♥♥✱ ❘✳ ▼❛r❦❧❡✐♥✱ ❑✳ ▲❛♥❣❡♥❜❡r❣✱ ❈✳ ❙❝❤✉r✐❣✱ ❇✳ ❑ö❤❧❡r✱
❋✳ ❲❛❧t❡✱ ❙✳ ❑❛❧❧s❡♥✱ ❈✳ ◆❡ss❛✱ ❉✳ ❖✳ ❚❤♦♠♣s♦♥✱ ❉✳ ❊✳ ❈❤✐♠❡♥t✐✱ ❡t ❛❧✳✱
❯❧tr❛s♦♥✐❝ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ r❡❛❧✲❧✐❢❡ ❛✉st❡♥✐t✐❝ ✈✲❜✉tt ✇❡❧❞s✿ ◆✉♠❡r✐❝❛❧
♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✱ ✐♥✿ ❆■P ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s✱ ❱♦❧✳ ✺✵✾✱ ❆■P✱
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❬✼❪ ❆✳ ▼❛r❦✱ ❩✳ ❋❛♥✱ ❋✳ ❆③♦✉❣❤✱ ▼✳ ▲♦✇❡✱ P✳ ❲✐t❤❡rs✱ ■♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❡❧❛st✐❝✴❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ ❛♥✐s♦tr♦♣② ♦❢ ✇❡❧❞s ❢♦r ✐♠♣r♦✈❡❞ ✉❧tr❛s♦♥✐❝ ✐♥s♣❡❝✲
t✐♦♥s✱ ▼❛t❡r✐❛❧s ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ✾✽ ✭✷✵✶✹✮ ✹✼✕✺✸✳

❬✽❪ ❇✳ ❈❤❛ss✐❣♥♦❧❡✱ ❉✳ ❱✐❧❧❛r❞✱ ▼✳ ❉✉❜✉❣❡t✱ ❏✳✲❈✳ ❇❛❜♦✉①✱ ❘✳ ❊✳ ●✉❡r❥♦✉♠❛✱
❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛✉st❡♥✐t✐❝ st❛✐♥❧❡ss st❡❡❧ ✇❡❧❞s ❢♦r ✉❧tr❛s♦♥✐❝ ◆❉❚✱ ❘❡✲
✈✐❡✇ ♦❢ ♣r♦❣r❡ss ✐♥ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ♥♦♥ ❞❡str✉❝t✐✈❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✿ ✈♦❧✉♠❡ ✶✾ ✺✵✾
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❬✾❪ ❏✳ ▼♦②s❛♥✱ ❆✳ ❆♣❢❡❧✱ ●✳ ❈♦r♥❡❧♦✉♣✱ ❇✳ ❈❤❛ss✐❣♥♦❧❡✱ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ t❤❡ ❣r❛✐♥
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛✉st❡♥✐t✐❝ st❛✐♥❧❡ss st❡❡❧ ♠✉❧t✐♣❛ss ✇❡❧❞s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ✉❧tr❛✲
s♦♥✐❝ ❛ss❡ss♠❡♥t ♦❢ str✉❝t✉r❛❧ ✐♥t❡❣r✐t②✱ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ Pr❡ss✉r❡
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❛♥ ✉❧tr❛s♦♥✐❝ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦❞❡ ✇✐t❤ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ ♠✉❧t✐✲
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Ø Efficient detection and characterization of holes or open cracks in shielded metal arc weld using 

an elastic-wave propagation model is proposed. 

Ø By developing virtual in-depth source synthesis, noise blurring reduction in topological energy 

images is analytically and numerically demonstrated. 

Ø Improved detection probability as well as an enhanced topological image quality are obtained. 

Highlights


