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Résumé— Dans cet article nous proposons un tour d’ho-
rizon de résultats récents obtenus dans le cadre de 1’ap-
proche géométrique pour les systémes de dimension infinie.
On montrera qu’une modélisation adéquate, permettant de
mettre en relief les propriétés énergétiques intrinséques des
systémes, est une atout majeur pour l’analyse dynamique
et la synthése de lois de commande pour les systémes com-
plexes de dimension infinie. On s’attachera & montrer ici
’impact d’une telle approche du point de vue des résultats
théoriques et de leur application sur des exemples concrets
tels que les systémes de poutres, d’équation d’onde, des ca-
naux d’irrigation, des réacteurs tubulaires, etc ...

Mots-clés— Systémes hamiltoniens, systémes de contdle

frontiére, réduction des EDPs

I. INTRODUCTION

La modélisation des systemes physiques joue un role im-
portant dans l'analyse dynamique et la synthese de lois de
commande. En effet les techniques traditionnelles issues de
l'automatique se confrontent a de nombreux écueils lors-
qu’ elles sont appliquées a des modeles inadéquats. Cette
tendance s’accentue lorsque la complexité des phénomenes
mis en jeux, tels que les non linéarités et 'aspect dis-
tribué des phénomenes, augmente. De plus dans ces der-
niers cas, les outils mathématiques développés deviennent
de plus en plus sophistiqués et aboutissent majoritaire-
ment & des impasses numériques (complexité, temps de
calcul). Une alternative & ces problémes est la prise en
compte de la modélisation des le début du processus de
synthese des lois de commande. Une approche couramment
utilisée pour la modélisation des systemes physiques non
dissipatifs, en particulier pour les systémes mécatroniques,
est la modélisation Hamiltonienne [24]. Cette approche re-
pose sur 'expression de la relation entre 1’énergie,les forces
génératrices et la dynamique du systeme. Plus précisément,
la modélisation Hamiltonienne repose sur ’existence d’une
fonction Hamiltonienne et d’une structure géométrique
permettant d’exprimer les flux de puissance au sein du
systeme. Un des avantages de ce formalisme est I'existence
d’un outil graphique associé, le langage Bond Graph [10],
permettant de traiter de maniere efficace les systémes in-
terconnectés complexes. De nombreux travaux portent sur
I’étude théorique et applicative des systemes Hamiltoniens
de dimension finie, ainsi que sur les techniques de synthése

de correcteur qui y sont associés [17], [18], [19], [14], [3].

Dans cet article nous proposons une synthese des
résultats récents sur la modélisation et 1'utilisation de ce
formalisme dans le cas des systemes a parametres dis-
tribués.

II. MODELISATION SOUS FORME HAMILTONIENNE A
PORTS

D’un point de vue formel, la généralisation géometrique
des systemes Hamiltoniens aux systemes de dimension infi-
nie a été effectuée dans le cadre de la géométrie différentielle
dans [16]. Elle consiste, pour des systémes conservatifs de
puissance, a généraliser la notion de structure simplec-
tique ou structure de Dirac afin de prendre en compte les
flux de puissance a la frontiere du domaine spatial. Afin
d’illustrer cette structure fondamentale, prenons 1’exemple
classique 1-D et linéaire de la corde élastique vibrante.
La représentation traditionnelle de ce systéme dynamique
repose sur ’équation d’onde et aboutit a 1’équation aux
dérivées partielles suivante :
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ou u(z,t) est le déplacement de la corde, T' le module
élastique et p la masse linéique. Habituellement les solu-
tions de cette équation sont déterminées pour un jeu de
conditions frontieres a priori fixées. Considérons mainte-
nant I’énergie totale du systeme (énergie cinétique plus po-
tentielle) : H = 3 fol Te?+ ipZ. A partir de cette énergie
totale et de ’expression des lois de conservation il est pos-
sible de réécrire le systeme (1) sous la forme suivante :
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Si les variables d’effort sont des fonctions définies sur un
support compact fermé, 'opérateur J est antisymétrique
respectivement au produit symétrique de puissance défini
sur les variables d’effort et de flux. Les variables d’effort
et de flux appartiennent alors a une structure symplec-
tique D définie sur F x £ appelée structure de Dirac [6].
Cela signifie que le systéme est conservatif de puissance
et que I’énergie est conservée. Dans le cas ou les condi-
tions frontieres sont non nulles, les variables d’effort et
de flux sont étendues a la frontiere et notées respective-
ment (e, e), (f, fa). Le produit de puissance est lui aussi
modifié afin de tenir compte de cette extension. Dans ce
cas, la structure de Dirac est définie sur les espaces aug-
mentés et symbolise le fait que la variation de 1’énergie
interne du systemes est égale au flux de puissance a la
frontiere. Il est & noter que cette analyse est purement
géométrique : les variables de port sont définies a partir
de l'opérateur différentiel et aucune causalité ni trajectoire
n’est encore définie. Ce type de formalisme, traditionnel-
lement associé aux systemes électromécaniques, a été ap-
pliqué aux systeémes de lois de conservation de masse et
d’énergie liés au systemes physico chimiques issus des lois
de la thermodynamique irréversible [5].

III. EXISTENCE DE SOLUTION, STABILITE ET
STABILISATION : CAS 1D

Dans le cas des systemes & une dimension spatiale,
cette structure a été définie précisément sur des es-
paces de Hilbert. Dans [11] le produit de puissance et
la paramétrisation des variables de ports en fonction de
I'opérateur sont définis afin de caractériser toutes les struc-
tures de Dirac associées a un opérateur antisymétrique
différentiel linéaire d’ordre N. On définit ensuite l'en-
semble des systemes dynamiques associés a cette structure.
Cette modélisation physique permet d’obtenir de maniere
élégante et systématique des résultats forts sur I'existence
de solution et sur leur nature, de type unitaire ou de
contraction [29]. Elle permet en particulier de paramétrer
I’ensemble des conditions limites permettant de définir un
systeme de controle frontiere et d’aboutir a un semigroupe
de contraction. Cette paramétrisation est tres simple et
se rameéne a la satisfaction d’un critere purement matri-
ciel. Ces travaux ont été généralisés a I'étude de stabi-
lité en fonction du choix des variables de port et plus
généralement au controle et a la stabilisation a la frontiere
[27]. T apparait que ce type d’approche est beaucoup plus
simple que l'utilisation de la théorie des systemes abs-
traits [28], [25] pour lesquels les espaces de définition des
opérateurs peuvent étre difficiles & manipuler [26]. Lorsque
le systeme contient une terme dissipatif, il ne peut plus
étre représenté sous forme purement Hamiltonienne. Par
exemple I’équation de diffusion linéarisée s’écrit :

oc 0*C
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Et la structure géométrique s’écrit : f = Re avec R
symétrique. Cependant, il existe une structure géométrique

sympléctique J. étendue contrainte sur laquelle évolues les
solutions du systeme. En effet ’équation précédente peut
s’écrire :
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On peut donc généraliser les preuves d’existence et
les caractéristiques principales des solutions lorsque l'on
consideére des opérateur dissipatifs (symétriques). Une ap-

plication aux systemes d’adsorption et aux réacteurs tubu-
laires est proposée dans [12].

IV. REDUCTION DES SYSTEMES EDP

De part son caractére énergétique, la modélisation Ha-
miltonnienne a port est tout a fait adaptée pour la
modélisation modulaire et l'interconnection des modeéles.
Il est donc naturel de penser a cette structure pour la
réduction spatiale des systémes a parametres répartis. Une
telle approche est proposée dans [7] pour les systémes
conservatifs de puissance. Elle repose sur une approche de
type élements finis mixtes, ou chaque élément est représenté
par une structure de Dirac de dimension finie. Les fonc-
tion support permettant d’interpoler les variables de flux
et d’effort sont choisies de telle sorte qu’elle permettent de
conserver la structure géométrique du modele réduit. Il est
possible de généraliser cette approche aux systemes dissipa-
tifs en conservant la nature énergétique de chaque élément
du systéme (accumulation, dissipation, structure d’inter-
conection). Cette approche a été appliquée avec succes
a un systeme multiéchelle d’adsorption par modulation
de pression [2] ainsi qu’a la discrétisation des équations
d’écoulement dans un canal [8], [20], [21]. Une étude plus
fine des propriétés spectrales de cette méthode de réduction
est en cours. De premiers résultats permettant de compa-
rer cette approche avec des approches plus classiques de
réduction sont proposés dans [23] pour les systemes dissi-
patifs et dans [9] pour les systémes conservatifs de puis-
sance.

V. COMMANDE AVANCEE EN DIMENSION INFINIE

Enfin, en dimension finie, la structure Hamiltonienne
est utilisée a des fins de commande par des approches
de type Lyapunov ou de type ”"Energy Shaping”. Une
généralisation de ces travaux est en cours. Elle consiste
dans un premier temps a définir les invariants de la struc-
ture simplectique, nommés fonction de Casimir[13]. Ces in-
variants sont traditionnellement utilisés dans les approches
de type immersion réduction afin d’exprimer ’état du cor-
recteur comme une fonction de 'état du systeme [14], [15].
Ce type d’approche aboutit a la synthese de retour d’état
stabilisant.

VI. CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Dans cet article sont répertoriés des résultats récents sur
la modélisation structurée et son application dans le cadre
des systemes a parametres distribués. Bien que les résultats
obtenus soient nombreux dans les différents domaines de
I’automatique, c’est a dire la modélisation, ’analyse et la



synthese de lois de commande, beaucoup de pistes de re-
cherche restent ouvertes. On pourra citer par exemple la
généralisation des travaux élaborés dans le cadre linéaire
1-D au cas linéaire 2-D et 3-D. On s’intéressera aussi a
la prise en compte de certaines classes de non linéarités
dans ’analyse de ’existence et de la nature des solutions
du systéeme dynamique. Enfin de nombreux travaux sont
en cours sur ’analyse des méthodes de réduction et de leur
impact sur les techniques de commande mises en oeuvre
par le biais de ces approches.
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