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Résumé— Dans cet article nous proposons la formulation
Bond Graph unifiée des structures de jonction pour des sys-
témes réversibles et irréversibles dans le cas des systémes a
paramétres distribués. Cette présentation généralise le gyra-
teur symplectique, élément de couplage interdomaine ainsi que
I’élément transformateur proposé dans le formalisme Bond
Graph pour les systémes a paramétres localisés. A cette
fin, nous utilisons le formalisme des formes différentielles
extérieures d’ordre k sur des espaces euclidiens pour repré-
senter les variables conjuguées de puissance ainsi que les
variables d’état et d’énergie. La structure proposée appelée
structure de Dirac est un élément 3-ports continu de puis-
sance qui représente le couplage canonique entre les flux de
puissance présents au sein du systéme et ceux traversant
les frontiéres du domaine spatial. La présentation s’appuie
sur deux exemples monodimensionels : la ligne de transmis-
sion sans perte dans le cas réversible et la diffusion pour le
transfert de matiére dans le cas irréversible.

Mots-clés— Systémes hamiltoniens, structure de Dirac, sys-
témes dissipatifs

I. INTRODUCTION

La modélisation Bond Graph des systémes a parameétres
distribués est classiquement traitée selon deux optiques dif-
férentes. La premiére consiste a approcher le systéme de di-
mension infinie par un probléme de dimension finie en uti-
lisant une technique de discrétisation spatiale, par exemple
les éléments finis. Dans ce cas les variables conjuguées de
puissance associées au systéme obtenu sont des vecteurs [4],
[17], [20]. Une seconde approche consiste & représenter les
modéles en dimension infinie avec des variables conjuguées
appartenant a des espaces de Hilbert [7], [10], [16].

Nous proposons dans cet article une formulation unifiée
des éléments de structure de jonction intervenant dans le
représentation Bond Graph des systémes & paramétres dis-
tribués [22], [14], [12], [1]. Dans le cadre des systémes a pa-
rameétres répartis, il est nécessaire de comprendre comment
relier les flux de puissance qui s’échangent a 'intérieur du
domaine spatial avec ceux qui s’échangent a la frontiére du
domaine. Cette relation est donnée au moyen d’une struc-
ture géométrique, appelée structure de Dirac, associée a
la dérivée extérieure et basée sur le théoréme de Stokes.
Cette structure d’interconnexion est une généralisation des
lois de Kirchhoff. Elle permet donc de relier la variation
d’énergie totale du systéme aux échanges a la frontiére. La
dynamique du systéme est décrite en fonction des flux de
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Fig. 1. L’oscillateur harmonique LC

puissance a l’intérieur des différentes parties du systéme.
Nous verrons que cette structure, bien que traditionnelle-
ment utilisée pour les systémes conservatifs de puissance,
permet de traiter les systémes hamiltoniens a port avec
dissipation.

II. DEUX EXEMPLES INTRODUCTIFS
A. La ligne de transmission sans perte

Cet exemple permet de montrer la généralisation en
dimension infinie du générateur symplectique représen-
tant le couplage canonique interdomaine. Considérons tout
d’abord l'exemple de loscillateur harmonique LC (avec des
lois constitutives linéaires) représenté en figure 1(a) et le
Bond Graph associé figure 1(b). L’énergie totale du systéme
est H(Q,®) = %%2 —+ %%2 Le Bond Graph représente les
échanges d’énergie entre deux éléments d’accumulation C
interconnectés par le gyrateur symplectique dont les équa-
tions constitutives donnent :

() =(% o) (i

On obtient finalement le systéme hamiltonien & port :

d(Q
dt QZS
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avec



et avec les variables de port suivantes
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Cet oscillateur harmonique dont le Bond Graph est repré-
senté en figure 1 peut étre considéré comme un des éléments
de discrétisation de la ligne de transmission sans perte. En
effet dans ce cas, les variables sont des fonctions du temps
et de la variable spatiale z € [0, L]. Les variables d’énergie
Q et ¢ deviennent des densités linéiques et les variables de
co-énergie vo et iz, sont elles aussi distribuées le long de la
ligne. L’énergie totale s’écrit :

OH
i
99

L
6= /0 H(Q, 6)d= (5)

La dynamique de la ligne de transmission s’écrit en terme
d’effort et flux comme :

oH

0
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La matrice symplectique de I’équation (1) est remplacée
par un opérateur matriciel. Maintenant si I’on réécrit le
bilan de puissance sur le domaine en fonction des couples de
variables conjuguées, on voit que par une simple intégration
par partie, on peut le calculer facilement :

0o 2 o1
g0 =k (% #)(% gz)(sﬁ%
L(Oat)
(8)

=wvo(L,t)ig(L,t) —ve(0,t)i

L’équation (8) montre que opérateur matriciel repré-
sente une interconnexion continue en puissance si et seule-
ment si les conditions aux limites sont telles que le flux de
puissance traversant la frontiére de la ligne de transmission
soit nul. Cela montre aussi que ’équation représentant le
gyrateur symplectique doit étre augmentée de fagon a te-
nir compte du flux aux frontiéres. Du point de vue Bond
Graph, le gyrateur symplectique qui est un élément 2-ports
devient un élément 3-ports pour les systémes distribués. Le
port supplémentaire correspond au flux de puissance a la
frontiére (z = 0,L). On donne en figure 2 la représenta-
tion suivante du bond graph en dimension infinie ou ’élé-
ment SDGY représente I’extension en dimension infinie du
gyrateur symplectique. Dans ce bond graph en dimension
infinie, nous utilisons par convenance une notation multi-
lien. La notation oo, 7 signifie que les vecteurs effort et flux
sont de dimension i et distribués en la variable d’espace.
Pour les variables au frontiére qui dans notre cas ne sont
pas distribuées, on retrouve uniquement la dimension des
vecteurs effort et flux.

Notons que dans cet exemple nous nous sommes res-
treints & un systéme commandé par les bords du domaine.
Des sollicitations dans le domaine nécessiteraient une autre
notation.
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Fig. 2. Bond graph de la ligne de transmission

B. Le transfert de matiére par diffusion

Un modéle détaillé de transfert de matiére par diffusion
dans un colonne d’adsorption est donné dans [1]. Dans cette
section, nous considérons ’exemple académique de trans-
fert de matiére en phase gazeuse par diffusion longitudi-
nale dans un domaine cylindrique dans des conditions iso-
thermes et isobares. Le domaine se réduit alors a l'intervalle
[0, R]. Nous considérons le cas de 2 espéces et nous suppo-
sons le mélange idéal. Au bord du domaine, un transfert
de matiére a lieu avec le milieu extérieur. Nous choisissons
une loi constitutive pour la diffusion qui est cohérente avec
les variables de la thermodynamique. Ainsi le flux de dif-
fusion ¢ s’exprimera en fonction du gradient de potentiel
chimique p et non de la concentration [6], [26], [2].

On obtient I’équation de bilan suivante :

o
or?

Oc o

Modél —=—-——=D 9

odeie {8t ar ©)

ol c est la concentration (mol.m=3) et D le coefficient de
diffusivité [13].

En thermodynamique, traditionnellement les variables
d’état d’un systéme sont classées en variables extensives
et variables intensives. L’énergie interne d’un systéme s’ex-
prime en fonction du produit de couples de variables conju-
guées telles que le volume V et la pression P, I’entropie S et
la température T et le potentiel chimique p; et le nombre
de moles n; (pour une espéce i dans un mélange de n,
espéces) de la maniére suivante :

ne
U=TS—PV+> pmn; (10)
Dans le cas ol les systémes considérés sont isothermes et
isobares, il est plus aisé de travailler avec ’énergie libre de
Gibbs G = U — TS + PV. G est une transformée de Le-
gendre de U, et du point de vue thermodynamique présente
exactement la méme information que U. Cependant cette
quantité n’est pas conservative contrairement & 1’énergie
interne U. L’avantage principal d’utiliser ce potentiel est
de réduire le nombre des variables d’état en éliminant di-
rectement les variations concernant la température et la
pression dans le systéme.

Considérons un systéme ouvert en dimension infinie avec
une seule phase et 2 espéces. Les variables extensives de-
viennent alors des quantités spécifiques. La variation de
la densité d’énergie de Gibbs g (J mole™!) de ce systéme



s’exprime simplement par :

2
dg = —sdT—&—vdP—I—Z,uidmi (11)

En multipliant 'équation (11) par la concentration totale
(constante grace aux hypothéses d’idéalité du mélange et
des conditions isothermes et isobares), I’énergie libre de
Gibbs sur le domaine spatial est donnée par :

R R 2
Gz/ gdr:/ Z,uici dr
0 0

ot G (J.om=3) est la densité de 1’énergie libre de Gibbs, ¢;
est la densité molaire de l'espéce i (mol.m™3) et yu; est le
potentiel chimique (J.mol~!). Les variables ¢; et u; sont
conjuguées du point de vue énergique car leur produit cor-
respond a la densité d’énergie sur ’ensemble du domaine
spatial.

La variation temporelle de ’énergie libre de Gibbs sur
I’ensemble du domaine spatial s’écrit comme :

b R R 2
a/O gdr:/o > (6,G)édr

ou d.,G dénote la dérivée variationnelle de G [21] par rap-
port & ¢;. Par définition d.,G représente le potentiel chi-
mique y; [2]. La variation totale de I’énergie libre de Gibbs
dans le domaine se décompose en utilisant une intégration
par partie de la fagon suivante :

il o =[x
/ Za’“qz

En écrivant 1’égalité des seconds termes de 1’équation (13)

il vient :
R 2 ¢ R 7Mc 2
Mz Zd +/ :/ Li®i
/o Z 8[0,R]Z
(14)

Cette équation représente le théoréme de Stokes et met en
relation les flux de puissance a l'intérieur du domaine spa-
tial et & la fronticére. En effet cette équation fait apparaitre
deux couples de variables conjuguées dans le domaine ainsi
qu’un couple de variables conjuguées a la frontiére :

(i1, fi1) == (s, %)
(€i, fiz) = (%’:.’",@')
(eias fia) == (pilopo,r)> Piloo, )

(12)

(13)

= :U/z(bz

a/ii

(15)

En considérant ces variables, I’équation (9) s’écrit pour
Pespéce i :

A
——~
) 9 )
(2)-TED(z)
12 ar 12
avec les équations de fermeture suivante :
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Fig. 3. Bond graph du systéme diffusif

; = e;1 est calculé & partir des relations thermody-
namiques. C’est une fonction de la variable d’énergie
Ci.

e fio = —De;s. Cette équation phénoménologique ca-
ractérise la diffusion. C’est un terme de de dissipation
R.

On peut donc remarquer que ’on fait apparaitre un opé-
rateur A représentant une relation intrinséque entre les
différentes variables définies. Cet opérateur A est formel-
lement antisymétrique (cas de conditions aux frontiéres
nulles). Bien que formellement nous savons que la diffu-
sion est associée & un opérateur symétrique, nous ’avons
formulé ici par le biais d’un opérateur étendu formellement
antisymétrique et un retour d’état. Nous allons montrer
que cet opérateur associé & un choix adéquat des conditions
frontiéres est antisymétrique et que les vecteurs définis dans
les deux exemples précédents évoluent dans une structure
géométrique appelée structure de Dirac. Cette structure est
associée a l'élément Bond Graph DTF dont les relations
constitutives sont données par (15) et qui est conservatif
de puissance. Par souci de simplicité, nous donnons en fi-
gure 3 le bond graph pour ’espéce ¢ uniquement. L’indice
d’espéce a été omis dans ce bond graph.

III. UNE REPRESENTATION UNIFIEE DE LA STRUCTURE
D’INTERCONNEXION

Formellement, cette approche de modélisation se situe
dans la lignée des travaux sur les systémes hamiltoniens et
les systémes hamiltoniens & ports [21], [23], [27]. Dans [23],
les auteurs soulignent comment la modélisation de type
réseau des systémes physiques a paramétres localisés méne
naturellement & la classe de systémes appelés Systémes Ha-
miltoniens o Ports. La structure géométrique sous-jacente
a ces systémes, la structure de Dirac, représente la conser-
vation et la conversion de I’énergie. L’énergie totale est,
quant & elle, représentée par 'hamiltonien qui traduit aussi
la conservation de ’énergie totale dans le systéme.

L’exemple II-B en tant que systéme dynamique n’est pas
hamiltonien. Néanmoins on a montré qu’il existe une struc-
ture de Dirac sous jacente avec deux équations adjointes
(16) liées I'une a une équation de conservation et Pautre a
la définition de la force motrice de la diffusion. Ce systéme
est un cas particulier des systémes hamiltoniens dissipatifs
[27], [25]. L’énergie associée a ’élément C n’est pas conser-
vée puisqu’elle correspond & ’énergie libre et non a 1’éner-
gie interne. Pour représenter la conservation de 1’énérgie
interne, il faut augmenter I’élément R en un élément RS
[3] et ’élément C avec un port thermique de fagon a écrire



le bilan d’entropie. Dans ce cas le systéme dynamique as-
socié n’est plus hamiltonien mais un systéme de contact a
port [9].

Dans [23], un cadre général pour la modélisation des sys-
témes & paramétres repartis est présenté en introduisant la
notion de structure de Stokes-Dirac. C’est une structure de
Dirac de dimension infinie définie sur ’espace des formes
différentielles sur le domaine spatial du systéme et de ses
frontiéres, et se base sur le théoréme de Stokes. Cette struc-
ture est une structure géométrique d’interconnexion qui re-
présente les conversions, les transferts et la conservation
d’énergie sur l’ensemble du domaine spatial du systéme.
Elle traduit le couplage canonique entre les phénoménes
énergétiques sur le domaine spatial d’un systéme donné. Ce
type de modélisation a été appliqué & plusieurs domaines
physiques réversibles [15], [14].

A. La structure de Dirac : DTF

La notion de structure de Dirac a été initialement intro-
duite par Courant et Dorfman [5], [8] en tant que struc-
ture géométrique généralisant les structures symplectiques
et les structures de Poisson [27]. Cette notion a été présen-
tée d’une maniére plus générale dans [23].

Nous allons présenter en détail 1’élément DTF qui ap-
parait dans la section II-B. Il est ensuite facile de montrer
que ’élément de la section II-A peut s’exprimer en fonction
d’un élément DTF et d'un gyrateur.

Dans les deux exemples traités précédemment appa-
raissent des efforts et des flux. Afin de simplifier les no-
tations nous allons utiliser la notion de dérivée extérieure
qui est indépendante des coordonnées [11]. Cette dérivée
extérieure étend le concept de dérivée d’une fonction & des
formes différentielles d’ordre élevé.L’équation (6) devient :

(E)-(5 ) (%)

En fonction des dimensions du domaine spatial, la dérivée
extérieure peut représenter la divergence ou le gradient.
Dans le contexte d'un domaine & trois dimensions, nous
ferons la distinction entre une fonction, une 1-forme, une
2-forme et une 3-forme. Les fonctions, par exemple la ten-
sion au bornes de la capacité ou les potentiels chimiques,
peuvent étre évaluées en tout point du domaine spatial,
les 1-formes peuvent étre intégrées sur toute courbe du do-
maine spatial, les 2-formes peuvent étre intégrées sur toute
surface du domaine, et les 3-formes peuvent étre intégrées
sur tout volume. Nous donnons ici une formulation générale
de la structure de Dirac. Cette formulation s’applique pour
le cas 1D présenté dans ’exemple du transfert de matiére.

Notons par 2 le domaine spatial de dimension n, par A*
(k =0 a n) lespace des k-formes différentielles sur Q. En
outre, il existe un produit dual naturel non dégénéré ! entre

A%(Q) et A1(Q) donné par :

(17)

< Pla> = /Qﬁ/\a, (e R) (18)

ot a € AF(Q), B € A" *(Q) et A est le produit extérieur
de deux formes différentielles donnant la n-forme A a. Ce

ISi < alf >= 0V a € AF(Q) cela implique que 8 = 0, et si
< alf >=0V B € A*(Q) cela implique que a = 0.

produit (18) correspond au produit naturel entre effort et
flux (cf. équation (13)).

De la méme maniére, il existe aussi un produit dual entre
AF(0R) et An~17F(9Q) donné par :

| sna

oit v € AF(0Q), B € A" 17F(9Q) et A est le produit exté-
rieur de deux formes différentielles donnant la (n—1)-forme
B Aa. Dans le cas de ’exemple, la frontiére se réduisant a 2
points ce produit correspond au terme frontiére p;(0)¢;(0)
ou p;(R)¢;(R) présenté dans I’équation (14).

Définissons maintenant I'espace vectoriel "augmenté" qui
correspond a l'espace des flux (internes et a la frontiére) :

< Blaa> = (19)

Fpa = AP(Q) x AU(Q) x A""P(0Q) (20)

pour toute paire p et ¢ de nombres entiers positifs satisfai-
sant la relation :

p+qg=n+1 (21)

Définissons également ’espace vectoriel "augmenté" dual,
I’espace des efforts :

Epg :i=A"TP(Q) x ATTI(Q) x A"TY(0Q) (22)
Les produits définis par les équations (18) et (19) en-
gendrent un produit non-dégénéré entre F, 4 et &£, 4. dans
le cas de notre exemple, nous obtenons :

(fir, fiz: fio) € AL([0, R]) x A°([0, R]) x A°(0[0, R])
(€i1, €2, €i9) € A°([0, R]) x AL([0, R]) x A°(9[0, R])
(23)
Le produit naturel défini peut étre symétrisé sur 1’espace
des liens B = F,, 4 x &, 4 (les ports de puissance multidi-
mensionnel). Nous obtenons un produit & valeurs dans R.
Cette forme symétrique bilinéaire est définie par :

1 1 1 .1 .1 .1 2 r£2 r£2 2 2 2 —
<<( pafq7fb>€p>eq’eb)7< Do qafbaep7eq7eb) >>i=
1 2 1 2 2 1 2 1
Q[ep/\fp—l—eq/\fq—l—ep/\fp—l—eq/\fq]
+ Joales A f7 + e A fy]

(24)
ou, pour j = 1,2
fg € AP(Q) fg e A1(Q)
eg < A7L—P(Q) eg € An_q(Q) (25)

fi € A"7P(0Q) e € AVTI(0Q)

Le produit linéaire étant défini, la structure de Stokes-
Dirac est alors déterminée par la définition III.1.

Définition II1.1: Une structure de Dirac D sur l'espace
des liens B = F,, 4 X Ep,q €st un sous espace de B tel que D =
D+ par rapport au produit symétrique canonique (24)oi L
dénotant le complément orthogonal par rapport a la forme
symétrique bilinéaire << . >> du produit scalaire.
La structure de Dirac est définie a partir des flux, des ef-
forts et des variables de port et implique que le produit
instantané de puissance est nul au sens du produit (24).

Rappelons que les espaces vectoriels AP(Q) et A4(92),
dont les éléments sont des formes différentielles, repré-
sentent les variables d’énergie (appelées aussi les variables
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Fig. 4. Représentation de ’élément SDGY a partir du DTF

conjuguées de puissance) de deux domaines physiques
(énergétiques) différents agissant ’'un avec lautre sur ’en-
semble du domaine spatial € du systéme. Tandis que
A"P(9Q) et A"9(9N) dénotent les variables définies sur
la frontiére 92 du systéme, dont le produit représente le
flux d’énergie a travers la frontiére du systéme.

B. Variables de port associé au DTF

Dans le cas du DTF de ’exemple donné dans la sous-
section (II-B), il est possible de définir de maniére systéma-
tique des variables de port de telle sorte que ces variables,
associées aux flux et aux efforts satisfaisant (15) et au pro-
duit (14) définissent une structure de Dirac. Ces variables
de port sont obtenues & partir du théoréme de Stokes as-
socié a (12).

Considérons 'espace vectoriel B et la forme bilinéaire sy-
métrique << . >> (24). Nous définissons D comme le sous-
espace vectoriel de B par

D = A{(fp: fq: Jo, €p, €9, 1) € B
A=l R
B-To = ][]

our =pqg+1.

Les équations (26) définissent les relations constitutives
du DTF.

Les variables de port pour 'exemple sur la diffusion (no-
tées elo,r et flo,r dans le bond graph de la figure 3) sont
donc donnés par :

(26)

ey = —eitlajo,R)

Jo = fi2lopo,r) 27)

On peut aussi facilement déduire les variables de port
pour la ligne de transmission. L’élément SDGY peut s’ex-
primer en fonction de I’élément DTF. Sa représentation
en fonction de 1’élément D'TF est présenté ci dessus (cf. fi-
gure 4). On en déduit facilement les variables de port pour
cet exemple (notées également elo 1, et f|o, dans le bond
graph de la figure 3) :

ey = —e1lao,1]

28
fo = ealao,r) (28)

C. Systémes Hamiltoniens associés

La définition des systémes Hamiltoniens & port, dans le
cas non dissipatif (exemple (II-A)) est basée sur la structure
de Dirac précédemment définie et sur la fonction Hamilto-
nienne (énergie totale du systéme).

Définition II1.2: Soient B = F, 4 X &, 4 'espace des liens
défini plus haut, D la structure de Dirac et H(x) la fonction
Hamiltonienne avec x le vecteur des variables d’énergie. On
définit les variables de flux , f € F comme les dérivées tem-
porelles des variables d’énergie et les variables d’effort e € £
comme les dérivées variationnelles de H(x). Le systéme

or oM
(f.e) = (a?&) €D

est un systéme Hamiltonien a Ports dont 1’énergie totale

est H(x)

Dans ce cas le bilan de puissance s’écrit
1
2| | =eon

Finalement nous soulignons le fait que ces modéles pré-
sentés sont acausaux. La causalité du DTF est multiple et
peut méme se généraliser a des choix de variables d’entrée
et de sortie, combinaison linéaire d’effort et de flux au bord,
et & des opérateurs différentiels d’ordre plus élevés [19]. On
peut aussi lier la causalité & des méthodes de discrétisation
[14], [1]. Lorsque l'on considére les problémes de controle
a la frontiére il est possible de définir comme variables de
commandes un sous espace vectoriel des variables de port
associées a la structure de Dirac. Dans [19] on montre que
selon le choix effectué, la solution du probléme EDP asso-
cié existe et a certaines propriétés telles que la contraction.
La généralisation de cette étude aux problémes de stabi-
lité est donnée dans [29]. Une jonction avec les problémes
d’automatique associés aux systémes abstraits est donnée
dans [28].

Dauns le cas dissipatif, cas de 'exemple (II-B), le systéme
n’est plus formellement Hamiltonien, car par définition dis-
sipatif. Cependant on peut noter d’aprés la représentation
Bond Graph du systéme, qu’il existe une structure géomé-
trique sous jacente & ce type d’équation. L’équation dyna-
mique du systéme s’écrit :

dx(t,r)y  0*FE(t,r) 0 ot OH
ot =D oz or Dar _DRE(”)
N~~~
\_\,q—/
fq

oll R est un opérateur symétrique. Dans ce cas on a :

)(%))ee

On voit donc que le systéme augmenté évolue au sein de
la structure de Dirac. Cette propriété dans le cas linéarisé
(5% = kx) permet de caractériser les solutions associées au
probléme (29) en fonction du choix des conditions frontiéres
[18]. Cette généralisation n’est possible que pour prouver
I'existence et la nature des solutions mais pas pour les pro-
priétés de stabilité. Une application de ces résultats au cas

des réacteurs tubulaires est donnée dans [18].

IV. CONCLUSION

Dans cet article, nous proposons une représentation uni-
fiée des structures de jonction qui apparaissent dans la mo-

délisation bond graph des systémes & paramétres distri-
bués. Pour ce faire, nous utilisons les outils de la géométrie



différentielle : les variables d’énergie, efforts et flux sont dé-
finis comme des formes différentiels. La structure de jonc-
tion s’exprime uniquement gréce a la dérivée extérieure. Ce
choix permet un représentation indépendante du systéme
de coordonnée. Une telle formulation permet donc d’inter-
connecter facilement les modeéles décrits par des systémes
a parameétres distribués [1]. Ces modéles ont été ensuite
utilisés pour développer une méthode de discrétisation par
éléments finis mixtes qui préservent la nature géométrique
(les formes différentielles) des variables [24], [14].
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