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Le théoreme d’André-Chudnovsky-Katz « au sens
large »

Gabriel Lepetit
27 mai 2021

Résumé

Les E- et G-fonctions de Siegel ont été définies en deux sens, strict et large, conjectu-
ralement équivalents. En reprenant et complétant une esquisse d’André [5], nous énon-
cons et démontrons 'analogue au sens large du théoreme d’André-Chudnovsky-Katz,
qui est un théoreme de structure sur les G-opérateurs au sens strict (il s’agit d’opéra-
teurs différentiels annulant les G-fonctions au sens strict). Nous en déduisons un théo-
reme de structure sur les E-opérateurs au sens large, qui sont des opérateurs différen-
tiels annulant les E-fonctions au sens large. En application de ce dernier théoréme, nous
donnons une nouvelle preuve d'une généralisation par André (6] du théoreme de Siegel-
Shidlovskii sur I'indépendance algébrique des valeurs des E-fonctions au sens large.

1 Introduction

Le but de cet article est d’étudier la structure des G-opérateurs et des E-opérateurs au
sens large. Nous commencons par donner quelques éléments de contexte. Les notions de E-
et de G-fonctions ont été introduites par Siegel dans [31] pour généraliser le théoréeme de
Lindemann-Weierstrass sur 'indépendance algébrique des valeurs de la fonction exponen-
tielle.

Définition 1

[e.@] J—
Une G-fonction au sens large est une série f(z) = Y, a,z" € Q[z] telle que
n=0

a) f estsolution d’'une équation différentielle linéaire a coefficients dans @(z) ;

b) Pour tout € > 0, il existe ny(¢) € N tel que Yn = ny(e),[a,| < (n))¢, ot [a,] est la
maison de a,, c’est-a-dire le maximum des modules des conjugués (au sens de
Galois) de a;,;

¢) Pour tout € > 0, il existe ny(e) € N tel que Vn = ny(€),den(ay,...,a,) < (n)¢, ol
den(ay,...,an) est le plus petit d € N* tel que day,...,da, sont des entiers algé-
briques.

On dispose d'une notion de G-fonction au sens strict, plus restrictive que la définition|[1}
qui est en fait celle considérée par Siegel.

Définition 2
o0 N

Une G-fonction au sens strict est une série f(z) = Y. a,z" € Q[z] telle que
n=0

a) f estsolution d’une équation différentielle linéaire a coefficients dans Q(z) ;
b) Ilexiste C; >0 tel que YneN,[a,| < CI"*!;
c) Il existe C, >0 tel que Vn e N,den(ay, ..., a,) < CZ”“.




On définit de la méme maniere les E-fonctions au sens strict (resp. au sens large) qui

o0 a J—
sont les séries f(z) = ) —':z” € Q[z] vérifiant la condition a) de la définition 2| (resp.|1) et
n=0 n

telles que les a, vérifient les conditions b) et ¢) de la déﬁnition (resp. . Siegel a étudié les
E-fonctions au sens large.

Létude des E- et G-fonctions a été développée, entre autres, par Shidlovskii [29], puis
poursuivie par Nesterenko et Shidlovskii [23], André [4, 5], Bombieri, Galochkin [16] et Beu-
kers [9].

Siegel a étudié les E-fonctions au sens large, mais n’a fait qu’évoquer les G-fonctions au
sens large. 1l est conjecturé que les définitions large et stricte sont équivalentes pour les E-
et G-fonctions, mais cela n’a pas été prouvé a ce jour. Précisément, on sait que la condition
b) de la définition[1]implique, sous la condition a), la condition b) de la définition[2} car on
peut appliquer des estimation « Gevrey» dues a Perron (cf [24], voir aussi [26, pp. 85-86]);
en revanche, on ne sait pas si la condition c¢) de la définition[I]implique la condition c) de la
définition 2| (cf [4} p. 715]).

Un théoreme fondamental de D. et G. Chudnovsky (voir [12]) affirme que I'équation diffé-
rentielle minimale satisfaite par une G-fonction au sens strict vérifie une condition de crois-
sance modérée appelée condition de Galochkin. Ceciimplique, entre autres, qu’elle est fuch-
sienne. Par ailleurs, la condition de Galochkin est équivalente a une condition introduite par
Bombieri, qui implique par un théoréme de Katz [14, p. 98] que I’équation différentielle mi-
nimale en question est 4 exposants rationnels en tout point de P'(C) (théoréme d’André-
Chudnovsky-Katz).

Dans [5, pp. 746-747], André esquisse la preuve du fait que la singularité en l'infini d'un
opérateur ¢ d’ordre minimal annulant une G-fonction au sens large est réguliére. Son argu-
ment est le suivant :

« Pour établir le point ci-dessus, le critere p-adique de régularité de Katz montre qu'il suffit
d’établir que Zp(v)sn logR,(¢,1) = o(logn). Avec les notations de [3], on voit facilement que
cette condition découle d’'une estimation

Y. hun@)= )Y hyn(p) =ologn);

v finie p(v)sn

or les estimations de |3, p. 122] donnent

1
> hy,n«p)scl;Zbgmax(l,|ao|y,...,|anc2|y)+cs
v

v finie

(pour des constantes C; indépendantes de n), et la condition (G™) équivaut a

1
= Y logmax(1,|dgly, ..., anly) = ologn).»
v finie

La condition (G™) correspond aux points b) et ¢) de la définition[1] (cf [4} p. 714]).

Dans cet article, nous commencgons par donner les détails de I'esquisse d’André et nous
compléterons ensuite ses résultats. Précisément, nous allons donner la démonstration du
théoréme suivant. Il est implicite dans I'esquisse ci-dessus d’André, méme s’il ne ’énonce
pas formellement.

Théoréeme 1

un opérateur différentiel

— — d
Soit f(z) € Q[z] une G-fonction au sens large, et L € Q(z) [d_
z

non nul d’ordre minimal p pour f tel que L(f(z)) = 0. Alors
e ['opérateur L est un G-opérateur au sens large.



e ['opérateur L est globalement nilpotent.
e Tout point deP!(C) est un point singulier régulier de L et les exposants de L en tout
point sont dans Q.

La preuve de ce résultat fera 1'objet des sections[2]et[3] Dans la partie[4} nous raffinerons
le théoreme|l]en précisant la forme d'une base de solutions d'un G-opérateur au sens large.
C’est]’objet du théoréeme suivant, qui constitue un analogue complet du théoreme d’André-
Chudnovsky-Katz.

Théoreme 2
Soit f(z) une G-fonction au sens large et L € Q(z)[d/dz] \ {0} un opérateur différentiel tel
que L(f (2)) = 0 et d’ordre minimal y pour f.

Alors au voisinage de tout a € P! (Q), il existe une base de solutions de Ly(z) = 0 de la
forme

(filz—a), ..., fulz— @) (z— )%,

ou Cq € M), (Q) est triangulaire supérieure a valeurs propres dans Q et les f;(u) € Q[ul
sont des G-fonctions au sens large.

Létude de la structure des G-opérateurs permet d’obtenir des informations sur les équa-
tions différentielles satisfaites par les E-fonctions. En effet, via la transformée de Fourier-
Laplace des opérateurs différentiels, André (cf [4, 5]) en a déduit que toute E-fonction au
sens strict était annulée par un E-opérateur dont les seules singularités sont 0 et oo, la pre-
miere étant réguliere. André a déduit du théoréme d’André-Chudnovsky-Katz un théoréme
de structure sur les E-opérateurs. La section [6|sera consacrée a la définition et a I'étude des
E-opérateurs au sens large, a 'aide du théoreme |1} et a ses conséquences diophantiennes
sur les valeurs des E-fonctions au sens large.

2 Un analogue « large » du théoreme des Chudnovsky

Soitf=(f1(2),.. > ful2) € @[[z]]'u vérifiant f = Gf, avec G € My (@(z)). Soit G5 € 4, (@(z))

la matrice telle que f¥ = G,f. On montre par récurrence que les Gs, s € N, sont liées par la
relation
Gs+1 = G5G+G;, (1)

oi1 G, désigne la matrice G; dérivée coefficient par coefficient. On prend T'(z) € Q[z] le plus
petit dénominateur commun de tous les coefficients de la matrice G(z). On montre égale-
ment par récurrence sur s que

VseN, TG, e .4, (@[z]) . @)

2.1 Condition de Galochkin au sens large

Rappelons tout d’abord la définition de la condition de Galochkin au sens strict, intro-
duite dans [16].

Définition 3 (Galochkin)

On note, pour s € N, g le plus petit dénominateur supérieur ou égal a 1 de tous les

G
coefficients des coefficients des matrices T(z)mm—('z), quand me€{1,...,s}. On dit que le
m

systéme y' = Gy vérifie la condition de Galochkin au sens strict si

3C>0:VseN, gs<C*L
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On a alors le théoreme fondamental suivant (cf [12, p. 17]).
Théoreme 3 (Chudnovsky)
Sous les mémes hypotheses que ci-dessus, si pour tout i € {1,...,u}, fi(z) est une G-

fonction au sens strict et (f1(2),..., fu(2z)) est une famille libre sur @(z), alors G vérifie la
condition de Galochkin au sens strict.

Dans [5, p. 747], André a introduit, en la formulant différemment, la condition suivante,
qui est adaptée au contexte des G-fonctions au sens large.

Définition 4 (André)

Avec les notations de la définition précédente, on dit que le systéme y' = Gy vérifie la
condition de Galochkin au sens large si

Ve >0, 3sg(e) EN: Vs = sp(e), gs < (sHE.

U

pu—1
+ a;(2) (d—) + .-+ ap(z) # 0 est un opérateur différentiel
z

d’ordre u a coefficients dans Q(z), la matrice compagnon de L est

d
Rappelons que si L = (—
dz

0 1 (0)
AL - . * .
0) 0 1
- a’u cee - (11
On sait que les solutions du systéme différentiel y' = Gy sontles vecteurs f=(f, f’,..., f#™V)

quand L(f(z)) =0.
Suivant la définition des G-opérateurs au sens strict (cf [4, p. 718]), on peut considérer
une notion analogue au sens large.

Définition 5

Soit L € Q(z) [d/dz]. On dit que L est un G-opérateur au sens large (resp. au sens strict) si
la matrice compagnon de L vérifie la condition de Galochkin au sens large (resp. au sens
strict).

La dénomination de « G-opérateur » est justifiée par la proposition suivante.

Proposition 1

Soit L € Q(z) [d/dz] un G-opérateur au sens large non nul d’ordre 1. Soit @ € Q un point
ordinaire de L, alors il existe une base de solutions de I'équation L(y(z)) = 0 au voisinage
de « de la forme (f,(z - a),..., fu(z — @)), ot les f;(u) sont des G-fonctions au sens large.

Il est bien connu que cette proposition est également vraie pour les G-opérateurs au sens
strict, la preuve ci-dessous s’adaptant mutatis mutandis.

Le théoreme d’André-Chudnovsky-Katz affirme entre autres qu'un G-opérateur au sens
strict a au voisinage de toute singularité a une base de solutions delaforme (f1(z—a), ..., fu(z—
@) (z—a)Ce, o1 Cy € M L (Q) ases valeurs propres rationnelles et les f; (1) sont des G-fonctions
au sens strict. On verra dans la section |4| que ceci est également vrai au sens large.

Démonstration de la proposition Notons G(z) = Ar(z) la matrice compagnon de L.
Comme a est un point ordinaire, on sait qu'’il existe une base de solutions (f;(z—a),..., fu(z—
a)) de ’équation L(y(z)) =0, ou les f; sont holomorphes au voisinage de 0. On sait aussi que
la matrice wronskienne de cette base Y (z) € .4, (@I[z]]) a un rayon de convergence non nul
et est telle que Y (a) € GL, (@) et Y'(2) = G(2) Y (2), de sorte que Y ¥ (2) = G,(2) Y (2) pour tout



entier s. D’ou1 - -
Y(z) = Z Y(n)(a)(z_a)n:(z nla)
n=0 n!

n=0

(z—a)"|Y(a). (3)

Puisque a est un point ordinaire, G(z) n’a pas de pdle en «a et la condition de Galochkin au
sens large implique qu'’il existe une suite d’entiers positifs (g,) ,en telle que
Gi(a)

VneN, Vk<n, ane/ﬂu(@’@) et Ve>0,3Ange) N, Vn=nge), g, < (n)t.

Ainsi, selon (3),ona Vn eN,den(Y (a)) g, YW ()€ My (@’@). Ainsi, les f;(z) vérifientla condi-
tion c) de la définition/[1]
Par ailleurs, soit K un corps de nomEres galoisien contenant a tel que L € K(z) [d/kdz].
Soit 7 € Gal(K/Q). Si L = f ay(z) (i) , ax(z) € K[z], on définit L” := f a;(z) (i) en
k=0 dz k=0 dz
étendant 'action de 7 a Q[z] coefficient par coefficient.

Alorspourtouti € {1,...,u}, L* (flT(z—a(a:))) = 0. De plus, comme a,(a) #0,0ona aﬁ(r(a)) =
T(ay(a)) # 0, de sorte que 7(a) est un point ordinaire de L'. Ainsi, f; est analytique au voi-

(e,0)
sinage de 0. Ceci valant pour tout 7, on en déduit que, si fi(z) = Y. b;,z", il existe une
n=0

constante C > 0 telle que Vn € N, |b; ,| < C"*!, ce qui prouve que les f;(z) vérifient la condi-
tion b) de la définition O

Lensemble des G-opérateurs au sens large possede une structure algébrique analogue a
celle de 'ensemble des G-opérateurs au sens strict. On a les propriétés suivantes (listées par
André dans le cas strict [4, p. 720]) :
¢ Un produit de G-opérateurs au sens large est un G-opérateur au sens large.

« Tout diviseur a droite d'un G-opérateur au sens large dans Q(z)[d/dz] est un G-opérateur
au sens large.

e Lopérateur adjoint L* d'un G-opérateur au sens large L est un G-opérateur au sens large.

* Si L et L' sont deux G-opérateurs au sens large, alors ils admettent un multiple commun a
gauche qui est un G-opérateur au sens large (propriété de Ore a gauche).

La démonstration de ces propriétés est donnée dans la section[5] Elle consiste en I’adap-
tation de propriétés des modules différentiels données dans le cas strict par André |3, SIV],
qui sont détaillées dans [21].

Le but de la suite de cette partie est de démontrer un analogue au sens large du théo-
reme[3l
Théoréme 4

Le théoréme(3 reste vrai si 'on remplace « strict » par « large ».

Ceci implique en particulier que si f est une G-fonction au sens large, tout opérateur
différentiel non nul L a coefficients dans Q(z) tel que L(f(z)) = 0 et d’ordre minimal pour
f est un G-opérateur au sens large. En effet, la condition de minimalité sur 'ordre u de L
impose que (f,..., f =1y est libre sur @(z). Le théoréme [4| assure donc que la condition de
Galochkin au sens large est vérifiée pour Ay.

Notons que la proposition 1] constitue une réciproque partielle du théoreme 4]



2.2 Démonstration du théoréeme/4|

La preuve que nous allons présenter est une adaptation de la preuve originale du théo-
reme (3| [12, pp. 38-50] au cas des G-fonctions au sens large. Les six premieres étapes de la
démonstration sont identiques dans les cas strict et large puisque les conditions b) et ¢) de
la définition d'une G-fonction (définitions|l| ou|2) n’y sont pas utilisées, y compris dans le
lemme de Shidlovskii évoqué dans I’étape 3. Dans [10, pp. 21-22], Beukers a reformulé les
idées des Chudnovsky en une trame condensée; a des fins de clarté, nous suivrons cette
trame dans les étapes 1 a 6, en la détaillant. La nouveauté de cette démonstration est1’étape
7, dans laquelle les conditions b) et ¢) de la définition[1} spécifiques aux G-fonctions au sens
large, seront utilisées. André a également mentionné dans [5, pp. 746-747] un argument qui
permet d’adapter au sens large la preuve du théoreme des Chudnovsky donnée dans [3, pp.
112-123], mais sans donner de détails.

Remarquons tout d’abord que si K est un corps de nombres contenant les coefficients
des coefficients de G(z) et les f;(0), 1 < i <y, alors G € .4,(K(2)) et f € K[z]*. En effet, cela
découle de I'équation f' = Gf en écrivant G comme un élément de .4, (K((2))) et identifiant
les coefficients du développement en série de Laurent de part et d’autre.

Notations et hypotheses :
On a T(z) € K[z], mais quitte a multiplier par un entier adapté, on peut supposer que
T(z) € Oklz] et T(z2)G(z) € M, (Ok|2]).
d
On note D = EP la dérivation usuelle sur K[z].

z
Si AeK[z] et £ €N, on note A= O(z’) s'il existe B € K[z] tel que A= z“B.

On note 6 = [K : Q] le degré du corps de nombres K.

Ftape 1 : Soient N, M € N. On introduit des approximants de Padé (Q,P) de type II de
parametres (N, M) associés a f dont on laisse les parametres libres pour l'instant, c’est-a-
dire des polynomes Q,P;,...,P, € K[z] tels que deg(Q) < N, 1max deg(P;) < NetsiP =

<i<u

(Py,...,Py), alors
Qf-P=0(z""M).

On ne discutera des conditions d’existence de tels approximants de Padé que dans I'étape 7.
m

On a pour tout m < N + M, —'(D — G)P € K|[z], ce qui est immédiat en utilisant la
m

formule de Leibniz. De plus, on va montrer par récurrence sur 7 que
* ™ (m) ™ m N+M-m
YmeN*, —Q"f-—(D-G)"P=0(z ). @)
m! m!

Pour m =1, c’est la définition.
Supposons la relation vraie au rang m. Alors en dérivant (4) et en multipliant par T, on a

(mTITmQ(m) + Tm+lQ(m+l)f+ Tm+lQ(m)fl
-mT'T™(D-G)"P-T""'D(D-G)"P=0(NMm+D)

Or, f' = Gf donc en multipliant (@) par la matrice polynomiale TG et en retranchant a I'équa-
tion précédente, on obtient

_ Tm+1(D _ G)m+1P — O(ZN+M—(m+1)) .

Finalement, comme T™Q"f— T™(D - G)"P = O(zN*M~™), on ale résultat voulu.
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Etape 2 : Montrons que

G so(=1
VseN*, 2p= LDS i(tb-aG)P. )
s! izo (s= !

On procede par récurrence :
e pours=1,G;=GetGP=D(P)-(D-G)P.

¢ Soit s € N*, supposons la formule (5) vraie pour s.

G 1 (G
Alors Gy = GG + G}, donc s+l =
(s+ 1)! S+ 1

récurrence au vecteur GP, on a

Gl
+ —‘S) Donc en appliquant I'hypothese de
s!

Gor1 : DL ; G,
= Z D /(D-G)(GP)+ —P|.
(s+ 1)' Cs+1 =0 (s= P! s!
Or,
G, G\ G S (-1 1
= :(—fp) -—P'= (—)H (D - G- Z—)HDS I(D-G)/DP.
s! s! s! 20 (s—= P! iz (s Y

Donc, en remarquant que Vj € {0,..., s}, (D - G)D=(D-G)*'+(D-G)G,ona

Gl p_ 1 [ D -1/

— s+1-j j L
(s+D!  s+1{i5 (- ])']'D (D=GP- ]zb( - P!

s+1 (_1)k

DS+1 ] D ]P
(L=6) +Zl(s—k+1)'(k 1)!

DI (D - G)f“P)

1

S

s+1 jgo(s ])' !
S
> !

S+1—k(D _ G)kP)

1 (-1)I(s+1- DR

DS*YI(D-G)/P+
s+1li;; (s+1-pit

s+1 k s+1 s+1
(-1 _ D (-1
DS+1 k D_ G kP P D_G S+1P
kg’ s—k+DlI(k-1)! ( P+ s! * s! ( )
+1
=1/ DStl-i j
; T ])'J' (D-G)/P.

Cela conclut la récurrence.

Etape 3 : Utilisation du lemme de Shidlovskii.
1 .
On note pour heN, Py, = —(D ~G)"PetRy € M, (K(2)) la matrice dont la j*™ colonne

est (h” NPy ;1. Alorsla formule (6) implique immédiatement que

Gs SN G L

—Rq) = —D*/Rj).

Selon le lemme de Shidlovskii pour les approximants de Padé de type II (voir [3, p. 115]),
la matrice R(g) est inversible pourvu que M soit assez grand ce qui sera réalisé quand on
spécifiera M et N dans 'étape 7. Donc

s DSIR
7522 = Z(—l)fT”“‘l—](“( TH 1 Rigy) ™! 6)

Ftape 4 : Soit d le dénominateur commun des coefficients d’ordres inférieurs & N + M
du développement en série entiere de f. On suppose trouvés des approximants de Padé

7



Q,Py,...,P, e K[X] de df, c’est-a-dire des polynomes tels que deg(Q) < N, max deg(P;) < N
u

SIS
et
Q(df)—P=0(z"M),

avec P = (Py,..., P,). On fait I'hypotheése supplémentaire que Q est un polynéme a coeffi-
cients entiers algébriques. On peut alors appliquer les résultats des trois étapes précédentes,
dont on conservera les notations, a Q et P puisque df est encore solution du systeme diffé-
rentiel y' = Gy.

Selon (4), on a

Tm
Vm<N+M, — Q" (dh)~T"Py=0(z""""). (7)
m!
(m)
On remarque que € Okl z] puisque Q est a coefficients dans G. On en déduit que si
m!
N+ M — m> max deg(P; ), les coefficients de T""P,, sont des éléments de O [z].

1<isp

Montrons par récurrence sur m que

max deg(T""P; ;) < N+ tm. (8)

1<isp

* Pour m =0, il s’agit simplement du fait que les composantes de P sont de degrés inférieurs
aN.

e Pour m =1, TP’ — TGP a des composantes de degrés inférieurs a N + ¢, car les coefficients
de T(z)G sont de degrés bornés par t.

e Soit m € N, supposons le résultat vrai au rang m. Alors

(D-G(T™D-G)"P)=mT' T" Y (D-G)""P+T"DMD-G)™P-T"GD-G)"P
=mT'T" Y (D-G™P+T"™(D-G)"'P.
Donc
T Y D-G"™'P=(D-G((T"™D-G"P)-mT' T"™(D-G)"P.

Or, en utilisant a la fois 'hypothése de récurrence et le cas m = 1, on voit que T(D—-G)(T"(D—
G)"P) a ses composantes de degrés bornés par N+ mt+ ¢t = N+ (m+ 1)¢; par ailleurs, I'hy-
pothése de récurrence nous assure que mT'T™ (D — G)™P a des composantes de degrés in-
férieursa t+ N+ mt = N+ (m+ 1)t. On en déduit le résultat souhaité (8).

On déduit, a condition que N+ M —m = N + tm, c’est-a-dire

M
"SI ®

que T"P,, € Oklz]*. Ceci implique immédiatement que si j est un entier naturel tel que
jru—-1< PEE alors T/ +“_1R( j) est une matrice a coefficients dans Ok [z]. En particulier,
TH 1R () € MOk [2)).

Montrons a présent que

TS+/,L—1

M .
VseN, s+u—-1< T Vjelo,...,s}, DS_JR(j)eﬂu(@K[z]). (10)

r+1 (s— )

Rappelons la formule de Leibniz généralisée : si £ € N* et f1,..., fr sont [ fonctions dérivables
k fois, alors

(fifo®=" % ( k )Hft”f)-
1

i+-+ip=k oo le ) 1<v<k

8



En particulier, considérons un élément quelconque W € Ok [z]. Alors

(Wé)(k) wti)
K. Z i
: i1++ip=klstst 't
wtid
Si k < ¢, pour tout (iy,..., iy) intervenant dans la somme, chaque terme [] contient
1st<sl g
W(S)
au moins ¢ — k indices de dérivation nuls. Ainsi, comme pour tout entier s, € Ok|[z], on
wHm =,
T € W[ k@)K [Z]

Déduisons de cela par récurrence le résultat (I0). Pour s = 0, c’est évident.
Soit s € N*, supposons vrai pour §' € {0,..., s—1}. Par la formule de Leibniz, on a, pour
j€i0,...,s},

Ds—j ( TS+H- 1 R(]) )

S—j _ 4 1 .
— Z (S k]) % : (Ts+p—1)(k)Ds—]—kR(j)
k=0

(s—N! (s—= !
_ k)
_ stpe 1D JR(]) Z (T”“ 1)( DS~ kR G
s=-p' & k! (s—j—k)!
— _ _k_'
— Tstu-1 D>/ R(f) + Z UkT5+“_1_kDS ]R(J')’
- &= (s—k—J)!

avec Uy € Ok [z], en utilisant la remarque précédente.
Or, d’'une part, .
DS (Ts+p—1R(j))

(s— !

€ M, (O 2)),

puisque TSTH™1 = T3~ JTitk= 1R( ) € M, (Ok|z]), et d’autre part, par hypothése de récurrence,

DS %R
s s—k+u—1 )
Vkefl,...,s—j}, T Gor) € M, (Ok|z]).

Par conséquent,

D ]R
TS+“_lﬁ -/% Ok lz]),

ce qu’il fallait démontrer.

Etape 5 : Lien entre g; et taille des coefficients de det(TH# ! R(g)).
Selon (6), on a pour tout s€ N,

G 13 DSTIR; T
TST'S = V Z 1)] TS+“ 1(—)(']) (com(T“_lR(o))) ’ (1 1)
. j=0

ouV = det(T”‘lR(o)) € Okz], et selon (10), tous les termes de la somme sont a coefficients

entiers algébriques a condition que s+ pu—1< P L

+1
Prenons pour s € N, ¢, le dénominateur des coefficients des coefficients des matrices
2 GZ s GS P eps . s
TG, T*—,...,T —» comme dans la définition 4] Pour estimer g, sous la condition s+p—1 <
s!

——, il suffit donc d’obtenir une estimation de la maison des coefficients de V. C’est ce que

permet de faire ce lemme :



Lemme 1

0 .
Soient U € Ok [z], V € Ok lz], W € K|z] tels que U = VW. Notons V = Y v;z*, alors pour
i=0

tout k tel que vy # 0, on a N, (vi) W € Ok z].

Démonstration.  Introduisons la valuation de Gauss associée a un premier p de Oy :

vp(Zal ):— Jmin (v (a;),

ol vy est la valuation p-adique associée a I'idéal premier p de Ok . En utilisant les propriétés
de valuation, on a vy (U) = vy (V) + vp(W) donc vy (W) = —v, (V) car, comme U est a coeffi-
cients entiers algébriques, v, (U) = 0.

Notons S 'ensemble fini des premiers divisant tous les coefficients de V. Alors si W =
d ,
> w;z', pour tout i € {0,...,d} et p € S, on a vy(w;) + vp(V) = vp(V) + vp(W) = 0, donc
i=0

Hsp »V)(w;)  O. En particulier, si vi #0, comme vy € Hsp”P(V) = pged((vo),..., (vy)), ona
pe pe

Yie{0,...,d}, (vi)(w;)cOk.

D’oli comme N g (vg) € (V) N Z, on a Ny (Vi) W € Ok z]. O

Pour W = Z w;z' € K[z], on définit (W) = max [w;], la maison de W. Selon le lemme
=0 0<i<

appliqué ala formule (1I) avec

s DS7IR(; T
= ;( 1)/ T5HH- 1“—])({)(com(T“_lR(0))) ,

G,
V =det(TH 1R(o)) etW= Ts ,on a doncici

M 5
VseN telque s+ pu— 1<t , gs<o(V)°. (12)

Etape 6 : Majoration de la taille des coefficients de det(T# ! R)) € Ok z] en fonction de
la maison de Q.
Par commodité, on s’'intéresse a

(u-1)

~ ~1 pp-1)
V =det(P, TP;,..., ™ P”_l) =T 2 det(R(o)) =

Le lemme suivant nous assure que ce changement n'introduit qu'une constante multiplica-
tive dépendant seulement de G dans la majoration recherchée.

Lemme 2
Soient A,B e K|z] et C = AB, alors 0(C) < (deg(A) + deg(B) + 1)a(A)o (B).

ptq
Démonstration. On écrit A= Z a;z' et B= Z b;z', de sorte que C= } ¢j z/, avec, pour
i=0 i=0 j=0

J
tout j€{0,...,p+q}, ¢cj = _Zoaib]-_,-.
1=

10



Soit 7 : K — Q un plongement. Alors

j
lzepl < Y. le@@lltbj-pl < (j+ Da(A)a(B) < (p+ g+ Do (Ao (B),
i=0

si bien qu’en prenant le maximum sur j et sur 7, on obtient I'inégalité voulue. O

N .
Soit me{0,...,u—1}.SiQ= Y g;2', alors
i=0

m+i% =

QU NZ(i+1)...(i+m) m N (m+i m
7: ol Z . |dm+iz
: i=0 : i=0

(m)

De la majoration (m+’) < 2m*i < 2N ] gensuit que O'(Q—') < ZNU(Q). Selon le lemme
m!
appliquéa A= T" et B= Q" /m!,

m QU
( )<2NU(Q)U(Tm)(mt+N m+1)
<2V Qo (T™(u-1)(t-D+N+1) < cNo(Qa(T™,

avec c; constante dépendant seulement de G pour N suffisamment grand.
En appliquant m fois le le lemme |2}, on obtient

o(T™ < cNo(Mo(T™ H<---<cYa ()™
ou ¢, et c3 sont des constantes. Dans ce qui suit, les ¢; désigneront des constantes.

Ainsi, pour N suffisamment grand,

Q(m)
( ) <clo@Qoao(M™<clo(Q.

Soit O+ s le maximum des maisons des N + M premiers coefficients du développement
en série entiere des f;, et dy; s leur dénominateur commun. En répétant le raisonnement

de la preuve du lemme |2} on voit que la maison de la partie polynomiale tronquée a I'ordre
(m)

N+tmde TmW(dAHMfi) est majorée par

cNo(Q)dnrmOnsm) (N + tm+1) < ¢l o (Q)(dn+ mMON+ 1)

Or,si N+ M—(u—1)= N+ t(u—1), selon (7), cette partie polynomiale est T"*P,,,, donc, avec
une extension de la notation o aux vecteurs colonnes,

Vmel0,....u—1}, o(T"Py) < No(QdnimOn+m.

~ p-1

OnaV= } eIl TJPT(]) j- Pour 7 € G, en appliquant le lemmeé A=ProetB=
€6, j=0

p-1

H T]PT(]'),]', ona

j=1

pol o polo
a(]'[ TJPTU)J) sa(P,(m,o)a(]‘[ TJP,(]-),]-) (WN+t(u—1)+1)
j=0 j=1

11



en utilisant (8). En itérant le procédé, on obtient une constante cg telle que

-1
j uN 7 Y N _ N Iz 1Y
‘7( T]PT(J')J) <c; 0@y, O, pCs <Co o QFdy, Oy, 0
j=0

Donc par inégalité triangulaire

U(V) S C%U(Q)Mdll\tHMHKHM’

si bien que, comme V = THE-D2Y (V) < c{\{a(Q)“df\LHMQ%JFM. D’ou selon (12),

M
VseN, stu—1<—= <o)’ <ol d 08 (13)

Ftape 7 : Conclusion 4 I'aide d’'un lemme diophantien.
Rappelons le lemme classique suivant dont une preuve peut étre trouvée dans [30, p. 37].

Lemme 3 (Lemme de Siegel)

Soit K un corps de nombres. Considérons un systéme de m équations linéaires

n
vi<i<m, ) aijxj=0, (14)
j=1
ou Vi, j,aij € Ox. On note A = max|a;;|. Alors si n > m, (14) a une solution non nulle
12¥]
(xj)1<j<n € O vérifiant

_m
max [Xj]| < ci1(cynA)n-m,
1<j<n

ot ¢ > 0 est une constante dépendant uniquement de K.

Soit s € N*. On choisit dorénavant N et M de la forme suivante : N:=2u(t+1)(s+u—1)
M
et M:=N/Qu) =(t+1)(s+ p—1) e N*. En particulier, on a bien 1 =s+u—1.

Alors I'équation de Padé Q(dy+yf — P = O(2V*M) se traduit par un systéme linéaire de
N N
'L;—“ =5 équations a N + 1 inconnues (les coefficients de Q). Selon le 1ernme il existe une
solution Q € Ok [z] telle que

N/2
0(Q) < c10(c10(N + 1O 0) F1-N2 < €150 N,

N N
car —sN+1-—.
2 2
C’est a partir de maintenant que I'on va se servir des propriétés b) et c) de la définition[}
qui sont propres aux G-fonctions au sens large.
Soit € > 0. Puisque les composantes de f sont des G-fonctions au sens large, on peut trou-
ver une constante c14(¢) telles que 0 < (k)¢ et dy < (k!)® pour k = c14(€).
Onas=|N/@2n(t+1))] - (u—1), desorte que M/(t+1) = s+ u— 1 donc selon (13),
45 < (50N 10 " dyfs O (15
D’une part, les termes géométriques cl].V peuvent étre dominés a partir d'un certain rang
qui dépend de € par (N!)¢. D’autre part, on a (N + M) <2N. Or, si a > 1, selon la formule de
Stirling,
ak ak
(ak)! V2mak (7)
(kD% (V2mk)@ (@)“’C
e

= rpa®, (16)
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avec (ry) Nen+ une suite tendant vers 0. Ainsi, si k est assez grand, (ak)! < (k!)**L.

Par conséquent, en reprenant I’équation (15), on obtient que g; < (N!)'5*¢ pour s plus
grand qu'un certain rang dépendant de ¢ et de la constante ¢;s.

Mais N <2u(t+1)(s+pu—1) < 4u(t+1)s pour s assez grand, donc a partir d'un certain
rang, selon (16), N! < (sH*+D+1 Einalement, pour s assez grand (relativement a €), on a

Vs = so(e), gs< ()%, (17)

€
1l suffit d’appliquer ce résultat a ¢’ = — pour obtenir la majoration désirée.
C16

3 Démonstration du théoreme(ll

Dans cette section, nous allons démontrer le théoreme 1| en suivant I'esquisse fournie
par André [5, pp. 746-747].

3.1 Reformulation de la condition de Galochkin

On peut reformuler les conditions arithmétiques et analytiques définissant une G-fonction
au sens large al’aide des valeurs absolues sur le corps de nombres K.

Proposition 2 (André, [5])

n=0

o0
Soit f(z) = Y. a,z" € K[z]. Les conditions b) et c) de la déﬁnition équivalent a

1
;ZﬁmnmmmemnAamw=omgnx (18)
v

ot la somme porte sur toutes les valeurs absolues (a équivalence preés) |- |, surK, finies
et infinies.

On rappelle que deux valeurs absolues |- |, et | - |, sont dites équivalentes s’il existe ¢ > 0
tel que |- |, =|-1S. Les valeurs absolues sur un corps de nombres K sont, a équivalence pres,
les valeurs absolues p-adiques (dites finies) | - |, pour p € Spec(0Ok) et les valeurs absolues
infinies | - |; pour tout plongement 7 : K — C définie par

M|_|ﬂowm@ siT(K) cR
" 1r @%@ sinon.,

Pour la démonstration de la proposition[2} on aura besoin du lemme technique suivant :
Lemme 4

a) Soit (u,) nen une suite de réels et g : R, — Ry une fonction croissante tendant vers
+o0o en I'infini. Alors la condition

max(0, u,) = o(g(n)) (19)
est équivalente a la condition
max(0, uy, ..., u,) = o(g(n)). (20)
b) Etant donnée (u,),cn une suite de réels positifs, on a
Ye>0,3Ing(e) eN: Vn=ngle), u,s<nhH (21)

si et seulement si max(0,log u,) = o(nlogn).

13



Démonstration.  a) Supposons que max(0, u,) = o(g(n)).
Soit € > 0 et ny(e) e N tel que Vn = ny(e), luy| < eg(n). Comme g est croissante, on a

Vn = no(e), max(0, up,(e),..., Uy) < emax(g(ng(e)),...,gn)) <eg(n).
Soit n;(€) € N tel que

Vn = ny(e), max(0, ug, ..., Unye)-1) < £g(n).

Son existence est assurée par le fait que g(x) +00. Posons na(¢€) := max(ng(€), ny(e)).

X—+00
Alors pour tout n = ny(€),

max(0, ug, ..., uy) <eg(n)

ce qui prouve

La réciproque est évidente.

b) On a max(0,logu,) = o(nlogn) si et seulement si max(0,logu,) = o(logn!) d’apres la
formule de Stirling, ce qui équivaut a

Ve>0, Ing(e) eN: Vn=ny(e), logu, < elog(n!),

ce qui est équivalent a en passant a I’exponentielle de part et d’autre de I'inégalité. [

Démonstration de la proposition[2,  On suppose sans perte de généralité que K est galoi-
sien. Il est prouvé dans [14, p. 225] que si ay, ..., a, € K, alors

Y. sup log"la;l, = log(den’(ay, ..., an)), (22)

peSpec (O ) 0<i<n [(K: Q]

outlog™ (x) =logmax(1, x) et den’(ay, ..., a,) estlanorme Ni/g(a) du plus petit multiple com-
mun a de ag,...,a, dans le sens des anneaux de Dedekind. On a alors

den(ay, ..., a,) < den'(ao, ..., a,) < den(ay,..., a,) ¥ (23)
(cf [20, p. 320]). Ainsi, comme

Y sup log*lail,= ) sup log*lail,+ ) sup log* |a;l;,

v valeur absolue 0<i<n peSpec (O ) 0<i<n 7€Gal (K/Q) Osisn

la condition (18) est vérifiée si et seulement si

1 1
— ) log" sup lail,=o(logn) et — 3 log" sup lail; = o(logn),
" pespec (©x) O<i<n N reGalK/Q) 0<i<n

c’est-a-dire, selon et (23), si

logden(ay,...,a,) = o(nlogn) et V1 € Gal (K/Q), logmax(1, |t (ayp),...,|T(a,)|) = o(nlogn).
(24)
Selon le lemme[4a), comme

logmax(1,|7(aop),...,|T(as)]) = max(0,log|t(ap)l,...,log|T(a,)),
la condition équivaut a
logden(ay,...,a,) = o(nlogn) et V71 € Gal (K/Q), max(0,log|t(a,)|) = o(nlogn). (25)

Donc selon et le lemme[4]b) la condition est bien équivalente aux conditions b)
et ¢) de la définition[1] 0O

14



Remarque. De la méme maniére, on montre que f(z) vérifie les conditions b) et c) de la défi-
nition 2Isi et seulement si

1
zZlogmaX(l,Iaoly,...,lanlu) =0(1).
v

Par un raisonnement analogue, on peut reformuler la condition de Galochkin introduite
dans la sous-section [2.1a I'aide d’'une quantité k(n,p, G), introduite dans la définition 6] ci-
dessous, définie en termes de valeurs absolues p-adiques sur K.

Pour p € Spec (Ok), on rappelle que la valeur absolue de Gauss associée a | - |, est la valeur
absolue non-archimédienne

[ |p,Gauss : K(z) — R
N i
Y aiz max |6li|p
i=0 0<isN
M . max |bil,
> bjzl o<j<M ! P
j=0

La valeur absolue | - |y Gauss induit naturellement une norme sur .4, , (X (z)), définie pour
tout H = (h;,j);,j € M,,v([K(2)) comme || H||p Gauss = Max;, j | A, jlp Gauss- On I'appelle norme de
Gauss. Si pu=v, 4, (K(z)) munie de [| - |y, gauss €st une algebre normée.

Définition 6
N Pour tout idéal premier p de Ok, la quantité h(n,p, G) est définie (cf |3, p. 70]) par

G

m!

1
VneN, h(n,p,G):=—maxlog" :
n msn p,Gauss

Pour un opérateur différentiel L € K(z)[d/dz], on pose h(n,p,L) := h(n,p, Ar), o1 A est
la matrice compagnon de L.

Proposition 3

Soit G € ., (K(z)). La condition de Galochkin au sens large introduite dans la défini-
tion est équivalente a ,,(G) = o(logn), ou

on(G):= ) h(npG.
peSpec (Ok)

Dans le cas strict, la condition de Galochkin au sens strict est équivalente au fait que
0(G) < oo, ou
o(G):=limsup )  h(np,G)
n—+00 peSpec (Ok)

estla taille de G (cf [14} pp. 227-228]).

Démonstration de la proposition On a vu dans la preuve de la proposition [2| que si
aop,...,a,; €K, alors

1
— Z sup log"|a;l, = o(logn) < logden(ay, ..., a,) = o(nlogn).

n peSpec (OK) o<isn
Doncg, ici, en notant g; le plus petit dénominateur commun des coefficients des coefficients

. m
des matrices gy pour m<s,ona
m!:

1
— ). maxlog"
1 heSpec (Gk) msn

- = o(nlogn)

p,Gauss
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si et seulement silog g, = o(nlogn), c’est-a-dire, comme ¢, > 1, selon le lemme[4]b), si

£

Ve>0,3sp(e) eN:Vs=sp(€), gs<s!,

ce qui n’est autre que la condition de Galochkin au sens large (définition[T). O

Remarque. La preuve du théoreme[4] présentée dans la partie[2.2|permet de relier quantitati-
vement o, (G) et les quantités

1
Un(f)— Z r}nlaX|fzmp et Unoo(f)— Z I}'nlggdﬁ,mh

1 yespec (Gik) 1<i<p N rK—c I<i<p

encodant respectivement les conditions b) et ¢) de la déﬁnition (Propositionp les compo-
santes du vecteur f='(fi(2),..., fu(2)) étant écrites sous la forme f;(z) = Z fimz™ eKlz].

On commence par appliquer le logarithme de part et d’autre de l’1nega11te (15) dans la
partie[2.2] On obtient

logq;
S

10g012+ LK 108 N+M logdn.m

<N plK Q] pll: @]—,

ou ¢y et c13 sont des constantes explicitables.

logfy
Or, N=2u(t+1)(s+u—1) et M = (t+1)(s+pu—1) donc en posant, pour tout k, Uy = .
logd
et Vi = 08 k,ona
logqs 201¢ .
. <2u(t+ 1) +o00)logerp +2p°[K: QI(£+1)(1 + o(1))logciz+

2uK:QI2u+1)(t+ 1A +oM)Un+pm+pIK: QIR+ 1)(+ 1A+ 0o(1)VNim
SO +puK:QICu+ D)+ +o0W)[2UN+m + VNiml.

Or, I'équation ci-dessus implique que

K:
L Y. sup fiklp = [K:Qlok®.

k <k
peSpec (Ok) IZ’KH

1
U = %logden(fi,m,l Sispums<k) <

1

De méme, on montre que 0,(G) < —log g, et par ailleurs que Vi < [K : Qo (f). Finalement,
s

on obtient 'inégalité explicite

05(G) <O+ [K: QI*uu+1)(t+1)(1+ o) [20 eu+1)(t+1)(s+p-1) () +
Ooo,2u+1)(t+ D) (s+u-1) ()], (26)

ou les termes O(1) et o(1) peuvent étre explicités.
Dans le cas des G-fonctions au sens strict, une majoration analogue est déja connue : voir
la preuve de Dwork du théoreme des Chudnovsky [14} p. 299].

3.2 Condition de Bombieri au sens large

Le théoreme de Katz affirme qu'un opérateur globalement nilpotent (selon la terminolo-
gie de [14, p. 95, p. 98]) est fuchsien a exposants rationnels en tout point de P! (Q) (voir [14, p.
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98]). Dans cette section, nous allons introduire une condition de Bombieri au sens large (dé-
finition[9) qui implique la nilpotence globale des opérateurs qui la vérifient. Nous verrons
dans la sous-section que les G-opérateurs au sens large vérifient la condition de Bom-
bieri au sens large. Cette condition est donc adaptée au contexte des G-fonctions au sens
large.

On se donne un corps de nombres K. Dans toute la suite, pour tout idéal premier p de
Ok, on note p(p) le nombre premier engendrant I'idéal p N Z.

Définissons d’abord une notion de densité qui sera utilisée par la suite (cf [13, pp. 255-
257]).
Définition 7
Soit . < Spec(0Ok). On note Ny q(p) = Card (O /p) la norme d’un idéal p de Oy.

On dit que . admet d = 0 pour densité de Dirichlet (ou densité analytique) lorsque

-1 1
log(s—1) pép Neo®)®

quand s tend vers 1 pour s réel, s> 1.
Définition 8
Soit K un corps de nombres. Un systéme différentiel y' = Gy, G € M, (K(2)), est dit globa-

lement nilpotent sion a R, (G) > |p(p) I;/(p(p)_l) pour tout idéal premier p de Ok en dehors
d’un ensemble de densité de Dirichlet nulle.

En suivant la constuction faite au sens strict dans [14], nous allons maintenant définir,
en suivant [5, p. 747], une condition de Bombieri adaptée a notre situation.

Si G est une matrice a coefficients dans [K(z) et p est un idéal premier de O, on définit
R, (G) comme le rayon de convergence d'une matrice fondamentale de solutions du systeme
y' = Gy au voisinage du point générique p-adique tel que construit dans |14, pp. 92-97].

Définition 9 (André, [5], p. 747)

Soit, pour n € N*, p,(G) = ¥ 10g+(
peSpec (O)
plp)<n
la condition de Bombieri au sens large quand

. On dit que le systéme y' = Gy satisfait
7 (G)) q y Y =Gy

on(G) =o(logn).

Dans le cas strict, la condition de Bombieri au sens strict est p(G) < co, ou

1
p(G) = log* (—)
peSpé(@’K) RP(G)

est le rayon de convergence générique global inverse de G (cf [14, pp. 226-227]).

La proposition suivante illustre, comme annoncé au début de la section, 'intérét de la
condition de Bombieri : les systémes différentiels la satisfaisant font partie de ceux auxquels
on peut appliquer le théoréme de Katz sur la rationalité des exposants.

Proposition 4
Si la matrice G satisfait la condition de Bombieri au sens large, alors y' = Gy est un
systeme différentiel globalement nilpotent.

La démonstration fera usage du résultat suivant :
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Proposition 5

1
Soit.# < Spec(2). Si . —8P

pesS
psn

= o(logn), alors . a une densité de Dirichlet nulle.

Démonstration. La preuve repose sur une transformation d’Abel de la série Y. p~°.

pes
Pour tout s > 1, on définit la fonction de classe €!
gs: [l,400] — R
1
t —_—
rs~logt
Selon [33}, Theorem 1, p. 3], on a pour tout x =0,
logp 1 X ,
- =T(x)gs(x) —/ T(r) g (ndt
,;ﬂp ,;y p p*llogp & p S
p<x p<x
X T(1)
=T +(s—1 —dt+ —— g, 27
(0gs(0) + (s - 1) f g fz oR(1 27)
|
ouT(t)= ) 08P _ o(log ) par hypothese.
pes P

p<t
En particulier, T'(x)gs(x) = 0 et T g, est intégrable sur [2, +ool. Ainsi, en passant a la
X—+00

limite x — +o0, on obtient

+ooE() f+00 E(t)
V4 —=(s-1 t, 28

. T (1) Z(s)
ou E(f) := —— = o(1). On veut montrer que
logt —log(s—1) s—1*

e D’'une part, soit M >0telque Vt =2, 0< E(t) < M. Alors

_ +00 _
Vsell,2[, 0< (=1 f E(t)dts M(s—1)
—log(s—1) —log(s—1)

t—s+1 -M

= 0
25-log(s—1) s—1+

—-s+1 2
e D’autre part, on va montrer que

Gls) 1= f“’o E(1) ;
" —log(s—1)J» tlog(t)  s—1+

Par un changement de variable u = (s — 1) log ¢, on voit que pour tout £ = 2,

fm dr =Ei(-(s—1)logh)
no tSlog(t) &1

+oo ,—1I
ouFEi:x— — ——d estla fonction exponentielle intégrale. Par suite, il découle de I'équi-

valent (cf [T, pp. 229-230]) Ei(1s) ~y_.o+ log(— 1) que

Vh=2, f
—log(s— 1) tslog(t) s—1+

€
Soit € > 0. Comme E tend vers 0 en I'infini, on peut fixer h =2 tel que V¢ = h, E(f) < 3 D’olu

hdr
0<G(s) <
—log(s—1) J2 t*log(?) —1og(s -1) tslog(t)
M hdr Ei(—(s- 1)logh)

< +&
—log(s—1) Jo tlog(?) —log(s—1)
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car t° = t pour t > 1. Le premier terme de la derniére somme tend vers 0 et le second tend
vers 1 quand s tend vers 1, s > 1, on peut donc fixer ) > 0 tel que pour tout s €]1,1 + 17|,

M hdt &  Ei(-(s—1logh)
<— et <2
—log(s—1) J2 tlog(t) 3 —log(s—1)

de sorte que
Vsell,1+n[, 0<G(s)<e.

En d’autres termes, G(s) tend vers 0 quand s tend vers 1%.

Selon ces deux points et (28), on a bien hnll log(%l) =0, soit selon la déﬁnition < aune
s—1t —

densité de Dirichlet nulle.

On peut a présent démontrer la proposition[4} en s’inspirant de la preuve du fait que la
condition de Bombieri au sens strict p(G) < co implique que y' = Gy est globalement nil-
potent dans [14} pp. 226-227] (voir aussi celle présentée par André, |3, p. 77]).

Démonstration de la proposition[4,  Soit . 'ensemble des nombres premiers p de Z tels

qu'il existe p € Spec (O) au-dessus de p tel que Ry (G) < Iplp . Selon [14, Proposition 5.1, p.
95], # est I'ensemble des p tels que y' = (G mod p) y est non nilpotent pour au moins un
premier p au-dessus de p. Fixons pour chaque p € % un tel premier p(p). Alors

1 1logp
G = 10( )> 1logp
prlG)= ) log" |\ g )2 2 55

psn ps<n

En effet, |pl, = p‘fp/ 9 avec la normalisation choisie.

1
Grace a 'hypothese p,(G) = o(logn), on a donc ) % = o(logn). Donc selon la pro-
pes -
ps<n

position[5, .# a une densité de Dirichlet nulle.
Or, si p € Spec (Ok) est tel que ¥y’ = (G mod p)y est non nilpotent, alors pnZ € ¥ donc
I'ensemble .’ des premiers vérifiant cette propriété est de densité de Dirichlet nulle. En
effet, si s > 1,
I.
1 3 1 <2Card{p€5” plp}sé

1
pes’ NKIQ(p)S peSpec(2) ppelf pfps peS p* peS p*

)

car le nombre de premiers p au-dessus de p est borné par 6 selon la formule }_ dy = 6. Donc
plp
en divisant par —log(s — 1) de part et d’autre de 1'inégalité et en passant a la limite, on ob-

tient que ¥’ a une densité de Dirichlet nulle. Par définition, le systeme y' = Gy est donc
globalement nilpotent. O

Remarque. L'assertion minimale pour que la preuve de la proposition[4/fonctionne est la sui-

vante.
) . .« logp
Assertion (A) : « Soit .# < Spec(Z). Si —_—
pes P

psn

= o(logn), alors . a une densité de Diri-

1
chletd < —»
2

En effet, en reprenant les notations de la preuve, si . vérifie (A), alors .#’ est un ensemble
de premiers de K divisant un ensemble de premiers de Z de densité de Dirichlet < 1/2 et
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selon [14, Remark 6.3, p. 100], on peut appliquer le théoréme de Katz au systeme y' = Gy,
bien qu'il ne soit pas stricto sensu globalement nilpotent, puisque .’ n’a pas nécessairement
dans ce cas une densité de Dirichlet nulle.

3.3 Théoréme d’André-Bombieri au sens large

Lobjectif de cette section est de démontrer la proposition [6] ci-dessous, qui est I'ana-
logue du théoréme d’André-Bombieri [14, pp. 228-234] pour les G-fonctions au sens large.
Ce résultat fait le lien entre les conditions de Galochkin et de Bombieri, présentées respec-
tivement dans les parties[2.1]et[3.2] Voir la proposition [8] dans la sous-section 5.1 pour une
version quantitative.

Proposition 6
Soit G € /,(IK(z)). La condition de Galochkin au sens large est vérifiée si et seulement si
la condition de Bombieri au sens large p, (G) = o(logn) est vérifiée.
Nous aurons besoin pour la démonstration du lemme suivant. On rappelle que si p €

Spec (Ok), p(p) est défini comme 'unique premier positif de Z engendrant p N Z.
Lemme 5

SiGe . #,([K(z)), ona

1
Z h(n)p)G) = — Z h(n)pyG)+CG)
peSpec (Ok) 1 piw<n

ou C; est une constante indépendante de n.

Démonstration.  Soit p € Spec(Ok). On suppose que ||Gllp Gauss < 1. Al'aide de la formule
de récurrence Gy = GsG + G, comme | - lp est une valeur absolue non archimédienne, on
montre que || Gsllp Gauss < 1 pour tout s € N. Donc

m!

-1
< —logmin(l,minls!lp).
s! P ssn

1
=h(n,p, G <—log"
(n,p,G) nog max -

ssn

n peSpec (Ok) p,Gauss

Or si s < n, les diviseurs premiers p de s! vérifient p < n. Par suite, si p(p) > n,ona|s!|, =1 et
donc h(n,p,G) =0.
Si |Gllp,Gauss > 1, on prend a € K tel que |aly = [|Gllp,Gauss- Ainsi, IG/allp,Gauss < 1. De plus,

si |Gs/a’llyGauss < 1, alors
G3+1 GS G GS ! ].
a1 \as)\a) o) @
est une somme de produits de termes dont la norme de Gauss associée a p est inférieure a 1,

si bien que || Ggip/la*t! ”p,Gauss < 1. Ceci montre par récurrence que IIGS/aSIIp,Gauss pour tout
seN.

Donc comme ci-dessus, il en découle que si p(p) > n, on a log* max o =0.
ssnla’s p,Gauss
Donc G
N
log* max — <log" max || — ' +slog” laly,
ssnl s p,Gauss ssnjla’s: p,Gauss

de sorte que h(n,p, G) <log|alp gauss, car |aly > 1.
Comme on a || Gllp,Gauss > 1 pour un nombre fini de premiers de K, on peut prendre « tel
que |aly = [|Gllp,Gauss pour tout tel premier. On a alors
1

1
- Z h(n)p» G) = - Z h(n)pyG)+ Z 10g|a|p,Gauss»
n peSpec (Ok) pp)<n [Glp,Gauss>1
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ce qui est le résultat voulu, c’est-a-dire

Y h(np,G)= Y. h(np,G)+O().
peSpec (Ok) pp)<n

Démonstration de la proposition[6,  Selon la proposition[3et le lemme[5} la condition de
Galochkin au sens large est vérifiée si et seulement si

Y h(n,p,G) =o(logn), n— +oo.
plp)sn

e Selon [14} p. 234], on a pour tout n € N*,

1 |
)=limsuph(n,p,G)sh(n,p,G)+ 0gp(y) | logn
N—+oo n n

+
log (RP(G)

Donc

logp logn
2

pn(G < Y hnp,G+C C1Tn(n),

p(p)gn peSpec(2)
psn

ou C; est une constante majorant le nombre d’idéaux premiers p de Ok au-dessus d'un
nombre premier p donné, et  est la fonction de comptage des nombres premiers.

Par le théoreme des nombres premiers, on a donc

pn(G) < ). h(np,G)+2Ci(1+0(1),
pp)sn

desortequesi Y h(n,p,G)=o(logn), alors p,(G) = o(logn).
pp)sn

e Réciproquement, I'équation (2.6) de [14, p. 229] donne

1 log n.
h(n,p,G) <log” + y)< -1 —
@) < o8 (R (G)) e s
ou dj est un entier tel que pour tout premier p, pIZ dy = [K : Q], et Cy est une constante nulle
P
pour tous les premiers p sauf un nombre fini.

On peut donc trouver une constante C telle que, pour tout n,

logn C

(-1

Y. h(n,p,G) <pn(G)+ )
pp)<n p<s

plp L @

logn C
=pn(G) + (u— I)Tﬂ(n) + P Pn(G)+ (-1 +o0(1)),

puisque selon le théoréme des nombres premiers, 7(n) ~

. Ainsi, si p,(G) = o(logn),

logn

alors ). h(n,p,G)=o(logn). O
pp)sn

3.4 Conclusion de la démonstration du théoréeme/1]

Nous pouvons a présent synthétiser les différents résultats des sections précédentes pour
prouver le théoréme

o0
Soit K un corps de nombres, f(z) = Y a,z" € K[z] une G-fonctionet LeK |z
z

n=0
opérateur d’ordre minimal non nul tel que L(f(z)) =0.

un

21



* Selon le théoreme [4] (partie [2.1), la matrice compagnon A;, de L vérifie la condition de
Galochkin au sens large.

* La proposition[g](partie[3.3) implique alors que Aj, vérifie la condition de Bombieri au sens
large (définition[9).

* Selon la proposition [4] (partie 3.2), L est donc un opérateur différentiel globalement nil-
potent. Par le théoréeme de Katz 14, p. 98], on en déduit que L est donc un opérateur fuchsien
a exposants rationnels en tout point de P! (Q). Ceci conclut la preuve du théoréme

4 Existence d’'une base de type ACK au voisinage d’un point
singulier

Le théoréme d’André-Chudnovsky-Katz dans le cas des G-fonctions au sens strict est un
résultat plus fort que I'analogue strict du théoremell}

Théoreme 5 (André-Chudnovsky-Katz)

Soit f(z) une G-fonction au sens strict et L € Q(z)[d/dz] \ {0} un opérateur différentiel tel
que L(f(z)) =0 et d’ordre minimal p pour f-

Alors au voisinage de tout a € P1(Q), il existe une base de solutions de Ly(z)=0dela
forme

(filz= @), ..., fulz— @) (z— )%,

ouCy € ./%H(@) est triangulaire supérieure a valeurs propres dans Q et les f;(u) € Q[ul
sont des G-fonctions au sens strict.

Le but de cette partie est d’en montrer I'analogue au sens large, qui n’avait pas été men-
tionné par André dans [5].

Théoreme 6
Le théoréme|5 reste vrai si I'on remplace partout « strict » par « large ».

Les valeurs propres de la matrice C, sont, modulo Z, les exposants de L en a, le théo-
reme (1| implique donc qu’elles sont rationnelles. Il reste donc a prouver que les f; sont des
G-fonctions.

La partie suivante permet de montrer un point essentiel de la preuve du théoréemel6| (sec-
tion[4.2), puisqu'il permet de ramener I'étude au voisinage du point 0 dans I'étape 4.

4.1 Invariancedes G-opérateurs au sens large par changement de variable

Le but de cette partie est de démontrer la proposition suivante affirmant que la condition
de Galochkin au sens large est invariante par changement de variable u = z—a si a € Q ou
u=z"!enlinfini.

Proposition 7

a) SoitGe M, (K(z)) eta e P1(Q). On définit G, € M, (K(2)) la matrice telle que, pour
tout vecteur colonne y,

V'(2) = G(2)y(2) © 7' (1) = Ga(w) y(u),

ouyu):=y(u—a)sia#ooetyu) = y(u_l) si a = co. Alors la condition de Galo-
chkin au sens large est vérifiée par G, si et seulement si elle est vérifiée par G.

b) Soit L € K(z) [d/dz~]. On détzm't L, € K(u)[d/du] tel que, pour toute fonction f(z),
L(f(2) =0 Lo(f(w), oit f(u) = f(u—a) sia #oo et f(u) = f(u™') sia=oo.
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Alors L, est un G-opérateur au sens large si et seulement si L est un G-opérateur
au sens large

Remarque. En reproduisant la méme preuve mutatis mutandis, on prouve I'énoncé analogue
concernant la condition de Galochkin au sens strict.

Nous aurons besoin pour prouver la proposition [7] du lemme [6 ci-dessous, dt a André,
qui montre que la condition de Galochkin est invariante par équivalence de systemes diffé-
rentiels. Commencons par rappeler cette notion d’équivalence (cf [28} p. 120]) :

Définition 10

Soient A,B € M, (@((z))). On dit que les systémes différentiels y' = Ay et y' = By sont

équivalents sur Q(z) s'il existe P € GL,(Q(2)) tel que B = P[A], o P[A] = PAP~! + P'P7L.
Ceci est équivalent a dire que y — Py réalise une bijection de I'’ensemble des solutions
de y' = Ay sur I'ensemble des solutions de y' = By.

Lemme 6 (André, (3], Lemma 1 p. 71)

Soient A,B € ., (@(z)) définissant deux systémes différentiels équivalents y' = Ay et

y' = By sur Q(z). Alors A satisfait la condition de Galochkin au sens strict (resp. large) si
et seulement si B satisfait la condition de Galochkin au sens strict (resp. large).

André a déja prouvé le cas strict et nous donnons ici une preuve différente de celle de [3,
pp. 71-72], qui utilise la notion de module différentiel.

Démonstration du lemme@ Soit P € GLM(@(Z)) tel que y — Py induit une bijection de
I’ensemble des solutions de y’ = Ay sur I'ensemble des solutions de y’ = By.
Siy =AyetseN,ona, y¥ = Agy et (Py)® = BsPy. Or,

PY0 Ay,

s
- N
ps k)y(k) — § (k
k=0

S
B,Py=(PyY=Y [’
k=0 k

L'égalité étant valable pour toute solution y de y' = Ay, on en déduit

s
k

S
By=)_

k=0

)P(S_k)AkP_l.

Soit T'(z) € @@[z] tel que T'(2) A(z) € 4, (@’@[z]). Sans perte de généralité, on peut suppo-
ser que T(2)P(z) € ./%u(@)@[Z]) et T(z)P1(2) € J%,J(@@[z]). On montre par récurrence sur ¢

que
&)

P
4
Vle N, T +17 € ./%/J(@@[z]) (29)

En effet, c’est clair pour ¢ =0 et si est vraie au rang ¢ — 1 pour un certain ¢ = 1, alors
par la formule de Leibniz,

¢ 0o - o~k k
Tz(TP)( : _ T€+1£+ZZIT€—(/€+1) o Tk+1P( :
7 n e -k K

Le membre de gauche est a coefficients dans @@[z] par le cas ¢ = 0 et les termes d’ordre

k < ¢ —1 du membre de droite le sont également par hypotheése de récurrence. On obtient
@)

P
—— €My (@@[z]), ce qui conclut la récurrence.

/+1
d 0!

donc
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T? A, A

Ainsi, si g est le dénominateur des coefficients des coefficients de TA, TR T® L
etT=T3ona . .
T[B[ l T[—k+lp(f—k) TkAk
Visls<s, g——=Y T?72 ( )TP_IEJ% O5lz)).
T3 ,CZZO - u(Ggle
~ . . . . . s =B s Bs
Donc, en notant ¢, le dénominateur des coefficients des coefficients des matrices TB, T ETRERE T L

on obtient que g divise g5 pour tout entier s.

On en déduit que si A vérifie la condition de Galochkin au sens strict (resp. large), il en
va de méme de B. Par symétrie de la relation d’équivalence des systéemes différentiels, on
obtient I'implication réciproque, ce qui acheve la preuve. O

La preuve de la propositiona déja été donnée par André [3, p. 83] dansle casou a € @’@,
nous donnons une preuve compléte par souci d’exhaustivité.
Démonstration de la proposition a) Soit a € @ On a Vs € N,Gg,s(u) = Gs(u + a). De
plus, le polyndéme T, (u) := dé Tu+a)e @’@[u], ou dya € O=, vérifie Ty (1) Gy (1) € @[u].

On voit que pour tout se N* et p < s,

T(Z u pG(Z u STPG
S (W) Ga,p( ):d(’;t(u (u+a)eﬂu(@—[u])
p! p! ¢

puisque ¢sT(2)"G,(2)/ p! € M, (@’@[z]) et on montre par récurrence que les coefficients de
TP G sont de degrés au plus pt.

Donc si G satisfait la condition de Galochkin au sens large, G, également. En remarquant
que G = (Gg)_q4, on en déduit 'implication réciproque.

Le résultat au point a I'infini découle essentiellement de [20, Lemma 7, p. 322]. Remar-
quons que si T'(2)G(z) € 4y, (@@[z]), alors Teo (1) := u'™ T H e @@[u] vérifie T (11) Gog (1) €

My (@@(u)), de sorte que, selon (), T3, Goo, s € My (@@[u]) pour tout entier s.
On a montré dans |20, Lemma 7, p. 322] que

. S Cs k 1
VseN", Goo,s(u):(_l)sz ;ka(;), (30)
k=1U
ol
. s—1}s!
VseN", VI<ks<s, cgr= & ﬁEZ. 31

Ainsi, si se N* et p < s, on a, selon (30),

Too ()P Goo p () Pocpe 1)\? 1
) —(_1\P ) —(p+0) 2.t - -
qs ol =(-1) £E=1_P! u (u u T(u)) qng(u)
p _ p-¢ 4
p 1 "y (—()t 1 ‘ot T G[ 1
—(—=1)P p p _ _ >
=(-1 ;Zl(p_g)u u T ” qsu 7 ” €'/%u(@@[u])

de sorte qu’en notant g, s le dénominateur des coefficients des coefficients des matrices

2
1% Goo,2
).

TOSOGOO,S
2! ’

TOOGOO! S'

cey
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onaVseN", goo,s < gs. Donc si la condition de Galochkin au sens large est vérifiée par G, elle
I'est également par Go.. Puisque (Goo)o = G, on en déduit I'implication réciproque.

b) Soit_L € @(z) [d/dz], on note G = Ay la matrice compagnon de L.
Si a € Q, la matrice G vérifie G, = Ar,, donc selon a), L est un G-opérateur au sens large
si et seulement si L, I'est.

Si a = oo, selon le point b) de [20, Lemma 7, p. 322], le systeme h' = G, h est équivalent
au systéme h' = A;__h. La conclusion voulue découle ainsi du lemme 6]

Supposons que L est un G-opérateur au sens large. Selon a), G, vérifie alors la condition
de Galochkin au sens large. Il en va donc de méme de Ay selonle lemme@ Par conséquent,
L, est un G-opérateur au sens large. 0O

4.2 Démonstration du théorémel6|

Le but de cette section est de prouver le théoréme [6|en adaptant la démonstration don-
née dans le cas strict par Dwork dans (14} pp. 234-248], et en utilisant également les résultats
de la section[4.1l

On consideére K un corps de nombres tel que G € .#,(K(z)) et on se donne C € .4, @)
une matrice a valeurs propres rationnelles, et Y (z) = %0 Yinz™ € M, (K[z]) N GL,(K((2))

m=
telle que Y (2)z* est une matrice de solutions du systéme y’ = Gy. Quitte a remplacer K par
une extension de degré supérieur, on peut supposer que C € .4, ().

Commencons par démontrer que les coefficients de Y vérifient les points a) et b) de la
définition[1l
e D’abord, selon [3, Corollary, p. 109], si Y (z) = Y (2)2°, avec Y (2) € 4, (Qlz]) et C € .4,(Q),
vérifie Y =GY, Ge M, (Q(2)), alors chaque coefficient de Y (z) est solution d’'une équation
différentielle non nulle & coefficients dans Q(z) (qui plus est d’ordre inférieur a p?) . Autre-
ment dit, les coefficients de Y (z) satisfont le point a) de la définition[1} Ce fait est indépen-
dant du contexte des G-fonctions (voir [3, Remark 2, p. 53]).

e Soit 7 : K — C un plongement. On note R;(Y) le rayon de convergence de la série Y7 :=

[o,@]
Y 1(Y,)z™. Alors |14, Equation (3.5), p. 242] implique que

m=0

R;(Y) = p:= min [{|; >0,
(#0,00

ol le minimum porte sur les singularités non apparentes du systeme y' = Gy. D’ol1 selon la
formule d’'Hadamard-Cauchy,

1/n _ 1 1

limsup ||t (V) II.L" = < —.
tos e TR S
Ainsi, pour tout entier m, les maisons des coefficients de Y;,, sont bornées par ™1 otik >0
est une constante. On rappelle que la maisonde a € Qest[a]= max |o(a)|. Ceci prouve

oeGal (Q/Q)
que les coefficients de Y (z) vérifient la condition b) de la définition[1}

Le reste de la démonstration est consacré a la vérification de la condition arithmétique
¢) de la définition[1]
Etape 1. Pour tout idéal premier p de G, on désigne par R, (Y) le rayon de convergence

[e,0]
pour lanorme || - |, dela série Y (z) = ¥ Y;,z". On note alors
m=0

1
(Y):= lo +(—),
pntV)i= 2. 18" 7
pp)sn
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ol p(p) est 'unique premier positif de Z engendrant pn Z.

Le but de cette étape est d’établir un lien entre p,(Y) et de la quantité p, (G) introduite
dans la définition[9)en suivant la démonstration de [14, Theorem 3.3, p. 238].

Dwork a obtenu dans [14, Equation (3.4), p. 240], sous les hypotheses sur C et Y ci-dessus,
que pour tout premier p de Oy,

)s,uzlog(

1
)+(,u2+1) Z log* —‘ ,
{#0,00 ( p
ou la derniere somme porte sur toutes les singularités non apparentes { ¢ {0,000} du systeme
¥y = Gy.
Donc en sommant sur tous les premiers p tels que p(p) < n, on obtient

log* (
R,(Y) Ry (G)

1
PN <P+ +1 Y. Y 1og+Z

{#0,00 peSpec(0)
pp)sn

< 12pn(G)+ B,

p

ol f:= (u?+1) ¥ Y log*
{#0,00peSpec (Ok) p
p est finie, car pour tout « € K, |a|, = 0 pour tout premier p sauf un nombre fini.

Ainsi, si G vérifie la condition de Bombieri au sens large p,(G) = o(logn), on a p,(Y) =
o(logn).

est une constante ne dépendant que de G. La constante

Etape 2. On note
1
on(Y):i== ) suplog"|YVplp.

n peSpec (@) M<n
pp)sn

Le but de cette étape est de lier 0,(Y) et p,(Y).

Soit N € N* un dénominateur commun des valeurs propres de C, qui sont par hypothese
rationnelles. Alors Dwork prouve dans [14} p. 247] qu’on peut trouver des constantes posi-
tives ¢ et hy telles que si p est en dehors d’'un ensemble fini de premiers .  Spec (), on
a pour tout n € N*,

1 1 [0+h0) ( 1 )
—suplog™|Y; s—(n+ log*
suplog” | ¥mlp <2 N )% (R

p—1 dy
n [K:Q]

ou dy = [Kyp : Qp] est le degré de la complétion p-adique de K sur le corps Q, adapté.
Cette inégalité découle essentiellement de I'application du théoréeme de Christol-Dwork [14,
Theorem 2.1, p. 159].

On obtient alors en sommant I'inégalité sur tous les premiers p tels que p(p) < n et

pg s

TN+ ho+to=p@ 108NN + Lo + hy), (32)

lo+h -1 d, 1
Un(Y)s(1+ 4 O)Pn(Y)-l-'u log(nN+&o+ho) Y. [D. P + ) —suplog® |Vl
N n u<ps<n\plp [K:Q] pes N m<n
ol u est un entier tel que Vp € &, p(p) < u.
1
Or, selon la formule d’'Hadamard, on a pour tout p, limsup | Yslé/ S = XVaL donc | Ym|;1;./m <
p
+o(l),dousi m<n,
Ry (Y)
log|Y,,ln < mlo ( +0(1))<nlo ( )+m/,
gl Ymlp g Ry(Y) g Ry (Y)
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ol v > 0 est une constante. Ainsi,

1
_suplong|Ym|p Smax(O,nlog( )+vn) slog+( )+vn.

men Ry(Y) Ry (Y)

Donc

1 1
—suplog* | Y|, < Card(F)v+ Y lo +( )::
o8 oy L8 ) =7

ety est une constante ne dépendant que de Y.
De plus, on a, pour tout nombre premier p, ¥ dy = [K : Q] (cf [14, p. 222]), d’ol1, en notant
plp

7 la fonction de comptage des nombres premiers,

€0+h0

I~ )pn(Y)+“

! log(nN + o+ ho) (m(n) — w(w) +y

oY) < (1 +
n

u—1 n
<(1+o0)pn(Y)+ - log(n)(l+0(1))10gn(1+0(1))+)/

selon le théoréme des nombres premiers. Finalement,
on(Y)<s(Q+0)pn(Y)+(p-1DA+o0)+y,
de sorte que si p,(Y) = o(logn), alors 0,(Y) = o(logn) également.

Donc selon les étapes 1 et 2 précédentes, si G vérifie la condition de Bombieri au sens
large, alors 0,(Y) = o(logn). Or, en reprenant la preuve de la proposition [2, on voit que
0,(Y) = o(logn) si et seulement si tous les coefficients de Y vérifient la condition c) de la
déﬁnition Ainsi, les coefficients de la matrice Y sont des G-fonctions au sens large.

Etape 3. Soit L € K(z)[d/dz] un G-opérateur au sens large d’ordre p. Selon le théoréme
et le théoréme de Frobenius [19, Theorem 3.5.2, p. 349], on peut trouver une base de solu-
tions de I’équation L(y(z)) = 0 au voisinage de 0 de la forme

F=(fi(2),.... fu@) = (i(D),..., fu(2)z" = FzE,

ou C € ., (K) est a valeurs propres rationnelles.

Donc si G = A, est la matrice compagnon de L, et U(z) est la matrice wronskienne de
la famille (gy,...,8u), ona U = [(ﬁ,ﬁ’,...,ﬁ(*‘_“) et U est inversible, car F est une base de
solutions de L(y(z)) = 0. De plus, U vérifie U’ = A U. Or, selon la formule de Leibniz, pour
toutsspu-1,

FR (4C)6s=k) i s
k=0

FUC)C(C— L)....C—(s— k- 1)]n)ZC—(s—k)I,,

=(s) S (S
F“ = E
k

k=0

S
= (Z (2)zﬂ‘1‘s+"F(’C)C(c —Ip)...(C—(s—k=1)I) | g&" W VIn:= g O~ WD
k=0

donc la matrice U s’écrit sous la forme U(z) = H(z)z¢, ot C = C — (u—1)I, est a valeurs
propres rationnelles et H € .#,(K[z]) est la matrice de s*™ ligne H;_;. Comme U est inver-
sible, H= Uz ¢ I'est également.

Donc selon la conclusion de I'étape 2, les coefficients de H sont des G-fonctions au sens
large. En effet, la proposition [f| nous assure que G vérifie la condition de Bombieri au sens
large, puisque L est un G-opérateur au sens large.

De plus, la premiere ligne de H est Hy = z*~1F, si bien que les f;(z) sont des G-fonctions
au sens large.
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Etape 4 : changement de variable. Soit L € K(z)[d/dz] un G-opérateur au sens large
d’ordre p et & € P1(Q). Selon la propositionb), I'opérateur obtenu par changement de va-
riable u = z — a (avec la convention que z—a = z™! si @ = co) est un G-opérateur au sens
large. Donc selon I'étape 3, il existe une base de solutions de Ly (y(u) = 0 au voisinage de
0 de la forme (fl(u),...,f“(u)) uC€, ot1 les fi(u) € K[u] sont des G-fonctions au sens large et
C € 4, (K) est a valeurs propres rationnelles. Par changement de variable z = u + a, on ob-
tient donc pour base de solutions de L(y(z)) = 0 au voisinage de « la famille

(filz=a),..., fulz— @) (z— @),

qui est bien de la forme annoncée dans I'énoncé du théoreme|6]

5 Taille au sens large d'un opérateur différentiel

Le but de cette partie est d’adapter les résultats de [21] aux G-opérateurs au sens large, ce
qui permettra de prouver des propriétés algébriques des G-opérateurs au sens large cruciales
pour les applications aux E-opérateurs au sens large définis et étudiés dans la section 6]

5.1 Taille au sens large d'un module différentiel

Commencons par définir une notion de taille au sens large pour les modules différentiels.
Pour cela, il convient d’étudier le comportement de la suite (0(G))en par équivalence de
systemes différentiels.

Lemme 7

Soit K un corps de nombres, G € M, (K(z)) et P € GL,(K(2)), soit H = P[G] = PGP 1+
P'P~! une matrice définissant un systéme y' = Hy équivalent a y' = Gy sur Q(z). Alors
os(H) = 04(G) + o(1), de sorte que H satisfait la condition de Galochkin au sens large si
et seulement si G la satisfait.

Démonstration.

Selon 21, p. 7], on a

max
m!

Hp,
— < C(p) max
osms<s

m! p,Gauss O<mss

p,Gauss

ou C(p) = 0 pour tout premier sauf un nombre fini. Donc

os(H) <

©» | =

Y logtC(p) +05(G) =05(G) +o(1).
peSpec (Ok)

Symétriquement, puisque G = P~![H], on a 04(G) < o4(H) + o(1). Ceci donne 1'égalité
voulue. 0O

Le lemme [7|implique que 'on peut définir sans ambiguité la taille au sens large d'un
module différentiel .4 par la suite os(#) := 0,(A), car tout module différentiel .# peut
étre associé a une unique classe d’équivalence de systemes différentiels [A]. Précisément,
(0 s(M)) sen st une classe d’équivalence dans RV pour la relation d’équivalence

(up) ~ (vp) © uy— vy =o(1).

On dit que u, < v, s'il existe (¢,) tendant vers 0 quand n tend vers 'infini et tel que
u, < v, + €,. Cette notation sera utile, car toutes les inégalités énoncées ci-dessous sont
vraies a un terme négligeable en o(1) pres.
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On rappelle qu'un opérateur L est un G-opérateur au sens large si et seulement si
(L) = o(logs).

Comme, pour tout idéal premier p de K et G € .4, (K(z)), la quantité R,(G) est inva-
riante par équivalence de systemes différentiels, on peut associer a un module différentiel
A représentant un systeme y’ = Gy une quantité p;(.#) = ps(G)(voir [3, p. 67]). On dit que
(ps(@))sen est le rayon de convergence global au sens large de /.

Le résultat suivant est I’analogue au sens large du théoreme d’André-Bombieri, voir la
démonstration de la proposition[6} C’est une version quantitative de la proposition |6

Proposition 8
On a, pour G € M, (K(2)),

ps(G) S05(G) S ps(G)+pu—1. (33)

Par conséquent, la condition de Bombieri au sens large ps(G) = o(log ) est vérifiée si
et seulement la condition de Galochkin au sens large est satisfaite par G.

La preuve découle immédiatement de celle de la proposition|6}

Remarque. Si limsupo(G) < +oo, la matrice G satisfait la condition de Galochkin au sens
§—+00
strict et de maniere équivalente, par le théoreme d’André-Bombieri, la condition de Bom-

bieri au sens strict ps(G) p(G) < +o0. Cette situation a déja été étudiée dans [21], si

§—+o00
bien que I'on peut supposer que G ne satisfait pas la condition de Galochkin au sens strict.

Le résultat suivant montre le comportement de la notion de taille au sens large sous les
opérations usuelles sur les modules différentiels.

Proposition 9
Soient 1, 4>, #3 des modules différentiels sur@(z). Alors
a) Si /-, est un sous-module différentiel de ¢, alors

0s(M) Sos( M) et oM [ M) S os( ).

b) On ao (M x M>) = max (0s(M1),05(M>)) S 0s(M) +05(Mo).

c) Onaoy (M) Sog(M)+p—1, ol = dim@(z) M.

d) Sila suite 0 — 4>, — 41 — M3 — 0 est exacte, alors on a
os( M) S 1+Us('/%2)+05('/%3)+0's(~/%3*)- (34)

e) Onaos(Sym"./,) < Nog( ).

La preuve est 'adaptation de celle donnée dans [21, pp. 8-11] pour la proposition 3.

Démonstration de la proposition@ On rappelle que si A € M, (Q(z)), la suite de matrices
(Ag)sen est définie par Ag = I, et Ag1 = AsA+ A pour tout s.

a) est une conséquence directe de [21, Lemma 3 p. 8], et b) suit directement de la défini-
tion.

Prouvons l'inégalité c) avec I'aide de la proposition|[8|

La proposition[8limplique que ps(.#;) = o(log s) si et seulement si o 4(.#)) = o(logs).

Maintenant, on a ps(4,") = ps(#1), puisque Ry (4;) = Ry () pour tout idéal premier
p d’'un corps de nombres K [3, Proposition 1, p. 67].
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Ainsi, 'application de la proposition au module adjoint de .#;" donne
os( M) Sps(M) + =1 =ps( ML) + 1 =1 So5( M) + 1 — 1,
ol = dim@( 2 . Ceci démontre b).

On passe a la preuve de d).
Par [21, Lemma 3, p. 8], on peut trouver des bases adaptées de .4, 4>, 5 telles que,
dans ces bases, ./, (resp. ./, 43) représente le systéme 0y = Gy (resp. 0y = GPy et 0y =

G®y), otr
G(2) G(O)
G= ( 0 G(3)) :

Soit K un corps de nombres tel que G € M, (K (z)). On fixe p € Spec (Ok). On considere #,
une variable libre sur K appelée point générique. On peut alors construire une extension
compleéte et algébriquement close de (K(£), - Ip,Gauss)-

On pose

XP(z) =
t (9 s;o s!

(z— 1,)° € GL,(Qplz - t,])

(resp. lef) € GL;;(Qplz - 1)) une matrice fondamentale de solutions de dy = G®y (resp.
dy = G®y) au point générique 1, telle que Xg)(tp) = I, (resp. Xg’)(tp) = I,;). On consideére
Xg')) € My, m(Qplz — £p]) une solution de

0x =GIx? +cOxP? (35)
p P P

telle que Xﬁg) (t,) =0.

2 0)
x? X

Alors X, = 0" Xﬁg)) est une matrice fondamentale de solutions de dy = Gy telle que
12

X, (tp) = Intm. Ainsi, on a Vs € N, 0°(X¢,)(#p) = Gs(1p). Puisque l'on sait que 6S(X§?)(tp) =
ng)(tp) (et de méme pour X;S)), il suffit d’estimer la norme de Gauss de OS(X,ES))(tp) pour
obtenir une estimation sur la taille de G.

Par souci de simplicité, on omettra l'indice 7, dans ce qui suit.

Selon [21, p. 10], on a, pour tout e N* et N = ¢,

3l (XO) (¢,
log* % < h(N,p,G®) + h(N,p,-'G®) + h(N,p, G?)
’ p,Gauss
1
+log™ | GO I, Gauss + logorsniégulivﬂ.
De plus,
' Gy oo
2 p,Gauss 2 p,Gauss
al(X(O))(tp) a((X(Z))(tp) al(X(PS))(tp)
= max T y T ) T ’
) p,Gauss ) p,Gauss ) p,Gauss
donc finalement, pour tout s € N*,
" 1
05 ) S1+05( M) + 0 5( M) +os( M)+~ Y 10g" GO, Ganes (36)

S peSpec (Ok)

30



et le dernier terme de la somme tend vers 0 quand s tend vers I'infini.

Passons a présent a la preuve de e). On notera a,...ay laclassede a; ® ---® ay € MON
dans le quotient Sym” ().

Soit une base % = (ey,...,e,) de 4, telle que ./, représente le systeme 0y = Gy, G €
M, (IK(2)). Alors on peut trouver une matrice Gsym a coefficients dans K(z) telle que dans la
base Bsym = 1€, ..., 1 < i1 <---<iy<n}, SymN(J%I) représente le systeme 0y = Gsymy -
Suivant André dans [3, p. 72], introduisons, pour p € Spec (Ok), Xy, une matrice fondamen-
tale de solutions de dy = Gy au voisinage du point générique £, telle que Xy, () = I,. Alors
on a que dSym" (X;,) = GeymSym™ (X,).

On omettra 'indice #, dans ce qui suit. Rappelons que si € = (f,..., f,) est la base ca-
nonique de Q7, X = Mat (1), alors Sym”™ (X) est la matrice représentant I’endomorphisme
Sym™ (u) dans la base Gsym := {fj, ... fix, 1 < j1 <+ < jn < m}, olt

n n
Sym™ W) (f, --- fin) = u(fjl)...u(ij):(Z Xiljlfil)...( Y X,-N]-Nf,-N)

i1=1 in=1

= Z Xiyji o Xinji fir - fin

1<iy,..., iNsn

= Z Z Xa‘(il)jl ...Xg(,’N)ijil le

1<ii<--<iys<n UEG({il,...iN})

Donc les coefficients de SymN(X) sont les > Xo(inji - Xo(iy) jy- On constate en
0e€Si,...in})

particulier, en regardant les coefficients pour (iy,...,iN) = (j1,-.., jn), que SymN (X) () estla
matrice identité, de sorte que pour tout s, (8°Sym™ (X)) (%) = (Geym)s ().

Comme | - | Gauss €St non archimédienne, il s’agit donc de majorer, a (ji,..., jn) fixé,
| X3, jy - Xin jwlp,Gauss pour tout (iy, ..., in).

Soit s € N* et m < s. Selon la formule de Leibniz généralisée, on a

1 okix. . okNx. .
—'am(Xiljl...XiNjN) = Z :1]1 Z:V]N.
m: k1+"'+k]\/:m kl. kN.
On a donc
1 akl X :
log" |—0" (X j, - Xiy j) (1) <log" max %(tp) +...
m: p,Gauss 1sm 1: p,Gauss
okvx. .
+log* max | — I:V]N (#p)
NS N: p,Gauss
(37)
ok x G
< Nlog* max‘ —(tp)H = Nlog"* max —k
k<s || k! k<s || k! |l Gauss

Ainsi, si ¢ est un coefficient de la matrice Sym”™ X, et m < s pour tout m < s, ona

< Nlog" max i

p,Gauss k<s

0™Mc
10g+ ‘W(tp)

p,Gauss

En prenant le maximum sur tous les coefficients de Sym” X et sur tous les m < s, on obtient
donc

+ +
log max < Nlog™ max

p,Gauss kss

(ty)

k!

)
p,Gauss

0"Sym™ X
!
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c'est-a-dire h(s,p, Gsym) < Nh(s,p,G). Donc en sommant sur tous les p € Spec(0k), on a
05(Gsym) < Nog(G). D’our finalement

os(Sym™ 1) < Nog ().

Ceci conclut la preuve de la proposition[9} O

Remarque. Dans le cas strict, on obtient une inégalité O(SymN L) < (1+1og(N))o ().
En effet, dans1’équation (37), on peut supposer quitte a réordonner les termes du produit

m
que ky = ko = --- = ky, de sorte que, pour tout ¢, m=k; +---+ kg = ks et donc ky < 7

On obtient ainsi

log”* i -+ Xin jn) (p) - +log* “ (S1F
p,Gauss <LS/N

de sorte que

1 (Gsym) 1

S mss m! p.Gauss S k< s/NJ
En d’autres termes,

sl S s s
h(s,p, Gsym) < h(s,p,G) + [EJ ;h(bj ,p,G)+---+ LNJ ;h(lﬁJ ,p,G).
En sommant sur tous les p € Spec (O ), on obtient
0(Goym) <05(G) + | 5| L - <] L oy (©) (38)
s\Usym) = 0Ug 2l Ls/2] Nl [s/N] ’

ce qui est une inégalité alternative au point e) de la proposition[9} mais est peu exploitable.
En revanche, en passant a la limite supérieure s — +oo dans (38), on obtient

0(Gsym) <0(G) + %U(G) +-eet %U(G) < (1+log(\N)o(G), (39)

ce qui est le résultat annoncé pour la taille au sens strict dans [3, Lemma 2 c), p. 72].

5.2 Propriétés algébriques des G-opérateurs au sens large

Dans ce qui suit, on note 8 la dérivation standard d/dz sur Q(z).

Nous allons utiliser les résultats de la section précédente pour en déduire des propriétés
de stabilité algébriques sur I'ensemble des G-opérateurs au sens large, qui ont été énoncées
dans la partie |2.1| Toutes les propriétés listées ci-dessous sont également vraies pour les G-
opérateurs au sens strict.

Proposition 10

Soit L un G-opérateur au sens large. Alors :
a) Tout diviseur a droite de L dans @(z) [0] est un G-opérateur au sens large.
b) Lopérateur adjoint L* de L est un G-opérateur au sens large.

¢) L'ensemble des G-opérateurs au sens large satisfait la propriété de Ore a gauche : si
L et M sont des G-opérateurs au sens large, il existe un multiple commun a gauche
de L et M qui est un G-opérateur au sens large.
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Démonstration. Les assertions a) et b) découlent directement des points a) et ¢) de la
proposition 9} puisque, d’'une part, si N est un diviseur a droite de L, le module différentiel
A est un sous-module différentiel de .4 et d’autre part, 4+ = (M)".

Il reste a prouver c). Soit N = LCLM(L, M) le générateur de I'idéal a gauche @(z) [0]L N
@(z) [0]N. Alors N est un multiple commun a gauche de L et M etil y a un morphisme injectif
de modules différentiels

¢: Q@)I01/Q(2)OIN — Q(2)[01/Q(2)[0]1L x Q(2)[0]/Q(2)[0]M ,
P modN — (P modL,P modM)

qui fait de Q(2)[0]/Q(2)[0] N un sous-module différentiel du module produit Q(2)[0]/Q(z)[0] L x
Q(2)[0]/Q(2)[6]1M. De plus, Q(2)[0]/Q(2)[0] N = .+ et de méme pour L et M.

D’ou, par la proposition@]a) etb),ona o (N*) <max(os(L*),0,(M")).

Le point b) nous assure alors, puisque L et M sont des G-opérateurs au sens large que N
est un G-opérateur au sens large. O

Corollaire 1

Siyy (resp. y») est une solution d’'un G-opérateur au sens large L, (resp. L,), alors y; + y»

est solution d’un G-opérateur au sens large L3 ;

Démonstration. En utilisantla proposiiionc), on considere M = M;L; = M, L, un mul-
tiple commun a gauche de L, et L, dans Q(z)[d] qui est un G-opérateur au sens large. Alors
ona M(y1) = M(y»2) =0, de sorte que M(y; + y»2) =0. O

La proposition[9|implique aussi le résultat suivant :

Proposition 11

Pour tout Ly,L, € @(z) [0], on a les inégalités suivantes :
max (Us(Ll), O-S(LZ)) Sos(L1Ly) Sos(Ly) +20(Ly) +ord (Lp) — 1.

Ainsi, un produit de G-opérateurs au sens large est un G-opérateur au sens large.

Démonstration de la proposition Selon [32, p. 47], la suite
0—>./%L2 _’%Lle —*J%Ll -0

est exacte. Par conséquent, .4, est un sous-module différentiel de 41,1, et on a 41, =
Mr, 1,/ H, . 11 découle alors de la proposition@a) que

max(0s(L1),0(Ly)) = max (0 s(My,),05(M1,)) S 0s( M1, 1,) = 05(L1 L),
ce qui est la premiere inégalité que 1'on voulait prouver.
D’autre part, la proposition@d) donne o(L1L,) < 05(Ly) +05(Ly) + os(L3). En utilisant
finalement la proposition[9]b), on obtient

0s(L1Ly) Sog(Ly)+20(Ly) +ord (L) — 1,

ce qui est le résultat voulu. O
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5.3 Produit de solutions d’'un G-opérateur au sens large

Le résultat suivant est une conséquence des points a) et e) du théoreme[9] La preuve est,
mutatis mutandis, la méme que celle de |21, Proposition 4, p. 11].

Proposition 12

Soit (A ;),<i<n une famille de modules différentiels sur@(z). Alors

os( M ®= M) S Nmax (o5( ), ..., 0(MY)).

2" %00

En particulier, ona o5 (MFN) S Nos( ).

Remarque. Dans le cas strict, on a (voir la remarque finale de la sous-section|5.1) :

o (M ®5 M) < (1+1og(N) max (o s(),...,0(MN)).

0" %0

Proposition 13

Soient y; et y» des solutions respectives de G-opérateurs au sens large L, et Lp. On sup-
pose que chaque L; est d’ordre minimal pour y;. Alors y, y» est solution d'un G-opérateur
au sens large L, et on peut trouver un tel L, vérifiant

05(Ly) S 2max (os(L1),05(Ly)).

Remarque. En utilisant la proposition [12]e), on peut généraliser la proposition|13|a un pro-
duit quelconque y; ... yn de solutions de G-opérateurs : si Ly est 'opérateur minimal de
¥1...¥n sur Q(z) et L; est'opérateur minimal de y;, on obtient

05(Lo) S Nmax(og(L1),...,05(Ln)).

Démonstration de la proposition Si L € Q(2)[d] est I'opérateur minimal d’une fonc-
tion y, on remarque qu'il y a un isomorphisme naturel de modules différentiels entre le quo-
tient Q(z)[0]/Q(z)[0]L et

Q)[01(y) :={M(y) | M € Q(2)[0]}

donné par M mod L— M(y). D'ott o(L) = ((@(z) (y)) )
On définit aussi, pour u, v solutions de G-opérateurs, Q(z)[0](u, v) := (@(z) [6](u)) [0](v)

qui est ’ensemble des combinaisons linéaires a coefficients dans Q(z) des 8% (1)0¢ (v), quand
k,¢ € N. Lexistence d’équations différentielles a coefficients dans Q(z) satisfaites par u et v
nous assure qu’il s’agit en effet d'un @(z)—espace vectoriel de dimension finie, de sorte qu'il
peut étre muni d'une structure de module différentiel.

On définit le morphisme

v: Q@01 eQ(A01(y2) — Q&)01(y1,2)
K(y1)® L(y2) — K(y1)L(y2).

De plus, 'ensemble .# = Q(z)[0](y1 y2) est un sous-module différentiel de Q(2)[8](y1, y»), car

_ H
siLeQ(2)[0], L= Y a;0%, ona
k=0

L(y1y2) = ZakZ( )ap(yl)ak"’(yz)— (ZakZ( )a”(ylmak‘p(yz))e@(z)[al(yl,yz).
k=0 =0 k=0 =0

Par définition, la restriction de y a w1 (%) est une surjection v : w1 (/) — M
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La factorisation de ¥ par son noyau fournit un isomorphisme entre .4 et A/ ker(y), ol
N =y~ () est un sous-module différentiel de Q(2)[0](y1) ® Q(2)[0](y2).

En passant aux modules duaux, on obtient .#* =~ .4 */Im (*) donc par la proposition[9]
a), si L, est'opérateur minimal non nul de y; y, sur @(z),

Os(Ly) =05(M™) Sos(NT). (40)

Par ailleurs, le morphisme dual de A — Q(z)[d](y1) ® Q(2)[8](y2) est une surjection

(@@ eR@0IG) - 4

etona

(@I eR@0I0) = (@@BIo) & (@@0I)
de sorte que, par les propositions[9|a) et[12}

o,/ So([Q@oIon) & (B@010n) ) S 2max(odly, o). @D

Ainsi, la combinaison de et montre que os(Ly) < 2max (O'S(Ll),O'S(LZ)), si bien
que L, est un G-opérateur au sens large. O

Une autre application est que 'opérateur minimal d'une série Nilsson-Gevrey au sens
large de type arithmétique et holonome d’ordre 0 est un G-opérateur au sens large. On défi-
nit la notion de série Nilsson-Gevrey au sens large de type arithmétique d’aprés André, qui a
étudié les propriétés de leurs analogues au sens strict dans [4].

Définition 11

e Soit s € Q. Les séries Nilsson-Gevrey au sens large de type arithmétique d’ordre s
sont les

y@)= ) Ca,k,eza(logz)kJ’mk/(Z)’ (42)
(a,k,0)ES

oi1 S < Q x N? est fini, Ca,k,0 €C et

[e.0]
Ya k(@)=Y nagrnz" €Qlzl
n=0

est tel que (agq, k¢,n)nen VErifie les conditions b) et ¢) de la définition (1, On note
NGA!{z}, 'ensemble de ces séries.

e On dit de plus que y(z) est de type holonome si les yq i ¢(2) satisfont la condition
a) de la définition |1, On note NGAfl{z} s 'ensemble des séries Nilsson-Gevrey au
sens large de type arithmétique et holonome d’ordre s.

Remarque. Dans la remarque p. 717 de [4], André semble indiquer que toutes les séries Nils-
son-Gevrey (au sens strict) holonomes d’ordre s de type arithmétique sont des séries de type
holonome, mais nous ne voyons pas comment le prouver avec son raisonnement. En effet, il
y est énoncé que si y(z) est est de la forme ([42), avec les a dans des classes distinctes modulo
Z et (ag,k,e,n)nen Vérifiant les conditions b) et ¢) de la définition [2, alors les yq i ¢(2) sont
toutes holonomes, ce qui est faux comme le montre I'exemple de 0 = yy(z) — yo(2), avec yo(z)
non holonome.

Une conséquence immédiate de la proposition 13| et du corollaire |1| est la proposition
suivante :
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Proposition 14

Soit S € QxNxN un ensemble fini, (Cq, k,¢) (a,k,0)cs € (C*)S et une famille (fa,k,0(2)(a,k,0)es
de G-fonctions au sens large non nulles. On considére

f@= Y carez” IOg(Z)kfa,k,[(Z)y
(a,k,0)eS

qui est une série Nilsson-Gevrey au sens large de type arithmétique et de type holonome
d’ordre 0. Alors f(z) est solution d'une équation différentielle linéaire non nulle a coef-
ficients dans Q(z) et 'opérateur minimal L de f(z) sur Q(z) est un G-opérateur au sens
large.

Démonstration. La fonction f(z) s’écrit comme une somme de produits de solutions de
G-opérateurs puisque toute G-fonction au sens large est solution d'un G-opérateur au sens
large. Donc selon la proposition [13] et le corollaire[I} f(z) est solution d'un G-opérateur au
sens large L. Le point a) de la proposition [10|nous assure alors que I'opérateur minimal de
f(2) sur Q(2) est un G-opérateur au sens large. O

6 Conséquences du théoreme

6.1 [E-opérateurs au sens large

Le but de cette partie est de définir la notion d’ E-opérateur au sens large, selon la termi-
nologie d’André et de donner quelques propriétés de ces opérateurs.
Si f(z) est une fonction suffisamment réguliere, sa transformée de Laplace est 1a fonction

g(f):x*—»fooe_xzf(z)dz. (43)
0

N X ap . . o .
Danslecasou f(z) = X —'z” estune E-fonction au sens large, & (f) est bien définie, car,
n=0 Nn.
comme mentionné dans l'introduction, la suite (|a,|), est en réalité majorée par une suite

géométrique (C"*1), a partir d’'un certain rang, ce qui assure la convergence de l'intégrale
1
de pour Re(x) > s

Considérons d d
F*: Qlz,—| — Qlz,—
Q% dz] “ dz
d
z — —
d
d
dz

la transformée de Fourier-Laplace des opérateurs différentiels. Il s’agit d'un automorphisme
d’anneaux non commutatifs de @[z, d/dz] d’ordre 4 et d’'inverse F* = so F*os, ol s est la
symétrie définie par (s(z), s(d/dz)) = (d/dz, z).

Les propriétés essentielles des transformées de Laplace et Fourier-Laplace sont rappelées
dans [4} p. 716]. Signalons que ce qu'André entend par transformée de Fourier-Laplace est,
avec nos notations, . *, ce qui n'influe pas sur la définition de la notion d’E-opérateur (voir
(4, §4.1, p. 720]). De plus, 'argument de [4, §4.1, p. 720] prouve mutatis mutandis que L est
un E-opérateur au sens large si et seulement si % * (L) est un G-opérateur au sens large.

Les faits suivants découlent des calculs de [10, p. 25] :

i) Si f est une E-fonction au sens large, alors sa transformée de Laplace g(x) = Z (f)(x)
est une G-fonction au sens large en 1/x. La transformée de Laplace établit ainsi une
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correspondance entre E- et G-fonctions au sens large. Ceci est également vrai au sens
strict.

ii) Si L est un opérateur différentiel tel que L(Z(f)) = 0, alors on a & *(L)(f) = 0, ce qui
explique le nom donné a &*.

André a défini un E-opérateur au sens strict comme la transformée de Fourier-Laplace
d’'un G-opérateur au sens strict. Par analogie, on définit une notion d’E-opérateur au sens
large.

Définition 12

On désigne par E-opérateur au sens large la transformée de Fourier-Laplace d’'un G-
opérateur au sens large.

Les propriétés de morphisme d’anneaux de la transformée de Fourier-Laplace permet de
déduire que 'ensemble des E-opérateurs au sens large a les propriétés algébriques de I'en-
semble des G-opérateurs au sens large (proposition [10). C’est ce qu'affirme la proposition
suivante.

Proposition 15

Soient L et M des E-opérateurs au sens large. Alors :
a) Tout diviseur a droite de L dans Q(z)[d] est un E-opérateur au sens large.
b) L'opérateur adjoint L* de L est un E-opérateur au sens large.

¢) Il existe un multiple commun a gauche de L et M qui est un E-opérateur au sens
large (propriété de Ore a gauche).

d) Le produit LM est un E-opérateur au sens large.

Ceci découle des propositions[10]et[11]et du fait que & * est un morphisme d’anneaux de
I’ensemble des G-opérateurs au sens large vers I'ensemble des E-opérateur au sens large.

De plus, pour le point b), on rappelle que I'opérateur adjoint (& *(L))* est la transformée
de Fourier-Laplace & * (L") de L* (cf [22} §V.3.6]).

Un résultat similaire vaut pour les E-opérateurs au sens strict, comme cela avait été re-
marqué par André [4, p. 720].

L'appellation d’« E-opérateur » au sens large est justifiée par la proposition suivante, adap-
tation du résultat déja connu dans le cas strict [4, Théoréme 4.2, p. 720]. C’est une consé-
quence du théoreme|l|de I'introduction.

Proposition 16

Toute E-fonction au sens large est solution d’une équation différentielle L(y(z)) = 0, ol
L est un E-opérateur au sens large.

De manieére générale, soit une série Nilsson-Gevrey au sens large de type arithmé-
tique et holonome d’ordre —1, c’est-a-dire une fonction

f@= Y  cCarez®10g@)" fare(2), (44)
(a,k,0)ES

oi1 S < Q x N? est un ensemble fini, Ca, k¢ €C, etles f, 1 ¢(2) sont des E-fonctions au sens
large. Alors f est solution d’'un E-opérateur au sens large.

Pour la démonstration, nous aurons besoin de la proposition [14] ci-dessus, qui affirme
que toute série Nilsson-Gevrey de type arithmétique et holonome d’ordre 0 au sens large est
solution d'un G-opérateur au sens large.

Démonstration de la proposition Soit f(z) une E-fonction au sens large. Alors il existe
une G-fonction g telle que & (f)(x) = g(1/x).
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Selon le théoréme I'opérateur minimal M de g(u) sur Q(u) est un G-opérateur au sens
large. Donc comme la notion de G-opérateur au sens large est invariante par changement de
variable u=1/x (Propositionb) ci-dessus), 'opérateur minimal M de % (f) sur @(x) est un
G-opérateur au sens large.

Or, I'assertion ii) précédent la déﬁnitionimplique que M(Z(f))=0=>F*(M)(f) =0,
de sorte que & * (M) est un E-opérateur au sens large annulant f(z).

—[ d
Traitons le cas plus général ol1 f(z) est de la forme (44). Soit L€ Q [z, d—] telque L(f(2)) =
z
0. Alors, en notant g(z) = % (f)(z), selon les formules (5.3.7) et (5.3.8) de [4, pp. 729-730], on
o

deP ——
peut trouver p € N tel que ﬂg*(L) (g(2)) = 0. Donc h(z) est holonome. De plus, selon le
z

lemme @] ci-dessous, on peut écrire

1
gR)= Y Aqkrz®log(2) ge ks (—) :
(a,k,O)eT Z

olt T c Q x N? est un ensemble fini, Aa,ke € C, etles g4 1, ¢(2) sont des G-fonctions au sens
large.

Ainsi, selon la proposition g(1/z) est annulée par un G-opérateur au sens large. En
effectuant le changement de variable u = 1/z, on obtient en conséquence de la proposition
[7b) que g(z) est annulée par un G-opérateur au sens large M. On a alors, selon [4} (5.3.7) et
(5.3.8), p. 729], F* (M) (f(2)) = 0 et F*(M) est un E-opérateur au sens large par définition.
Ceci est le résultat voulu. O

On peut traiter de maniere plus directe le cas o f(z) = z*F(z), ou F est une E-fonction
au sens large. On utilise pour cela la méme formule que celle donnée dans [4, p. 721], C’est-
a-dire .

* xF (F)(x)

)

F(H)x)=T(a+1x ¢! [(1 _%

1 -

ol * désigne le produit de Hadamard. On voit que (1 - —) * x% (F)(x) est une G-fonction
x

au sens largeen 1/x, car « € Q et F est une E-fonction au sens large.

On se sert alors du lemme suivant :
Lemme 8

Soit L un G-opérateur au sens large (resp. au sensstrict), a€ Q et L, = z*Lz"% € Q(z)[d/dz].

Alors L, est un G-opérateur au sens large (resp. au sens strict).

Selon ce lemme, . (f)(x) est donc solution d'un G-opérateur au sens large. Le raisonne-
ment ci-dessus s’applique donc encore a Z (f)(x).

La preuve du lemme 8| ci-dessous est plus directe que celle de la proposition
Démonstration dulemme[8}  On fait la démonstration dans le cas large.

Les solutions de 'équation L,(w(z)) = 0 sont les z%y(z) quand L(y(z)) = 0. On note G
(resp. G,) la matrice compagnon de L (resp. L,). Soit

fi fu
Y(z) = : :

(u-1) (u-1)
A

une matrice fondamentale de solutions du systeme y’ = Gy. En notant g;(z) = z%f;(z), on
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voit donc que

gl cee gl‘l

Z(z) = :
(u—1) (u—-1)

glp gﬂ”

est une matrice fondamentale de solutions du systéme y' = G,y. De plus,ona Gy = Y® y~!
et (Go)s =29 72D pour tout s.
Calculons la matrice Z en fonction de Y. Selon la formule de Leibniz pour tout ¢ €
{0,...,u—1},
O -5 (€ aye—n m Y a-(t~k) k)
g; (Z)—Z(k V(@) =) (a- (=K +1) k2 ;7 @.

k=0 k=0

— ¢
Ainsi, Z=UY,ou U := (ugyk)kj € 2%, (Q(2), ug | := (k)(a_ (0 —k)+1) 2% 0 est

4
une matrice triangulaire inférieure inversible. En notant vy j = (k) (a—(€-k)+1)yp_,ona,

pour tout k </,

”?)k (z4-(=0(®) (@—(—k)—s+1)s (28 Ek)©)
o CVek——5 = Vk , ' .
s! s! s! s!
Or, pour tout y € Q, le dénominateur commun de (y)o/0!,...,(y)s/s! divise den(y)zs (voir [20,

U(s)

Lemma 10, p. 334]). Donc on peut trouver une constante ¢ € N* tel que den(a)zs c €

z% M, (@@[z, 1/2]).
Donc par la formule de Leibniz, on a pour se N,

AV s l(s) S USSR G

— (s) — (s—k) y (k) yy—177-1 _
T U =3 S JUEPYEY U = 3

Considérons T € @[z] telque TG e 4, (@[z]) et g e Ntel que z9U € z* 4, (@[z]). Comme

G vérifie la condition de Galochkin au sens large, on peut trouver pour tout s un entier g
k

TG
non nul tel que %Tk € My, (@’@[z]) et vérifiant, pour tout € > 0, g; < s!° pour tout s suffi-
samment grand relativement a ¢. Prenons un polynéme D tel que DU ! € z%.4,, (@@[z]).
Ainsi, on obtient finalement
Z(s) -1
z9°D qusden(a)zsc—' € My (Ogl2])
s!

et §s := z9°DT* g;den(a)?® satisfait, pour tout £ > 0, la condition g; < s!¢ pour tout s suffisam-
ment grand relativement a €. Le cas strict se traite mutatis mutandis. Ceci achéve la preuve
dulemme O

6.2 Structure des E-opérateurs au sens large

Le but de cette partie est de déduire du théoreme de structure des G-opérateurs au sens
large (théoremel6) le théoreme[7|sur les équations différentielles satisfaites par les E-fonctions
au sens large, en adaptant la théorie d’André des E-opérateurs au sens strict développée dans
[4, pp. 715-724].

Par analogie avec les 3-fonctions introduites dans [4} p. 713], on définit la famille de fonc-
tions suivante, qui apparait dans le théoreme de structure des E-opérateurs au sens large
(théoremel[7] ci-dessous) :
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Définition 13

(o0 —
Une 3-fonction au sens large est une série f(z) = Y. a,n!z" € Q[z] vérifiant la condition
=0

n
a) dela déﬁnition et telle que les a,, vérifient les conditions b) et c) de la déﬁnition

Dans [4, Théoreme 4.3, p. 721], André a précisé la structure des E-opérateurs au sens
strict. Le théoréme suivant est ’analogue de son résultat au sens large. La démonstration,
adaptée de celle donnée par André dans le cas strict, fera I'objet de la partie[6.3]

Théoréme 7

Soit L€ @(z) [d/dz] un E-opérateur au sens large d’ordre v. Alors

a) Les seules singularités de L sont0 et I'infini, qui est en général un point irrégulier;

b) L'opérateur L est singulier régulier en 0. Les exposants de L en 0 sont rationnels,
ceux qui ne sont pas entiers sont (modulo Z et comptés sans multiplicité), les ex-
posants en oo de & * (L).

¢) Les pentes du polygone de Newton de L en I'infini sont dans {0, 1}.
d) Il existe une base de solutions en 0 de I'équation L(y(z)) = 0 de la forme

(F1(2),...,F,(2)-2"°,

ot les F; sont des E-fonctions au sens large et I'y € .4, (Q) est triangulaire supé-
rieure.

e) Il existe une base de solutions en oo de I'équation L(y(z)) = 0 de la forme

A[2)- o

ott les f; sont des 3-fonctions au sens large, A est la matrice diagonale dont les
coefficients sont les singularités a distance finie de & *(L) (comptées avec multi-
plicité), et I', désigne une matrice triangulaire supérieure a coefficients dans Q
qui commute avec A.

En conséquence de la proposition[16/et du théoréme[7} si f(z) est une E-fonction au sens
large, toute les singularités différentes de 0 et co de son opérateur minimal non nul L sur Q(z)
sont apparentes. En effet, 'opérateur minimal de f(z) est facteur a droite d’'un opérateur
n‘ayant que 0 et co pour singularités. Ce fait a été énoncé par André dans [5, p. 747]. De plus,
la singularité 0 vérifie les propriétés b) et d) du théoreme 7] (cf [4, Corollaire 4.4, p. 724]).

Remarques. i) Le lemme 4, p. 518, de [17] affirme que tout point ¢ € @* est un point ré-
gulier ou singularité réguliere de I’équation différentielle minimale d’'une E-fonction,
ce qui est une conséquence du théoréme En effet, si L € Q(z)[d/dz] est un opérateur
singulier régulier en a € @ et M divise L dans @(z) [d/dz], alors M est singulier régulier
en a. Ceci est un résultat connu qui découle de la définition de la régularité des sin-
gularités. La preuve de Gorelov exploite directement les propriétés des E-fonctions au
sens large sans passer par la transformée de Fourier-Laplace.

ii) Gorelov [17, Theorem 1, p. 514] a obtenu le résultat suivant sur les E -foEctions d’ordre
2 :si f(z) une E-fonction au sens large dont I'opérateur minimal L sur Q(z) est d’ordre
2, on peut écrire

f(2) = a(z)e"*1 Fi(a; B; A2) + b(2)e|°F, (a; B; A2), (45)
ol a(z), b(z) E@[z], AeQ,ueQ,etaeQ,feQ\Zg.

40



Dans [27], Rivoal et Roques ont démontré, en s’appuyant sur la théorie d’André des E-
opérateurs, un énoncé analogue a dans le cas ol f(z) est une E-fonction au sens
strict, en ajoutant que @ — 8 ¢ Z mais avec |'affirmation plus faible que a(z), b(z) € Q(z).
Le théoreme [7| ci-dessus permet d’obtenir I’analogue du résultat de Rivoal et Roques
pour les E-fonctions au sens large en adaptant la démarche de [27]. En effet, selon le
théoréme |7, I'opérateur minimal de f(z) sur Q(z) vérifie les hypotheéses de [27, Theo-
rem 5, p. 8], ainsi que les conditions (1), (2) et (3) de [27, §5.2, p. 12-13].
Le théoréme de Gorelov constitue une réponse positive au probleme de Siegel pour les
E-fonctions d’ordre 2. Le probléeme de Siegel consiste en la question suivante : toute
E-fonction est-elle dans la Q[z]-algebre engendrée par les fonctions hypergéométriques
de la forme

X (a)n.--(@pn A1 g"a-p)

n=0 (bl)n---(bq)n ’

quand0<p<gq,ay,...,ap€Q,by,....bg € Q\Zg et L€Q?
Dans le cas général, on sait que la réponse a cette question est négative. En effet, dans
[15], Fresan et Jossen ont exhibé un exemple de E-fonction non hypergéométrique.

6.3 Démonstration du théoréeme(7|

Cette section est consacrée a la preuve du théoreme[7} en suivant et adaptant la démons-
tration du Théoreme 3.4.1 de [4] détaillée dans [4, §5, pp. 725-735].

Puisqu'un G-opérateur au sens large est fuchsien selon le théoréme 1} le point a), ainsi
que la régularité de L en 0, découlent des calculs menés dans [10, p. 25]. En réalité, pour
avoir la régularité de L en 0, il suffit d’'invoquer le fait que oo est une singularité réguliere du
G-opérateur au sens large F* (L).

Passons au point b). Pour M € Q(z)[d/dz], on note NR(M) le polygone de Newton-Ramis
de M, tel que défini dans [26, pp. 7-8]. On sait que M est un opérateur singulier régulier en
0 et oo si et seulement si NR(M) admet pour seule pente 0, c’est-a-dire si on peut trouver
a,b,ceRtels que

NR(M) :{(u,v)eRz,as us<betvs<ct.

Or, selon [4} p. 726], NR(Z *(M)) = T(NR(M)), ot1 T : (1, v) — (1 + v,—v). Comme T est in-
volutive, on en déduit que NR(Z *(M)) = T(NR(M)). De plus, si (i, v) € R? et T(u, v) = (u/, V"),
ona
{asvsb {—bsv’s—a

<

usc vV<e-u,

de sorte que M est singulier régulier en 0 et co si et seulement si les seules pentes du polygone
de Newton NR(& * (M)) sont 0 et —1. Puisque les pentes négatives correspondent aux pentes
du polygone de Newton classique de & * (M) en oo, il en découle que M est singulier régulier
en 0 et oo si et seulement si & * (M) est singulier régulier en 0 et irrégulier de pentes dans
{0,1} en oo.

En appliquant cette assertion au G-opérateur M tel que L = & * (M), qui est un opérateur
fuchsien selon le théoreme(I} on obtient le point c).

On peut répéter le méme raisonnement au voisinage de tout point a de Q. Il découle
du caractere fuchsien de M que les pentes de & *(M,), ou M, est I'opérateur obtenu par
changement de variable u = z — a, sont dans {0, 1}.

On obtient ainsi en reproduisant mutatis mutandis ’argument de [4, p. 720], qui utilise
le théoréeme de Turritin-Levelt, une base de solutions en oo de I'équation L(y(z)) = 0 de la

forme X N 1\A
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oules f; sont des séries de Laurent a coefficients dans Q, A est une matrice diagonale, et I'o,
désigne une matrice triangulaire supérieure sous forme de Jordan qui commute avec A.

Par construction (voir [4, p. 725]), si M € Q(z)[d/dz] est fuchsien, alors Z * (M) est de type
exponentiel selon la terminologie de [22, p. 195] (ou exponentiel élémentaire avec les mots
d’André). On peut donc utiliser le raisonnement de [4, §5.2, pp. 726-728], fondé sur des ar-
guments généraux sur les microsolutions des opérateurs de type exponentiel. Il nous assure
alors que, puisque & * (L) est fuchsien a exposants rationnels, les exposants non entiers de L
sont (modulo Z et comptés sans multiplicité) les exposants en oo de & *(L). Ceci prouve le
point b) du théoréme

La partie 5.3 pp 728-730 de [4] a permis de construire a partir de la transformée de La-
place deux applications injectives C-linéaires

_ 4 1 1
anu[logz]:CH—ﬂ
v Z

log—
z

) (46)

Clu] désignant 'anneau des séries de Puiseux en u.

Un ingrédient essentiel de la preuve des points d) et e€) du théoréme 7| est le lemme sui-
vant, analogue de [4, Proposition 5.4.1]. Il est également utilisé dans la preuve de la pro-
position i-dessus. On rappelle que les ensembles NGAfl{z} s ont été introduits dans la
définition
Lemme 9

Les applications définies en induisent des applications C-linéaires injectives

1 1
NGA! {z}_1 = NGA}, {—} ,  NGA/{z}o = NGA/, { } :
Z

0 <)

De plus, on a

¢! (NGAi {%} ) =NGAG{z) 1, ™! (NGAjlzl 1) = NGAfl{%}
0 0

V4

A g ( 1
et de méme pour NGA; {z}o et NGA; {—¢ .
1

Démonstration. [ls’agit de montrer 'analogue au sens large des assertions (5.4.2) et (5.4.3)

de la démonstration d’André dans le cas strict [4, pp. 731-732]. Dans ce qui suit, on appelle

« suite holonome » toute suite (a;,), telle que §o a,z" est solution d'une équation différen-
H=

tielle non nulle a coefficients dans Q(z)

Le seul point de I'argumentation d’André qui nécessite une adaptation au sens large
consiste a prouver que les formules (5.4.4) et (5.4.7) de [4], issus de calculs génériques sur
la transformée de Laplace, définissent des suites holonomes vérifiant les conditions b) et c)
de la définition[1l

Soient donc a = (ay,) nen une suite de nombres algébriques holonome vérifiant les condi-
tions b) et ¢) de la déﬁnition a € Q et k € N. On définit respectivement la E-fonction au
sens large et la 3-fonction au sens large en la variable 1/z

o0 an (o]
n=0 1: n=0

42



Alors André a prouvé que

Jo oo .
F (z“ logk(z)Fu(z)) = Z Z bn,jz_“_l_”log] z 47
B j=0n=0
J1 oo )
et & (z“ logk(z)fg(z)) = Z Z cnyjz'“'l'"log] z, (48)
j=0n=0

ou,sia g Z_ (resp. a ¢N) la suite (by, ), (resp. (cy,j,)n) correspondant a la plus haute puis-
sance du logarithme apparaissant dans (resp. (48)) est définie par I'équation (5.4.4) de
(4] :
(a+1),

n!

by, jo = buk = D T(a+1)

an

n!
(_a - 1)n
1

n
—ax—a

et dans le cas contraire, comme I’a remarqué André, on se rameéne au cas précédent en re-
tranchant de F,(z) (resp. f4(2)) un élément de @[1/ z] (resp. @[z]).

Il s’agit donc de démontrer que les suites (b, i), et (¢, i) Vérifient les points b) et ¢) de
la définition[I] Comme le maximum des dénominateurs (resp. des tailles) d'un quotient de
symboles de Pochhammer (u)o/(v)y, ..., (#),/(v), a une croissance au plus géométrique en
n (cf |30, §9, pp. 54-58]), (5.4.4) de [4] fournit bien des suites dont le dénominateur et la taille
croissent au plus en n!¢, pour tout € > 0 fixé.

Cnjy = Cn = (=D "T(@+1) a, sia¢Z

Cn,jy = Cn k1 = (=D a, siaezZ a<0

(k+1)

- , L. x© (al)n---(ap)n n ,
De plus, comme toute série hypergéométrique ). —————z" estholonome et qu'un

n=0 (,Bl)n (ﬁq)n

produit ou une somme de suites holonomes est holonome, I'équation (5.4.4) de [4] définit
bien des multiples dans C de suites holonomes.

Soit maintenant j € {0,..., k — 1}. De la méme maniere, les suites apparaissant dans la
formule (5.4.7) de [4] :

n!
byj=——
P a1,
Cn,j = -1n"

1 . *
Cnj=7—P-njan siae”Z”
n

Pn,jan (agZ”)
n!

—p0_,ia siag”Z
(_a_l)np n,jan 4

sont combinaisons linéaires a coefficients dans C de suites satisfaisant les conditions b) et
c)dela déﬁnition En effet, la formule (5.4.6) de [4] implique I'existence de suites (r,;) mez
pour 0 < i < k+ 1 et de nombres complexes py, ..., px+1 tels que

k+1

YMEZ, rmj=) I'miPi
i=0

ol pour tout i, (rpy,;) men €t (T—m,i) men Satisfont les conditions b) et ¢) de la déﬁnition De
plus, 'holonomie des suites (7,,;) m €t (r—,,;) m est assurée par la formule (5.4.6) de [4] :

Jj+1
pm,j = pm—l,j - o+ mpm—l,j+1-
Ainsi, la formule (5.4.7) de [4] fournit bien des suites (by, ;) et (cy,j) qui sont combinaisons
linéaires a coefficients dans C de suites holonomes. O
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On démontre le point d) en remplacant « E-opérateur » par « E-opérateur au sens large»,
et de méme pour les G-opérateurs, dans [4} p. 734]. En effet, la preuve d’André utilise les ré-
sultats de [4, §5.3, pp. 728-730] qui ne concernent pas les E-fonctions et la proposition 5.4.1
d’André dont le lemme [9] est I'analogue au sens large. De plus, on prouve les trois faits sui-

vants :
o

del ——
* Si @ est un E-opérateur au sens large et p € N, alors ¥ := Wﬂ *(®) est un G-opérateur
z

au sens large, car la transformée de Fourier-Laplace d'un E-opérateur au sens large est un G-
opérateur au sens large et 'ensemble des G-opérateurs au sens large est stable par produit.

est tel que Y (y(z)) =0, alors

1
1 —
08—

1
* Selon le théoreme H appliqué en oo, si y(z) € C l’—ﬂ
z

y(z) € NGAY {%} :
0

1
e SiF(y)(z) € NGAi { —} alors, selon le lemmeH onay(z) € NGAfL {z}_1.
Z)o

On obtient ainsi une base de solutions de I'’équation L(y(z)) = 0 de la forme

D1(2),ee e, Yy(2)) = (Fi(2), .., Fy(2) - 210 € NGAL {2},

ouI'y € A,(Q) est triangulaire supérieure.

Enfin, la preuve du point e) issue de [4, §5.6, pp. 733-734] s’adapte également au sens
large. Elle utilise une nouvelle fois les résultats de [4} §5.3, pp. 728-730] ainsi que le lemme|[9)

Les points spécifiques aux E-opérateurs a adapter — et les arguments qui permettent cette
adaptation — sont les suivants :
o ®®e %% [..] est encore de type E, car F*(® ® e %i?) est le G-opérateur translaté de F*®
par {j. Dans le cas large, ceci découle de ce que I'ensemble des G-opérateurs au sens large
est invariant par changement de variable u = z—a, a € @ (Proposition (7| b)). De plus, la
transformée de Fourier-Laplace d'un E-opérateur au sens large est un G-opérateur au sens
large.
. j/; (—z) est solution du G-opérateur F*® [...], on a donc j/; € NGA{z} (ici, y}’ la transformée
de Laplace de y;). Dans le cas large, ceci découle du théoréme @ De plus, yjf est de type
holonome, toujours selon le théoréme@

La conclusion de la preuve du point e€) du théoréme|7|repose alors sur le lemme suivant,
analogue au sens large de [4}, Proposition 5.6.3, p. 734] :
Lemme 10

Soient f € C ((é)) eta € Q. Alors f est solution d’un E-opérateur au sens large si et seule-
ment si z° f est solution d’un E-opérateur au sens large.

Démonstration. La preuve est la méme mutatis mutandis que celle de [4, Proposition
5.6.3, p. 734]. En effet :

» Tout E-opérateur au sens large @ a ses pentes a I'infini dans {0, 1} selon le point ¢) du théo-
reme (7] Si 1 est effectivement une pente de ® a I'infini, alors toute solution g € C[1/z] de
®(y(z)) = 0 au voisinage de co est 1-sommable au sens de Ramis (voir [25, p. 34]) dans toute
direction non singuliére. Ceci est a fortiori vrai si 0 est la seule pente de ® a l'infini, car co
est alors un point singulier régulier de ®, ce qui assure la croissance modérée des solutions
de ®(y(z)) = 0 dans les secteurs. C’est cette 1-sommabilité qui est nécessaire dans la preuve
d’André que nous adaptons.

* Soit V un secteur de C inclus dans un plan fendu C\ 2, ou & est une demi-droite d’origine
0. Selon le théoreme [7|d), toute fonction j(z) vérifiant L(7(z)) = 0 dans V est la restriction
d’'un certain élément y(z) de NGAfl{z}_l.
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e Si w(z) € NGAfZ{z}_l, alors la proposition |16/ nous assure de |'existence d'un E-opérateur
au sens large L' tel que L'(w(z)) = 0.
O

6.4 Nouvelle preuve d’un théoreme d’André sur les E-fonctions au sens
large
Le but de cette partie est de déduire du théoréme de structure des E-opérateurs au sens
large (théoreme[7) une nouvelle démonstration d'un résultat diophantien sur les valeurs des
E-fonctions au sens large, dGt a André [6], qui généralise le théoreme fondamental suivant de
Siegel-Shidlovskii.
Théoreme 8 (Siegel-Shidlovskii, 1929/1956, [29], p. 139)

Soit (f1,..., f») une famille de E-fonctions au sens large. Soitf ="' (fi,..., f,), supposons
qu'il existe A € /%n(@(z) tel que f' = Af. Prenons a € @ tel que aT(a) #0, ou T(z) € @[z]
est tel que T(2) A(z) € M, (Q[2]).

Alors le degré de transcendance sur Q de (fi(a), ..., fu(a)) est égal au degré de trans-
cendance sur Q(z) de (fi(2),..., fn(2)).

Ce théoreme généralise le théoréeme de Lindemann-Weierstrass. En effet, si (ay,...,a,) €
@n est une famille libre sur Q, alors (e“!%,..., e%%) est une famille de E-fonctions au sens
largevérifiant les hypotheses du théoreme dont les composantes sont algébriquement indé-
pendantes sur Q(z), de sorte qu’en évaluant en 1, le théorémenous assure que e“!,...,e%
sont algébriquement indépendants sur Q.

Beukers a ensuite démontré le théoreme suivant dans [9]. Il constitue un raffinement du
théoréme|8|dans le cas strict. En effet, le théoréme|8|est vrai quant a lui pour les E-fonctions
au sens large.

Théoreme 9 (Beulkers, 2006, |9], Theorem 1.3, p. 370)
Soit (fi,..., fn) une famille de E-fonctions au sens strict vérifiant les hypothéses du théo-

rémel8 Alors pour tout polynéme homogéne P € Q[X;, ..., X,] tel que P(fi (@), ..., fu(@)) =
0, il existe un polynéme Q € Q[ Z, Xy, ..., X, ] homogéne en les variables X;, ..., X, tel que

Q(aer)---an):P(Xlr---an) et Q(Z,f](Z),...,fn(Z))ZO.

Finalement, le théoréme suivant a été prouvé par André dans l'article [6] dans lequel il
développe une généralisation de la correspondance de Galois différentielle. C’est une consé-
quence de [6, Corollaire 1.7.1, p. 6], qui s’applique non seulement, sous certaines hypotheses,
3 une famille de fonctions de la forme (y,/, ...,y V) quand y est solution d'une équation
différentielle a coefficients dans @(z), mais plus généralement a tout vecteur de fonctions
(fi,..., f») solution d’'un systeme différentiel y' = Ay, A € .#,(Q(2)), comme Y. André nous
I’a confirmé. Les hypotheses du corollaire 1.7.1 sont satisfaites si (fi, ..., f;) est un vecteur de
E-fonctions au sens large, car, d'une part, toute E-fonction au sens large non polynomiale
est transcendante sur Q(z) puisque c’est une fonction entiére, et d’autre part, le théoreme
nous assure que le degré de transcendance sur Q de (fi (&), ..., [+(¢)) est égal au degré de
transcendance sur @(z) de (f1(2),..., fn(2)).

Théoreme 10 (André, 2014, [6])

‘ Le théoréme|9 reste vrai si I'on remplace partout « strict » par « large ».

Notre but dans cette partie est de fournir une nouvelle preuve du théoréme([10]plus proche
de l'esprit initial de la preuve de Beukers, a 'aide de I'étude des E-opérateurs au sens large
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menée dans la sous-section[6.1l
Le point central de la preuve est la proposition suivante, conséquence du théoreme
Beukers en a prouvé I’analogue au sens strict dans [9} p. 372].

Proposition 17

Soit f une E-fonction au sens large a coefficients rationnels. Alors si f(1) = 0, I'équation
différentielle minimale de f admet 1 pour singularité, et elle est apparente.

fn

Démonstration.  FEcrivons f(z) = =(1-2)g(z),ou g(z) = Z

n—O n=0
f()=0,ona

8« Jfk fk
VI’ZEN, ﬁ_lé)ﬁ Z

k= n+1

8n .
' =—z". Alors, puisque
n!

Soient £ > 0 et ny(e) € N tels que Vn = ng(e), | f] < (n!)¢. On déduit d'une majoration du reste
delasérie Y (n)¢! que

neN
Vnsme), lgad<n| Y < <yt
n=ny(e), <n! < < (n)§,
A

et de plus si d,, = den(fy,..., fn), ona Vk < n,d,gx € @’@, donc den(gy,...,&x) < d, < (n)f
pour n suffisamment grand. Ainsi, comme g est solution de L((1 — z)g(z)) = 0 si f vérifie
L(f(2)) =0, Le Q(z) [d/dz], on en conclut que g est une E-fonction au sens large.

Selon le théorémea), si M(y(z)) = 0 est une équation différentielle minimale de g, M #
0, alors elle a une base de solutions holomorphes au voisinage de 1, notée (g;(2),..., g.(2)).
DoncsiL=Mo(1-2)€ @(z) [d/dz], I'équation différentielle L(y(z)) = 0 est d’ordre minimal
u pour f et posséde au voisinage de 0 une base de solutions ((1 - 2)g1(2),..., (1 — 2)gu(2))
holomorphes s’annulant en 1. Donc elle a une singularité en 1, mais elle est apparente. [

En répétant mutatis mutandis la preuve, basée sur des arguments de théorie de Galois
différentielle, de |9, pp. 373-374], on en déduit le théoreme suivant. Les points clefs qui per-
mettent de généraliser sa démonstration au cas large sont le fait qu'une E-fonction au sens
large est une fonction entiére et la proposition[17} le reste releve d’arguments généraux sur
les groupes algébriques.

Théoréeme 11
Soit f(z) une E-fonction au sens large d’équation différentielle minimale L(y(2)) = 0.
Soit{ € Q tel que f({) =0. Alors L a une singularité en &, qui est apparente.
Le théoreme|10|s’ensuit par une preuve identique a celle de [9, pp. 375-377].

Remarque. Avec les notations du théoreme 11} Gorelov a montré par des moyens différents
dans [17, Lemma 6, p. 520] que toute singularité ¢ € @ de L est apparente, ce qui est une
partie de ce théoréme.

6.5 D’autres résultats diophantiens

Le théoréme suivant a été aussi démontré dans [9]. Nous allons en prouver un analogue
au sens large.

Théoreme 12 (Beukers, [9], Theorem 1.5, p. 371)

Soitf="1(f1,.. ., fn) une famille de E-fonctions au sens strict libre sur Q(2) telle que f' =
Af, ot A€ M, (Q(2)).
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Alors il existe des E-fonctions au sens strict ey, ..., e, et une matrice M € .4, (Q[z])
telles que :
e Ona f=M'(ey,...,e,);
e La famille (ey,...,e,) est solution d’'un systeme de n équations différentielles ho-
mogeénes du premier ordre a coefficients dans@ [z, z‘l].

Théoréeme 13
Le théoréme|12 reste vrai si I'on remplace partout « strict » par «large » .

La preuve est une conséquence du théoreme elle consiste a décrire un algorithme
de désingularisation d'un systeme différentiel du premier ordre, en montrant qu’'a chaque
étape les fonctions obtenues restent des E-fonctions au sens large. C’est ce que la proposi-
tion suivante permet de prouver.

Proposition 18

f(2)

z—

Soient f(z) € Q[z] une E-fonction au sens large et ¢ € @* tel que f (&) = 0. Alors

est

une E-fonction au sens large.

On peut trouver une version plus faible de cette proposition dans [17, Lemma 9, p. 522],
qui donne le méme résultat sous '’hypotheése supplémentaire que f(z), f'(z), ..., f (m=1) (7
sont algébriquement indépendantes sur Q(z), m étant'ordre de I’équation différentielle mi-
nimale de f(z).

Démonstration de la proposition Quitte a remplacer f(z) par f({z), qui est une E-
fonction au sens large, on peut supposer que ¢ = 1. En effet, si h(z) = f({z),ona

f& _1h¢'2)
z—& E&Elz-1'

Selon le théoréeme comme f(1) = 0, toutes les solutions de '’équation différentielle
minimale L(y) =0 de f sont holomorphes et s’annulent en 1.

Soit o € Gal (Q/Q). En définissant L° comme dans la preuve de la proposition on voit
que L°(y°) = L(y)? pour tout y € Q[z], donc I'espace des solutions de L? (y) = 0 est I'image
par o des solutions de L(y) = 0. En particulier, L° a une base de solutions holomorphes s’an-
nulanten 1 =o0(1). D’'ou f?(1) = 0. En répétant I'argument utilisé dans la preuve de la pro-
position|17, on obtient que si

_f@ S8
8(2):= —z_ngo e

1
alors pour tout € > 0, |0(g,)| < (n!)¢ pour n = ny(o, ). Comme g(z) est a coefficients dans un
corps de nombres, il n'y a qu'un nombre fini de ¢ a considérer, si bien que [g;] < (n)® pour
n=nj(e).

La condition sur les dénominateurs étant vérifiée de la méme maniere que dans la preuve
de la proposition[17}, on en déduit que g est une E-fonction au sens large. O

Une fois cette proposition prouvée, on obtient le théoreme [13|en répétant mutatis mu-
tandisla démonstration de [9, p. 378], al'aide également du théoreme[7]a) et du théoreme[11}

Dans [2], Adamczewski et Rivoal ont construit, a partir de ’algorithme de la preuve du
théoreme |12, un algorithme permettant de déterminer les points auxquels une E-fonction
au sens strict donnée prend des valeurs algébriques.
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Théoreme 14 (Adamczewski, Rivoal)

Il existe un algorithme qui, étant donnée une E-fonction au sens strict f(z), indique si

f(2) est transcendante sur @(z) ou non et, si elle est transcendante, fournit la liste finie
des nombres algébriques a tels que f(a) est algébrique, ainsi que la liste des valeurs f(«)
correspondantes.

Proposition 19

L'algorithme du théoréme précédent fonctionne si f(z) est une E-fonction au sens large.

En effet, I'algorithme en question est décomposé en trois étapes, les deux premieres
n’étant pas particulieres aux E-fonctions.
e D’abord, il détermine une équation différentielle homogene minimale M(y(z)) = 0 sur
Q(2) satisfaite par f(z). La preuve de la terminaison de cette étape vient essentiellement
d’'une borne sur le degré en z de M issue d'un théoréme de Grigoriev [18, p. 8], rendu pleine-
ment explicite par Bostan, Rivoal et Salvy |11, Theorem 1, p. 2], d'une borne sur les modules
des exposants de M die a Bertrand, Chirskii et Yebbou [8, p. 246, p. 252] et enfin d'un lemme
de zéros de Bertrand et Beukers [7, p. 182]. Ces trois résultats sont valables sur les opérateurs
différentiels linéaires a coefficients dans Q(z) en général.
e Puis il détermine, a partir de 'équation de I'étape précédente, une équation différentielle
minimale inhomogene sur Q[z], u(2) ¥ (2) + -+ + us(2) y(2) + us41(2) = 0, avec uy # 0, dont
f(2) est solution. La encore, cette procédure est valable pour n'importe quel opérateur diffé-
rentiel.

* La troisieme étape détermine quels éléments a parmi les racines du polynéme u(z) véri-
fient f(a) € Q. Le fait que les autres nombres algébriques sont exclus est une conséquence
du théoreme[9} qui reste vrai au sens large selon le théoreme Cette étape consiste prin-
cipalement a appliquer I'algorithme de désingularisation de Beukers décrit et utilisé dans la
preuve du théoreme[12} qui est valable au sens large selon le théoreme|[13]
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