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Résumé : Le probleme isopérimétrique semble remonter a 1’ Antiquité grecque et une version peut
s’énoncer ainsi : parmi toutes les figures planes de méme périmetre, quelle est celle dont I’aire est la
plus grande ?

Le probleme isodiamétrique, quant a lui, consiste a savoir, parmi toutes les figures planes de diametre
fixé, quelle est celle qui a I’aire maximale.

On donne les réponses a ces questions, ainsi que de leurs extensions en dimension n quelconque, en
introduisant le minimum d’objets d’analyse et de théorie géométrique de la mesure nécessaires. On
examine aussi leurs extensions a des contextes géométriques non euclidiens (groupes, variétés rieman-
niennes), et on fait le lien avec certaines méthodes de réarrangement.

Une partie de cette présentation est issue du livre a paraitre d’Hervé Pajot et I’auteur ([36]).
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Chapitre 1

Quelques éléments de théorie de la mesure

On présente ici brievement quelques définitions et propriétés élémentaires en théorie de la mesure,
qui seront utilisées dans la suite de ces notes, et dont on trouvera un exposé par exemple dans [12,
Chapter 1] (voir aussi [36, Chapitre 1]).

1 Définitions et propriétés générales

Si X est un ensemble, on notera P(X) I’ensemble des parties de X. Si A C X, on notera 14 la
fonction indicatrice de A, ¢’est-a-dire

1 sizeA,
1A($)_{ 0 sizeX\A. (I.1)

Définition 1.2. Soit X un ensemble. Une mesure positive sur X est une application p : P(X) —
[0, +o0] telle que

L p(0) =0,
2. pour toute suite (Ay)xr>1 de parties de X et tout A C U Ayg,
k>1
p(A) <> u(A).

E>1
On dit aussi que (X, 1) est un espace mesuré.
On donne ici des premiers exemples de mesures.

Exemple 1.3. Soit X un ensemble.
1. Pour tout x € X, on définit d, sur X par d,(A) = xa(z) (ot x4 désigne la fonction indicatrice
de A). On vérifie facilement que &, est une mesure sur X, appelée mesure de Dirac au point z.
2. Pour toute partie A C X, on pose u(A) = A, ot A désigne le cardinal de A dans [0, +oc].
L application p est clairement une mesure sur X, appelée mesure de comptage sur X.

On définit maintenant la restriction d’une mesure a une partie :

Définition 1.4. Soient X un ensemble, 1 une mesure sur X et A C X. On définit la mesure p restreinte
a A, notée ul_ A, par
i A(B) = u(AN B)

pour tout B C X. On notera que L A est encore une mesure sur X.

Si (X, p) est un ensemble mesuré, certaines parties sont dites mesurables :
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Définition 1.5. Soient X un ensemble et p une mesure sur X. Si A C X, on dit que A est mesurable
(ou pu-mesurable) si, et seulement si, pour tout B C X,

p(B) = n(BNA) + u(B\ A).
Voici quelques propriétés des ensembles mesurables :

Proposition 1.6. Soient X un ensemble et ;¢ une mesure sur X.
1. SiAC Xetu(A) =0, alors A est mesurable.
2. Si A C X, A est mesurable si, et seulement si, X \ A est mesurable.

3. Si (Ag)k>1 est une suite d’ensembles mesurables, alors U Ap et n A} sont mesurables.
k>1 k>1

4. Si (Ag)k>1 est une suite d’ensembles mesurables deux a deux disjoints, alors

It (U Ak) =Y u(Ag).

k>1 k>1

5. Si (Ag)k>1 est une suite d’ensembles mesurables avec Aj, C Ay pour tout &, alors

a (U Ak) :kEI}rloou(Ak)'

k>1

6. Si (Ag)k>1 est une suite d’ensembles mesurables avec Ay, D Ay pour tout k et 1(A;) < 400,
alors

7 (]Dl Ak) = Jim p(Ay).

En complément de la proposition précédente, on introduit la notion de propriété vraie presque par-
tout :

Définition 1.7. Soit (X, 1) un espace mesuré. On considere une propriété P qui dépend de la variable
x € X (i.e. P(x) estdéfinie pour tout z € X). On dit que P est satisfaite presque partout, ou que P(x)
est vraie pour presque tout x € X si, et seulement si, u ({x € X; P(z) n’est pas satisfaite}) = 0.

Remarque 1.8. 1. La définition d’une mesure donnée dans la définition 1.2 correspond a ce qui est
souvent appelé une mesure extérieure. Ici, 1(A) est définie pour toute partie A de X, méme si A
n’est pas mesurable.

2. Si p est une mesure sur X, alors pour toutes parties A C B C X,ona u(A) < u(B).

Définition 1.9. Soient X un ensemble et 7 C P(X). On dit que 7 est une tribu si, et seulement si :
L0eT,
2. pourtout Aec T,X\AeT,

3. pour toute suite (A)r>1 € 7, U AL eT.
k>1

Si (7:)ier est une famille de tribus de X, alors
ﬂﬁ ={AC X; A€ T;pourtouti € I}
el

est aussi une tribu de X. Cela permet de définir la tribu engendrée par une partie A C P(X) comme
I’intersection de toutes les tribus de X contenant A. C’est la plus petite tribu (au sens de 1’inclusion)
contenant A.



Définition 1.10. Soit (X, d) un espace métrique. La tribu engendrée par les ouverts de X s’appelle tribu
borélienne de X. Les éléments de la tribu borélienne sont appelés ensembles boréliens.

Définition 1.11. Soient X un ensemble et ;4 une mesure sur X.

1. La mesure p est dite réguli¢re si, et seulement si, pour tout A C X, il existe un ensemble
mesurable B D A tel que p(A) = p(B).

2. Si (X, d) estun espace métrique, p est dite borélienne si, et seulement si, tout ensemble borélien
est mesurable.

3. Si (X, d) est un espace métrique, u est dite borélienne réguliere si, et seulement si,  est boré-
lienne et, pour tout A C X, il existe un borélien B D A tel que u(A) = p(B).

4. Si (X, d) est un espace métrique, i est une mesure de Radon si, et seulement si, p est borélienne
réguliere et ;(K) < +oo pour tout compact K C X.

Voici des exemples de mesures de Radon :

Exemple 1.12. 1. La mesure de Lebesgue £, qui sera définie plus bas (section 4) est une mesure
de Radon sur R™ (voir la proposition 1.33).
2. Soit (X, d) un espace métrique. Pour tout x € X, la mesure &, (voir I’exemple 1.3) est une
mesure de Radon.
3. Soit (X, d) un espace métrique. La mesure de comptage sur A (voir I’exemple 1.3) est une
mesure borélienne réguliere. C’est une mesure de Radon si, et seulement si, tout compact de X
est un ensemble fini, ¢’est-a-dire X est un espace discret.

La propriété suivante sera utilisée par la suite :

Proposition 1.13. Soient (X, d) un espace métrique et 1 une mesure borélienne réguliere sur X. Soit
A C X mesurable avec (1(A) < 4o00. Alors v := p L A est une mesure de Radon.

Une notion importante est celle de mesure o-finie :

Définition 1.14. Soient X un ensemble et 1 une mesure sur X . On dit que x est o-finie si, et seulement

si, il existe une famille dénombrable de parties (Xj)r>1 C X telles que X = U X et u(Xg) < +o00
E>1

pour tout k > 1.

Par exemple, la mesure de comptage sur X est o-finie si, et seulement si, X est fini ou dénombrable.
Enfin, étant donnés deux ensembles munis chacun d’une mesure, on peut munir leur produit cartésien
d’une mesure produit comme suit :

Définition 1.15. Soient X,Y des ensembles, 1 une mesure sur X, v une mesure sur Y. On définit la
mesure 4 X v : X XY — [0, 400] de la fagon suivante : si S C X x Y, on pose

(ux v)(S) = inf | Y u(A)v(Bi)

i>1

ol la borne inférieure est prise sur toutes les familles dénombrables d’ensembles p-mesurables (A;);>1
inclus dans X et toutes les familles dénombrables d’ensembles v-mesurables (B;);>1 inclus dans Y
telles que

S C UAZXB’L

i>1

La mesure i X v est appelée mesure produit de y et de v.
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2 Propriétés d’approximation
Un phénomene important concernant les mesures boréliennes est constitué par leurs propriétés d’ap-

proximation :

Théoreme 1.16. Soient (X, d) un espace métrique et  une mesure de Radon sur X.
1. Soit A C X. On suppose qu’il existe une famille dénombrable d’ouverts (Vi)p>1 tels que

w(Vi) < oo pourtoutk > 1et A C U Vi, alors
k>1

A) = inf U
nA) UOMVéIII‘Z,UDA'u( ),

2. On suppose qu’il existe une famille dénombrable de compacts (K, )m>1 tels que X = U K.
m>1
Alors, pour tout ensemble p-mesurable A C X,

n(A) = sup u(K).
K compact , KCA

On notera que A n’est pas supposé mesurable dans 1.

3 Fonctions mesurables et intégrale

On se contente ici de rappeler les définitions des fonctions mesurables et de leurs intégrales, ainsi
que certaines propriétés qui seront utilisées par la suite, renvoyant par exemple a [12, 15, 40] pour une
présentation détaillée.

3.1 Fonctions mesurables

Définition 1.17. Soient X un ensemble, Y un espace métrique et ;o une mesure sur X. Si f : X — Y,
f est mesurable (ou u-mesurable) si, et seulement si, pour tout ouvert w C Y, f~1(w) est y-mesurable.

On notera que, si f est mesurable, alors pour tout borélien E C Y, f~!(E) est u-mesurable.

Proposition 1.18. ([12, Chapter 1, Section 1.1, Theorem 6]) Soit (f)r>1 : X — [—00, +00] une suite
de fonctions mesurables. Alors supy, f, infy fx, lim f5, et lim f; sont mesurables.

Dans cette proposition, [—o0, 400] est muni de la topologie, donnée par la métrique standard

d(z,y) := |arctan x — arctan y|, avec la convention arctan(—oo) = —7 et arctan(+o0) = 7.

3.2 Intégration des fonctions mesurables
Dans toute cette section, soient X un ensemble et p une mesure sur X.

Définition 1.19. On appelle fonction simple sur X toute fonction f : X — [0, +00] telle que I’ensemble
f(X) est fini.

Si f: X — [0,400] est une fonction simple, il existe N > 1, des réels aq,...,any > 0 et des
ensembles A1, ..., Ay C X tels que

N
f=> aila, (1.20)
1=1

et f est mesurable si, et seulement si, tous les A; sont mesurables. On rappelle que 1 4, est la fonction
indicatrice de A;, définie dans (1.1).



Définition 1.21. Soit f : X — [0, +oo[ simple et mesurable. On définit I’intégrale de f sur X par
rapport a la mesure y par

/ f(@)dp(x Zazu

si f s”écrit (1.20). On convient ici que, si a; = 0 et u(A;) = 400, alors a;u(A;) = 0.

On vérifie que cette définition ne dépend pas de la fagon dont f est décomposée, i.e. si f =

Yy aila, = 300 byl alors Yy agp(Ag) = 3300 biu(By).
On définit alors I’intégrale d’une fonction mesurable positive quelconque :

Définition 1.22. Soit f : X — [0, +o0] une fonction mesurable. On définit [y f(z)du(z) comme la
borne supérieure des [y s(z)du(z), prise sur toutes les fonctions simples mesurables s : X — [0, +00]
telles que 0 < s(x) < f(x) pour tout z € X.

Remarque 1.23. On convient que la borne supérieure dans la définition 1.22 vaut 400 si ’ensemble
des [y s(x)dp(x), ot s parcourt I’ensemble des fonctions simples mesurables s : X — [0, +o0] telles
que 0 < s(xz) < f(z) pour tout z € X, n’est pas majoré. On peut donc avoir [ f(x)du(x) = 400,
méme si f ne prend jamais la valeur +o0. Par exemple, si X = N* muni de la mesure de comptage, et
si f(n) = L pour toutn € X, alors I'intégrale de f vaut +oo.

Passons maintenant au cas ot f : X — R est mesurable.

Définition 1.24. Soit f : X — R une fonction mesurable.
1. Ondit que f est intégrable (par rapport a la mesure ) si et seulement si [ | f(x)| du(zr) < +oo.
2. Si f est intégrable, on définit I’intégrale de f par

[ t@duta) = [ 1+ @dut) = [ 17 (1.25)

ot ft(z) = max(0, f(z)) et f~(x) = —min(0, f(x)).

On notera que |f| = fT + f~, de sorte que, si f est intégrable, alors [y f1(z)du(z) < +oo et
Jx [~ (x)du(z) < +oo, ce qui fait que (1.25) est bien définie.

3.3 Espaces L”

Définition 1.26. Soient (X, uu) un espace mesuré et p € [1, +oc[. On définit LP(X, 1) comme 1’espace
vectoriel des fonctions mesurables f : X — R telles que [ | f(2)|? du(z) < +o0.

Si f € LP(X, ), on définit
191, = ([ 5@ duta) )’

Pour traiter le cas p = +o00, on définit d’abord la borne supérieure essentielle comme suit :
Définition 1.27. Soit (X, i) un espace mesuré. Soit f : X — [0, +00] mesurable. On considere
S={aeR; n({z e X; f(z)>a}) =0}

On définit la borne supérieure essentielle de f comme la borne inférieure de S (en convenant que cette
borne inférieure vaut +oo si S = ()). On note 3 = sup essf.
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SiS # (et =infS,on peut écrire

(zeXi f@)> 8yi= | {we X f@)> 54},

n>1

ce qui montre que 3 € S. Par définition de /3, pour tout réel A, f(x) < A pour presque tout z € X (voir
la définition 1.7) si, et seulement si, 5 < .
Définition 1.28. Soit (X, xz) un espace mesuré.

1. Soit f : X — R mesurable. On dit que f est essentiellement bornée si, et seulement si, la borne
supérieure essentielle de f est finie.

2. On appelle £L>(X, u) I’espace vectoriel des fonctions mesurables f : X — R telles que |f]| est
essentiellement bornée. On pose alors || f||, := sup ess | f|.

Soit p € [1, +00]. On vérifie facilement que f > || f||,, n’est pas une norme sur £P(X, ). Plus préci-
sément, || f||, = O si, et seulement si, f(z) = 0 pour presque tout z € X. Cette observation conduit &
poser

N :={f:X — R; f(x) =0 pour presque tout x € X},

puis a définir, pour tout p € [1, +o0], I’'espace LP(X, ;1) comme un espace quotient :
LP(X, ) := LP(X, ) /N .

La norme d’une classe de fonctions dans LP(X, 1) est la norme de n’importe lequel de ses représentants
dans £P(X, p). On vérifie alors que f + [ f|,, est une norme sur L7 (X, p).

3.4 Théoreme de convergence croissante
Ce théoreme permet d’intervertir limite et intégrale pour une suite croissante de fonctions :
Théoreme 1.29. Soit (X, i) un espace mesuré et ( fy,)n>1 une suite de fonctions mesurables de X dans
[0, +00]. On suppose que, pour presque tout x € X ettoutn > 1, fp(z) < fni1(x), Alors :
1. il existe une fonction mesurable f : X — [0, 400] telle que, pour presque tout x € X, f(x) =
limy, 4 00 fn(x),
2. Tty oo S ful2)dn(2) = [ F(@)du(e).

On notera que les fonctions f et f, peuvent valoir +c0 en certains points, et que les intégrales
considérées peuvent valoir +o0.

3.5 Intégration par rapport a une mesure produit

On utilisera par la suite le théoréme de Fubini, qui concerne 1’intégrale d’une fonction par rapport a
une mesure produit :

Théoreme 1.30. ([12, Chapter 1, section 1.4, Theorem 1]) Soient X,Y des ensembles, p une mesure
sur X et v une mesure sur'Y .

1. Si A C X est u-mesurable et B C Y est v-mesurable, alors A x B est u X v-mesurable et
(1 x v)(Ax B) = u(A)v(B).

2. Soit S C X XY, supposé o-fini pour p X v (voir la définition 1.14). Alors, pour v-presque tout
y €Y, 'ensemble S, := {x € X; (x,y) € S} est u-mesurable, pour p-presque tout x € X,
Iensemble S* := {y € Y; (x,y) € S} est yu-mesurable, et

(1 x 0)(8) = [ wlS)av(w) = [ v(S7)du(a).
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3. Soit f : X xY — [0,+00] une fonction u x v-mesurable et o-finie (ce qui veut dire que
{r € X XY f(x,y) # 0} est une réunion dénombrable de parties de X x Y de mesure finie
pour la mesure v X v). Alors la fonction y — [ f(x,y)du(z) est v-mesurable, la fonction
x — [y f(z,y)dv(y) est p-mesurable et

[ tewduwaen) = [ ([ @) = [ ([ @) da)
(1.31)

4. Soit f : X XY — R une fonction u x v-intégrable et o-finie. Alors, pour v-presque touty € Y,
Jx 1f(z,y)| du(z) < +oc et la fonctiony — [ f(x,y)du(z) est v-intégrable. Pour ji-presque

tout x € X, [ |f(z,y)|dv(y) < 400 et la fonction v — [y f(z,y)dv(y) est p-intégrable et
(1.31) est vérifiée.

4 La mesure de Lebesgue dans R"

4.1 Définition
On définit la mesure de Lebesgue dans R™ de la facon suivante :

Définition 1.32. 1. Un cube Q de R™ est un produit d’intervalles ayant tous la méme longueur,
appelée longueur du c6té de Q.
2. Si () C R™ est un cube, dont la longueur du coté est égale a [, on définit la mesure de Lebesgue
de @ par
L£Q) =1"

3. On définit, pour tout A C R", la mesure de Lebesgue L™ de A par

LMA) = inf > L£(Q))

J=1

ol la borne inférieure est prise sur toutes les familles dénombrables de cubes (Q;);>1 de R”
telles que A C U Q.
Jj=1
On rappelle les propriétés suivantes ([15, Theorem 2.40], [12, Chapter 1]) :

Proposition 1.33. 1. La fonction L™ est une mesure de Radon o-finie sur R".

2. Si A C R™, A est mesurable pour £ si, et seulement si, il existe des boréliens A9 C A C Ay
tels que £"(A; \ Ag) = 0.

3. Pour tout ensemble mesurable £ C R", il existe des ensembles A1, Ao, N1, N tels que F =
A1 UN; = Ag \ No, L(N7) = L"(N2) = 0, A; est une réunion dénombrable de fermés et Ay
une intersection dénombrable d’ouverts.

4. La mesure £" sur R" vérifie la propriété de récurrence suivante : sin = k + [ avec k,l € [1,n]
et si on considere que R” = R* x R, alors £ = £F x £!.

5. Les conclusions du théoreme 1.16 s’appliquent a la mesure £, et portent habituellement le nom
de “propriété de régularité de la mesure de Lebesgue”.

Voici une conséquence importante du théoréeme de Fubini, qui permet de calculer I’intégrale de f? (ou
f est une fonction mesurable positive) en fonction des mesures des ensembles de niveau de f :

Lemme 1.34. [Principe de Cavalieri] Soient X un ensemble et ;v une mesure o-finie sur X. Soit 1 <
p < oo. Alors, pour toute fonction mesurable f : X — [0, +o0],

[ tapdu@) =p [0t (e € X f@)> A ac' .
X 0
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Preuve du lemme 1.34 : par le théoréme de Fubini (on rappelle que la mesure p est o-finie),

/X f(@)Pdu(z) = /X ng(x)p)\pld/\du(a:)

- p/ Ap—l/ dpu(x) dX.
0 {z: f(z)>A}

O
Dans la suite, on notera souvent [ f(x)dz aulieude [ f(x)dL™(z) pour désginer I’intégrale calculée
par rapport a la mesure de Lebesgue.
4.2 Mesure de Lebesgue et applications linéaires

On termine ce paragraphe par le comportement de la mesure de Lebesgue vis-a-vis des applications
linéaires :
Proposition 1.35. Soit 77 : R” — R" linéaire. Alors, pour tout ensemble A C R"™ mesurable,
LM(T(A)) = |det T| L™(A).

5 La mesure de Hausdorff

Nous terminons ce chapitre en définissant la mesure de Hausdorff dans R™.

Définition 1.36. Soit s > 0. Soit A C R".
1. Pour tout 6 > 0, on définit

HE(A) = infzi: ofs) (d(fi)f,

ol la borne inférieure est prise sur tous les recouvrements A C U E; par des parties F; C R"

7

avec d(E;) < d,eta(s) = ¢ T2 et

400
I'(z) = / t*Le~tat
0

pour tout x > 0. Il est clair que § — S(‘SL(A) est décroissante.

2. On pose alors
H3(A) = lim HE(A) < +o0.
0—0

On vérifie que H° est bien une mesure, appelée mesure de Hausdorff de dimension s.

La mesure de Hausdorff 74" ~! jouera un rdle central dans la formulation et la preuve de I’inégalité
isopérimétrique (voir le chapitre 3 plus loin).
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Chapitre 2
L’inégalité isodiamétrique

Soient (X, d) un espace métrique et p une mesure sur X . On rappelle que, si A C X, le diamétre de
A, noté d(A), est défini par
d(A) = sup d(z,y).
r,yeA

On fixe un réel d > 0 et on pose la question suivante : parmi tous les sous-ensembles bornés de X
de diametre d, quel est celui dont la mesure est maximale ? Cette question est appelée le probléme
isodiamétrique.

1 Le cas de la mesure de Lebesgue dans R"
Le but de cette section est de montrer 1’inégalité isodiamétrique pour L :

Théoreme 2.1. [Inégalité isodiamétrique] Pour tout A C R",

ey < atn) (12, 22)

a(n) == L£"(B(0,1)). (2.3)

En d’autres termes, la mesure de A est inférieure a celle de la boule euclidienne de méme diamétre que

A

On remarque d’abord que, si A est de diametre d, A n’est pas, en général, inclus dans une boule
euclidienne de diametre d (si c’était le cas, la preuve de (2.2) serait triviale !). Ainsi, il n’est pas possible
d’inclure un triangle équilatéral de diametre 2 dans un disque de méme diametre :

Nous allons présenter deux preuves de 1’inégalité isodiamétrique. La premiére repose sur une construc-
tion géométrique, appelée symétrisation de Steiner, qu’on présente maintenant. La deuxieme utilise
I’inégalité de Brunn-Minkowski (voir la section 1.2).

13



1.1 La symétrisation de Steiner

On fixe des vecteurs a, b € R™ avec |a| = 1. On définit
yi={b+ta; t e R}

et
P, :={z eR"; (z,a) =0}.

Définition 2.4. Soit a € R™ avec |a| = 1. On définit la symétrisation de Steiner par rapport a I’hyperplan
P, de la maniere suivante : si A C R",

1
Su(A):= {b+ta; |t\§2£1(AﬁLg)}.
bePo; ANLEF#D

En termes plus intuitifs, on écrit A comme la réunion disjointe des ANL{ pour b € P,. Si ANL{ n’est
pas vide, on considere sa mesure de Lebesgue 1-dimensionnelle, et on le remplace par le segment centré
en b, de mé&me direction que L{, de longueur totale égale a la mesure de Lebesgue 1-dimensionnelle de
ANLE.

Voici des propriétés de la symétrisation de Steiner :

Proposition 2.5. [12, Chapter 1, Section 2.2, Lemma 2] On reprend les notations de la définition 2.4.
Alors :

L. d(S.(4)) < d(A),

2. si A est mesurable, alors S, (A) I’est aussi, et L"(S,(A)) = L(A).

On aura besoin du

Lemme 2.6. Soit f : R” — [0, +00] mesurable. Alors
A= {(x,y) ceR"h o<y < f(x)}

est £ mesurable.

Preuve du lemme 2.6 : soient
B :={z e R"; f(z) = +o0}
et
C:={reR" 0< f(z) < +oo}.
Pour tout j € N et tout k£ > 1, soit
. 1
Cjr = {xER”; J < f(z) < H},
’ k k
de sorte que, pour tout k > 1, C' = ;¢ Cj . On définit aussi
D, = U (Cj,k X [0, ‘;D U(B x [0, +0o0])
Jj=0

et

E,=J (CM X [O, ]Zlb J (B x [0,+00))

J20
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et

D=|]J Dy E= () Ek.
E>1 E>1

Pour tout k& > 1, Dj, et Ej, sont LT mesurables et D, C A C E;.Onadonc D C A C E, et les
ensembles D et E sont £+ mesurables. De plus, pour tout R > 0 et tout k& > 1,

L (BN D) N B(0, R)) < L™ (B \ D) N B(0,R)) < %5”(3(07 R)),

ce qui implique que £ ((E\ D) N B(0,R)) = 0, donc que £ (E\ D) = 0. Ainsi, £L"1(A\
D) = 0, ce qui montre que A est L+ mesurable.
Preuve de la proposition 2.5 : pour 1, il suffit de le faire quand d(A) < +oo. 1l suffit aussi de supposer

que A est fermé (en effet, en général, on aura S, (A) C S, (A4), donc d(Sq(A)) < d(S.(A4)) < d(A) =
d(A)). Ainsi, on peut supposer A compact. Comme A est borné, donc inclus dans une boule euclidienne
de centre 0, S, (A) est inclus dans la méme boule, donc borné aussi.
Soiente > Oetz,y € S(A) tels que d(S,(A)) < |z — y| + €. On décompose
r=b+ (z,a)aety =c+ (y,a)a.

En d’autres termes, b (resp. c) est la projection orthogonale de x (resp. y) sur F,. On définit

r:=inf{t; b+ta € A},

s =:sup{t; b+ta € A},

w:=1inf {t; c+ta € A},

v:=sup{t; c+ta € A}.

On suppose que v — r > s — u (raisonnement analogue si v — r < s — u). Alors

v—r > 1(1}—7’)—1—1(8—@

= ?(S*T)ﬂLg(U*U)

SLNANLY) + %El(A N LY.

v

Comme z € S,(A) et |(z,a)| = |z — b|, ona|(z,a)| < FLY(ANLY), et de méme |{y,a)| < 1LY(AN
L%). Ainsi,
v—r2(z,a)+[(y,a)| = [(z,a) = (y,a)].

On a donc

(A(Sa(A)) = €)? & — y|”
b=l + | {z,a) — (y, a)|?
b—c* + v —r|? 2.7
|(b+ra) — (c+ va)|?
d(A)?,
carb+ra € Aetc+ va € A puisque A est fermé. Comme (2.7) est vraie pour tout € > 0, on obtient
bien 1.
Pour 2, il suffit de le faire quand a = e, = (0,...,0, 1), par invariance de £" par rotation (voir la
proposition 1.35). Ainsi, P, = R"~!. Le théoréme de Fubini montre que, si f(b) := L*(A N L{") pour
tout b € R™~1, alors f est £7~! mesurable et

VAN VANR VAN I VAN



Comme

Sen(A) = {(b,w err; 10 o <

b f(b)
2

o) P\ (B0 AN L = 1)

le lemme 2.6 montre que S, (A) est mesurable et

(]
Preuve du théoréme 2.1 : 1’idée est la suivante : si A est inclus dans la boule euclidienne de centre 0 et
de méme diametre que A, la conclusion est immédiate. Cette inclusion n’est pas vraie en général, mais
on va appliquer plusieurs symétrisations de Steiner a A pour le rendre symétrique par rapport a 0, ce qui
diminuera son diametre sans changer sa mesure, et on pourra conclure ainsi car I’ensemble obtenu par
ces transformations sera inclus dans la boule euclidienne de centre 0 et de méme diametre que A.
11 suffit de faire la preuve quand A est de diametre fini. On note (ey, ..., e,) la base canonique de R”,
Ay = 5¢,(A), A == Se, (Ak_1) pour tout k € [2,n] et A* := A,,.
On montre d’abord que A* est symétrique par rapport a 0. Pour cela, on vérifie par récurrence sur k que,
pour tout k € [1,n], Ay est symétrique par rapport a P, ..., P, . C’est clair pour k& = 1. Supposons
que ce soit vrai pour Ag. Alors Ay 1 est clairement symétrique par rapport a P, . ;. De plus, soient
J € [1, k] et S; la réflexion orthogonale par rapport a P . Soit b € P, . Alors, comme S;(Ay) = Ay,
par hypothese de récurrence,

k41"
LY ARV L) = L1 (Ax N LGT)).

Cela implique que
£1 ({t, b+ t€k+1 S Ak+1}) = El ({t, S]b + t€k+1 € Ak+1}) .

Ainsi, Sj(Ak+1) = Ak—f—l-
Finalement, A* est symétrique par rapporta P, , ..., P. , donc par rapport a 0.
On en déduit que

1
A CB (o, 2d(A*)) | 2.8)
En effet, soit x € A*. Comme —z € A*, 2 |z| < d(A*), ce qui donne bien (2.8). On déduit de (2.8) que

1

£'(4%) < al) (5

a)’

ol on rappelle que a(n) est défini dans (2.3). Pour conclure (rappelons que A n’a pas été supposé
mesurable dans les hypotheses du théoréme 2.1), comme A est mesurable, la proposition 2.5 montre que

LM(A)

IAIA
Do
==

=

IN
£
S

S
—~
—~

|
~—

*
~—
SN—

S

IA

2

2
R R YR

ce qui termine la preuve de (2.2).
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1.2 Une autre approche via I’inégalité de Brunn-Minkowksi

Nous allons donner une autre approche de I'inégalité isodiamétrique, qui repose sur l’inégalité de
Brunn-Minkowski, que nous présentons maintenant.
Si A, B C R™, on définit la somme de Minkowski de A et B par

A+B={zre€R" Jac Aetbec Btelsquexz = a+ b}.

Proposition 2.9. Soient A, B C R" des ensembles mesurables non vides. On suppose A+ B mesurable.
Alors
1 1 1
LA+ B)n > L"(A)» + L"(B)~.

Remarque 2.10. Il peut arriver que A + B ne soit pas mesurable, méme si A et B le sont, voir I’appen-
dice.

La proposition 2.9 possede une version fonctionnelle, appelée inégalité de Prekopa-Leindler :

Proposition 2.11. Soient 6 € [0, 1] et u, v, w des fonctions mesurables positives sur R, telles que
w(z + (1 - 0)y) > u(z)’v(y)"’ (2.12)

pour tous x,y € R™. Alors

/n w(z)dr > (/n u(a:)dw)e (/n U(JU)dm) 1_9. (2.13)

On va d’abord prouver la proposition 2.9 pour n = 1, puis la proposition 2.11 pour tout n > 1, et
enfin, la proposition 2.9 pour tout n > 2.

Preuve de la proposition 2.9 quand n» = 1 : on suppose d’abord que A et B sont des compacts
non vides de R. Si on remplace A et B par A + z et B + y respectivement (avec z, y € R quelconques),
A+ B est transformé en A+ B + x + y, de sorte que les mesures de Lebesgue de A, B et A+ B restent
inchangées. Comme A et B sont compacts, on peut les translater de sorte que sup A = inf B = a € R,
et, quitte a translater encore, on peut supposer que a = 0, de sorte que A N B = {0}. On a donc
A+ B > AU B, donc

LY A+ B)>LYAUB) =LY(A) + £Y(B),

ce qui termine la preuve dans ce cas.
Si maintenant A et B sont des ensembles mesurables quelconques de mesure finie, soit ¢ > 0. Par la
proposition 1.33, il existe des compacts A, et B., inclus respectivement dans A et B et tels que

LYA) > LYA) —eet LY(B.) > £Y(B) —¢

Alors
£1(A + B) > EI(AE + BE) > EI(AE) + £1(Bs) > EI(A) =+ EI(B) — 2¢,

et comme c’est vrai pour tout € > 0, on obtient I’'inégalité voulue.
Enfin, si par exemple, Ll (A) = +o0, A+ B contient un translaté de A, donc est aussi de mesure infinie,
ce qui rend I’inégalité triviale.

Preuve de la proposition 2.11 : on raisonne par récurrence sur la dimension. Commengons par le cas
n = 1. On suppose d’abord u et v bornées, et on peut donc supposer que ||ul|, = [|v||,, = 1. Soient
t € [0,1[, z € R tel que u(xz) > tety € R tel que v(y) > t. On a alors w(fz + (1 — 0)y) > ¢ par
I’hypothése (2.12). Ainsi, d’apres le cas n = 1 de la proposition 2.9 (appliquée aux ensembles non vides
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A:={zx eR; u(x) >t} et B:={y € R; v(y) > t}), eten notant que {w >t} D A+ (1 —0)B et
utilisant la proposition 1.35,

LY{zeR; w(z) >t}) >0L {z eR; u(z) >t})+ (1 —0)L {y €R; v(y) >t}).

On en déduit, en utilisant (1.34), la proposition 2.9 pour n = 1 et I'inégalité arithmético-géométrique,
que

/w(:v)da: > /l.cl ({2 €R; w(z) > t}) dt

R 0 1 1
> e/ £ ({z € R; u(x) >t})dt+(1—0)/0 L ({y € R; v(y) > t}) dt
— 9 Ru(;r)dx—i—(l—@)/ﬂgv(x)d;v

> </R u(x)da:)9 </Rv(:n)dx> -

ce qui termine la preuve dans ce cas.
Dans le cas général, pour tout entier 5 > 0, on pose

_ ) ulz) siu(z) <7,
uj(@) = { 0 siu(z) > 7,

et on définit v; de fagon analogue. Comme u; < wu et v; < v, I'inégalité (2.12) est vérifiée avec u; et
v; a la place de v et v dans le membre de droite. On en déduit (2.13) avec u; et v; dans le membre de
droite, et on obtient la conclusion en faisant tendre j vers +oc et utilisant le théoréme de convergence
croissante (théoreme 1.29).

On suppose maintenant le résultat prouvé en dimension n — 1 pour un n > 2. On considere u, v, w
vérifiant I"hypothese de la proposition 2.11. Pour tout ¢ € R, on pose

ug(x) = u(z, q), ve(x) = v(z, q) etwy(r) = w(z,q)

pour tout z € R"~!. Le théoréme de Fubini montre que Ug, Vg €t Wy sont mesurables pour presque tout
q € R. De plus, par hypothése, pour tous qo, ¢ € R tels que ¢ = fgp + (1 — )qy et tous x,y € R 1,

we(Oz + (1 = 0)y) > ug, (37)9%1 (y)179~

En appliquant I’hypothese de récurrence a wy, ug, et vq,, on obtient que

f i (] i (], i)

D’apres I'inégalité en dimension 1 appliquée aux fonctions

q— - wg(x)dz, q — (/]Rnl uq(x)da;> etq — </Rn1 vq(a:)da;> ,
et le théoreme de Fubini, on obtient que
/n w(z)dz = /qER (/Rn1 wq(x)dx) dq 9 -
o O o (L, )
= (/R" u(z)dz) (/R" v(z)dz) ,
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ce qui termine la preuve. O

Preuve de la proposition 2.9 pour n > 2 : tout comme dans le cas n = 1, on peut supposer que A et
B sont de mesure finie. On fixe § € [0, 1] et on applique la proposition 2.11 avec u = x4/, v = xp et
W = XgA'4(1-6)B' OU A’ et B’ sont des parties mesurables de R™ qui seront choisies ensuite. L’inégalité
(2.12) est trivialement satisfaite et on obtient donc

L"(0A +(1—0)B) > LA L (B . (2.14)
et ce pour tout choix de ¢ € [0, 1]. Si on choisit maintenant
1 1
A = ~AetB = ——B,
Lr(A)n L"(B)n
(2.14) signifie que
LMOA +(1—-0)B') > 1, (2.15)
d’apres la proposition 1.35. Si on pose
; LA
L£r(A)w + LM(B)w
on voit que
1
A" + (1 - 0)B' = - ~(A+ B),
Lr(A)» + L(B)»
et I’inégalité (2.15) donne bien la conclusion de la proposition 2.9. O

On explique maintenant comment déduire 1’inégalité isodiamétrique (Théoréme 2.1) de 1’inégalité de
Brunn-Minkowski. Soit A C R”™ une partie compacte. Il suffit de prouver (2.2) quand £L"(A) = 1
(en effet, dans le cas général, on peut bien siir supposer que L™"(A) > 0; on pose alors A = \A
avec A > 0 et A™" = L™(A), et on obtient la conclusion en utilisant la proposition 1.35 et le fait que
d(A’) = Md(A)).

On suppose donc A compact avec L"(A) = 1. Soit B := {z € R"; —x € A}. Par la proposition 2.9
(on note que %A et %B sont compacts, donc aussi %A + %B),

1 1
1 1 n 1 n 1
n - - > 2 n =
L <2A+2B) > L <2A) + L <2B)

Comme L" (%A) L (% ) on obtient donc

S|=

o (;A + ;B) > £7(A) = £7(B).

On vérifie maintenant que d (% 1B) < 1. En effet, soient z, y € 1A + 1B Il existe z1x2, Y1, Y2 €
Atels que x = (21 — 22) ety = 3(y1 — y2). On a donc
1
2=yl = 5 @1 — ) + (g )] < 1.

De plus, %A + %B est symétrique par rapport a 0, et est donc inclus dans la boule euclidienne de centre
0 et de rayon % Ainsi,

1 1 1 a(n)
"MA)<L'|(zA+=B|<L"|B -] =
s (zaeg8) <o (8(03)) =G
ce qui termine la preuve quand A est compact. Dans le cas général, il suffit de prouver I’inégalité pour
A, comme dans la preuve donnée dans la section 1.1. O
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1.3 Le probléme de la stabilité

L’inégalité isodiamétrique assure que la boule euclidienne réalise le maximum de la mesure de
Lebesgue parmi tous les sous-ensembles de R™ de diametre fixé. La question de la stabilité de cette
inégalité est la suivante : si ' C R™ est de méme diametre que la boule euclidienne de rayon r > 0,
comment mesurer 1’écart de ' a une boule ?

Pour répondre a cette question, on introduit le défaut isodiamétrique, défini par

Une premiere réponse fait intervenir la différence symétrique entre E et une boule euclidienne de rayon
1. On rappelle la définition de la différence symétrique : pour tous A, B C R",

AAB :=(A\ B)U(B\ A). (2.16)
On a alors ([30, Theorem 1]) :
Théoreme 2.17. Soit n > 2. Il existe Cy, > 0 tel que, pour tout E C R™ mesurable de diamétre 2 L

1 .. LYEAB(z,1))
CaE)® 2 Wl = B 1)

En d’autres termes,

n T 2
e 1o (H3EY )

Cet énoncé indique, en particulier, que s’il y a égalité dans I’inégalité isodiamétrique pour I’ensemble
E, alors la différence symétrique entre E' et une certaine boule euclidienne est de mesure nulle.
On peut formuler une autre version de la stabilité pour I’inégalité isodiamétrique. Soit £ C R"™ de
diametre 2. On définit les rayons intérieur et extérieur de E par

rif* == inf inf {r > 0; B(z,1) C E+ B(0,r)}
z€R™

et
rét = inf inf{r >0; EC B(x,1+7)}.
zeR?

Une autre version de la stabilité pour I’inégalité isodiamétrique est alors ([30, Theorem 2]) :

Théoreme 2.18. Soit n > 2. Il existe C(n) > 0 tel que, pour tout E C R"™ mesurable de diamétre égal
a2,

3=

rg’ < C(n)(E)

et
C(2)6(E)z sin =2,
r@t << O3) (6(E) max (|In(6(E))|,1))2  sin =3,

2

C(n)o(E)»+1 sin > 4.

1. On a choisi cette normalisation pour simplifier les énoncés, et on peut toujours s’y ramener par dilatation.
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2 Le cas du groupe de Heisenberg

La question de la validité de 1’inégalité isodiamétrique peut étre posée dans des contextes non eucli-
diens. On se concentre ici sur le cas du groupe de Heisenberg, que 1’on présente maintenant.
On considere X = R?, qu’on munit de la loi de groupe (non commutative !) suivante : si z = (21, 22, t)
ety = (y1, Y2, S), on pose

T —x
Ty = <x1+y1,x2+yg,t+s+1y22yl>.

2

On notera H = R3 muni de cette loi. Le groupe H est appelé groupe de Heisenberg.
Pour tout A > 0 et tout z € H, on pose

Th(z) := (\x1, Az2, \2t).

Pour tout A > 0, T} est un automorphisme de groupes, appelé dilatation.

Pour tout z € H, on pose
||| = <(x%+x§) +t2>

On vérifie immédiatement que ||z || = ||—z|| = ||z|| pour tout 2 € H. De plus, pour tout A > 0 et tout
x € H,
[Toe]| = Mz (2.19)

On définit alors, pour tous x,y € H,

dary) = [y =]

On vérifie que d est une distance sur H, et que d est invariante a gauche, ce qui signifie que, pour tous
a,x,y € H,d(a-z,a-y)=d(z,y).

Pour formuler le probleme isodiamétrique dans H, on introduit la mesure de Hausdorff sphérique de
dimension 4. Soit A C H. Pour tout § > 0, on définit

S3(A) :==inf > d(B;)",

ou la borne inférieure est prise sur tous les recouvrements A C U B; par des boules B; C H avec
i

d(B;) < §. 1l est clair que § — Sj(A) est décroissante. On pose alors

SY(A) = lim S§(A) < 4.
0—0
On vérifie que S* est bien une mesure. On peut montrer ([39, Proposition 2.1]) que, si B C H est une

boule, alors
SYB) = d(B)*. (2.20)

Comme la mesure S* est homogene, au sens ot
S(6r(4)) = A15%(4)
pour tout A C H et tout A > 0, on peut reformuler le probléme isodiamétrique ainsi : quelle est la borne

4
supérieure du quotient ‘g(jg‘;) parmi tous les sous-ensembles bornés A C H de diametre non nul ? On

définit donc la constante isodiamétrique de H par

S(4)
Cy:= sup .
I 0<d(A)<+oo d(A)4

(2.21)
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L’identité (2.20) signifie que C; > 1. On peut aussi montrer ([39, Theorem 3.1]) qu’il existe des en-
sembles isodiamétriques, c’est-a-dire des ensembles A C H qui réalisent la borne supérieure dans (2.21).
Toutefois ([39, Theorem 3.5]) :

Théoreme 2.22. Les boules fermées de H pour la distance d ne sont pas des ensembles isodiamétriques.
On a donc Cy > 1.

Le probleme isodiamétrique peut aussi étre envisagé pour une autre distance, appelée distance de
Carnot-Carathéodory. On introduit les champs de vecteurs

X =0, +20,, Y =0, — 220,, T = 0.

Soit T > 0. On dira qu’une courbe absolument continue +y : [0, 7] — H est admissible si, et seulement
si, il existe des fonctions mesurables Ay, h : [0, T] — R telles que h3(t)+h3(t) < 1 pourtoutt € [0, 7]
et

Y1) = M (X (v(#) + ha (Y (7(1))

pour presque tout ¢ € [0,7] (on rappelle qu’une fonction absolument continue est presque partout
dérivable). On montre que, pour tous x,y € H, il existe une courbe admissible joignant x et . On
définit alors la distance de Carnot-Carathéodory de x et y comme la borne inférieure des 7' > 0 tels
qu’il existe une courbe admissible v : [0,7] — H telle que v(0) = x et y(1) = y. Cette distance est
notée doc.

Si on considere le probleme isodiamétrique pour la distance dc ¢, les boules ne sont pas non plus solution
de ce probleme ([39, Theorem 3.6]) :

Théoreme 2.23. Les boules fermées de H pour la distance doc ne sont pas des ensembles isodiamé-
triques. On a donc Cy,,., > 1.
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Chapitre 3
L’inégalité isopérimétrique

On peut formuler le probléme isopérimétrique dans le plan de la maniere suivante : parmi tous les
domaines bornés 2 C R? d’aire fixée, quel est celui de périmétre minimal ? La réponse a cette question
est bien connue : en effet, si .A(€2) est ’aire de 2 et Per {2 son périmetre, on a I’inégalité suivante entre
A(Q) et Per Q0
(Per 2)2

dr
et I’égalité dans (3.1) a lieu seulement lorsque {2 est un disque. En d’autres termes, a aire fixée, le
domaine de plus petit périmetre est le disque. L’'inégalité (3.1) est appelée inégalité isopérimétrique.
Dans cette partie, nous examinons la validité de (3.1) dans R" et certaines de ses conséquences. On
consideére aussi d’autres contextes géométriques.

A(Q) < 3.1

1 Une preuve dans le plan

On rappelle qu’'une courbe de Jordan est 1'image, notée C, d’une application v : I — RZ, ou
I = [a,b] est un segment de R et 7y est une fonction continue sur I et simple (au sens oli, pour tous
x,y € I avec x # y, si y(x) = v(y), alors {x,y} = {a,b}). Le théoréme de Jordan ([4, Théoréme
9.2.1]) affirme alors que R?\ C a exactement deux composantes connexes, 1’une bornée (appelée intérieur
de C et notée Cj,,¢) et ’autre non bornée (appelée extérieur de C et notée Ceyt).
On va prouver la version suivante de 1’inégalité isopérimétrique :

Proposition 3.2. Soit C une courbe de Jordan de classe C' dans R2. Alors
1(C)? > 4 A(Cinyt), (3.3)
ou [(C) désigne la longueur de C. De plus, il y a égalité dans (3.3) si, et seulement si, C est un cercle.

Preuve : on suit la présentation de [41, Chapter 4]. 11 suffit de prouver la conclusion quand [(C) =
27 (raisonner par homothétie). Soit y : [0, 27r] — R? une paramétrisation de C par longueur d’arc. Si on
note y(t) := (y1(t),y2(t)) pour tout ¢t € [0, 27|, on a donc

(M) + (1(0)* =1

pour tout ¢ € [0, 27], donc
1 2T

2m Jo

L’identité de Parseval montre donc que

> Il (17 + FEm)*) = 1. (3.4)

neL
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Par la formule de Stokes,

ACod) = 3| [ Oa(6155) — ratoii(o)) ds,

et I’identité de Parseval donne donc

ACint) = 7|3 (Fi(n)72(n) = Ta(n)7i(m) ) |

ne”L

ol on a aussi utilisé que 71 et y, sont a valeurs réelles, ce qui entraine que 71 (n) = 71 (—n) et 2(n) =
72(=n).
Comme, pour tout n € Z,

7% (n) - B)TM)| < 2 Fin)TBm)| < FiE)P + Fm), (35)
on obtient donc, en utilisant (3.4) et le fait que |n| < |n|? pour tout n € Z,

ACi) < 73 ol (B + Fam)P)
neEL

ce qui donne bien (3.3).
On suppose maintenant que A(Cj,;) = 7. Les calculs précdents montrent que 71(n) = 72(n) = 0 si
n ¢ {—1,0,1}. On obtient donc qu’il existe a1, by, az, be € C tels que, pour tout ¢ € [0, 27],

Y1(t) = ay + b’ + bre " et yo(t) = ag + boe' + bye .
L’identité (3.4) assure donc que
1
baf? + Jbal? = 5.

et, comme il y a égalité dans (3.5), [b1| = |ba|, donc |b1| = |b2| = 3. O peut donc noter
1. ,
bl = iela et b2 = 561'8

™

avec o, € R. Comme 1 = 2 ‘b@— bob1|, on obtient que o — 3 = k3, ou k € Z est impair.

Finalement, pour tout ¢ € [0, 27],

71(t) = a1 + cos(t + ) et y2(t) = ag £ sin(t + «),

ce qui montre bien que C est un cercle. Réciproquement, si C est un cercle, il est immédiat que (3.3) est
une égalité. O

2 Une approche de I’'inégalité isopérimétrique via le contenu de Min-
kowski

Soit A C R™ un ensemble mesurable tel que £™"(A) < +oo. L’inégalité isopérimétrique cherche a

comparer L"(A) et la “mesure du bord de A”.

Une premiere fagon de calculer cette mesure de bord consiste a utiliser le contenu de Minkowski, défini
comme suit :
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Définition 3.6. Soit A C R™.

1. Le contenu de Minkowski supérieur de dimension n — 1 de A est défini par

M1 A) = T L" ({z e R™; d(z,A) < r}),

r—0 r

ou d(z, A) = infyca |z — y| et |-| désigne la norme euclidienne.
2. Le contenu de Minkowski inférieur de dimension n — 1 de A est défini par
Lr R"™; d(x, A
MZ_I(A) . 117H1 ({.Z‘ € ) ($, ) < 7“})

r—0 r

3. Si les contenus de Minkowski supérieur et inférieur sont égaux, on définit le contenu de Min-
kowski de dimension n — 1 de A par

MPHA) = MO A) = MPT(A).

Ce contenu de Minkowski n’est pas une mesure, mais il coincide avec la mesure de Hausdorff H" !
pour les compacts n — 1 rectifiables, ¢’est-a-dire les compacts K C R™ qui peuvent s’écrire comme
K = f(O),on f : R"! — R est lipschitzienne et C C R"~! est compact :

Proposition 3.7. Soit X' C R” un compact (n — 1)-rectifiable. Alors
MHE) = H"H(K).

Pour cet énoncé, on pourra se reporter a [14, Theorem 3.2.39].
On peut alors énoncer une version de 1’inégalité isopérimétrique dans R"”, dont la preuve utilise le
contenu de Minkowski et ’inégalité de Brunn-Minkowski :

Théoréme 3.8. Soit K C R"™ un compact (n — 1)-rectifiable. Alors

n—1

LK) < nla(n) nHL(OK). 3.9)

On rappelle que o(n) est défini par (2.3).

On utilisera I’expression de H"~1(9A) donnée par la proposition 3.7, valable sous les hypothéses
du théoreme 3.8. Pour tout > 0, I’'inégalité de Brunn-Minkowski (Proposition 2.9) donne

n

LA+ BO) 2 (£°(A) + £ (B0
= (@7 +atmir)”
> L7(A) + 0L (A) T a(n)wr,

3 3=
I3

donc
£2(A+ B(0,r)) = £7(4) > n[,”(A)nT_la(n)%

.
ce qui donne donc I'inégalité (3.9) quand on fait tendre r vers 0. O
3 Ensembles de périmetre fini et inégalité isopérimétrique dans R”

Cette section est consacrée a 1’inégalité isopérimétrique pour des sous-ensembles de R dits de pé-
rimetre fini. On commence par quelques éléments sur les espaces de Sobolev et de fonctions a variations
bornées.
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3.1 Un apercu concernant les espaces de Sobolev

On donne ici un tres bref apercu de la théorie des espaces de Sobolev dans des ouverts de R,
renvoyant a [1, 6, 11, 31, 46] pour une présentation complete.

Dérivée faible

Soient U C R™ un ouvert et u : U — R de classe C''. Pour toute fonction ¢ € C°(U) et tout
1 < ¢ < n, on a, en intégrant par parties,

Oy ou
/Uu($)8xz (x)dz = — Oz, (x)p(x)dx.

Si la fonction u n’est pas de classe C'!, cette formule n’a pas de sens, mais on s’inspire de ce calcul pour
définir une notion de dérivée faible :

Définition 3.10. Soient U C R™ un ouvert, 1 < i < n,etu,v € LZIOC(U). On dira que % = wvsi,et
seulement si, pour toute fonction ¢ € C°(U),

a n
[ u@) 52 @de = - [ vi)e@)da.
Dans ce cas, 8 2 est une (la) dérivée faible de w par rapport a la variable z;.

Remarque 3.11. Si u est de classe C' sur U, alors ses dérivées faibles dans U coincident avec ses
dérivées au sens classique.

Si elle existe, la dérivée faible de w par rapport a la variable x; est unique :

Lemme 3.12. Soient U C R™ un ouvert, 1 < i < n,etu € L}, (U). Siv,w € L} .(U) sont des
dérivées faibles de u par rapport a la variable z;, alors v = w presque partout dans U.

Espaces de Sobolev

Définition 3.13. Soient U C R™ unouvertet 1 < p < 400.0On appelle W1P(U) I’espace des fonctions
: U — R telles que, pour tout 1 < ¢ < n, la dérivée falble - existe et appartient a L” (U). Si

u € WHP(U), on définit

1

P
) sil <p<+oo,

=

el ooy + D

1<i<n

lullwre@y = 1<Z<

sip = +o0.

6332 L (U)

On vérifie que [|-|[yy1.5 ¢y est une norme.

Exemple 3.14. Si U = B(0,1) dans R" et u(z) = |z|~* avec a > 0, la fonction u € WP (U) si, et
seulement si, a < %. On a, pour tout 1 <7 < n,

ou (z —ow;
axi ’x’a-i-Z :
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Un résultat d’approximation : le théoreme de Friedrichs

Théoréme 3.15. [Théoréme d’approximation de Friedrichs] Soient U C R™ un ouvert et u € WP (U)
avec p € [1,+o00|. Alors il existe une suite de fonctions (u;)j>1 € C°(R™) telles que :
1. uj = udans LP(U),
2. pour tout ouvert V. .CC U (ce qui signifie que V est un compact inclus dans U) et tout 1 < i < n,
gzz — % dans LP (V).
SiU = R" et u € WHP(R™), alors il existe une suite de fonctions (uj)j>1 € C°(R") telles que
u; — u dans WHP(R™).

Remarque 3.16. On notera que, dans le théoreme 3.15, on n’obtient pas la convergence de u; vers
u dans W1P(U) en général, sauf dans le cas U = R™. En général, C2°(R")|yy n’est pas dense dans
WLP(U), voir par exemple [31, Section 1.1.6].

Plongements de Sobolev

Les plongements de Sobolev affirment qu’une fonction de WP (R™) posséde un degré d’intégrabi-
lité plus élevé que son appartenance a L” ne I’indique. Ces plongements prennent une forme différente
selon que p < n, p = n ou p > n. On ne présentera ici que le cas p < n.

On suppose donc que 1 < p < n et qu’il existe C > 0 tel que, pour toute fonction u € W1HP(R™),
u € LY(R™) et
[ull arny < ClIVUl| o gny - (3.17)

Fixons alors une fonction u € C2°(R™) non nulle. Pour tout A > 0 et tout = € R™, définissons
up(z) = u(Az).

Alors, pour tout A > 0, (3.17) donne
1 A
— [lull, £ C—= [IVul],,.
g AP

Cela n’est possible que si % = % — % On a de fait le théoréeme suivant :
Théoreme 3.18. Soit 1 < p < n. On définit p* par

1 1 1

Alors il existe C > 0 tel que, pour toute u € WHP(R™), u € LP"(R") et

||UHLP*(R7L) <C ||VUHLP(R”) .

3.2 Introduction aux fonctions a variation bornée

On ne présente ici qu’une tres breve introduction aux fonctions BV, renvoyant a [12, Chapter 5] ou
[46, Chapter 5] pour une présentation compléte. On rappelle que, si ¢ € C*(R™, R"), pour tout z € R",
la divergence de ¢ au point  est définie par

n .
0"
div ¢(x) := x).
Po)i=3 50 @)

On utilisera le théoréme de Riesz suivant, qui concerne les formes linéaires continues sur 1’espace des
fonctions continues a support compact ([12, Section 1.8, Theorem 1]) :
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Théoreme 3.19. [Théoréme de représentation de Riesz] Soit L : C.(R™,R™) — R une forme linéaire
continue. Alors il existe une mesure de Radon i sur R™ et une fonction o : R™ — R™ mesurable pour 1
telle que

1. |o(z)| = 1 pour u-presque tout x € R",

2. L(p) = — Jgn(p(x), o(z))du(z) pour toute p € C.(R™,R™).

Définition 3.20. Soit f € L'(IR™). On dit que f est a variation bornée si, et seulement si,
sup {/ f(2)div o(z)dz; ¢ € CHR",R") et |p(2)| < 1 pour tout z € R”} < 400.
R’ﬂ

Ici et dans la suite de ce paragraphe,
des fonctions a variation bornée.

()] est la norme euclidienne de ¢(x). On note BV (R™) I’espace

1l est immédiat que W11 (R™) C BV(R™). L'inclusion est stricte (par exemple, X[o,1] € BV(R) \
WHL(R)).
On peut décrire BV (R™) comme I’espace des fonctions dont la dérivée faible est une mesure de Radon.
Plus précisément :

Théoréme 3.21. Soit f € BV (R"™). Alors il existe une mesure de Radon p sur R™ et une fonction
o : R" — R"™ mesurable pour p telles que |o(x)| = 1 pour p-presque tout x € R™ et

[ @aive(@)ds == [ (p(@),0(@)duz)
pour toute € CL(R", "), On notera i = | D] et |l sy gy = 1/ s ey + D] (R?)
Démonstration. Pour toute ¢ € CL(R™, R™), on pose
Ly:=— - f(z)div p(x)dz.
Alors, pour toute » € C(R",R™), on a, par définition de BV (R"),

Lo < Cllell oo »

oit C' > 0 ne dépend que de f. Cela permet d’étendre L par densité en une forme linéaire continue L sur
C.(R™ R™) et on conclut grice au théoréme de Riesz (théoréme 3.19). ]

Si f € WHY(R™), alors f € BV (R") et

IDANE) = [ Vi@ @),

De plus, avec la représentation donnée par le théoreme 3.21,

IVf ()]

m):{ VI G pa) £ 0,
0 siVf(z) = 0.

Voici un résultat d’approximation, dans 1’esprit du théoréme de Friedrichs (théoreme 3.15) pour les
fonctions BV :

Théoréme 3.22. Soit f € BV (R™). Il existe une suite de fonctions (f)r>1 € C°(R™) telles que :
1. fx — f dans L'(R"),
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2. [IDfill (R™) = [DFI| (R™).

Remarque 3.23. Il n’est pas possible d’obtenir lillcrn ID(f — fx)|| = 0 dans la conclusion du théoréme

3.22. En effet, dans ce cas, la suite (f;)r>1 serait de Cauchy dans W1 (R"), et devrait donc converger
dans W1H(R"), de sorte que f devrait appartenir a W1 (R™).

Voici une version d’un plongement de type Sobolev pour I’espace BV :

Théoreme 3.24. Soit n > 2. Il existe C' > 0 tel que, pour toute f € BV (R™),

1Al ny o S CIDFI(R™).
LT (R)

Démonstration. Soit (fy)r>1 une suite donnée par le théoreme 3.22, qui vérifie aussi f, — f presque
partout dans R™. Alors

A1l 22 gy < kg%oo el 2t ey < Ck%?oo 1D fill prgny = C DSl prgny »

ce qui donne le résultat. 0

3.3 Meilleure constante dans un plongement de Sobolev

On peut déterminer explicitement la meilleure constante du plongement de W1!(R") dans
L71 (R :

Théoreme 3.25. Pour toute u € WH1(R™),

_ _1
el 2 gy 72 (0) 7 [Vl g1y

1

et la constante n~ a(n)_% est la meilleure possible. On rappelle que a(n) = L™(B(0,1)) (voir (2.3)).

Comme corollaire immédiat, on obtient :
Corollaire 3.26. Pour toute f € BV (R"),

1 _1 n
11 s oy < 00 DS (R?).
La preuve du théoréeme 3.25 présentée ici, souvent attribuée a Gromov (qui I’attribue lui-méme a
Knothe ([24])) utilise le lemme suivant :

Lemme 3.27. Soient 2 C R™ un ouvert convexe borné et f € C1(Q2) avec f(x) > 0 pour tout z € Q.
Alors il existe un C'!-difféomorphisme ® : 2 — B(0, a(n)_%) tel que :

1. (I)(l‘l, ceey l‘n) = ((I)l(l'l), (1)2(1’1, 1'2), ceey q)n(l‘l, ceey :En)),

2. gi’: () > 0 pour tout € 2 et, pour tout x € €2,

@)
fQ fly)dy

m 09,
det D®(z) = [[ (=)
i=1 I

Preuve du lemme 3.27 :  on commence par construire un difféomorphisme ¥ de Q2 sur Q =]0, 1[" avec
les mémes propriétés. 11 suffit de poser

U, (z ;) = fAi(ac) f(z)dz...dzy
i\ L1y .., L) 1= fBl(x) f(Z)dZi...dZn,
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avec
Ai(x) :={2 = (#1,...,2n) € Q; zj = x; pourtout j < ietz; < x;}
et
Bi(z) :=={z = (21,..., 2n) € ; zj = x; pour tout j < i}.

On vérifie facilement que U est C'! et que W; est strictement croissante par rapport a x;, donc ¥; est
injective et 2 oz Yi > 0 dans Q. On vérifie aussi que ¥() = Q. Enfin, det D¥ > 0 dans €, donc ¥ est un

ct dlffeomorphlsme de Q sur Q.

De plus,
ov; fBi+1 /
d; Ig, [~
donc
det DU — o, B an+1f ~ f(x)

i=1 Ox; a fBlf B fo’

ce qui termine la vérification pour V.

Si on applique cette construction avec Q = B(0,a(n)” 1) et f(z) = 1 pour tout z € 2, on obtient
un C'- dlffeomorphlsme U Q avec les propriétés requises, dont le jacobien vaut 1 partout.
Finalement, U~! o ¥ a toutes les propriétés voulues. O
Preuve du théoréme 3.25 : comme |Vu| = |V |u|| presque partout, on peut supposer que v > 0 dans

R™. Par convolution, on peut aussi supposer que u € CZ°(R™), puis que le support de u est une boule
B etque u > 0 dans B (convoler u par ¢. ou ¢ est a support dans B(0, 1) et strictement positive dans
B(0,1)).

On pose f = un-1. Soit ® : B — B(0, a(n)fi) un C'-difféomorphisme donné par le lemme 3.27,
appliqué a f. Alors, pour tout x € B,

div ®(x)
n

i 2

1
n
>

= = lull | 2

1 .

Comme u® = 0 sur 9B, on a, en intégrant par parties,

0 = div (u®)(z)dx
= /Bu(x)div O(x)dx -1—/ (®(z), Vu(zx))dx,
B B

1
n [ Julful ™
B

de sorte que
1

IN

INA
SR

<

=

=

A
2.
2

|
3=

5
<
s

. . . _1 . . . y g
ce qui donne la conclusion. Il reste a voir que %a(n) = es bien la meilleure constante, ce qui fera I’objet
du paragraphe suivant. O
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3.4 Ensembles a périmetre fini et inégalité isopérimétrique

Définition 3.28. Soit £ C R™ mesurable (pour £™). On dit que E' est a périmetre fini si, et seulement
si, xg € BV(R™).

Si E est a périmetre fini, on notera (en reprenant les notations du théoreme 3.21) Dxg = ||OF] et
vg = —0. On a donc, pour toute p € CH(R",R"),

| aivetwyds == [ (p@).vpla)d|0E] ).
E R™

Si E est un ouvert de classe C'* tel que H" ! (0E N K) < 400 pour tout compact K C R™ (on rappelle
que H" ! est la mesure de Hausdorff de dimension n — 1), on a aussi, pour toute ¢ € C}(R",R"™),

[ divpta)de == | (o). via)dn @),
E OF

ce qui montre que E est a périmétre fini, || 0E|| (R") = H" 1(JF) et vg = v H"~! presque partout sur
OE.

Remarque 3.29. En réalité, tout ouvert E C R™ vérifiant H" 1 (OF) < +o0 est & périmetre fini (voir
[2, Proposition 3.62]).

Un cas particulier important du théoréme 3.24 est une forme de I’inégalité isopérimétrique :

Théoreme 3.30. Pour tout ensemble E C R"™ de périmétre fini,

3=

L(E)'"w < COE| (R"),

ou C > 0 est la constante intervenant dans le théoréme 3.24.

Démonstration. 1l suffit d’appliquer le théoréme 3.24 avec f = x g, qui est dans BV (R™) par hypothese.
O

Corollaire 3.31. Pour tout ensemble £ C R™ de périmetre fini,

LYE)" < ~a(n) 7 [|OE] (R").

S|

On notera que la constante %a(n)_% est optimale (considérer le cas ou E est une boule). Cela
prouve aussi I’optimalité de cette constante dans le théoréme 3.25. O

Réciproquement, on peut retrouver le plongement de Sobolev (3.18) en partant de 1’inégalité isopé-
rimétrique. On utilisera pour cela (une version de) la formule de la co-aire, qu’on rappelle ici :

Proposition 3.32. Soit v : R™ — R une fonction lipschitzienne. Alors
/ Vu(z)| de — / H T ({o € R u(z) = 1) dt.
R” R

On suppose maintenant connue 1’inégalité isopérimétrique. Soit alors u € CZ°(R™), on voit que,
pour tout ¢, le bord de {|u| > t} est inclus dans {|u| = ¢t} par continuité de w. Comme, pour tout ¢ > 0,
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{|u| > t} est compact, on en déduit que

n—1

</1R" (/0+°° X{U>t}(x)dt> o dx) '

+o0 n n
/ (/ X{Jul>t} (Jf)’”d:E) dt
0+ Rn

_ /oom({|u|>t})"%dt

0, -
|l = ) ar
< n a1 ({fal = 1)) dr

= nlam) [ |Vu(z)|dw,
]Rn

n—1

([ @) ae) "

IN

IN

ce qui redonne bien le plongement de Sobolev.

4 Inégalité isodiamétrique et inégalité isopérimétrique

On considere I’inégalité isopérimétrique dans R™ comme connue, et on cherche a en déduire I’inéga-
lité isodiamétrique dans R™. On raisonne par récurrence sur n. Pour n = 1, la conclusion est immédiate.
On suppose I’inégalité isodiamétrique connue dans R™~! pour un n > 2. On considére d’abord un
ensemble convexe 2 C R" de diametre 2. On montre que

H" Y OE) < H"1(9B(0,1)).

En effet, pour tout vecteur v de norme 1, soit £, la projection orthogonale de E sur I’hyperplan v Par
la formule de Cauchy-Crofton ([23, Section 5.5]),

1
- L YE)dH (v).
a(n—1) /aB(o,n (Ev) )

Comme d(E,) < d(E) = 2, I’inégalité isodiamétrique dans R”~! montre que

anfl(F) —

£rN(E,) < a(n - 1),

ce qui donne aussitot le résutat.

On peut maintenant prouver 1’inégalité isodiamétrique en dimension n. Soient en effet £ C R" de
diametre 2 et F' I’enveloppe convexe de E. Admettons pour I’instant que F' est aussi de diametre 2.
Alors

n—1 n—1

LUE)T < L)
< n_la(n)_%H”_l(ﬁF)
< nla(n) wHYHOB(0,1))

ce qui donne bien I’inégalité isodiamétrique en dimension n. On notera qu’on a appliqué 1’inégalité
isopérimétrique a I’ensemble F', qui est de périmetre fini, étant convexe et borné (voir [29, p. 124]). ©
Pour terminer la preuve, on vérifie :

Lemme 3.33. Soit A C R” une partie bornée. Alors A et son enveloppe convexe ont le méme diametre.

32



Preuve : soit B I’enveloppe convexe de A. On a clairement d(A) < d(B). Soient maintenant
z,y € B. Tl existe p,q > 1, des coefficients A1, ..., \p, fi1, -, ftg > Oavee 30 \i = 329, pj = Let
des points z1, ..., Tp, Y1, ..., Y4 € A tels que

P q
T = Z)\iazi ety = Z,ujyj.
i=1 j=1

Donc
q
z—yl = |z—> ny;
j=1
= D iz —y;)
j=1

A IA
(=10~
z =
B
|
S

IA
NE
RS

R

T
&
El

!
&
N

1
< d(A). O

5 Inégalité isopérimétrique-isodiamétrique

On peut obtenir une inégalité intermédiaire entre les inégalités isopérimétrique et isodiamétrique,
comme suit.

Définition 3.34. Soit {2 C R" un ouvert borné. On pose
rad(2) := inf {r > 0; il existe zp € R" tel que 2 C B(z0,7)} .
L’inégalité isopérimétrique-isodiamétrique s’énonce ainsi ([32, Section 2]) :
Proposition 3.35. Soit 2 C R" un ouvert lisse et borné. Alors
nH™(Q) < rad(Q)H" 1 (9Q).

Preuve : soit 7o € R" tel que, pour tout x € §Q, |z — xo| < rad(2). On définit X (z) := = — x
pour tout x € €. Alors, comme divX = n,

nLMQ) = /Q divX (2)dL" (x)
= - | K@@ @)
< rad(Q)H"1(0Q). m
6 Une application au réarrangement de Schwarz

Cette section est consacrée a une méthode de réarrangement décroissant pour les fonctions définies
sur les ouverts bornés de R", appelé réarrangement de Schwarz. Ce réarrangement est étroitement relié
a I’inégalité isopérimétrique.
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On utilisera la notation suivante : si {2 C R" est un ouvert borné, on désigne par 2* la boule euclidienne
centrée en 0 de méme mesure de Lebesgue que 2. Pour toute fonction mesurable u : 2 — R, on définit
la distribution p,, par

pu(t) = L" ({2 € Q; u(z) > t})

pour tout t € R.

6.1 Définition et premieres propriétés du réarrangement de Schwarz

Définition 3.36. Soient 2 C R"™ un ouvert borné et v : 2 — [0, +00[ une fonction mesurable.
1. Pour tout réel ¢, on note
Qc) ={z € Q; u(x) > c}.

Les ensembles €2(c) s’appellent les ensembles de niveau de la fonction w.
2. Pour tout z € Q*, on définit

u*(z) =sup{c e R; z € Qc)*}.
La fonction u* est appelée réarrangement de Schwarz, ou symétrisation de Schwarz, de u.

Ce réarrangement posseéde les propriétés suivantes :

Proposition 3.37. Soient 2 C R"™ un ouvert borné et v : 2 — [0, +o0o[ une fonction mesurable. Alors :
1. u* est radiale et décroissante, ce qui veut dire qu’il existe une fonction décroissante f : [0, R] —
R (ot R désigne le rayon de Q*) telle que u*(x) = f (|z|) pour tout x € Q*,
2. pour tout réel c,

L"{z e u(x)>ch)=L"{ze Q5 u(z) >c}). (3.38)

En d’autres termes, u et u* sont équimesurables, ou encore p,, = p,+. En conséquence, pour
tout x € QF,
L"({y € Q; uly) >u*(2)}) < aln) |z, (3.39)

et, si {z € Q%; u*(z) = u*(z)} estla sphere de centre O et de rayon |z,
L' ({y € & uly) > v (2)}) = a(n) |2[", (3.40)
3. siu € L*(Q), alors u* € L>®(*) et

Sup ess,cqu(x) = sup ess,cq-u*(z).
Preuve : si x,y € QF vérifient |x| = |y|, alors, pour tout ¢ € R, z € Q(c)* si, et seulement si,
y € Q(c)*, car Q(c)* est une boule de centre 0 (éventuellement vide). Cela montre que u* est radiale.
De plus, si |z| < |y| etsiy € Q(c)* pour un ¢ € R, comme (c)* est une boule de centre 0, z € (c)*,
ce qui montre immédiatement que u*(z) > u*(y).
Pour 2,

L' ({z € u(x) > c}) L"(€(e))

L£(Q(e)),
et, pour tout z € Q*, comme 1’ensemble {d € R; = € Q(d)*} est un intervalle de la forme | — oo, M]
ou ] — oo, M|,
u(x) >cesup{deR; z € Qd)*} > cex e Q)

ce qui montre que
LM (fo € Q% w'(z) > o}) = L7 (Qe)) = LYQ0)).
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L’identité (3.39) vient du fait que, d’apres (3.38),
pu(u®(z)) = L" ({z € Q%5 u’(2) > u*(2)}) < L"(B(0, [z])) = a(n) |z]",

et, si {z € Q% u*(2) = u*(x)} est la sphere de centre 0 et de rayon |z|, on a 1’égalité, ce qui donne
(3.40) et termine la preuve.

Enfin, le point 3 résulte immédiatement de (3.38) et de la définition de la borne supérieure essentielle. 0
Une conséquence immédiate de (3.38) et de la formule (1.34) est I’identité suivante :

Proposition 3.41. Soient 2 C R™ un ouvert borné, u : 2 — [0, +oo[ une fonction mesurable et p > 1.
Alors

/Qup(w)dx = /* (u*)? (z)dw. (3.42)

6.2 Réarrangement de Schwarz et différentiabilité

On examine maintenant les propriétés du réarrangement de Schwarz vis-a-vis de la différentiabilité.
On fera pour cela appel a la notion de fonction absolument continue, dont on rappelle ici la définition.

Définition 3.43. Soit f : [a,b] — R. On dit que f est absolument continue si, et seulement si, pour tout
e > 0, il existe § > 0 tel que, pour tout N > 1 et tous intervalles |ay, bi[, ..., Jan, by [C [a,b] deux a

deux disjoints,
N

N
Dolbi—ail <6="1f(bi) - flai)| <e.

i=1 i=1
1l est facile de voir qu’une fonction lipschitzienne est absolument continue, et qu’une fonction abso-
lument continue est uniformément continue.

Pour des fonctions monotones, on a la caractérisation suivante des fonctions absolument continues (voir
[3, Theorem 4.6.2]) :

Proposition 3.44. Soit f : [a,b] — R une fonction monotone. Alors f est absolument continue si, et
seulement si, les deux conditions suivantes sont satisfaites :

1. f est continue,

2. pour tout ensemble mesurable E C [a, b] tel que L}(E) = 0,0ona L(f(E)) = 0.

On rappelle aussi ([40, Theorem 8.19]) que

Proposition 3.45. Toute fonction monotone sur un intervalle est dérivable presque partout sur cet inter-
valle.

Enfin, on a la proposition suivante ([40, Theorem 8.18]) :

Proposition 3.46. Soienta < b € Ret f € L*([a,b]). Pour tout = € [a, b], on définit

X
Fla) = / F(b)dt.
a
Alors F est dérivable presque partout sur [a, b], et F’(z) = f(x) pour presque tout = € [a, b].

Soit u : 2 — R une fonction mesurable. La fonction u, est clairement décroissante. En vue de la
proposition suivante, on rappelle ([40, Theorem 8.19]) qu’une fonction décroissante sur un intervalle est
dérivable presque partout sur cet intervalle.

Proposition 3.47. On suppose que v € C'! () est positive et s’annule sur J<2, et on note M = sup, u.
0

Si R > 0 est le rayon de *, notons f : [0, R] — [0,4o0[ la fonction telle que, pour tout x € Q*,
u*(z) = f(|z]). Alors :
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1. p, estinjective sur [0, M],

f ((N“(t))n) = t pour tout ¢t €0, M]. (3.48)

Par suite, f est continue sur [0, R].

3. pour presque tout ¢,
/ Vo)™ (w) < —pi (),
{ze; u(x)=t}

wh,(t) < 0 pour presque tout ,
la fonction f est absolument continue sur [0, R].

la fonction u* est lipschitzienne sur Q" et [[Vu*{| oo or) < [Vl 100 (q)

N o ok

pour presque tout ¢ € [0, M], si x € Q* est tel que u*(x) = t,

CH T ({y e @5 wi(y) = 1))
|Vu* ()|

i, (1) = : (3.49)

Preuve : les arguments qui suivent sont inspirés de [7]. Pour le point 1., on suppose que i, n’est
pas injective sur [0, M]. Il existe donc 0 < ¢ < s < M tels que [{x € ; t < u(x) < s}| = 0. Par la
formule de la co-aire, si ¢ = X{rcq; t<u(z)<s}s

0= /Q g(2) V()| de — /t ’ ( /{ o g(x)d?—[”_l(m)) dr.

Pour tout 7 €]t, s[, g(z) = 1, donc, pour presque tout 7 € [t, s], H" ({z € Q; u(z) = 7}) = 0. Or,
pour tout 7 €], s[, (7) est un ouvert non vide (par continuité de u et le fait que 7 < supou = M),
d’adhérence compacte, et I’'inégalité isopérimétrique assure donc que

1

0< L)% <nlaln) "H"1(09,),
et la continuité de u assure que 02 C {z € Q; u(z) = 7}, ce qui permet de conclure que
H L ({z e Q; u(x)=7}) >0 (3.50)

pour tout 7 €]t, s[. On obtient donc une contradiction, ce qui termine la preuve du point 1.

L’identité (3.48) est claire si t = M car v*(0) = M. Soient maintenant ¢ €]0, M| et r €]0, R] tel que
a(n)r™ = p,(t). Si e est un vecteur fixé de norme 1, on cherche a prouver que

u*(re) =t,
ce qui, par définition de u*, signifie que
t=sup{ceR; reecQc)'}.

Or

re € Qc)" & an)r" < py(c) & pu(t) < pu(c).
Ainsi, sire € Q(c)*, on a pu,(t) < py(c), donc ¢ < t. Réciproquement, sit > ¢, on a g, (t) < py(c), et
comme /i, est injective sur [0, M], on ne peut avoir i, (t) = uy(c) que sic > M ousit < 0. Mais on
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a supposé t €]0, M|, etsic > M, Q(c) = () donc aussi 2(c)* = (), donc on ne peut avoir re € Q(c)*.
Finalement,
re € Qc)" & e < t,

donc sup {c € R; re € Q(c)*} = t, ce qui termine la preuve de (3.48). Cette identité montre que f :
[0, R] — [0, M] est surjective (car f(R) = 0) et décroissante, donc continue.

Pour 3., en appliquant la formule de la co-aire a {VXA‘ avec A = {z € Q; Vu(x) # 0}, on obtient que

pu(t) = L"({x € Q; t <u(x) < M et Vu(z) = 0})
! / /{xEQ u(z)=s} A(:E) |V’LL(:L‘)|_1 d%n_l(x)ds-

La dérivée de p,, est donc la somme des dérivées des deux termes de (3.51). Le premier est une fonction

décroissante de ¢, dont la dérivée est donc négative presque partout et le deuxieme a pour dérivée ¢ +—>
-1 - 1

— Jiwen; u@)=ty XA @) [Vu(z)|"" dH" L(x). On en déduit que

W = = @) V) @)
z€Q; u(x)=t}
> —/{ xa(z) ]Vu(m)]_ld”H"_l(x).

z€Q; u(z)=t}

(3.51)

Pour 4., on observe que, comme u est de classe C'* (z)|"" > ¢ > 0 pour tout z € 2, et on

conclut par (3.50).

On passe maintenant a la preuve du point 5. Comme f est continue et décroissante, il suffit, compte
tenu du théoréme 3.44, de vérifier que, pour tout £ C [0, R] de mesure de Lebesgue nulle, f(E) est de
mesure de Lebesgue nulle.
On peut écrire

[0,R] = AUB,

ol AN B = (), B est une réunion dénombrable d’intervalles sur chacun desquels f est constante et f est
injective sur A. Précisément,

A= {t € [0,R]; f(t) #0et fH({f(t)}) estun singleton}
et
B = {t € [0, R]; f(t) =0ou f~1({f(t)}) n’est pas un singleton} ,

de sorte que f(B) est dénombrable.
Pour tout t € A,

1
En effet, soit ¢t € A et posons s = (a’éz ) "o f(t). Alors, d’apres (3.48), appliquée a f(t) €]0, M],

Z

1

£ = 7o (25) " o s = 65,

a(n)

etcomme t € A, f~1({f(t)}) est réduit a ¢, ce qui montre que s = t.
Soit maintenant £ C [0, R] de mesure nulle. Ona C := f(E) = f(ENA)U f(ENB),et f(EN
1

B) est dénombrable. On en déduit que (Q‘E;))E (C) est la réunion d’un ensemble dénombrable et de
1

( e )E (f(ENA)) =FEnN A, quiest donc de mesure nulle. Ainsi, 1, (C) est de mesure nulle. Or

a(n)
1O = [ (o)t
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et comme g, < 0 pour presque tout ¢ par le point 4., on obtient bien que C est de mesure nulle.
Passons au point 6. Comme u est continue et s’annule sur 02, pour tout ¢ €]0, M], I’ensemble
{z € Q; u(x) > t} est compact et

O{r € u(z) >t}) C {x e Q; ulx) =t}.
L’inégalité isopérimétrique (3.9) appliquée a {x € ; u(x) > t} permet donc d’écrire
(ra(0) 77 < 07 la(n) T H T ({2 € O ux) = 1) (3.52)

On en déduit que u* est lipschitzienne sur 2*, de constante de Lipschitz inférieure ou égale a celle de u.
En effet, notons L = |||Vul|| .. Pour tout ¢, par la formule de la co-aire,

t
/ |Vu(z)|de = / H L ({2 € Q; u(z) = s})ds.
{xeQ; t—h<u(z)<t} t—h

En utilisant la décroissance de p,, et (3.52), on obtient donc que

L (pa(t = h) = () > na(n) s ()~ #h. (3.53)

On va en déduire que la fonction f est lipschitzienne. Comme la fonction f est absolument continue, il
suffit de montrer que |f/(r)| < L pour tout r ol f est dérivable. Soit donc un tel r. Si f/(r) = 0,iln’y
a rien a prouver. Supposons donc f’(r) < 0, de sorte qu’il existe hy > 0 tel que, pour tout i €]0, hg|,
f(r+h) < f(r)et, pour tout b €] — ho,0[, f(r+ h) > f(r). Prenons alors h €]0, ho[ et z,y € Q* tels
que |x| = ret |y| = r + h. D apres (3.53), (3.39) appliquée a y et (3.40) appliquée a x, on voit que

fr) = fr+h) = ui(z) —u(y) 1
“a(n) L (' () = (@) (p (@)
(

u
n )~
nta(n)” nLa( )% (r+h)" —rm)pl=n
1 by g (3.54)
o i
/rn

n hnl
< Lh(l—l— ) .
T

En divisant par h et en faisant tendre A vers 0, on obtient que

IN

|f/(7')| <L,

ce qui montre bien que f est L-lipschitzienne.
Prouvons enfin 7. Si N = {r € [0, R]; f n’est pas dérivable en r}, alors I’ensemble

{t e [0, M]; <‘;1E§f))>i c N}

est de mesure nulle. En effet, si ¢ est dans cet ensemble et si ¢ # 0, on a, d’apres (3.48), t € f(NN), qui
est de mesure nulle car f est lipschitzienne, donc absolument continue. En dérivant (3.48) par rapport a
r, on obtient donc, pour presque tout ¢ €0, M|,

L= —~f(r) O (3.55)
sir = (a(n)_l,uu(t))%, ou encore
() = na(n)rn—!
b f'(r)



Soit ¢ tel que (3.55) soit vérifiée. L’ensemble {z € Q*; u*(z) > t} est une boule ouverte de mesure
ty(t) = a(n)r™, c’est donc la boule ouverte de centre 0 et de rayon . On a donc u* = ¢ sur la sphere
de centre 0 et de rayon r. De plus, (3.55) montre que f'(r) # 0, donc f(r + h) # f(r) pour h assez
petit, ce qui montre que I’ensemble des points de 2* en lesquels u* vaut ¢ est exactement la sphere de

centre 0 et de rayon r, dont la mesure H" ! vaut na(n)r"=1. Si |z| = r, |Vu*(x)| = |f/(r)]|, de sorte
que
- M ) =)
V()|
comme annoncé. O

Une propriété essentielle du réarrangement de Schwarz est de diminuer la norme L du gradient d’une
fonction différentiable et nulle au bord du domaine considéré. Plus précisément :

Théoréme 3.56. On suppose que 2 C R™ est un ouvert borné et que u : Q — [0, +oo[ est C sur Q et
s’annule sur OS). Alors u* est lipschitzienne sur 0¥, s’annule sur OQ* et, pour tout p €]1, +00],

19l oy = 1V ey - (3.57)

Preuve du théoreme 3.56 : On a déja vu dans le lemme 3.47 que u* est lipschitzienne (et cette
fonction s’annule sur 0€2* par définition) et que (3.57) est vraie pour p = +o0. Il reste a établir (3.57)
pour 1 < p < +o0.

Notons encore M = maxg u. On montre d’abord que, pour presque tout ¢ € [0, M],
/ V()P dH @) = (il (0)' T (T (e e % ul@) = ). 3.58)
{z€; u(x)=t}

Par I’inégalité de Holder, pour tout h > 0,

B =

1

- Vu(z)|dx <
h {zeQ); t<u(z)<t+h}

(1 |Vu(z)|? dx)
h {zeQ; t<u(z)<t+h}
_1
X <Mu(t)_MU<t+h))1 P
N .

En faisant tendre h vers 0, on obtient, pour presque tout ¢ € [0, M],

1
d / 1—-1 d P P
_ 2 / V()| dz < (—p, () 7 [ —2 / Vu(@)Pde] . (3.59
dt . {ze; u(x)>t} dt {ze; u(x)>t}
Par ailleurs, d’apres la formule de la co-aire,
'+OO
/ Vu(e)lde = [ (€ 9 ue) = s}) d
{zeQ; u(z)>t} t
si bien que, pour presque tout ¢ (Théoréeme 3.46),
d
—— / \Vu(z)|de = H" ({z € Q; u(z) =t}). (3.60)
dt . {ze; u(x)>t}

De méme,

+oo
/ |Vu(z) P de = / (/ V()P d’H”_l(x)> ds,
{ze; u(x)>t} t {ze; u(x)=s}
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ce qui donne

d

/ V() de = / V()P dH (x). 3.61)
dt {zeQ; u(x)>t}

{2€Q; ()=t}

La combinaison de (3.59), (3.60) et (3.61) donne bien (3.58).
En appliquant encore la formule de la co-aire, (3.58) et (3.52), on obtient donc

p = M p—1 n—1
/Q Vu(e)P de = /0 ) ( /{ N\ L (@) dt
> /0 (= ()7 (M ({w € Qs ulw) =1})) at (3.62)

M 1
> e [ 0) 7 a0 ar

La formule de la co-aire appliquée, cette fois, a u*, donne

M
/ IV (z) P do = / ( / |Vu*(x)\p_1d7—[”_1(:r)> dt. (3.63)
Q* 0 {zeQ*; u* (z)=t}

D’apres (3.49), pour presque tout ¢ € [0, M], comme |Vu*| est constant sur {x € Q*; u*(x) = t},

* p—1 n— () 1-p n— " () — p. '
/{wem;u*(x)t}wu @) (@) = () 7 (M (€ Q7 ul@) = 1)) (B.64)

Pour un tel ¢, comme 2*(¢) est une boule, il y a égalité dans 1’inégalité isopérimétrique, de sorte que

3=

W ({w € O u(z) = t}) = na(n)w ()7,
On déduit donc de (3.63) que

p

M 1
| ) (e e @ (@) = 1))

y

/Q* |Vu*(x) P dx
M 1
= walm [T () a0yt dr

(3.65)

En comparant (3.62) et (3.65), on obtient bien I’inégalité (3.57).

6.3 Réarrangement de Schwarz et inégalité isopérimétrique

On vient de voir que (3.57) résulte de I’inégalité isopérimétrique via la formule de la co-aire.
On peut montrer que (3.57) est aussi vraie pour p = 1 ([7]). Si ' C R" est un ensemble de périmetre
fini, en appliquant (3.57) a une approximation convenable de la fonction indicatrice de E, on obtient que

IO (R™) < |97 (R™),

ou 2* est la boule (centrée en 0) de méme mesure de Lebesgue que E, ce qui redonne bien I’inégalité
isopérimétrique.
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6.4 Inégalité de Faber-Krahn pour la valeur propre principale du Laplacien Dirichlet

Considérons un tambour, modélisé par un domaine 2 C R2. Quelle forme faut-il donner au tam-
bour €2 pour que sa fréquence fondamentale soit la plus basse possible ? En 1894, Lord Rayleigh ([38])
conjecture que la réponse a cette question est analogue a celle du probléme isopérimétrique, i.e. €2 doit
étre un disque.

Les fréquences de €2 sont données par les valeurs propres du laplacien avec condition de Dirichlet sur (2,
c’est-a-dire les nombres A > 0 pour lesquels il existe une fonction (propre) ¢ sur {2, non identiquement
nulle mais s’annulant sur 0f) et telle que

—Ap =\, (3.66)

R 2
on A = 2%

2 T 88—;2 est le laplacien. La fréquence fondamentale de €2 est la plus petite valeur propre du
laplacien avec condition de Dirichlet sur €2, que nous noterons A1 (£2). Le probleme mentionné plus haut
revient donc & minimiser A; (€2) parmi les domaines €2 d’aire fixée.

Pour résoudre ce probléme, on va donner une formulation variationnelle de A1(€2). Pour en donner
I’idée, considérons un endomorphisme symétrique v d’un espace euclidien £2. Comme w est diagonali-

sable dans une base orthonormée, on vérifie facilement que, si A;(u) est la plus petite valeur propre de

" (u(@). 2)

v€B, 0 ||z||?

)\1 (u) =

Soit donc © C R? un domaine borné et ¢ solution de (3.66) avec A{(£2) au lieu de \. Alors, en multi-
pliant par ¢ les deux membres de (3.66), en intégrant par parties et en utilisant le fait que ¢ = 0 sur 0¢2,
on obtient que

2
A (Q) = W. (3.67)

Si * désigne le rérrangement de Schwarz de ¢, (3.42) et (3.57) montrent que
2
* d
Jo " (x)?dx

Notons que ¢* est nulle sur 9Q2*. Des arguments d’analyse hilbertienne analogues a ceux mentionnés
plus haut en dimension finie permettent alors de prouver que

Jo IVe* (2)” dx
Joz ¢* (2)2dw

2 )\1(9*)7

ce qui montre finalement que
AL(€2) > A (€2F), (3.68)

comme annoncé par Rayleigh.

La quantité intervenant dans le membre de droite de (3.67) est appelée quotient de Rayleigh. Les pre-
micres preuves de (3.68) ont été obtenues par Faber et Krahn dans les années 1920 ([13, 25, 26]). Les
mémes arguments sont valables en toute dimension n > 2. On renvoie a [22] pour les questions de
minimisation des valeurs propres du laplacien sur €2 sous diverses conditions au bord.

7 Stabilité de I’inégalité isopérimétrique

Il s’agit de la question suivante : soient R > 0 et E C R” tels que L"(E) = L"(B(0,R)) et
H Y E) = H"1(0B(0, R)) + ¢ avec £ > 0. Peut-on dire alors que E est “proche d’une boule”, et ce
de maniere quantifiée en termes de € ?

La premiere réponse a cette question a été donnée pour des ensembles convexes en dimension 2 ([5]) :

41



Théoreme 3.69. Soit E C R? un convexe tel que L*(E) = L2(B(0,1)). Alors il existe z9 € R? et
r1 < 19 €]0,400] tels que

(H'(E))* - (H!(BO, 1))

B(xg,71) C E C B(xg,12) et (12 — 7“1)2 < 1
T

(3.70)

Comment généraliser ce théoréme en dimension n ? On remarque que, si H!(E)—H(B(0,1)) < 1,
alors (3.70) montre qu’il existe ¢ € R" tel que

a4 (B, B(zo, 1)) < C (H'(B) - H'(B(0,1))), (3.71)
ou, pour tous F, F' C R2 non vides, dj (E, F) est la distance de Hausdorff entre F et F', définie par
dp(E,F):=inf{e >0; EC F+ B(0,e)et F C E+ B(0,¢)}.

La généralisation de (3.70) en dimension n fait intervenir des quantités analogues aux membres de
gauche et de droite de (3.71) :

Définition 3.72. Soientn > 1 et £ C R™ un convexe tel que L"(E) = L"(B(0,1)). On définit le trou
isopérimétrique de E, noté D(E), et 'indice asymétrique de E, noté A(E), par

D(E) :=H" YE) - H" }(B(0,1))
et
A(E) = inf d3(E, B(z,1)).

L’extension du théoréme 3.69 en dimension n s’énonce alors comme suit ([17]) :

Théoréme 3.73. Soit n > 2. Il existe C,§ > 0 tels que, pour tout convexe E C R"™ avec L""(E) =

L£(B(0,1)) et D(E) < 6,
C\/D(E) sin =2,
A(E) < C\/D(E) In () sin =3, (3.74)

D(E)

CD(E)~+1 sin > 4.

Pourn = 2 et n > 4, les exposants qui apparaissent dans (3.74) sont optimaux.

1l existe aussi une version du théoréme 3.73 pour des ensembles de périmetre fini généraux. L’ ab-
sence de convexité ! et I'irrégularité des ensembles considérés implique que la distance de Hausdorff
n’est plus adaptée a la description de I’asymétrie dans ce cas. On utilisera la version suivante de I’asy-
métrie :

Définition 3.75. Soient £ C R™ mesurable et R > 0 tel que L"(E) = L£"(B(0, R)). On définit le trou
isopérimétrique de E, noté D(E), et 'indice asymétrique de Fraenkel de E, noté a(E), par

_HN(E) - H (B0, R))

D(E) : F

et

. LY(EAB(z,R))
F) = inf
a(E) of T

Y

ou AAB a été défini dans (2.16).

1. Considérer, en dimension 2, I’'union d’un disque de grand rayon et d’un disque €éloigné de petit rayon.
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L’extension du théoréme 3.73 se formule comme une majoration de «( E') par une expression faisant
intervenir D(F). Un premier résultat en ce sens est di a Hall ([21]) :

Théoreme 3.76. Pour tout n > 2, il existe Cy, > 0 tel que, pour tout ensemble mesurable E C R™ avec
LM(E) < 400,
a(E) < C,D(E)1.

Ce résultat a été amélioré plus récemment par Fusco, Maggi et Pratelli, avec 1’exposant optimal

([18]) :

Théoreme 3.77. Pour tout n > 2, il existe C,, > O tel que, pour tout ensemble mesurable E C R™ avec
L"(E) < 400,
a(E) < C,D(E)2.2

En d’autres termes, pour tout E C R"™ et tout R > 0 tel que H"(FE) = H"(B(0, R)),

HY(E) > HY(B(0, R)) (1 + %) .

8 Isopérimétrie et noyau de la chaleur

Dans R", le noyau de la chaleur est la fonction

_ 1 N
i = ().

pour tout £ > 0 et tout z € R™. Il intervient dans la solution du probléme suivant :

0

8—? = Au pour tous x € R™, t > 0,
lim u(t,z) = f(x) pourtoutx € R",

t—0t+

ou f est une fonction continue et bornée sur R" donnée. Une solution est donnée par u(z,t) = hy* f(z).
Le laplacien engendre un semigroupe >, noté ', et qui vérifie

D f(x) = hy x f(x).

Ce semigroupe est une contraction sur LP(R™) pour tout p € [1,400], ce qui signifie que, pour toute
f e LP(R™), tout p € [1,+o0] et tout t > 0,

A
[ 4], < 11,

Soit maintenant M une variété riemannienne compléte non compacte et A 1’opérateur de Laplace-
Beltrami sur M. On peut montrer ([20, Chapter 4]) que 1’opérateur A engendre un semigroupe continu
sur L?(M) (ot M est munie de la mesure riemannienne ), appelé semigroupe de la chaleur, qui posséde
un noyau p;, appelé noyau de la chaleur, et qui vérifie

A f () = /M pe(z,y) F(y)dp(y)

2. L’exposant % est optimal, comme le montre 1’exemple d’un ellipsoide dont n — 1 demi-axes sont le longueur 1 et le
dernier de longueur strictement supérieure a 1.
3. ausensou,siTif :=hy * f,onaTsyy =TT} pour tous s,t > 0.
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pour toute fonction f € L2(M), toutt > 0 et tout x € M. Le semigroupe de la chaleur se prolonge en
une contraction sur LP (M) pour tout p € [1, +00].

11 existe des connexions entre inégalité isopérimétrique dans M et comportement du noyau de la chaleur,
dont nous donnons ici un apercu, suivant les idées de [42, 44, 43] et la présentation de [8].

On note d la distance riemannienne. Pour tout x € M et tout > 0, B(x,r) est la boule géodésique
ouverte de centre x et de rayon r, et V' (z,r) := pu(B(z,r)). Enfin, V désigne le gradient riemannien.
Soit D > 2 un parametre. Considérons 1’inégalité isopérimétrique suivante :

M(Q)l_% < Co(092) pour tout ouvert 2 CC M, (3.78)

ou o désigne la mesure de surface (la notation 2 CC M signifie que €2 est relativement compact et
lisse). En utilisant la formule de la co-aire, on obtient I’'inégalité de Sobolev suivante :

1711, o = CUIV s (3.79)
pour toute f € C°(M). L'inégalité (3.79), appliquée a f , donne une nouvelle inégalité de Sobo-
lev :

1l g2, <CIVSI . (3.80)

Soient zp € M et r > 0. Appliquée a (une regularisation C*° de) la fonction f(z) = (r — d(x,x0))+,
ou on rappelle que d est la distance riemannienne, (3.80) donne

D—2
r r\ 2D
— — <
2V (560’ 2) = CV(.’IJ(),T'),

ce qui, par itération, donne
V(zo,7) > erP. (3.81)

Par ailleurs, reprenons 1’inégalité (3.80). Comme |V f||5 = (Af, f), elle se réécrit

HfH 2 < C(AS, f).

D-2

Appliquant cette derniére inégalité 2 e~*2 f, on obtient, pour tout s > 0,

o112 < -5 5

—sA

Comme e est une contraction sur L” pour tout p, on a donc

A N e (T &

ce qui donne, pour tout ¢ > 0,

2
2 )’

_ _1
le727)| g2, <CENfLe

Des arguments “abstraits”  utilisant des semigroupes permettent d’en déduire que, pour tout ¢ > 0,
o <0
L1—Loe —
ou, en d’autres termes, .
sup pi(z,z) < Ct™ 2. (3.82)
zeM

4. i.e. non spécifiques au cadre riemannien considéré ici
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Si on part maintenant de (3.82), et si on écrit

+oo 1
= c/ t~2e AL,
0

, montrent que A~3 est continu de L2 dans L.D-2 D3 , ce qui redonne (3.80).

D=

A~

les estimations de He tA H

Les inégalités (3.80) et (3. 82) sont donc équivalentes, et impliquées par I’inégalité isopérimétrique. Elles
impliquent (3.81). Par contre, (3.81) n’implique pas (3.82) ([45]), et (3.82) n’implique pas I’inégalité
isopérimétrique ([9]).

9 Isopérimétrie dans les groupes

Cette section est consacrée aux inégalités isopérimétriques dans des groupes discrets et dans le
groupe de Heisenberg.

9.1 Le cas des groupes discrets

Nous allons présenter d’abord le cas des groupes discrets, suivant [10]. Soit G un groupe discret
infini, engendré par un ensemble fini { gy, ..., gx }. Pour tout Q C G, on définit le bord de €2 par

0N = {x € Q;ilexistei € [1,k] ete € {—1,1} tels que zg; ¢ Q}.
Pour tout entier n > 1, la boule B(n) est définie par
B(n) := {a; €G; o =gt 1< it in < kete; € {1, 1}}.

Pour tout ensemble fini 2 C G, on pose |Q2| = #€ (on rappelle que # désigne le cardinal). Pour tout
entier n > 1, on pose V' (n) := |B(n)|. Pour tout A > 0, on définit

e(A) :==inf{n >1; V(n) > \}.
On peut alors énoncer 1’inégalité isopérimétrique suivante ([10, Théoréme 1]) :
Théoréme 3.83. Pour tout ensemble 2 C G,
9] < 8k (212]) [0 (3.84)

La preuve utilisera la notion de gradient discret sur G : si f est une fonction sur G, on définit, pour

tout x € G,
=> Ifly) -

y~z

ou la notation y ~ x signifie qu’il existe ¢ € [1,k] ete € {—1,1} tels que y = xg;.
Pour toute fonction f sur GG et tout x € G, on définit

<>Z“y

yE€B(n)

()

On commence par :

Lemme 3.85. Pour tout n > 1 et toute fonction f sur GG a support fini,
If = falli) < nlIVEllL e
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Preuve du lemme 3.85 : pour tout y € G, on définit la fonction f¥ par f¥(z) := f(xy). On vérifie
facilement que, pour tout y € B(n),

1F = iy < n Ve

(il suffit de le voir quand y = g; puis d’appliquer I’inégalité triangulaire). On en déduit que

1
1f = fall < zy)|
1
= — > ||f—f 1@
V(n) yEB(n)
< Vil - o

On en déduit :

Proposition 3.86. Pour tout A > 0 et toute fonction f & support fini sur G,

2 2
o € G 1@ > M < 20 (2l ) I95e)
Preuve de la proposition 3.86 : soitn > 1. Alors

{z e G; |f(2)] > A} <

{eeciir-n@l>3}+

{secin@l>3}.

On choisitn = ¢ (% \|f||L1(G)), de sorte que V(n) ! 1l zr ey < 2., donc

A

1
[fnll Loy < Vin) £z < 5

ce qui montre que

A
{zeciin@l>3} -0
Ainsi,

2
Hx € G; |f(z)] > AH < = |If — anLl(G)

et on conclut grace au lemme 3.85
On déduit le théoreme 3.83 de la proposition 3.86 appliquée a f = 1g et A = 1. O

Si par exemple il existe ¢, D > 0 tel que, pour tout n > 1, V(n) > enP, (3.84) implique
Q"D <89
Le théoréme 3.83 couvre aussi d’autres situations. Par exemple, si V' (n) > Ce®”, on obtient

1] < C109|1In Q.

9.2 Le groupe de Heisenberg

Revenons maintenant au cas du groupe de Heisenberg. On définit les ensembles de périmetre fini
comme suit : soit /' C H. On dit que F’ est a périmetre fini si, et seulement si,

Pa(F) = sup { [ divapdc®: o € CHELR), gl <1} < o
F
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Ici, la divergence est définie par
divgpy = X1 + Yoo

(on renvoie a la section 2 du chapitre 2 pour ces notations). L’inégalité isopérimétrique dans H s’énonce
alors ainsi ([19]) : il existe C' > 0 tel que, pour tout F' C H de périmetre fini,

L3(F)1 < CPu(F).

Le probléme isopérimétrique est la question suivante : parmi les ensembles F' C H vérifiant £L3(F) = 1,
en existe-t-il de périmetre minimal, et le cas échéant, quelle description géométrique peut-on en donner ?
Le premier résultat dans ce sens affirme ([28]) qu’il existe bien des ensembles isopérimétriques, i.e. des
ensembles de périmetre minimal parmi tous ceux de mesure 1. Ces ensembles sont en particulier bornés
et connexes.

Toutefois, on ne sait pas a I’heure actuelle caractériser les ensembles d’isopérimétrie pour H. I1 est connu
([34]) que les boules pour la métrique de Carnot-Carathéodory ne sont pas des ensembles d’isopérimé-
trie.

Une conjecture, formulée par Pansu en 1982 ([37]) et toujours ouverte a I’heure actuelle, affirme que
les ensembles isopérimétriques pour H sont, a translation a gauche et dilatation pres, les ensembles de
révolution obtenus par rotation autour de 1’axe des z des géodésiques joignant les points (0, 0, ’TTRQ) et

(0,0, —”TRQ). De facon explicite, ces géodésiques sont les courbes «y : [—m, 7] — H données par

R R R?
v(s) = [ =(coss+ 1), —sins, —(sins +s) | .
2 2 8
On peut aussi les décrire comme étant les ensembles
{(x,y,t)eH; |t] <arccos\/:c2+y2+ 3324‘92\/1—932—?;2, x2+y2<1}, (3.87)

Des simulations numériques effectuées a partir de polyedres (justifiées par le fait que des ensembles de
périmetre fini peuvent &tre approchés par des polyedres en un sens convenable, voir [33]) mettent en
évidence des “bulles” donnant une solution approchée au probleme isopérimétrique. Ces bulles sont ef-
fectivement solution de ce probleme lorsqu’il est restreint a des ensembles lisses possédant une symétrie
cylindrique ([27]).

La solution du probléme isopérimétrique restreint aux sous-ensembles convexes de H est également
donnée par I’ensemble (3.87) ([35, Theorem 1.1]). Des inégalités isopérimétriques quantitatives dans H
pour certaines classes de sous-ensembles ont été obtenues dans [16, Theorem 1.1].
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Appendice : sur la somme de Minkowski

Cet appendice est consacré a la construction de deux ensembles mesurables A, B C R tels que
A + B ne soit pas mesurable. Dans tout ce qui suit, on considére R comme un Q-espace vectoriel.

Lemme 3.88. Il existe une partie mesurable B C R qui forme une base de R.

Preuve du lemme 3.88 : soit X C R I’ensemble des réels = de la forme

—+00
r=N+Y e 2721,

n=0

avec N € Zete, € {0,1} etles e, ne valent pas tous 1 a partir d’un certain rang. De méme, soit Y C R
I’ensemble des réels y de la forme

+00
y=N+ Z £n27 2",

n=0
avec £, € {0, 1} et les €, ne valent pas tous 1 a partir d’un certain rang.
La famille X UY est génératrice de R, et il est facile de vérifier que X et Y sont de mesure nulle, donc
c’est aussi le cas de X UY'. Une base B de R incluse dans X UY répond donc a la question (puisqu’une
telle base est de mesure nulle, donc mesurable). O
On utilisera aussi :

Lemme 3.89. 1. Soit A C R mesurable avec £!(A) > 0. Alors il existe 7,y € Atelsque z —y €
Q.

2. Soit A C R mesurable avec £!(A) > 0. Alors A est une partie génératrice de R.

Preuve du lemme 3.89 : pour 1, il existe un intervalle borné I C R tel que £L'(A N 1) > 0. Les
ensembles (AN T) + % pour n > 1 sont tous de méme mesure strictement positive et inclus dans un
méme intervalle borné, donc ne peuvent pas étre deux a deux disjoints. Il existe donc x,y € AN I et
m,n > 1tels que x + % =y+ % ce qui donne la conclusion de 1.

Pour 2, soit z € R. Si x = 0, x appartient au sous-espace vectoriel de R engendré par A. Si x # 0,

£l (%A) > 0. Il existe donc y, z € Atels que y # z et = € Q. Alors x = Y — 555 % appartient

encore au sous-espace vectoriel de R engendré par A. O

Proposition 3.90. Il existe A, B C R mesurables tels que A + B ne soit pas mesurable.

Preuve : on raisonne par I’absurde, en supposant donc que, pour tous A, B C R mesurables, A + B est
mesurable. Soit B C R une base de R mesurable (donnée par le lemme 3.88). Soitb € BetV C Rle
sous-espace vectoriel de R engendré par B\ {b}. Pour tout n € N, on définit A,, comme I’ensemble des
réels z qui ont au plus n coordonnées non nulles dans la base B.

Les A, sont tous mesurables. En effet, c’est vrai pour Ay = {0}. Soit maintenant n € N tel que A,, soit
mesurable. Alors A,.1 = A, + qu@ qB est donc aussi mesurable.
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Comme R = {J,,cy An, il existe n € N tel que £1(A,,) > 0. Soit k& € N le plus petit entier possédant
cette propriété (on note que k > 1).
Soit alors ¢ € Q avec ¢ # 0. Alors

Ak N (V + qb) C (Ak—l N V) + qb,

ce qui montre que £ (A N (V + ¢b)) = 0.
Comme
ANV = A\ (AN (V + gb)),
q#0
on en déduit que L' (A, N V) = L1(A;) > 0. Par le lemme 3.89, on obtient que Az, NV est une partie

génératrice de R, ce qui est impossible, car le sous-espace de R engendré par Ay NV est inclus dans
V CR. O
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