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Résumé

Nous présentons des résultats de comparaison ponctuelle entre des solutions de
certaines équations elliptiques du second ordre dans un domaine Ω de Rn et des
solutions d’équations à symétrie radiale dans une boule Ω∗ de même mesure. Les
coefficients des équations symétrisées dans Ω∗ satisfont des contraintes similaires à
celles des équations d’origine dans Ω. Les premiers résultats sur ces questions re-
montent à Talenti, pour des équations du type −div(A(x)∇u) = f(x) dans Ω, dont
les solutions u ∈ H1

0 (Ω) sont comparées aux solutions v ∈ H1
0 (Ω∗) d’équations du

type −∆v = f∗(x) dans Ω∗. Nous considérons les cas d’équations −div(A(x)∇u) =
H(x, u,∇u) lorsque le terme non lnéaire H a une croissance au plus linéaire dans
le gradient et une croissance au plus quadratique par rapport au gradient. De plus,
nous présentons certaines inégalités quantitativement améliorées lorsque le domaine
Ω n’est pas une boule. La méthode repose sur une symétrisation des termes du sec-
ond ordre.

Mots-clés. Équations elliptiques semi-linéaires, inégalités ponctuelles, symétrisation

1. Introduction

Dans tout ce qui suit, Ω est un domaine borné de classe C2 de Rn (avec n ≥ 1
quelconque) et Ω∗ dénote la boule euclidienne de même mesure |Ω∗| = |Ω| que Ω et

centrée à l’origine. Étant donnée une solution positive u d’une équation semilinéaire
du type

(1)

{
−div(A(x)∇u) +H(x, u,∇u) = 0 dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,

en un sens à préciser, la question générale traitée ici est de comparer u avec une
solution v d’un problème similaire

(2)

{
−div(Â(x)∇v) + Ĥ(x, v,∇v) = 0 dans Ω∗,

v = 0 sur ∂Ω∗,

posé cette fois dans la boule Ω∗. Le but est de montrer que, sous certaines hy-
pothèses naturelles sur A et H, n’importe quelle solution positive u de (1) peut
être contrôlée en un certain sens par au-dessus par une solution v de (2). De plus,
les coefficients de (2) seront radiaux et v sera alors elle-même radiale.

Les hypothèses précises sont les suivantes. Nous notons Sn(R) l’ensemble des
matrices réelles symétriques de taille n × n. Nous supposons toujours que A =
(Aij)1≤i,j≤n : Ω→ Sn(R) est de classe W 1,∞(Ω) (les coefficients Aij peuvent donc
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être considérés continus sur Ω. De plus, le champ A est supposé uniformément
elliptique dans Ω : il existe λ > 0 tel que A(x) ≥ λ Id pour tout x ∈ Ω au sens des
matrices symétriques, où Id ∈ Sn(R) est la matrice identité. Dans certains énoncés,
nous comparerons A à un champ de matrices du type x 7→ Λ(x)Id, au sens suivant :

(3) A(x) ≥ Λ(x)Id p.p. dans Ω,

où Λ ∈ L∞+ (Ω) et

L∞+ (Ω) =
{

Λ ∈ L∞(Ω); ess inf
Ω

Λ > 0
}
.

Par exemple, une fonction Λ vérifiant (3) est la plus petite valeur propre de A. Bien
entendu, Λ peut être choisie constante, mais nous pourrons dans la suite utiliser des
fonctions Λ non constantes et comparer ensuite (1) avec des équations (2) dont les

matrices Â seront de la forme Â(x) = Λ̂(x) avec une fonction Λ̂ non constante sur Ω∗

et partageant certaines propriétés avec Λ. La fonction donnée H : Ω×R×Rn → R
est suppsoée continue avec l’existence d’un nombre réel 1 ≤ q ≤ 2 et de trois
fonctions bornées et continues a, b et f : Ω× R× Rn → R telles que

(4)

{
H(x, s, p) ≥ −a(x, s, p)|p|q + b(x, s, p)s− f(x, s, p),

b(x, s, p) ≥ 0

pour tout (x, s, p) ∈ Ω × R × Rn. En particulier, H est bornée inférieurement par
une fonction au plus quadratique en sa dernière variable p. Par contre, aucune
borne supérieure n’est supposée a priori. Les cas q = 1 et 1 < q ≤ 2 seront en
fait traités séparément, car les résultats d’existence et d’unicité des problèmes (1)
et (2) diffèrent selon que q est équal à 1 ou strictement plus grand que 1. De plus,
une condition supplémentaire sur H sera d’ailleurs imposée lorsque q > 1.

Les solutions u de (1) sont entendues au sens faible, c’est-à-dire que u ∈ H1
0 (Ω),

H(·, u(·),∇u(·)) ∈ L1(Ω) et∫
Ω

A(x)∇u · ∇ϕ+

∫
Ω

H(x, u,∇u)ϕ = 0 pour toute fonction ϕ ∈ H1
0 (Ω) ∩ L∞(Ω).

Lorsque H(·, u(·),∇u(·)) est dans L2(Ω), alors l’identité précédente est valable pour
toute fonction ϕ ∈ H1

0 (Ω). On peut définir de même la notion de solution faible
v de (2). De plus, nous notons W (Ω) l’espace W (Ω) =

⋂
1≤p<+∞W 2,p(Ω), avec

W (Ω) ⊂ C1,α(Ω) pour tout α ∈ [0, 1[. Si u ∈ W (Ω) est une solution faible de (1),
alors c’est une solution forte, l’équation (1) étant alors satisfaite presque partout
dans Ω et la condition au bord sur ∂Ω est vérifiée au sens classique.

Nous ne pouvons pas comparer directement des solutions u et v de (1) et (2) car
elles sont définies sur des domaines Ω et Ω∗ différents. Pour pouvoir comparer en
un certain sens u et v, nous utiliserons leur fonction de répartition. Nous rappelons
que, pour toute fonction u ∈ L1(Ω), la fonction de répartition µu de u est définie
par µu(t) =

∣∣{x ∈ Ω; u(x) > t
}∣∣ pour tout t ∈ R. Cette fonction µu est continue

à droite, décroissante et vérifie µu(t) → |Ω| quand t → −∞ et µu(t) → 0 quand
t→ +∞. Pour tout x ∈ Ω∗\{0}, on définit alors

u∗(x) = min
{
t ∈ R; µu(t) ≤ αn |x|n

}
,

où αn = πn/2/Γ(n/2 + 1) est la mesure de Lebesgue de la boule euclidienne unité
de Rn. La fonction u∗, appelée réarrangement décroissant de Schwarz de u, est
clairement radiale, décroissante par rapport à |x| dans Ω∗ et elle a même fonction de
répartition que u. De plus, il est bien connu que si u ∈ H1

0 (Ω), alors |u|∗ ∈ H1
0 (Ω∗),

avec ‖ |u|∗‖L2(Ω∗) = ‖u‖L2(Ω) et ‖∇|u|∗‖L2(Ω∗) ≤ ‖∇u‖L2(Ω) (cf. [17, 18, 36, 42]).

Dans les deux section suivantes, motivés par des résultats de comparaison de
valeurs propres principales d’opérateurs elliptiques du second ordre et non auto-
adjoints (cf. [30]), nous présenterons des résultats de comparaison d’une solution
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quelconque u ∈W (Ω) de (1) telle que u > 0 dans Ω avec une solution faible v d’un

problème du type (2), au sens que u∗ ≤ v dans Ω∗, où les nouveaux coefficients Â

et Ĥ de (2) seront radiaux et satisferont des contraintes ou des bornes similaires
à celles des coefficients donnés A et H. Dans la section 2, nous traiterons le cas
q = 1 dans (4). Le cas 1 < q ≤ 2 sera étudié dans la section 3, avec une hypothèse
supplémentaire sur la fonction b donnée dans (4).

2. Croissance au plus linéaire par rapport au gradient

Le premier résultat porte sur le cas où H est minoré par une fonction linéaire
en |∇u|, i.e. q = 1 dans (4). Par ailleurs, nous notons g+ = max(g, 0) pour tout g
réel ou fonction à valeurs réelles.

Théorème 2.1. [31] Supposons (3) et (4) avec Λ ∈ L∞+ (Ω) et q = 1. Soit u ∈
W (Ω) une solution de (1) telle que u > 0 dans Ω et |∇u| 6= 0 sur ∂Ω. Alors il

existe dans fonctions radiales Λ̂ ∈ L∞+ (Ω∗) et â ∈ L∞(Ω∗) telles que

(5)


0<ess inf

Ω
Λ≤ess inf

Ω∗
Λ̂≤ess sup

Ω∗
Λ̂≤ess sup

Ω
Λ, ‖Λ̂−1‖L1(Ω∗) =‖Λ−1‖L1(Ω),

0 ≤ inf
Ω×R×Rn

a+ ≤ ess inf
Ω∗

â ≤ ess sup
Ω∗

â ≤ sup
Ω×R×Rn

a+,

et

(6) u∗ ≤ v p.p. dans Ω∗,

où v ∈ H1
0 (Ω∗) ∩ C(Ω∗) est l’unique solution faible de

(7)

{
−div(Λ̂(x)∇v) + Ĥ(x,∇v) = 0 dans Ω∗,

v = 0 sur ∂Ω∗

avec

Ĥ(x, p) = −â(x) |p| − f∗u(x)

et f∗u est le réarrangement de Schwarz de la function fu définie dans Ω par

(8) fu(y) = f(y, u(y),∇u(y)) pour tout y ∈ Ω.

Nous rappelons que, puisque Ĥ(·,∇v(·)) ∈ L2(Ω∗), le fait que v ∈ H1
0 (Ω∗) soit

une solution faible de (7) signifie que∫
Ω∗

Λ̂(x)∇v · ∇ϕ−
∫

Ω∗
â(x) |∇v|ϕ−

∫
Ω∗
f∗u(x)ϕ = 0 pour tout ϕ ∈ H1

0 (Ω∗).

Le corollaire suivant se déduit du Théorème 2.1 et du principe du maximum.

Corollaire 2.2. [31] Avec les mêmes notations que dans le Théorème 2.1, pour
toutes fonctions a et f dans L∞(Ω∗) telles que â ≤ a et f∗u ≤ f p.p. dans Ω∗, on
a u∗ ≤ v p.p. dans Ω∗, où v ∈ H1

0 (Ω∗) ∩ C(Ω∗) est l’unique solution faible de

(9)

{
−div(Λ̂(x)∇v) +H(x,∇v) = 0 dans Ω∗,

v = 0 sur ∂Ω∗

avec H(x, p) = −a(x) |p| − f(x). En particulier, on a u∗ ≤ V p.p. dans Ω∗, où
V ∈ H1

0 (Ω∗) ∩ C(Ω∗) est l’unique solution faible de (9) avec a = supΩ×R×Rn a+ et

f = supΩ×R×Rn f .

Démonstration. Elle est une conséquence immédiate du Théorème 2.1 ci-dessus et
du Corollaire 2.1 de Porretta [43]. En effet, en utilisant les notations du Théorème 2.1
et du Corollaire 2.2, on a

−div(Λ̂(x)∇v) +H(x,∇v) = (â(x)− a(x))|∇v|+ f∗u(x)− f(x) ≤ 0
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au sens faible H1
0 (Ω∗), i.e.

∫
Ω∗

Λ̂(x)∇v ·∇ϕ−
∫

Ω∗
a(x) |∇v|ϕ−

∫
Ω∗
f(x)ϕ ≤ 0 pour

tout ϕ ∈ H1
0 (Ω∗) avec ϕ ≥ 0 p.p. dans Ω∗. En d’autres termes, v ∈ H1

0 (Ω∗) est
une sous-solution faible de (9). Le principe du maximum (Corollaire 2.1 de [43])
implique que v ≤ v p.p. dans Ω∗, d’où u∗ ≤ v p.p. dans Ω∗ d’après (6). �

Pour les problèmes (7) et (9) dans Ω∗, l’existence et l’unicité des solutions v
et v dans H1

0 (Ω∗) est une conséquence directe du Théorème 2.1 de Porretta [43].

Pour (7), comme tous les coefficients Λ̂, â et f∗u sont radiaux, l’unicité implique que v
est elle-même radiale. De plus, v est Hölderienne dans Ω∗ à cause de la symétrie ra-
diale et des estimations locales de De Giorgi-Moser-Nash estimates (Théorème 8.29
de [27]). Pour le problème (9), la fonction v est aussi localement Hölderienne dans
Ω∗, mais elle n’est plus nécessairement radiale puisque les fonctions a et f ne le
sont pas forcément. Mais il découle du principe du maximum et du Corollaire 2.2
que 0 ≤ u∗ ≤ v ≤ V dans Ω∗, et puisque V est continue dans Ω∗ et s’annule sur
∂Ω∗, la fonction v est donc également continue dans Ω∗.

En ce qui concerne le problème (1) dans Ω, on peut donner des conditions garan-
tissant l’existence et l’unicité d’une solution u. Plus précisément, si l’on suppose
que 

∃ω > 0, ∀ (x, s, s′, p) ∈ Ω× R× R× Rn,
ω−1(s− s′) ≤ H(x, s, p)−H(x, s′, p) ≤ ω(s− s′),

∃α ∈ Lr(Ω), ∀ (x, s, p, p′) ∈ Ω× R× Rn × Rn,
|H(x, s, p)−H(x, s, p′)| ≤ α(x)(1 + |s|2/n)|p− p′|,

avec r = n2/2 si n ≥ 3, r ∈ (2,+∞) si n = 2et r = 2 si n = 1, alors il existe au
plus une solution de (1) dans H1

0 (Ω) (cf. Théorème 5.1 de [31]). Si on suppose en
plus que

∃β ∈ Lt(Ω), ∀ (x, s, p) ∈ Ω× R× Rn, |H(x, s, p)| ≤ β(x)(1 + |s|+ |p|),

où t = n si n ≥ 3, t est un réel quelconque dans (2,+∞) si n = 2 et t = 2
si n = 1, alors il existe une (unique) solution u de (1) dans H1

0 (Ω). De plus, si
la fonction β ci-dessus est dans L∞(Ω), alors l’unique solution u de (1) est dans
l’espace W (Ω). Enfin, sous l’hypothèse supplémentaire d’existence d’un réel $ ≥ 0
tel que H(x, 0, p) ≤ $ |p| pour tout (x, p) ∈ Ω× Rn et H(·, 0, 0) 6≡ 0 dans Ω, alors
u > 0 dans Ω et ∂νu := ν · ∇u < 0 sur ∂Ω, où ν désigne la normale extérieure
à ∂Ω. Ces résultats d’existence et d’unicité, inspirés de [43], sont rassemblés dans
le Théorème 5.1 de [31]. Pour d’autres résultats d’unicité pour des problèmes semi-
linéaires du type (1) avec croissanc elinéaire en |∇u|, nous renvoyons à [13, 22].

Comparons maintenant le Théorème 2.1 avec d’autres résultats de la littérature.
Le Théorème 2.1 fournit une comparaison entre les fonctions de répartition d’une

solution donnée u de (1) dans Ω et d’une solution v de (7) das Ω∗. Les fonctions Λ̂ et

Ĥ apparaissant dans (7) sont des “pseudo-réarrangements” de Λ et H par rapport à
u. Ces fonctions satisfont des bornes ponctuelles similaires aux coefficients A et H
dans Ω (voir aussi [2, 3, 4, 40, 47] sur ces notions de pseudo-réarrangements utilisées

dans différents contextes). De plus, la matrice de diffusion Λ̂ Id apparaissant dans
le terme du second ordre de (7) est proportionnelle à l’identité en chaque point

x ∈ Ω∗ et le terme non linéaire Ĥ(x,∇v) est exactement affine en |∇v|. Les premiers
résultats de comparaison de ce genre remontent à Talenti [45]: si A ∈ L∞(Ω,Sn(R))
et

A ≥ Id p.p. dans Ω, Λ = 1 et H(x, s, p) = b(x)s− f(x)

avec b, f ∈ L∞(Ω) et b ≥ 0 p.p. dans Ω, alors (1) admet une unique solution
u ∈ H1

0 (Ω) et |u|∗ ≤ v p.p. dans Ω∗, où v ∈ W (Ω∗) est l’unique solution de
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−∆v = |f |∗ dans Ω∗ avec v = 0 sur ∂Ω∗. Si A ∈ L∞(Ω,Sn(R)) et{
A ≥ Id p.p. dans Ω, Λ = 1, H(x, s, p) = α(x) · p+ b(x)s− f(x),

α ∈ L∞(Ω,Rn), b, f ∈ L∞(Ω), b ≥ 0 p.p. dans Ω,

alors il découle de [47] que l’unique solution u ∈ H1
0 (Ω) de (1) vérifie |u|∗ ≤ v

p.p. dans Ω∗, où v ∈ W (Ω∗) ∩ H1
0 (Ω∗) est l’unique solution faible de −∆v +

α̂ er · ∇v = |f |∗ dans Ω∗. Nous notons er(x) = x/|x| pour tout x ∈ Ω∗\{0} et
la fonction positive radiale α̂ ∈ L∞(Ω∗) est un pseudo-réarrangement de |α| qui
satisfait des propriétés similaires à celles de la fonction â du Théorème 2.1. La
preuve de [47] utilise la symétrisation de Schwarz et est complètement différente de
celle utilisée dans [31] (en fait, dans la section 5.3 de [31], nous montrons que notre
méthode utilisée pour mntrer le Théorème 2.1 peut permettre de retrouver certains
des résultats de [45, 47]). Par ailleurs, Trombetti et Vazquez [49] ont montré entre
autres que si A ≥ Id, Λ = 1, H(x, s, p) = α(x) ·p+bs−f(x) avec α ∈W 1,∞(Ω,Rn),
b, f ∈ L∞(Ω), min(b,div(α) + b) ≥ 0 p.p. dans Ω, alors ‖u‖Lp(Ω) ≤ ‖v‖Lp(Ω∗) pour

tout 1 ≤ p ≤ +∞, où v ∈ W (Ω∗) vérifie −∆v + α̃ er · ∇v + c∗v = |f |∗ dans Ω∗

avec v = 0 sur ∂Ω∗, α̃ = ‖ |α| ‖L∞(Ω) et c∗ ∈ L∞(Ω∗) est le réarrangement radial
croissant de n’importe quelle fonction c telle que 0 ≤ c ≤ min(b,div(α)+ b) dans Ω.
D’autres résultats dans cette veine se trouvent dans [5, 6, 34].

Dans les références du paragraphe précédent, la fonction Λ apparaissant dans (3)
était supposée constante. Lorsque Λ est choisie égale à une constante λ, alors il

découle de (5) que la fonction Λ̂ du Théorème 2.1 est égale à λ et la partie principale
de (7) est proportionnelle au Laplacien. De plus, dans ce cas, le corollaire 2.2
(ou [43, 47]) implique que u∗ ≤ V p.p. dans Ω∗, où V ∈ H1

0 (Ω∗)∩C(Ω∗) est l’unique
solution faible de l’équation suivante indépendante de u : −λ∆V − a|∇V | = f ,
où a = supΩ×R×Rn a+ et f = supΩ×R×Rn . Cependant, ici, Λ n’est pas supposée

constante et la fonction Λ̂ n’est en fait pas constante en général (cf. la Remarque 5.5
de [30] pour des exemples). Lorsque Λ n’est pas constante, il découle de (5) que

ess infΩ∗ Λ̂ ≥ ess infΩ Λ, ess supΩ∗ Λ̂ ≤ ess supΩ Λ, et

ess sup
Ω∗

Λ̂ > ess inf
Ω

Λ et ess inf
Ω∗

Λ̂ < ess sup
Ω

Λ.

À notre connaissance, Alvino et Trombetti [2, 3, 4] ont été les premiers à utiliser
des fonctions Λ non constantes dans des résultats de comparaison de problèmes
elliptiques du type (1). Ainsi, dans [2], le problème (1) est considéré avec H, linéaire
en s et indépendant de p, donné par H(x, s, p) = b(x)s−f(x) et b ≥ 0 p.p. dans Ω.
En utilisant la symétrisation de Schwarz, il est montré que |u|∗ ≤ v p.p. dans Ω∗, où

v ∈ H1
0 (Ω∗) est la solution faible de −div(Λ̂(x)∇v) = |f |∗ dans Ω∗ pour un certain

coefficient pseudo-réarrangé Λ̂. Des comparaisons de valeurs propres principales
d’opérateurs elliptic auto-adjoints du second ordre sont donnés dans [3, 20] et des
formules isopérimétriques pour le problème de torsion sont montrées dans [4].

Les problèmes décrits dans les deux paragraphes précédents concernaient des
fonctions H(x, u,∇u) linéaires par rapport à u et ∇u. Des résultats analogues
pour des problèmes non linéaires ont été montrés dans [5, 7, 19, 23, 39, 46]. Dans la
plupart de ces références, les termes du second ordre pour des problèmes du type (1)
dans Ω sont comparés à un multiple du Laplacien pour (2) dans Ω∗ (ou à des termes
homogènes du second ordre tels que le p-Laplacien), et les comparaisons entre u∗ et
v sont ponctuelles ou bien seulement intégrales et ont eu lien dans la boule entière
Ω∗ ou seulement dans un sous-domaine strict de Ω∗, suivant les hypothèses faites sur
les coefficients. Dans le Théorème 2.1, les problèmes d’origine (1) sont non linéaires
par rapport à u et ∇u, ils sont comparés à des équations dont les coefficients des
termes du second ordre sont en général hétérogènes, et les comparaisons entre u∗
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et v sont ponctuelles dans toute la boule Ω∗. L’une des prncipales originalités
est également la méthode utilisée, qui repose sur une symétrisation des termes du
second ordre par rapport aux ensembles de niveau d eu.

En réalité, la méthode utilisée dans la preuve du Théorème 2.1 permet d’obtenir
une comparaison quantitativement améliorée lorsque le domaine d’origine Ω n’est
pas une boule. Nous rappelons que A = (Ai,i′)1≤i,i′≤n ∈ W 1,∞(Ω) et notons
‖A‖W 1,∞(Ω) = max1≤i,i′≤n ‖Ai,i′‖W 1,∞(Ω).

Théorème 2.3. [31] Supposons que Ω n’est pas une boule et que les hypothèses (3)
et (4) sont vérifiées avec Λ ∈ L∞+ (Ω)et q = 1. Alors, avec les notations du
Théorème 2.1, il existe une constante ηu > 0, qui dépend de Ω, n et u, telle que

(1 + ηu)u∗ ≤ v p.p. dans Ω∗.

De plus, s’il existe M > 0 tel que
‖A‖W 1,∞(Ω) + ‖Λ−1‖L∞(Ω) + ‖a‖L∞(Ω×R×Rn) + ‖f‖L∞(Ω×R×Rn) ≤M,

|H(x, s, p)−H(x, 0, 0)| ≤M (|s|+ |p|) pour tout (x, s, p) ∈ Ω× R× Rn,

−M ≤ H(x, 0, 0) ≤ 0 pour tout x ∈ Ω,

∫
Ω

H(x, 0, 0) dx ≤ −M−1 < 0,

alors il existe une constante η > 0, qui dépend de Ω, n et M mais pas de u, telle
que

(1 + η)u∗ ≤ v p.p. dans Ω∗.

En plus des différences mentionnées ci-dessus par rapport aux résultats de la
littérature, les comparaisons améliorées énoncées dans le Théorème 2.3 quand Ω
n’est pas une boule n’avaient à notre connaissance jamais été établies dans la
littérature, même dans des cas particuliers.

Remarque 2.4. Dans nos résultats, la solution u de (1) est prise dans W (Ω) (ce
qui équivaut à u ∈ C1(Ω), d’après les estimations elliptiques standard appliquées
à (1) et le fait que la fonction H est continue). Dans les preuves, u est approchée
par des fonctions analytiques uj dans W 2,p(Ω) faible pour tout 1 ≤ p < +∞ et

dans C1,α(Ω) pour tout 0 ≤ α < 1. Puisque u > 0 dans Ω et |∇u| > 0 sur ∂Ω
par hypothèse, les fonctions uj vérifie ces mêmes propriétés pour j suffisamment
grand et on peut alors leur appliquer notre méthode de rérrangement décrite dans
la Section 2 de [31] et inspirée de [30]. Dans l’approximation de u par uj , la
théorie W 2,p est nécessaire et le caractère lipschitzien de A est utilisé. Alors que les
preuves des résultats de Talenti reposent sur la symétrisation de Schwarz, l’inégalité
de Pólya-Szegö et l’inégalité isopérimétrique standard, nos preuves reposent sur la
symétrisation des termes du second ordre et elles requièrent plus d’hypothèses de
régularité. Cependant, nos résultats couvrent le cas où les fonctions d’ellipticité

Λ dans Ω et Λ̂ dans Ω∗ sont non constantes en général. De plus, ils donnent
de nouvelles inégalités différentielles ponctuelles qui peuvent être quantitativement
exprimées en fonction de certaines bornes sur les coefficients et le domaine, et qui
peuvent aussi être améliorées lorsque le domaine n’est pas une boule.

3. Croissance au plus quadratique par rapport au gradient

Notre deux̀ıeme principal résultat porte sur le cas général où H est minoré par
une fonction au plus quadratique par rapport à |∇u|, sous l’hypothèse supplémentaire
infΩ×R×Rn b > 0 dans (4).

Théorème 3.1. [31] Supposons (3) et (4) avec Λ ∈ L∞+ (Ω), 1 < q ≤ 2 et

(10) inf
Ω×R×Rn

b > 0.
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soit u ∈W (Ω) une solution of (1) telle que u > 0 dans Ω et |∇u| 6= 0 sur ∂Ω. Alors

il existe trois fonctions radiales Λ̂ ∈ L∞+ (Ω∗), â ∈ L∞(Ω∗) et f̂ ∈ L∞(Ω∗), et une

constante δ̂ > 0 telles que

0 < ess inf
Ω

Λ ≤ ess inf
Ω∗

Λ̂ ≤ ess sup
Ω∗

Λ̂ ≤ ess sup
Ω

Λ, ‖Λ̂−1‖L1(Ω∗) = ‖Λ−1‖L1(Ω),

0 ≤
(

inf
Ω×R×Rn

a+
)
×
( ess infΩΛ

ess supΩΛ

)q−1

≤ ess inf
Ω∗

â ≤ ess sup
Ω∗

â ≤
(

sup
Ω×R×Rn

a+
)
×
(ess supΩΛ

ess infΩΛ

)2q−2

,

inf
Ω×R×Rn

f ≤ ess inf
Ω∗

f̂ ≤ ess sup
Ω∗

f̂ ≤ sup
Ω×R×Rn

f,

∫
Ω∗
f̂ =

∫
Ω

fu,

et

(11) u∗ ≤ v p.p. dans Ω∗,

où fu est définie par (8) et v ∈ H1
0 (Ω∗) ∩ L∞(Ω∗) est l’unique solution faible de

(12)

{
−div(Λ̂(x)∇v) + Ĥ(x, v,∇v) = 0 dans Ω∗,

v = 0 sur ∂Ω∗

avec

(13) Ĥ(x, s, p) = −â(x) |p|q + δ̂ s− f̂(x).

De plus, pour tout ε > 0, il existe une fonction radiale f̂ε ∈ L∞(Ω∗) telle que µf̂ε =
µfu et

(14) ‖(u∗ − vε)+‖L2∗ (Ω∗) ≤ ε,

où vε ∈ H1
0 (Ω∗) ∩ L∞(Ω∗) est l’unique solution faible de

(15)

{
−div(Λ̂(x)∇vε) + Ĥε(x, vε,∇vε) = 0 dans Ω∗,

vε = 0 sur ∂Ω∗

avec

(16) Ĥε(x, s, p) = −â(x) |p|q + δ̂ s− f̂ε(x).

Dans (14), 2∗ = 2n/(n− 2) si n ≥ 3, 2∗ =∞ si n = 1 et 2∗ est n’importe quel réel
fixé dans [1,+∞) si n = 2.

Notons que, contrairement à la conclusion du Théorème 2.1, f̂ et fu n’ont pas

la même fonction de répartition en général, mais f̂ε a bien la même fonction de
répartition que fu.

Comme 1 < q ≤ 2, les fonctions â |∇v|q et â |∇vε|q sont seulement dan L1(Ω∗)

en général .Puisque Ĥ(·, v(·),∇v(·)) ∈ L1(Ω∗), le fait que v ∈ H1
0 (Ω∗) ∩ L∞(Ω∗)

soit une solution faible de (12) signifie que
∫

Ω∗
Λ̂(x)∇v · ∇ϕ −

∫
Ω∗
â(x) |∇v|q ϕ +∫

Ω∗
δ̂ v ϕ −

∫
Ω∗
f̂(x)ϕ = 0 pour tout ϕ ∈ H1

0 (Ω∗) ∩ L∞(Ω∗), et de même pour vε

avec f̂ε au lieu de f̂ .
Du Théorème 3.1 et du principe du maximum, nous pouvons déduire le corollaire

suivant.

Corollaire 3.2. [31] Avec les notations du Théorème 3.1, pour toutes fonctions a

et f dans L∞(Ω∗) telles que â ≤ a et f̂ ≤ f p.p. dans Ω∗, et pour tout réel δ tel

que 0 < δ ≤ δ̂, on a u∗ ≤ v p.p. dans Ω∗, où v ∈ H1
0 (Ω∗) ∩ L∞(Ω∗) est l’unique

solution faible de

(17)

{
−div(Λ̂(x)∇v) +H(x, v,∇v) = 0 dans Ω∗,

v = 0 sur ∂Ω∗
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avec H(x, s, p) = −a(x) |p|q + δ s − f(x). En particulier, u∗ ≤ V p.p. dans Ω∗,

où V ∈ H1
0 (Ω∗) ∩ L∞(Ω∗) est l’unique solution faible de (17) avec δ = δ̂, a =(

supΩ×R×Rn a+
)
×
(
ess supΩΛ/ess infΩΛ

)2q−2
et f = supΩ×R×Rn f .

Démonstration. Avec les notations du Théorème 3.1 et du Corollaire 3.2, et en
utilisant le fait que v ≥ u∗ ≥ 0 p.p. dans Ω∗ (d’après le Théorème 3.1), on a

−div(Λ̂(x)∇v) +H(x, v,∇v) = (â(x)− a(x))|∇v|q + (δ − δ̂) v + f̂(x)− f(x) ≤ 0

au sens faible H1
0 (Ω∗)∩L∞(Ω∗), i.e.

∫
Ω∗

Λ̂(x)∇v ·∇ϕ−
∫

Ω∗
a(x) |∇v|q ϕ+

∫
Ω∗
δ v ϕ−∫

Ω∗
f(x)ϕ ≤ 0 pour tout ϕ ∈ H1

0 (Ω∗) ∩ L∞(Ω∗) avec ϕ ≥ 0 p.p. dans Ω∗. En

d’autres termes, v est une sous-solution faible H1
0 (Ω∗) ∩ L∞(Ω∗) de (17), avec

δ > 0. Le principe du maximum (Théorème 2.1 de [9]) donne v ≤ v p.p. dans Ω∗,
d’où u∗ ≤ v p.p. dans Ω∗ d’après (11). �

Pour les problèmes (12), (15) et (17), l’existence de solutions faibles v, vε et v
dans H1

0 (Ω∗)∩L∞(Ω∗) découle d’un article de Boccardo, Murat et Puel (Théorème
2.1 de [14] et les commentaires qui suivent, cf. aussi [15]) et l’unicité découle d’un
article de Barles et Murat (Théorème 2.1 de [9]). De plus, v, vε et v sont localement
Hölderiennes dans Ω∗ d’après le Corollaire 4.23 de [33], et v et vε sont radiales (v et
vε sont alors Hölderiennes dans Ω∗) par unicité puisque tous les coefficients de (12)
sont radiaux. Pour le problème (17), la fonction v n’est pas forcément radiale en
général, puisque les fonctions a and f ne sont pas supposées radiales. Mais le
principe du maximum et le Corollaire 3.2 impliquent que 0 ≤ u∗ ≤ v ≤ V dans
Ω∗, et puisque V est continue dans Ω∗ et s’annule sur ∂Ω∗, la fonction v est donc
également continue dans Ω∗.

De manière plus générale, pour le problème (1), il découle de [15, 16] qu’il existe
une solution u ∈ H1

0 (Ω) ∩ L∞(Ω) si{
H(x, s, p) = β(x, s, p) + H̃(x, s, p),

β(x, s, p)s ≥ δ s2, |β(x, s, p)| ≤ κ (γ(x) + |s|+ |p|), |H̃(x, s, p)| ≤ ρ+ %(|s|) |p|2

avec δ > 0, κ > 0, ρ > 0, γ ∈ L2(Ω), γ ≥ 0 p.p. dans Ω et % : R+ → R+ est
croissante (voir aussi [11, 21, 43] pour d’autres résultats d’existence). De plus, si
q < 1 + 2/n et s’il existe des réels M ≥ 0 et r ≥ 0 tels que r(n − 2) < n + 2
et |H(x, s, p)| ≤ M(1 + |s|r + |p|q) pour tout (x, s, p) ∈ Ω × R × Rn, alors toute
solution faible u de (1) appartient à l’espace W (Ω) (cf. Théorème 5.5 de [31]).
Par ailleurs, il découle de [9] que, si ∂sH et ∂pH existent avec ∂sH(x, s, p) ≥ σ >
0, |∂pH(x, s, p)| ≤ θ(|s|) (1 + |p|), |H(x, s, 0)| ≤ ϑ(|s|) pour certaines fonctions
continues positives θ et ϑ, alors il existe au plus une solution u de (1) dans H1

0 (Ω)∩
L∞(Ω), et u est nécessairement positive si H(·, 0, 0) ≤ 0 in Ω (voir aussi [8, 43] pour
d’autres résultats dans cette direction). Nous renvoyons à [10, 12, 29] pour d’autres
résultats d’existence et d’unicité pour des problèmes avec dépendance strictement
sous-quadratique en |∇u| (i.e. q < 2 dans (12)) et à [1, 24, 26, 35, 44] pour d’autres

résultats d’existence pour des problèmes du type (12), (15), (17) lorsque δ̂ ≤ 0

et f̂ , f̂ε ou f sont petits dans certains espaces. Cependant, il est important de
noter que l’existence et l’unicité ne sont pas toujours garanties pour des fonctions

générales f̂ , f̂ε ou f si δ̂ ≤ 0, voir en particulier [1, 32, 35, 43, 44] pour des problèmes
du type (12), (15), (17) ou pour des problèmes plus généraux.

Des comparaisons entre une solution u de (1) et une solution v d’un problème
du type (12) lorsque H(x, s, p) est non linéaire par rapport p et a une croissance au
plus quadratique en |p| ont été établis pour la première fois par Alvino, Trombetti
et Lions [5] dans le cas H = H(x, p) avec

A ≥ Id, Λ = 1, |H(x, p)| ≤ f(x) + κ |p|q
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et κ > 0, f ∈ L∞(Ω), f ≥ 0 p.p. dans Ω: dans ce cas, on a u∗ ≤ v p.p. dans Ω∗,
où v ∈ H1

0 (Ω∗) ∩ L∞(Ω∗) est une solution faible de −∆v = f∗ + κ|∇v|q dans Ω∗,
sous la condition qu’une telle solution v existe (c’est le cas si la norme ‖f‖L∞(Ω)

est suffisamment petite). Nous renvoyons à [37, 39, 41] pour d’autres résultats dans
cette direction. Par ailleurs, Ferone et Posteraro [25] (voir aussi [26]) ont montré
que si

A ≥ Id, Λ = 1, H(x, s, p) = div(F ) + H̃(x, s, p), |H̃(x, s, p)| ≤ f(x) + |p|2

avec F ∈ (Lr(Ω))n, f ∈ Lr/2(Ω) et r > n, alors u∗ ≤ v p.p. dans Ω∗ pour n’importe

quelle solution faible v∗ ∈ H1
0 (Ω∗) ∩ L∞(Ω∗) de −∆v = f∗(x) + |∇v|2 + div(F̂ er)

dans Ω∗, pourvu qu’une telle solution v existe (c’est le cas si certaines normes de f

et F sont suffisamment petites), où F̂ est similaire à la fonction â apparaissant dans

les Théorèmes 2.1 et 3.1. À notre connaissance, dans le cas d’une croissance au
plus quadratique par rapport au gradient, le seul résultat de comparaison avec des
fonctions Λ non constantes est contenu dans un article récent de Tian et Li [48]:
si |H(x, s, p)| ≤ f(x) + κΛ(x)2/q|p|q avec κ > 0 et f ≥ 0 p.p. dans Ω, alors
u∗ ≤ v p.p. dans Ω∗ pour n’importe quelle solution faible v ∈ H1

0 (Ω∗) ∩ L∞(Ω∗)

de −div(Λ̃(x)∇v) = f∗(x) + κ Λ̃(x)2/q|∇v|q dans Ω∗, sous la condition qu’une telle

solution v existe (c’est le cas si f est suffisamment petite), où Λ̃ est similaire à la

fonction Λ̂ des Théorèmes 2.1 et 3.1. Enfin, nous renvoyons à [38] pour des résultats
de comparaison dans lesquels u est comparée à une solution v, s’il en existe, d’une
équation dont la partie principale est une terme non linéaire homogène, tel que le
p-Laplacien.

Dans les références du paragraphe précédent, une borne sur la valeur absolue |H|
de H dans Ω×R×Rn est utilisée, l’existence de solutions v de certains problèmes

symétrisés dans Ω∗ est supposée et les fonctions Ĥ de ces problèmes symétrisés ne
dépendent que de (x, p) ∈ Ω∗×Rn. Comme nous l’avons déjà mentionné, l’existence
de ces solutions v n’est garantie que quand certaines normes de la fonction f (ou
fu) sont petites, car v n’existe pas toujours pour des fonctions générales f ou fu.

Cependant, si Ĥ = Ĥ(x, p), il est possible d’intégrer l’équation uni-dimensionnelle
satisfaite par la fonction radiale v et alors de comparer v avec la solution d’une
équation faisant apparâıtre la symétrisation f∗u de la fonction fu, comme dans les
résultats de la Section 2.

Au contraire, dans le Théorème 3.1, seule la minoration (4) est nécessaire et
l’existence (et l’unicité) des solutions v et vε de (12) et (15) est garantie automa-
tiquement par la condition supplémentaire infΩ×R×Rn b > 0. La contrepartie de

la stricte positivité de δ̂ dans (13) et (16) est que l’on ne peut pas intégrer les
équations uni-dimensionnelles satisfaites par les fonctions v et vε. Ainsi, nous ne
savons pas s’il est sposible de comparer les fonctions v et vε à la solution d’une

équation du même type avec f∗u au lieu de f̂ ou f̂ε dans (13) ou (16). Cependant,

puisque infΩ×R×Rn b > 0 et que l’on montre que le réel δ̂ est strictement positif,

il n’est pas nécessaire de supposer que certaines normes des fonctions fu, f̂ ou f̂ε
sont petites. La fonction f dans (4) peut être n’importe quelle fonction bornée.

Nous soulignons un cas particulier important du Corollaire 3.2: plus précisément,
si Λ = λ > 0 est choisie constante, alors u∗ ≤ V presque partout dans Ω∗, où V est
l’unique solution faible H1

0 (Ω∗) ∩ L∞(Ω∗) de{
−λ∆V − a |∇V |q + δ̂ V = f dans Ω∗,

V = 0 sur ∂Ω∗,

où a = supΩ×R×Rn a+ et f = supΩ×R×Rn f . Malgré sa simplicité apparente,
même ce cas particulier du Corollaire 3.2 est en fait nouveau. De plus, sous
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l’hypothèse (18) ci-dessous avec n ≥ 2 que le réel δ̂ peut être choisi indépendamment
de u, et donc la fonction majorante V est également indépendante de u.

Comme pour le Théorème 2.1, la méthode utilisée dans la preuve du Théorème 3.1
repose sur une symétrisation des termes du second ordre, avec une attention par-

ticulière portée sur la constante δ̂ apparaissant dans (12) et (15), afin que ces
problèmes soient bien posés.

Enfin, lorsque Ω n’est pas une boule, on peut donner une inégalité quanta-
tivement améliorée, qui est à notre connaissance complètement nouvelle pour des
problèmes du type (1) et (12), même pour des cas particuliers.

Théorème 3.3. [31] Supposons que Ω n’est pas une boule, que les hypothèses (3)
et (4) sont satisfaites avec Λ ∈ L∞+ (Ω), 1 < q ≤ 2, ainsi que (10). Alors, avec les
notations du Théorème 3.1, il existe une constante ηu > 0, qui dépend de Ω, n et
u, telle que

(1 + ηu)u∗ ≤ v p.p. dans Ω∗

and

‖((1 + ηu)u∗ − vε)+‖L2∗ (Ω∗) ≤ ε.
De plus, si q < 1+2/n et s’il existe des réels M > 0 et r ≥ 0 tels que r(n−2) < n+2
et

(18)



‖A‖W 1,∞(Ω) + ‖Λ−1‖L∞(Ω) + ‖a‖L∞(Ω×R×Rn) + ‖f‖L∞(Ω×R×Rn) ≤M,

b(x, s, p) ≥M−1 > 0 pour tout (x, s, p) ∈ Ω× R× Rn,
|H(x, s, p)−H(x, 0, 0)| ≤M (|s|r+|p|q) pour tout (x, s, p) ∈ Ω×R×Rn,
|H(x, s, p)| ≤M (1 + |s|r + |p|q) pour tout (x, s, p) ∈ Ω× R× Rn,

H(x, 0, 0) ≤ 0 pour tout x ∈ Ω,

∫
Ω

H(x, 0, 0) dx ≤ −M−1 < 0,

alors il existe une constante η > 0 dépendant seulement de Ω, n, q, M et r telle
que (1 + η)u∗ ≤ v p.p. dans Ω∗ et ‖((1 + η)u∗ − vε)+‖L2∗ (Ω∗) ≤ ε.
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