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avenue de la Forét de Haye, TSA 60604, 54 518 Vandoeuvre-lés-Nancy Cedex

Résumé

La détection de valeurs aberrantes et de mesures aberrantes en particulier, mais plus encore leur
localisation, reste un préalable indispensable a leur utilisation dans tous les systémes de surveillance.
Cette détection/localisation ne peut se faire que si I'on dispose de comparaison des mesures en ques-
tion avec des références. Dans certains cas, la priorité n'est pas directement la détection/localisation
mais la réduction de l'influence des valeurs aberrantes dans les techniques de surveillance. A titre
d’'exemple on peut évaluer de facon robuste la corrélation entre deux séries temporelles corrompues
par quelques valeurs aberrantes sans chercher a les éliminer dans une phase préalable. Dans cette
communication, I'accent sera mis sur cette notion de robustesse au travers de quelques exemples.

1. Introduction

En raison de I'usage intensif des données, en particulier issues de capteurs, de I'accroissement de leur
volume et de leur utilisation dans les outils de surveillance et de contréle, le probléme des valeurs
aberrantes a pris une importance non négligeable durant les derniéres décennies.

Remarque 1 |l conviendrait au préalable de définir ce qu'est une donnée aberrante. De facon trés
commune c’est une donnée qui est « distante » des autres observations effectuées sur le méme
phénomeéne. Force est de constater que cette définition reste incompléte et trés subjective, la notion
de distance étant a définir. De plus, la difficulté est accrue en présence de plusieurs données aber-
rantes dans un méme échantillon. Dans la suite, on considére uniquement le cas de donnée aberrante
isolée se distinguant du reste des données par son amplitude anormalement élevée.

La présence de valeurs anormales peut alors conduire 3 des estimations biaisées des paramétres
caractérisant un systéme et d une interprétation des résultats qui peut étre erronée conduisant ainsi
a des prises de décision a risque. En dépit de la diversité des méthodes disponibles s'appuyant sur
des outils statistiques bien établis [Nikulin : 2002, de Valle : 2018], force est de constater que de
nombreux logiciels ne présentent que des techniques trés partielles de traitement des incohérences de
mesure. Cet article ne se veut pas é&tre un recensement de ces outils, mais simplement sensibiliser le
lecteur sur le probléme des données aberrantes au travers de quelques exemples et situations simples.
Habituellement, lorsqu’'on procéde a la critique et a la validation des mesures collectées sur un
processus physique, on teste |'adéquation des mesures vis-a-vis du modéle du processus (phase de
détection des incohérences) puis on ajuste ces mesures au moyen de termes correctifs de facon a
vérifier le modele (phase d'estimation de I'état du processus), ce qui revient a leur substitution
pas des valeurs dites de remplacement réputées saines. Dans tous les cas, la détection de mesures
aberrantes ne peut se faire que si I'on dispose de redondances d'information, ces derniéres pouvant
étre d'origine temporelle, matérielle ou logicielle. La redondance temporelle apparut dés lors que
la variable mesurée suit une loi d'évolution temporelle. C'est le cas par exemple d'une variable en
régime permanent dont le modéle temporel est connu ou peut étre identifié ; ce modéle peut alors
&tre mis & profit pour détecter les mesures aberrantes c'est-a-dire celles avec lesquelles il n'est pas
compatibles. La redondance matérielle provient de I'utilisation simultanée de plusieurs capteurs pour
mesurer une méme grandeur. La détection d'une mesure aberrante donc provenant d'un capteur
en défaut repose alors sur la comparaison des mesures entre elles et d'un vote majoritaire. Enfin
la redondance logicielle exploite les propriétés du modéle du systéme sur lequel les données sont
collectées, ce modéle reliant généralement un ensemble de variables décrivant son fonctionnement.
Sous réserve de conditions structurelles a satisfaire, I'adéquation de mesures vis-a-vis du modéle peut
8tre testée de facon a témoigner ou non de la présence éventuelle d'erreurs de mesure.
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En ce qui concerne les aspects plus quantitatifs, la détection des erreurs de mesure est généralement
complétée par une phase d'estimation de leurs amplitudes, ce qui permet alors de proposer des valeurs
de substitution quelques fois accompagnées de leurs intervalles de confiance. La section 3 présentera
cette possibilité au travers d'une procédure dite de réconciliation des données. Cette présentation n'a
aucune portée générale, |'objectif étant seulement de donner quelques points de repére particuliers aux
utilisateurs de moyens de mesure et d'insister sur |'aspect robustesse de quelques techniques de traite-
ment de mesure [Korpela : 2016, Fellaou : 2016, Antolin : 2017, Hampel : 1971, Hubert : 2005].

2. Démarches générales

2.1. Différents types de valeurs aberrantes issues capteurs

La figure 1 illustre visualise deux types d'erreur dans le cas d'une variable & deux dimensions. Sont
mis en évidence un biais affectant les deux directions de mesure et des erreurs a caractére aléatoire.
Notons également la possibilité de biais non constant affectant les capteurs alors considérés comme
des dérives. Les capteurs ayant délivré les mesures peuvent &tre caractérisé par leur justesse et leur
fidélité comme indiqué dans le tableau 1. Selon I'usage qui en est fait, ces mesures pourront étre
traitées de facon a réduire I'influence des deux sources d’erreur. Bien évidemment la situation est plus
complexe lorsqu’on s'intéresse a un réseau de capteurs équipant un processus physique, les défauts
qui les affectent pouvant présenter des liens entre eux.

Mesures
Biais .- R
*
‘ * K %
*x Erreurs
. ** o, .
A aléatoires

»
>

Valeur vraie

Fig 1. Différents type d'erreurs

Capteur Erreurs systématiques | Erreurs aléatoires
juste mais non fidéle réduites importantes
fidéle mais non juste importantes faibles

juste et fidéle (précis) | faibles faibles

ni juste, ni fidéle importantes importantes

Tableau 1 : Qualité d'un capteur

2.2. Deémarche active : détection des valeurs aberrantes dans une série temporelle

Ce vocable désigne un ensemble de techniques capables de détecte et localiser les valeurs aberrantes dans
une série d'observation. Une fois localisées, celles-ci peuvent étre soit supprimées ce qui peut par la suite
occasionner quelques difficultés de traitement, soit remplacées par des valeurs dites de substitution obtenues
par exemple par interpolation grice a des mesures saines voisines de celles qui int été supprimées. De trés
nombreux tests statistiques ont été développés [Planchon : 2005, Billor : 2008] pour la détection de valeurs
aberrantes (Dixon, Grubbs, Cochran, Tukey, Chauvenet, Tietjen-Moore, Student, Thompson ...) ainsi que
des techniques de substitution (winsorising, trimming).

Pour le test de Dixon par exemple [Dixon : 1950], on considére les valeurs x;,7 = 1,...,n d'une série rangées
dans l'ordre croissant 1 < 22 < -+ < x,. Le test de Dixon va détecter la (ou les) valeur(s) aberrante(s),
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aux extrémités x; et x,, de la distribution 3 partir du rapport :

R= T2 — 1 (1)
Pour tester les hypothéses {Hy : la valeur douteuse n'est pas une valeur aberrante} et {H; : la valeur
douteuse est une valeur aberrante}, on se fixe un seuil de risque «.. La valeur critique r1_q, est définie par
la probabilité P(R < ri—o) = 1 — « et elle est donnée par la table de Dixon. Si R > ri_a, on rejette Hy
et donc la valeur suspecte est aberrante. Si R < r1_, on n'est pas en mesure de rejeter Ho.

A titre d'exemple considérons la série :

4.4,6.2,6.25,6.5,6.8,6.9,7.0

Tn — X1

pour laquelle R = 0.69. La valeur critique pour un niveau de confiance de 95% avec 7 observations est de
0.526. Comme R est supérieure a ce niveau de confiance, on peut suspecter la valeur 4.4 comme anormale
avec une probabilité d’erreur de 0.05%.

Remarque 2 La formulation 1 pour la suspicion de la valeur la plus faible comme anormale s'applique bien
évidemment a la valeur la plus grande. Pour cela il suffit de considérer le rapport

Tn — Tn—1
R=——-—
Tp — T1

Les techniques évoquées ci-dessus se généralisent au cas multivariable ou la détection porte sur plusieurs
variables. A titre d’exemple considérons le systéme caractérisé par quatre variable et décrit par (2)

3 —xa+2logrs = 0
To + XT3 — X4 = 0

()

Les mesures disponibles sont rassemblées dans la table 2 et I'on souhaite établir un diagnostic de cohérence
de ces données. S'agissant d'une simulation, un défaut affecte x2 pour |'observation 9 et un autre |'affecte
xs pour |'observation 6. Pour cela on a calculé des résidus de modéle a partir des mesures c'est-a-dire
ry = x% — x2 + 2logxs et 72 = x2 + x3 — z4. Les équations (2) peuvent &tre combinées de fapn additive,
ce qui fait disparaitre la variable 2 :

m%+210g:rg+:r3—:r4:0 (3)

et permet d'évaluer le résidu rs = z2 + 2logxs + x3 — x4 & partir des mesures sans utiliser celle de 5.
Finalement, la validité des mesures est mise en évidence par les valeurs absolues des trois résidus dont la
valeurs sont indiquées dans la table 3 et illustrée graphiquement a la figure (2). Les trois résidus den modéles
sont sensiblement nuls sauf pour les deux observations 6 et 9. L'observation 6 déclenche de facon significative
les trois résidus, alors que I'observation 9 ne déclenche que les résidus 71 et r2. Ceci est expliquée par la table
4 dite de signatures des défauts potentiels dx; dont le réle est fondamental pour caractériser la détection et
I'isolabilité des défauts de mesure. Les croix témoignent de la sensibilité des résidus aux défauts, I'absence de
sensibilité étant marquée par un point. Les sensibilités des défauts dx; sont toutes différentes ce qui montre
le caractére isolable des défauts de mesure, ce qui ne serait pas le cas si seuls les deux premiers résidus ry et
ro avaient été utilisés car dans ce cas dx2 et dx3 auraient eu la méme signature.

1 094 187 166 213 182 147 160 185 182 150 150 155 1.20 0.88 1.35
T2 0.61 1.47 200 216 207 179 147 117 166 0.67 050 036 0.26 0.18 0.12
3 0.87 035 069 029 053 133 060 033 030 045 042 036 056 0.74 0.43
T4 149 182 269 245 259 262 207 151 120 1.13 092 0.72 0.81 092 0.55

Table 2 : mesures disponibles au cours du temps

[ 71| 0.00 0.02 0.01 0.01 001 1.09 0.01 000 0.71 0.02 0.08 0.02 0.02 0.01 0.00
| 2 | 0.00 0.01 0.02 0.04 0.02 050 0.03 001 075 0.00 0.01 0.01 0.00 0.00 0.01
| r3 | 0.01 0.03 003 0.05 0.03 158 0.03 001 0.05 0.01 0.07 0.02 0.03 0.02 0.00

Table 3 : résidus indicateurs de défauts

6;1@1 (SCCQ (5$3 51‘4

T X X X
) . X X X
T3 X . X X

Table 4 : signature des défauts de mesure
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Fig. 2. Termes correctifs

2.3. Démarche active : détection de valeurs aberrantes dans un systéme multicapteurs

Dans ce qui suit, on résume la technique de I'espace de parité [Potter : 1977] qui repose sur la construction
du vecteur de parité dont la structure s'établit a partir des équations du systéme dont on veut surveiller la
consistance des mesures. Considérons, a un instant particulier, le systéme de mesure (ici linéaire) :

m=Cx+e+ Fd, z€R" zm eR™,deERP,eeR", m>n 4)

ol T (k) est le vecteur de mesure, z(k) le vecteur des variables a mesurer, d(k) le vecteur des défauts et
(k) le vecteur des bruits de mesure. C est la matrice caractérisant le systéme de mesure et F' est la matrice
des directions des défaillances. Pour détecter la présence de défaillances, on cherche a établir des relations de
redondance analytique entre les mesures qui sont indépendantes des grandeurs inconnues x mais qui restent
sensibles aux défauts d. Pour cela, on définit le vecteur parité :

p=Wzxpn (5)

ol W est une matrice de projection orthogonale a C, ce qui entraine a partir de (4) par simple multiplication
par W :
p=We+WFd (6)

L'expression (5) constitue la forme dite de "calcul" du vecteur parité a partir des mesures ., (k) alors que
I'expression (6) explique I'influence des défauts d(k) sur le vecteur parité par I'intermédiaire de la matrice
WEF. En l'absence d'erreur de mesure e(k) et de défaillance d(k) le vecteur parité est nul. Dans cette
situation particuliére, I'équation (7) traduit I'ensemble des redondances qui lient les mesures x., (k) :

Wy =0 (7)
Considérons, par exemple, le systéme de mesures :
1 2 1 1 1 0
1 0 2 1 0 0
zm= 1|1 1 1l|lz+ |1|e+ |0 0|d (8)
1 0 1 1 1 1
2 0 2 1 0 0
On obtient
-1 0 2 -1 0
W= {—2 0 4 0 —1}

ce qui permet d'expliciter le vecteur parité sous les deux formes suivantes :

p= —Tm,1 + 21'771,3 — Tm,4
_Zm'm,l + 4x7n,3 — Tm,5

=+ e (9)
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La forme (9a) permet le calcul du vecteur parité a partir des mesures disponibles ; comme les erreurs e sont
en général & valeur moyenne nulle ou de faibles amplitudes, la forme (9b) est utilisable pour détecter et
estimer les défauts éventuels d. De fagn plus précise, si I'influence de e(k) est négligée on peut facilement
estimer les défauts d a partir de p lui méme évalué a partir des mesures :

Tm,1 — 213m,3 + xm,5/2
2xm,3 — Tm,1 + Tm,4 — Tm,5

d= (10)
Cette procédure de |'espace de parité s'étend aux relations non linéaires et dynamiques décrivant des systémes
de mesure.

2.4. Deémarche active : remplacement des valeurs aberrantes

On cherche a éliminer et a remplacer les valeurs aberrantes dans un signal temporel avec une déformation
“minimale” du signal utile. Une idée de base est la médiane d'un échantillon qui est beaucoup moins sensible
aux valeurs extrémes que la moyenne. On peut alors écarter les observations les plus éloignées de la médiane
et cet ébarbage est connu sous le nom de trimming [Dogru : 2017] dans la littérature anglo-saxonne et de
winsorizing dans le cas ou I'on reconstitue, & partir des valeurs restantes, les valeurs écartées.

Une moyenne winsorisée ou “rognée” d'ordre {r, s} désigne le remplacement des r observations les plus petites
et des s plus grandes, ol 7 et s sont des entiers. Considérons les valeurs z;4;,7 = —m, ..., m d'un signal a
filtrer o l'indice courant ¢ correspond au centre d'une fenétre mobile de taille n = 2m + 1. La valeur filtrée
est définie par :

. 1 m—s
T; = E(r Tiemir + . Z Tit+j + S$i+mfs) (11)
j=—m+r
La réjection des points extrémes nécessite de fixer les paramétres r et s et ceci peut étre fait de facon
adaptative par exemple en rejetant les points qui s'écartent de la moyenne de plus de k fois |'écart-type
calculé sur la fenétre considérée.

Remarque 3 Dans le cas ol le nombre de points rejetés n’est pas entier, on peut définir une moyenne
winsorisée a 2a% qui implique le remplacement d'un pourcentage 2a donné de valeurs des deux extrémités
des données. Dans le cas d'un filtre symétrique r = s, on a :

m—r—1
. 1
T = m((l — Ticmtr + Z Tivy + (1 — f)xi+m—T)7 f=an—r (12)
j=—m-4r+1

A titre d'exemple, avec m = 4,a = 0.3,7 = 2, on obtient le filtre:

1
3.6

T; = (0-3552'—2 +xic1 +xi +Tip1 + 0.31};4.2), >3 (13)

La figure (3) est une illustration du remplacement des valeurs aberrantes selon les techniques de trimming et
de filtrage médian. Bien évidemment la largeur de fenétre du filtre est le paramétre clef de ces techniques.

Signal avec valeurs aberrantef

o 10 20 30 40 50 60 70

Fig. 3. Filtrage des valeurs aberrantes
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2.5. Démarche passive : acceptation des valeurs aberrantes et robustesse

A I'encontre de la démarche précédente, on ne cherche pas ici a supprimer les valeurs aberrantes mais a réduire
leurs effets indésirables lors de leur utilisation. Ainsi, lorsqu’on utilise des données dont certaines sont aber-
rantes pour identifier les paramétres d'un systéme, on peut essayer de construire un algorithme d’estimation
qui minimise directement |'influence des données aberrantes sur ces paramétres. A titre d'exemple bien
connu, rappelons le cas de la moyenne robuste en utilisant le filtre médian qui permet d’éliminer I'influence
des valeurs aberrantes sans chercher a en expliciter leur présence. Deux outils seront rappelés pour atteindre
un certain niveau de robustesse dans les traitements : les distributions contaminées et les M-estimateurs.

o Distributions contaminées [Du : 2018, Deleforge : 2015]
Un modéle dit contaminé suppose qu'en moyenne, une grande partie i des données est générée a
partir d'un modéle classique a erreur normale. Les autres données, correspondant a la fraction (1 — p)
de I'ensemble des N données, peuvent &tre affectées par un bruit anormal généré par une distribution
de caractéristiques différentes. A titre d'exemple, la distribution prenant en compte les deux types
d’erreurs peut étre :
ple) = p N(0,0%) + (1 — p) N(0,0%) (14)

Ce type de modéle de distribution, aprés un réglage adéquat de p, 01,02 se révéle performant en
identification en présence de mesures aberrantes [Du : 2018]. Pour illustrer son application, consid-
érons le cas simple de I'estimation de la moyenne d'un échantillon de taille N en présence de valeurs
aberrantes, le but étant bien siir que cette estimation soit peu sensible aux valeurs aberrantes. La
fonction de vraisemblance de cet échantillon s’explicite :

T (upi + (1 = p)pa.s)

pri = ——— exp(fi(wi_m)g)
e \V2mo1 20%

v

I
]
N

(15)
o 1 —- (zi —m)?
P Vore, P 20

ol m est la moyenne a estimer et 01,02 les écart-types de la distribution contaminée. Le maximum
de la fonction de vraisemblance par rapport a m est obtenu pour :

Zé\il w;(m) (Iz —m)=0 .
o = 2 »

Compte tenu des expressions de p1,; et p2,; (15) qui dépendent de m, I'équation non linéaire (16) est
résolue de maniére itérative par rapport & m.

Le tableau 5 montre un résultat d'estimation de la moyenne d'un échantillon de 60 valeurs et par
extension de son écart-type. Les deux premiéres lignes sont relatives a I'évaluation standard sans
et avec valeurs aberrantes. L'évaluation robuste indiquée a la troisiéme ligne montre des estimés
proches de ceux obtenus en I'absence de valeurs aberrantes témoignant ainsi du caractére robuste de
la méthode. La figure (4) visualise les 60 valeurs de I'échantillon avec ses données aberrantes et les
poids w;(m) utilisés pour le calcul de la moyenne qui permettent également de localiser les données
aberrantes.

o 5 10 15 20 25 30 as a0 as 50

Fig. 4. Données avec valeurs aberrantes
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Moyenne  Ecart-type
sans val.aberr. Evaluation standard 1.501 0.277
avec val.aberr. Evaluation standard 1.821 1.145
avec val. aberr. Evaluation robuste 1.501 0.282

Table 5. Estimation robuste d'une moyenne et d’un écart type

e M-estimateurs [Brown : 2005, Huber : 1954]

3.

3.1.

Les M-estimateurs ont été introduits dans [Huber : 1954] sous la forme d'une généralisation de
I'estimation par maximum de vraisemblance a la minimisation d'une fonction p sur I'ensemble des

données disponibles z;,i = 1,...,N. Ainsi, le (ou les) M-estimateur associé aux données et a la
fonction p est estimé par :
N
0 = argmin, <Z p(zi, 9)) (17)
i=1

Un exemple bien connu est la fonction de Cauchy ou de Lorenz :
2 2
p(i,yi,a,b) = %bg (1 + (%k) ) (18)

ol €r = Yr — axr — b est une image des erreurs de modéle lors de la représentation de données par
une droite. La sensibilité de p vis-a-vis des erreurs ¢ s’explicite :

e T T ez (19)

et permet de conclure qu'une grande erreur ¢ >> ¢ produit une insensibilité faible de 6 et qu'un
erreur faible e << ¢ donne une sensibilité de I'ordre de €. Ainsi, le choix du seuil ¢, a la charge
de I'utilisateur, conditionne la robustesse de I'estimateur vis-a-vis des erreurs aberrantes. A partir de
(?7) et (17) le lecteur pourra de lui-mé&me établir les équations d’optimalité des paramétres a et b du
modéle de régression :

Zgzl wi(a,b)(yx — axk —b)zr, = 0

20
Zszl wi(a,b)(yr — axy — b) = 0 (20)
avec |'expression suivante des poids :
1
Wk (a’a b)
- (yk—awk—b>2 (21)
c

On peut résoudre le systéme non linéaire (19, 20) par un simple mécanisme d'itérations a partir d'un
choix initial des poids ws par exemple a la valeur unité. Ce systéme est a rapprocher de celui obtenu
par une méthode de moindres carrés ordinaires, la seule différence étant I'utilisation de poids adaptés
[Holland : 1977]. Sur la figure (5), le graphe de gauche montre la disposition de 20 couples de points
{zi,y:} dont deux sont visiblement aberrants, le graphe de gauche indique les droites de régression
obtenues par une régression ordinaire (tracé en rouge) et une régression robuste (tracé en bleu). Les
paramétres vrais a et b du systéme sont 1 et 0.5, ceux obtenus par moindres carrés ordinaires 1.171 et
0.608, ceux issus de la procédure robuste étant 1.089 et 0.506, ce qui met en évidence le bien-fondé
de I'estimateur robuste.

Réconciliation de données en présence de mesures aberrantes

Principe de base de la réconciliation de données

La réconciliation de données, [King : 2017, Behnami : 2016], a pour but de rendre compatibles les mesures
effectuées sur un systéme avec son modéle, ce dernier étant supposé exact car établi a partir de lois de
conservation de matiére ou d'énergie [Guo : 2016]. A ce titre, les méthodes de réconciliation se rapprochent
parfaitement des méthodes d'estimation d'état. Une conséquence importante de la réconciliation est la
détection de valeurs de mesures aberrantes. En effet les valeurs réconciliées peuvent &tre comparées aux
mesures ; les écarts constatés peuvent étre analysés, les plus grands d’entre eux pouvant témoigner de la
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3.5 = 3.5 =
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o 0.2 0.4 0.6 o.8 o 0.2 0.4 0.6 o.8

Figure 5. Régression robuste

présence de mesures aberrantes. On évoquera dans cette section la formulation la plus simple dans la cadre
d’'un systéme a modéle linéaire liant les grandeurs vraies x* :

Mz =0, x*eR’, MeR™” (22)
dont les mesures x,, sont définies sous la forme additive vis-a-vis de bruits ¢ liés a I'instrumentation :
Tm =12 +¢, (23)

Geénéralement les mesures ne vérifient pas le modéle (22) du systéme et le principe de réconciliation vise a les
corriger par pour satisfaire ce modéle. Les mesures étant supposées non totalement aberrantes, les grandeurs
corrigées souvent leur rester proches et pour cette raison de proximité, |'estimé & minimise le critére ici choisi
quadratique

[ (24)

est défini par :

2

= argmax® sous Mz =0
po

= I-M"(MM")"'M) zp

Cette expression fournit donc une estimation des grandeurs vraies cohérente au sens de la satisfaction du

modéle du systéme et par conséquent une estimation des corrections qui ont été apportées aux mesures :

(25)

i=m— 4 (26)

L'analyse des amplitudes des termes correctifs renseigne sur I'amplitude des erreurs et de leur répartition.
Pour préciser ce point, la situation qui nous intéresse est celle de la présence de ¢ < v mesures aberrantes
se traduisant par la définition suivante :

Tm =1a" +e+ Fd, FeR"P de R? 27)

ol la matrice F' donne les directions d'influence des défauts de mesure d sur les mesures z,,. Il est alors
possible de préciser I'expression des termes correctifs et le lecteur pourra vérifier a partir de (24, 25, 26)
I'expression suivante de |'estimé :

E=M"(MM"Y "Me+M"(MM")Y 'MFd (28)

ol apparait |'influence des "petites” erreurs £ a caractére aléatoire et celle plus importante des défauts d.
L'interprétation de (27) en terme de performance de détection et d'isolation des défauts d est a consulter
dans ([Maquin : 1991, Romagnoli : 2000]). De facon trés succincte, les erreurs € étant de faibles amplitudes,
on peut écrire :

i~ MY (MMT)YT'MFd (29)
Par conséquent le défaut d; (la séme composante de d est détectable si la iéme colonne de la matrice
MT(MM™T)™*MF est non nulle. L'isolation du ou des défauts dépend bien évidemment de la structure de
cette méme matrice, la pratique montre que en général le défaut d influence malheureusement plusieurs termes
correctifs ce qui peut rendre l'isolation difficile. D'une certaine facon cette procédure de réconciliation ne
présente pas les caractére de robustesse souhaitées en ce sens que les défauts sont corrigés mais au détriment
de leur dissémination sur I'ensemble des variables. Ceci justifie le paragraphe suivant sui présente une approche
robuste au probléme de réconciliation des mesures, la robustesse permettant de ne pas disséminer les défauts
de mesure sur |'ensemble des variables lors de la procédure de réconciliation. De ce fait la correction des
mesures est faite essentiellement sur celles sujettes a des défauts.
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3.2. Réconciliation robuste de données

De nombreux développements complétent le principe de base que nous venons de rappeler. lls sont nés
de la nécessité de pouvoir appliquer ce principe a des situations et des données réelles, situations qui ne
respectent pas toujours les hypothéses de base précédemment utilisées. C'est ainsi que des extensions ont
permis de s'intéresser aux systémes dynamiques [Chinen : 2016], aux systémes non linéaires [Guo : 2016,
Cencic : 2018], a la présence d'erreurs de mesure bornées [Mandel : 1998], a la présence de paramétres
mal connus [Zhang : 2017], a I'estimation de la précision des mesures [Poulin : 2009], a la réconciliation des
données de fagon simultanée a I'estimation des paramétres du systéme [Guo : 2016, Francken : 2009], a la lo-
calisation de défauts de mesure [Llanos : 2017], a la prise en compte de mesures manquantes [Imtiaz : 2004].
Dans ce paragraphe, le point particulier de la robustesse de la réconciliation vis-a-vis des mesures aberrantes
est abordé. Pour introduire cette problématique, rappelons que la réconciliation repose sur la minimisation
d'un critére formé a partir des écarts entre estimés et mesures. La validité et le caractére optimal de cette
approche sont éminemment liés a |'hypothése forte de normalité des erreurs de mesure. Dans la pratique,
cette hypothése peut étre mise en défaut en présence de grosses erreurs qui constituent des valeurs aberrantes.
Pour prendre en compte directement la présence des grosses erreurs, une loi de distribution des erreurs
plus appropriée est utilisée. La classe des M-estimateurs fournit des estimées robustes vis-a-vis des grosses
erreurs. Considérons a nouveau le cas de mesure ., = z* + ¢, les composantes de £ étant notée ;. Le

critére d'estimation s'explicite :
2 v N2
c €
d=— E 1+ (—Z)
2 i=1 o9 ( ¢ ) (30)

Rappelons le réle important joué par la constante ¢ dans ce critére en ce qui concerne le poids donné aux
différentes erreurs ;. Il apparait clairement que les erreurs d’amplitudes supérieures a ¢ (18) sont davantage
prise en compte dans ® que celles d'amplitudes plus faibles c'est-a-dire inférieures a ¢. De ce fait, la
minimisation de ® tend a réduire |'influence des grosses erreurs sur les estimés.

La formulation précédente (23, 24) peur alors &tre reconduite en prenant en compte le modéle (21) et la
fonction objectif (30). On laisse le soin au lecteur de retrouver I'estimé suivant :

= (I-WMY(MWMT)*M) =z,
1
I+ c—zdiag (e®e) (31)

= Tym-—2a

T
w
€

ou 'opérateur ® permet de faire le produit terme a terme de deux vecteurs. Le systéme non linéaire (31) est
résolu par rapport a & de facon itérative a partir d'un choix initial de de la matrice des poids W par exemple
la matrice identité.

Remarque 4 Le principe de réconciliation des données précédent s'étant aux systémes non linéaires et aux
systémes dynamiques. Par soucis de concision évoquons le cas des systémes bilinéaires pour lesquels les
modéles font intervenir des produits de variables. Ceci est trés fréquent dans le domaine chimique ou
minéralurgique lorsqu’on établit des bilan matiére en flux total et en flux partiel. Dans ce cas, si = et y
désignent par exemple le vecteur des débits et le vecteur des concentrations en une espéce chimique ou
minérale, & I'image de |'équation (22) s'écrivent : M a* = 0 et M z* ® y* = 0. Les équations de mesures
deviennent alors z,, = 2" + €, et ym = y* + &,. Cela permet de généraliser le critére & (30) puis les
expressions (31) afin d'obtenir les estimés & et §. L’application numérique qui suit illustre ce cas.

3.3. Application et discussion

La figure (6) schématise un réseau de transport de matiére dans le domaine de I'industrie chimique, constitué
de neuf unités de production et seize voies de connection entre ces unités. La loi de conservation des flux de
matiére permet d'écrire, en régime permanent, le systéme d'équations (32) reliant les débits =] et les teneurs
y; en une espéce chimique.

Les mesures (m, ym) de ces seize variables pendant une période temporelle donnée sont consignées dans le
tableau (6). Le but de la validation de données est double : détecter les mesures aberrantes (ici, deux biais
d'amplitudes respectives 12 et 6 affectent les mesures de la deuxiéme composante de x et de la onziéme
composante de y), proposer des valeurs de remplacement aux mesures aberrantes. De fagon a mettre en
évidence I'apport de la technique robuste, ce tableau montre les résultats d’estimation des variables x et y
d’une part par moindres carrés robuste (M CR) d'autre part par moindres carrés ordinaires (MC).
Concernant les estimations de la variable = par M CR, on constate que sa deuxiéme composante est la plus
corrigée, les autres composantes n'étant que faiblement corrigées. Les résultats sont assez différents avec
MC ou non seulement la deuxiéme composante de x est corrigée mais aussi les composantes 3, 4 et 5. Il en
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est de méme pour la variable y. La robustesse est traduite par le fait qu'une mesure en défaut est corrigée
sans pour autant corriger les mesures saines. On notera aussi que les termes correctifs avec M CR sont tout
a fait en rapport avec I'amplitude des défauts simulés ce qui n'est pas le cas avec MC.

La figure (7) donne une vue d’ensemble des termes correctifs en valeur absolue (T.C.) des variables z et y et
ceci pour les deux techniques MCR et MC. Cette figure ne fait que traduire graphiquement les résultats du
tableau (6) et met bien en évidence la localisation correcte des corrections des deux défauts de mesure. Pour
juger d'un effet moyen des procédure MCR et M C 12 simulations ont été faites avec les mémes variables x
et y en défaut mais en générant des bruits de mesure aléatoire de faible amplitude. La figure (8) visualise les
termes correctifs moyens issus de ces 12 simulations et confirme si besoin était la pertinence de I'approche
robuste pour la détection de défauts de mesure.

»
'

Figure 6. Réseau de transport de matiere

Tl — x5 — T =0 TIYT — T3YT — TiYi =0
* * * _ * * _ * * _ * * — 0

Ty — T3 — Tl =0 T2Y2 — X3Y3 — T11Y11

T3 —xy — T =0 TZY3 — TLYG — TEYS =0

Ty — x5 — Tl = TEY5 — T6Y6 — TioYio =0

T — T — T =0 TeYs — TYs — T7Y7 =0

* * * * * *
7 + xlg — T§ = T7Y7 + T1oY10 — T9Y9 =0
% * % % _ Kok ok ok ko ok kK -0

T1] — XT19 — T13 — Tig — T11Y11 — T12Y12 — L13Y13 — T16Y10 —

Tl + xi3 — 21, =0 T12Yi2 + TI3Y13 — T1aYis =0

Tie + x4 — 215 =0 Ti6Y1e + TT1aYia — T15Y1s =0

(32)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
Tom 53.69 79.38 57.64 10.95 44.59 60.25 34.36 26.37 21.89 12.65 9.79 16.35 3.10 19.25 9.25 9.68
Tycor | 5510 66.52 57.30 11.42 45.89 59.44 34283 25.16 20.73 1355 9.22 16.15 2.97 19.12 9.22 9.90
Tno 57.02 71.83 61.31 1481 46.50 59.74 3428 25.46 21.04 1324 1052 16.82 3.21 20.03 10.52 9.51
Ym 8.38 7.11 6.11 1.22 7.03 6.99 3.98 10.44 3.03 6.04 18.82 6.91 2.39 6.02 11.59 0.20
ymcr | 8.00 6.85 6.03 1.27 7.22 6.93 4.21 10.64 3.06 5.97 11.90 6.61 2.34 5.95 11.90 041
gmc | 851 7.02 573 132 7.4 688 416 1055 3.01 599 1454 804 261 7.17 1454 0.99

Tableau 6. Débits et concentrations mesurés et estimés

4. Analyse en Composantes Principales Robuste

L'Analyse en Composantes Principales (ACP) est un outil statistique largement utilisé pour I'analyse de
données collectées sur des systémes en cours de fonctionnement afin de surveiller leur comportement. Utilisée
a ses débuts comme outil de réduction dimensionnelle, elle a fait I'objet de nombreux développements
notamment en étendant sa portée aux systémes 3 comportement non linéaire et dynamique. Cependant,
d'un point de vue statistique, I'un des inconvénients majeurs de |'approche ACP ordinaire résulte de son
utilisation de techniques d’estimation par moindres carrés, techniques qui échouent souvent a s'affranchir des
biais de mesures accidentels ce qui est malheureusement assez fréquent sur le plan pratique. Cependant un
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Figure 8. Termes correctifs. Moyenne sur 12 cas

modéle ACP peut étre construit a partir des données sans filtrage préalable, cette construction étant robuste
vis-3-vis de la présence de grosses erreurs. Le modéle ACP obtenu étant sain, c'est-a-dire non (ou peu)
contaminé par les valeurs aberrantes, son utilisation pour le diagnostic (détection et localisation de défauts
de mesure) est alors efficace.

4.1. Brefs rappels sur I'’Analyse en Composantes Principales

En pratique, on dispose d'une matrice de données x € RY*", de vecteurs lignes X7, qui rassemble les
N mesures effectuées sur les n variables du systéme. Pour rechercher I'ensemble des axes principaux, on
procéde de la facon suivante :

e évaluer la matrice des variances et covariances expérimentales des données centrées :

»=X"Xx (33)
e résoudre par rapport & P et A |'équation :

P =PA (34)
P € R™™" étant la matrice des vecteurs propres p; de Y et A € R™" celle, diagonale, de ses valeurs propres ;.

On peut également montrer que :
X=TP" T=XP (35)

Les relations (33) trouvent leur intérét lorsqu’on diminue la dimension de I'espace de représentation. Une
fois déterminé le nombre £ de composantes a retenir, la matrice X des données peut étre approximée. Pour
cela la matrice des vecteurs propres est partitionnée sous la forme :

P=(P P) PeRr™* (36)
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A partir de la décomposition (35), on peut alors expliciter la partie X des données expliquées par les ¢
premiers vecteurs propres et la partie résiduelle X expliquée par les composantes restantes :

4

X =XPPT =X pipi (37)
=1

X=X-X=X(U-PP") (38)

La section suivante montre comment appliquer ces relations a une nouvelle observation dont on veut éprouver
la consistence.

4.2. Analyse en Composantes Principales Robuste

Une difficulté majeure de I'’ACP provient de sa sensibilité aux valeurs aberrantes. Afin de réduire cette
sensibilité, différentes techniques sont utilisables et notamment celle qui consiste a réaliser I'ACP directement
sur les données éventuellement contaminées par les valeurs aberrantes en utilisant un algorithme robuste a
ces valeurs aberrantes. Dans [Fekri : 2003] les auteurs définissent une matrice de variances et covariances
"locale" en ce sens que la forme proposée tend a privilégier la contribution d’observations proches au détriment
d'observations éloignées dues a la présence de valeurs aberrantes. Cette matrice notée X" est définie de la
facon suivante en fonction des observations x; (les lignes de la matrice X) :

N-1 N
Do Y wiglmi—a) (@i —ay)”
p =l j=itl
= N-1 N (39)
ShT
1=1 j=i+1
Wi,j = exp (—g(mz —z))" vV (& — x7)> (40)

B étant un paramétre 3 régler pour obtenir effectivement une réduction de I'influence des observations
éloignées, les auteurs préconisant une valeur voisine de 2. Les décompositions (30) a (33) sont alors faites
en utilisant X" a la place de X.

Insistons sur le fait que le modéle AC'P ainsi construit est robuste vis-a-vis des défauts de mesure en
raison méme du modes de calcul de la matrice " des variances-covariances. Comme indiqué avec (38),
cette robustesse est conditionnée en partie par le choix du paramétre 8 mais dépend aussi fortement de la

proportion de mesures saines par rapport aux mesures avec défauts.

4.3. Principe de reconstruction d’une variable

Connaissant le modéle ACP robuste, la cohérence d'un nouveau vecteur de mesure = peut &tre maintenant
éprouvée. En considérant les résultats précédents, on peut écrire la décomposition suivante :

r=3T+ (41a)
g=0Wg (41b)
i=1-CY) (41¢)
cY = ppT (41d)

dans laquelle & et & sont respectivement la projection de x sur les espaces engendrés par les ¢ composantes
principales et les n — £ composantes restantes (espace résiduel). L'analyse de |'amplitude des composantes
de Z, voire celles de &, peut révéler la présence de défauts de mesure. Notons que & est obtenu & partir de
toutes les composantes du vecteur de mesure x. Par conséquent, la présence d'une valeur aberrante dans
le vecteur d'observation x rend I'estimé & sensible & cette valeur et pour s'en affranchir on peut essayer
d’exprimer cet estimé en utilisant une partie seulement du vecteur d’observation .

A partir de (41b), cherchons & estimer une composante particuliére du vecteur x par exemple la r-iéme. En

notant c;; les éléments de la matrice C'¥), la 7-iéme composante de & (9b) s'explicite :

n

Zr = Z CrjXj + CrrZr (42)

J=1,5#r
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ou I'on a particularisé la contribution de la r-iéme composante de la mesure pour des raisons qui vont étre
justifiées. Si I'on souhaite ne pas utiliser la r-iéme composante x,- de la mesure x, on peut remplacer, dans
le membre de droite de I'équation (42), x, par 2, ce qui donne (3 la condition ¢, # 1) I'estimé recherché :

T T
s (e 0 e, (43)
1 — Crr
ou les indices —r and +r sont respectivement utilisés pour construire un vecteur formé par les r — 1 premiers
et les n — r derniers éléements du vecteur c,.. Ainsi, la r-iéme composante de x est estimée en utilisant toutes
ses composantes sauf la r-iéme . Si uniquement cette r-iéme composante de z est entachée d'erreur, alors
|'estimation obtenue n'est pas sensible a cette erreur. Il est alors possible d'appliquer I'’ACP aux données x
dans lesquelles la r-iéme composante de = a été reconstruite grace au modéle ACP réduit & £ composantes
principales robustes et aux n — 1 autres composantes de x. Cette reconstruction partielle du vecteur de
mesure est notée :
&9 = (. 2z mET)T (44)
ol (£) rappelle la sélection de ¢ composantes principales pour reconstruire les données et que I'indice r est
celui de la variable non utilisée pour la reconstruction. Dans I'objectif du diagnostic, il convient d'analyser
I'estimé (43). En fait, il s’avére plus intéressant d’analyser la projection de cet estimé dans I'espace résiduel
et ceci pour les n reconstructions possibles selon la valeur de I'indice r. Ces projections s’explicitent :

i = (1—-c9)z® r=1,...,n (45)

Aprés report de (44) dans (45), on peur montrer que :

i@ = PPy
Y (R L PP <46>
Remarque 5 La matrice pY jouit de propriétés particuliéres. Le lecteur pourra vérifier que :
P, =0 (47)
&PY=0 (48)

Remarque 6 La reconstruction proposée avec (46) porte sur une seule composante du vecteur de mesure.
Moyennant une hypothése classique d’observabilité, il est possible de reconstruire plusieurs variables a la fois
de ce méme vecteur de mesure. Cette extension est particuliérement utile en présence de plusieurs mesures
en défaut simultanément [Ragot : 2013], [Benaicha : 2012], [Benaicha : 2013].

4.4. Détection et localisation de mesures aberrantes

Pour préciser la facon de détecter les défauts de mesure, considérons le cas d'une donnée saine x* corrompue
par un bruit de valeur moyenne nulle € et un défaut d'amplitude d agissant dans la direction &; (d et &
n'étant pas connu) :

T =2 + €+ &pd (49)
Dans cette expression ™ est la vraie valeur (et donc satisfait au modéle AC'P), &; est le vecteur nul excepté
sa f-iéme composante égale a I'unité et x,, est une observation disponible de z*. En vertu de (46), le résidu
calculé en reconstruisant uniquement la ¢ composante de x s’explicite :

7 = POz" + e+ €pd) = P (e + £5d) (50)

dont I'espérance mathématique vaut :
E@") = PV¢;sd (51)

ce qui met en relief le role joué par la f™° colonne de la matrice de projection P\”). On peut généraliser
cette analyse en calculant les matrices de projection pour les différentes directions envisageables de défaut
&, v = 1.n ainsi que les résidus qui en résultent. L'analyse de ces résidus, grace aux propriétés (45) et
(46), permet alors de détecter et localiser le défaut s'il existe. En effet, considérons toutes les reconstructions
possibles r = 1..n. A partir de (51) pour les différentes matrices de projection on peut énoncer les deux
régles :

Ry : siladirection de reconstruction &, est celle du défaut, c'est-a-dire si r = f, alors toutes les composantes
du vecteur P,«(Z)ff sont nulles et 5(5:5«0) =0
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R> : si la direction de reconstruction &, est différente de celle du défaut, alors les composantes du vecteur
Pr(e)ff ne sont pas a priori nulles, sauf la »™¢ composante.

Ainsi, I'analyse des amplitudes des résidus O pour r = 1..n est révélatrice de la présence de défauts et

permet de déterminer la composante de la mesure affectée par ce défaut.

4.5. Exemple

Un exemple simple construit a partir de quatre variables (z1, x2, x3 et x4) et de deux modéles est utilisé.
La matrice X des données comporte N = 240 mesures :

x1,1 x1,2 x1,3 T1,4
T2,1 T2,2 2,3 2,4
X — s s s ) (52)

N INj2 IN3 IN4
définies de la facon suivante :

zi1 =v; +1+sin(0.13), v~ N(0,1) (53)

Ti2 = Ui, T3 = —2u;, e~ N(0,1)

A ces quatre variables sont ajoutées des réalisations de variables distribuées selon des lois normales centrées
de méme écart-type égal 3 0.02. La variable x4, indépendante des autres variables, joue uniquement un réle
"perturbateur" pour I'ACP. De facon simpliste, on peut considérer que le processus en question comporte
une entrée (z1) et deux sorties (z2, x3).

Un biais d’amplitude constante 3 simule la présence de valeurs aberrantes §x1, dx2, dx3 affectant les variables
1, T2 et x3 : des observations 24 3 44 pour x1, de 80 a 100 pour z2, de 140 & 160 pour x3. La figure 9
montre |'évolution des variables centrées par leurs moyennes respectives. |l est important de noter que 60
observations contiennent des valeurs anormales et que ainsi 25 pour-cent des données sont contaminées par
ces valeurs. L'objectif est de les détecter et surtout de les localiser.

20
Variable 1
10 1
oh
-10
(o] 50 100 150 200
20
Varjable 2
10 1
ol
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Figure 9. Données

En utilisant les données brutes (figure 9), nous avons déterminé le modéle AC'P robuste en appliquant les
propositions de la section 3. L'analyse de la décroissance des valeurs propres normalisées de la matrice des
variances et covariances (85.94, 13.99, 0.04, 0.03), permet de limiter 3 deux, sans ambiguité, le nombre
de composantes principales a retenir. Les graphiques 1 a 4 de la figure 10 visualisent les quatre résidus
Z11, %12, 13, T14 relatifs a (1, T2, &3, Z4), définis en (46), et obtenus par projection des reconstructions de
toutes les variables sans utiliser la variable 1. Pour cela, (46) a été utilisé avec la matrice de projection Pfe)
avec la direction &= (1 0 0 O)T. Le cinquiéme graphe de la figure 10 résulte d'un “ou” logique entre
les quatre graphes précédents et traduit donc I'existence d'une projection non nulle pour I'une des quatre
reconstructions.
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De facon semblable les figures 11 et 12 ont été construites avec les directions respectives £&2 = (O 1 0 O)T
et&s=(0 0 1 0).

Pour analyser ces projections, considérons le premier intervalle temporel 24 - 44 ot un défaut a été appliqué
sur la variable z;. Les quatre prolections sont sensiblement nulles (figure 10) ce que visualise directement
dernier graphe de cette figure. Deux hypothéses peuvent étre énoncée : absence de défaut ou présence
d'un défaut dans la direction &; c'est-a-dire affectant la variable z;. L'examen de la figure 11 toujours
pour l'intervalle temporel 24 - 44 réveéle des projections non nulles donc I'existence d'un défaut. Comme le
projection relative a la deuxiéme variable est nulle, c’est donc cette variable qui est en défaut. La détection
et |'isolation de défaut de mesure pour cet intervalle est ainsi réalisée et peut étre reconduite pour les autres
intervalles temporels.
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50 50 100 150 200 10 50 100 150 200 50 50 100 150 200
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-5 -1 -5
20 50 100 150 200 50 50 100 150 200 ] 0 50 100 150 200
0 WMWJWLWWW ob— 1 [ 0
-2 -5 -1
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
0.5 0.05 0.5
0 WWMWW 0 L 0 WMWWM
-0.5 -0.05 -0.5
5O 50 100 150 200 5O 50 100 150 200 5O 50 100 150 200
0 W 0 ﬂ 0 wmwm Lo A,
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200 0 50 100 150 200

Projection des erreurs sans utiliser ~ Projection des erreurs sans utiliser ~ Projection des erreurs sans utiliser
la variable 1 la variable 2 la variable 3

5. Conclusion

Quoique trés incompléte, cette présentation a voulu attirer I'attention du lecteur sur la présence de valeurs
aberrantes dans les mesures. Deux points de vue sont présentés, le premier relatif a la localisation de ces
valeurs aberrantes puis a leur remplacement par des valeurs de substitution, le deuxiéme relevant de leur
accommodation c'est-a-dire de leur acceptation en minimisant leur influence dans le procédures d’estimation.
Ce deuxiéme point de vue a été détaillé d’une part dans une procédure de validation de mesures robuste et
dans I'utilisation de I'analyse en composantes principale robuste, la robustesse étant & comprendre en terme
de réduction d'influence des valeurs aberrantes.
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