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Ne vous moquez pas de I'oiseau moqueur :
un apercu de la logique combinatoire

Avec des applications en linguistique mathématique

par Yannis Haralambous*

Résumé.

Nous proposons une découverte d’un domaine de la logique qui aura prochainement 100
ans : la logique combinatoire, dans le cadre des fonctions primitives récursives. Notre
point de départ est le conte mathématique « Ne vous moquez pas de I’oiseau moqueur »
de Raymond Smullyan. Apres une bréve description de la maniere dont les objets de la
logique combinatoire représentent les fonctions primitives récursives, nous donnons deux
applications de celle-ci : I’algeébre de Boole et I’analyse syntaxique du langage naturel.

| Introduction

Une certaine forét enchantée est habitée d’oiseaux
qui parlent : c’est ainsi que commence le conte ma-
thématique Ne vous moquez pas de I’oiseau moqueur
[16] de Raymond Smullyan. Le céleébre auteur de re-
cueils de casse-tétes — a travers lesquels il vulgarise
un certain nombre de résultats importants comme le
théoreme d’incomplétude de Godel — est mort récem-
ment 2 1’Age respectable (et symbolique ') de 97 ans.
L oiseau moqueur a été traduit, par ordre chronolo-
gique, en espagnol [17], en allemand [19], en slovene
[18] et en hongrois [20], mais malheureusement pas
encore en frangais.

Il s’agit d’une introduction & une discipline appelée
«logique combinatoire ». Nous nous proposons dans
cet article de découvrir cette discipline a partir du texte
de Smullyan, dans le cadre des fonctions primitives
récursives. Puis nous donnerons quelques exemples
d’applications, aussi bien en mathématiques qu’en lin-
guistique. Pour commencer, parlons de fonctions pri-
mitives récursives.

x Département Informatique, IMT Atlantique - UMR CNRS
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1. Il s’agit du plus grand nombre premier inférieur a 100.

Il Les fonctions primitives
récursives

Le lecteur > connait la notion de fonction : il s’agit
d’associer a chaque élément d’un certain domaine de
définition une, et une seule, valeur dans un domaine
de valeurs. Ainsi la fonction f(x) = cos(x) associe a
chaque x (domaine de définition : I’ensemble R) une
valeur dans I’ensemble [—1,1]; la fonction f(x,y) =
/x2 +y? associe a chaque vecteur de R? son module,
et ainsi de suite.

Nous allons nous intéresser a un ensemble particu-
lier de fonctions, celles qui sont calculables par une
procédure effective, autrement dit : dont un programme
d’ordinateur peut calculer les valeurs exactes. On se
restreint a celles dont le domaine de définition est un
sous-ensemble de N¥ et qui sont 2 valeurs dans N.

Définition 1. Une fonction primitive récursive de
base peut étre de trois types :

1. la fonction constante 0,

2. la fonction successeur o ;

3. une fonction de projection 7.

2. Dans cet article « le lecteur » est synonyme de 1’inclusif
«le-a lecteur-rice ».



La fonction successeur envoie tout entier naturel n
an+ 1. La fonction de projection Jt,i envoie un k-uplet
d’entiers vers le i-eme entier (en particulier, 7] est
Iidentité, 7} (x,y) = x et 73 (x,y) = y pour tous x, y).

Définition 2. Si g est une fonction N' — N et
hi,...,hy des fonctions N* — N, alors la composition
de g etdes hy, ..., hy est la fonction f: Nk — N définie
par

f(nr,.oong) = g(hi(n, .. omk),. . he(na, k).

Si g est une fonction N* — N et h est une fonction
N2 5 N, alors la fonction f : N1 — N est définie a
partir de g et h par récursion primitive, si et seulement
Si:

f(nl)"'vnkvo) :g(nlu"wnk)v

f(ny,...;ng,0(m)) =h(ny,...,ng,m, f(nyg,...,ng,m)).

ol O est la fonction successeur.

La premiere définition correspond a la notion ordi-
naire de composition de fonctions. Pour comprendre
la deuxieme définition, prenons un exemple : la fonc-
tion somme qui a (n,m) associe n+m : elle est dé-
finie par (a) le fait que n+ 0 = n pour tout n, et
(b) le fait que le successeur de la somme est égal
au premier terme plus le successeur du deuxieme,
donc k = 1, somme(n;,0) = n; (g est I'identité)
et somme(n;,o(m)) = o(somme(n;,m)), donc h =
oo 7r33. De la méme maniere on peut définir une
fonction produit en écrivant produit(n;,0) = 0 et
produit(n;, o (m)) = somme(n, produit(n;,m)), autre-
ment dit : k=1, g = 0 et 4 = somme o (7}, 73).

Définition 3 ([23, 6.2.1]). Une fonction primitive ré-
cursive est :

1. une fonction primitive récursive de base, ou

2. une fonction obtenue a partir d’'un nombre quel-
conque de compositions et de récursions primi-
tives appliquées aux fonctions primitives récur-
sives de base.

La fonction f(n) = 3n+ 2 est donc une fonction
primitive récursive, puisqu’elle peut s’écrire

f(n) = somme(produit(c(c(c(0))),n),c(c(0))).

Dans la suite, quand nous parlerons de « fonction »
il sera entendu « fonction primitive récursive ». Nous
verrons a la section VI que les objets de la logique
combinatoire, appelés combinateurs, représentent ce
type de fonctions : a chaque fonction on peut associer
un combinateur, qui devient un « programme » Si on
considere la logique combinatoire en tant que langage
de programmation.

lll Lalogique combinatoire

Dans la suite nous adopterons les conventions
usuelles de la logique combinatoire, qui peuvent pa-
raitre déroutantes au premier abord. En effet, on va
partir d’'un ensemble quelconque, et on va générali-
ser I’application de fonction a une opération appelée
« application » et qui sera définie pour tout couple d’élé-
ments de I’ensemble : si A et B sont deux éléments de
I’ensemble, on aura aussi bien ’application (AB) que
(BA), ainsi que (AA) et (BB). Si A est une fonction f
et B un élément x, alors (AB) sera bien 1’application
ordinaire f(x) — et les notations (BA), (AA) et (BB)
seront contraires a I’intuition. C’est sans doute cela qui
a poussé un des fondateurs de la théorie, Robert Feys,
a écrire en 1946 [6, p. 75] :

reconnaissons qu’aucune partie de la logique forma-
lisée ne présente un premier abord aussi insolite et
aussi rebutant [que la logique combinatoire]. [Elle] ne
dérange pas seulement nos habitudes d’écriture ; elle
nous jette hors de toutes nos habitudes de pensée.

L utilisation répétée de I’opération d’application
nous fournit ce que nous appellerons des termes. Plus
rigoureusement, voici comment on définit un ferme par
induction (un procédé qui généralise la récurrence [14,
chap. 2]) :

Définition 4. Soit E un ensemble contenant des
constantes et des variables. Un terme sur E est défini
par induction :
— si c est une constante de E, alors c est un terme;
— i x est une variable sur E, alors x est un terme ;
— si M et N sont des termes alors (MN) est un
terme (on dira qu’on applique M a N et que
(MN) est I’application de M a N).

Comme on le voit, ce ne sont pas seulement les
constantes et les variables qui peuvent s’appliquer les
unes aux autres, mais aussi les termes, quelque soit leur
complexité. On obtient donc (MN), ((MN)N) (c’est-
a-dire (MN) appliqué a N), (((MN)N)(MN)) (c’est-a-
dire ((MN)N) appliqué a (MN)), et ainsi de suite...

Le lecteur aura remarqué que les expressions du
style (((MN)N)(MN)) contiennent un nombre déme-
suré de parenthéses, auquel on n’est pas habitué dans
les mathématiques de base. Cela est dii a I’absence
d’une propriété importante : I’associativité. Que ce soit
en analyse, en géométrie ou en algebre, les opérations
que I’on voit au cours de I’enseignement secondaire et
du 1¢r cycle supérieur sont, dans leur écrasante majo-
rité, associatives : que 1’on écrive ((a+b)+c¢)+d ou
(a+Db)+ (c+d) (ot «+ » est ’addition de nombres
naturels), le résultat est le méme. Ce n’est pas le cas
ici : dans 1’univers des termes, ((ab)c) est 1’application



de (ab) a c, alors que (a(bc)) est I’application de a a
(be), les termes ((ab)c) et (a(bc)) sont différents.

Nous allons adopter une régle qui réduira, autant que
possible, le nombre de parentheses : on décide que, par
défaut, la priorité sera a gauche et qu’on ne mettra de
parenthese que dans le cas contraire. Ainsi, on peut
écrire fxyz, qui signifie (((fx)y)z). Sic’est ((fx)(yz))
que 1’on souhaite, on écrira fx(yz). De méme, on écrira
MN sans parentheéses pour (MN).

Attention : il ne faut pas confondre le terme xyz avec
le mot xyz du langage formel d’alphabet {x,y,z} (cf.
[11, défi. 2]). Dans un mot de langage formel, les sym-
boles sont simplement concaténés, comme les lettres
d’un mot de langage naturel. Par contre, quand on écrit
le terme xyz il est entendu qu’il y a une interaction
entre les sous-termes : « x s’applique a y, et le terme
(xy) qui en résulte s’applique a z ».

Il est temps maintenant de laisser Smullyan nous
entrainer dans le monde des termes de la logique com-
binatoire, qui pour lui seront... des oiseaux ! (Dans la
section qui suit, la scéne se joue enticrement dans la fo-
rét enchantée de Smullyan, nous avons inséré quelques
commentaires sur les aspects mathématiques de cette
forét et de ses habitants, en caractére baton.)

IV La forét enchantée

La forét enchantée de Smullyan est peuplée d’oi-
seaux qui parlent et avec qui on peut interagir. Hélas,
leur vocabulaire se limite a des noms d’oiseaux. On
procede donc comme dans la figure ci-dessous :

1. o
1

ou I’on s’adresse a un oiseau qui s’appelle « A » en
pronongant le nom « B » et I’oiseau en question répond
par « (AB) », 'application de A a B comme expliqué
dans la section précédente (et que I’on note aussi « AB »
sans parentheses, si on adopte la notation simplifiée).

2. o
#el

On peut considérer qu’un oiseau A est une fonction f4
de I'ensemble des noms d’oiseaux vers lui-méme : on lui
fournit une valeur B et elle répond par f4(B).

Notons que la maniere par laquelle un oiseau réagit
a la totalité des noms avec lequels il peut étre appellé
le définit entierement. On est dans une « forét exten-
sionnelle », cela signifie que si deux oiseaux réagissent
de la méme maniere a tous les noms dont on peut les
appeler, alors il s’agit du méme oiseau.

La remarque ci-dessus illustre bien le fait qu’'on est
dans un monde mathématique : un objet est entierement
défini par ses propriétés. Si une fonction f a les mémes

valeurs que sin dans I'ensemble de définition de celle-ci,
alors f est égale a la fonction sin. Ici, si Ax = Bx pour
tout x, alors on aura A = B.

Nous avons déja mentionné que ABC, c’est-a-dire
(AB)C n’est pas la méme chose que A(BC). Voyons
comment cela se traduit en termes d’oiseaux : le cas
(AB)C correspond a la situation ot I’humain dit A a
I’oiseau B qui répond par AB, et ensuite s’adresse a
I’oiseau AB en disant C, et celui-ci répond (AB)C :

1. o 2
i

-
ﬁéllll

3. O@ . .0. .

ﬁun>%\3 @Gnnﬁj\g

Mathématiquement, cela correspond a la fonction f4
appliquée a B et ensuite le résultat de cette application, a
son tour, appliqué a C. Donc f4(B) n’est pas un oiseau,
mais une fonction sur I'ensemble des oiseaux. Grace a
cette astuce, on peut décrire des fonctions de plusieurs
variables : si, par exemple, f: E> — E est une fonction
a deux variables, on peut définir f* : E — E£ par f*(x) :
y+— f(x,y), autrement dit (f*(x))(y) = f(x,y). On appelle
f* la curryfication? de f.

De méme, le cas A(BC) est celui de I’humain qui ap-
pelle I’oiseau B par le nom C, celui-ci dit BC a I’oiseau
A, qui répond A(BC) :

1.0@ 2. (BO) 3.
wA

En reprenant les mémes notations que ci-dessous,
mathématiquement cet exemple correspond a f5 appliqué
a C et ensuite la fonction f appliquée a f5(C), on obtient
donc fa(fs(C)), autrement dit, la composée des fonctions
fa et fp appliquée a C.

Et puisqu’on parle de composition, Smullyan intro-
duit la notion suivante :

Définition 5. On dit qu’un oiseau M compose un oi-
seau A avec un oiseau B, si pour tout oiseau x on a la
condition Mx = A(Bx).

3. La technique de remplacement d’une fonction de n variables
par une suite de n fonctions qui « absorbent progressivement les
variables une par une », a été nommée d’apres le mathématicien
Curry, alors qu’elle a été inventée a 1’origine par Schonfinkel.
Comme le dit avec beaucoup d’humour [12, p. 3], personne n’aurait
envie d’utiliser le terme schonfinkelisation...



Autrement dit : quand on s’adresse & M on obtient
les mé&mes réponses que comme si on s’ adressait a B
qui parle a A, qui nous répond.

La notion de composition mérite quelques explications.
Dans l'univers des fonctions de I'enseignement secon-
daire ou du premier cycle d’études, on a le grand luxe de
toujours pouvoir composer des fonctions f et g — a condi-
tion bien sdr que I'image de la premiére soit comprise
dans le domaine de définition de la deuxiéme. Quand
cette condition est assurée, f o g existe toujours en tant
que fonction. Ce n’est pas le cas dans la forét enchantée :
on peut, pour tous A, B et x, écrire A(Bx) (les parenthéses
sont ici primordiales), et ce terme fait évidemment par-
tie de 'ensemble. Mais cela ne veut nullement dire qu’il
existe un autre élément M tel que Cx = A(Bx) pour tout x,
donc la « composée » de A et de B n’existe pas forcément
dans un ensemble quelconque E.

C’est la condition © de compositionnalité ci-dessous
qui nous garantit I'existence de la composée de deux
termes quelconques.

Définition 6. On dit que dans une forét on a la condi-
tion de compositionnalité © si quels que soient les
oiseaux A et B il existe toujours un M (également noté
AoB) qui les compose.

Définition 7. Un oiseau moqueur (mockingbird en
anglais) est un oiseau M tel que pour tout oiseau x, on
ait Mx = xx.

Autrement dit : un oiseau moqueur se moque de
I’humain puisqu’il répéte ce qu’aurait dit tout oiseau si
on I’avait appelé par son propre nom.

M est un répétiteur dans le sens ou il répéte le terme
auquel il est appliqué. On peut s’amuser a appliquer M a
lui-méme : MM appliqué a un terme x redonne MMyx, sans
le dupliquer ; par contre, M(Mx) = (Mx) (Mx) = xx(xx). La
composition Mo M répéte donc quatre fois le terme auquel
on l'applique, en suivant le schéma xx(xx), ¢’est-a-dire xx
appliqué a xx.

Dorénavant on va considérer que dans la forét en-
chantée il existe un oiseau moqueur M, et que la condi-
tion (© est respectée. Rappelons que puisqu’un oiseau
est entierement et uniquement défini par son compor-
tement, lorsqu’un oiseau moqueur M — ou tout autre
type d’oiseau nommé — existe, on considérera qu’il
est unique.

Définition 8. On dit qu’un oiseau A aime un oiseau B
si AB = B.

On retrouve ici la notion de point fixe : B est un point
fixe de I'opération d’application de A.

Proposition 9 (Propriété de I'amour, [16, p. 74]).
Dans une forét enchantée dans laquelle il existe un M,
la condition © entraine la condition @), dite « pro-
priété de I’amour » :

@) tout oiseau aime au moins un autre oiseau.

Autrement dit : toute fonction a un point fixe.

Démonstration. Soit A un oiseau, montrons qu’il existe
un oiseau aimé par A. Par (© on sait qu’on peut compo-
ser tout couple d’oiseaux, et I’existence de M fait partie
de nos hypotheses. Composons A avec M, il existe donc
C (la composée) tel que Cx = A(Mx) pour tout x. Las-
tuce est de prendre x = C, qui donne A(MC) = CC.
Mais M est un oiseau moqueur, donc CC = MC, et on
obtient A(CC) = CC, autrement dit : A aime CC. Cette
démonstration est constructive : pour tout oiseau on
peut ainsi obtenir un oiseau aimé par lui.

Définition 10. On appelle un oiseau K un kamichi
(en anglais : Kestrel) si pour tous x et y, Kxy = x.

K est un éliminateur puisqu’il supprime un argument
parmi ceux qu’on lui fournit, en I'occurrence le deuxieme.
Il est intéressant d’appliquer K a lui-méme : KK (et
tout K- - -K pair) élimine le premier et le troisieme argu-
ments fournis : KKxyz = Kyz = y; par contre KKK (et tout
K.--Kimpair) est égal a K : KKKxy = Kxy = x. Prenons
maintenant les composés de K avec lui-méme (K(Kx),
K(K(Kx)), etc.). Si on fait suivre ces termes par autant
de termes qu’il y a des K, alors ils éliminent tous en le
laissant que le premier : K(Kx)yz = Kxz = x, etc.

Si K élimine le deuxiéme terme fourni, le lecteur se
demande sans doute comment éliminer le premier terme.
Pour cela il suffit de prendre Kl, ou I est Iidentité (cf.
ci-dessous). En effet Klxy =ly = y.

Définition 11. On appelle identité | un oiseau tel que
lx = x pour tout x.

Comme le souligne Smullyan, on peut, a premiere
vue, considérer que I’ oiseau identité est stupide, puis-
qu’il répond par le nom par lequel on I’appelle, quelque
soit ce nom. Mais il y a une autre maniere de voir | :
c’est 'oiseau le plus altruiste et passionné de la forét
puisqu’il aime tout le monde !

Définition 12. Un loriot* L (en anglais : lark) est un
oiseau tel que Lxy = x(yy) pour tous x et y.

On appelle compositeur un terme qui introduit des
parenthéses parmi ses arguments, par exemple Bxyz =
x(yz) que l'on verra par la suite. L est un compositeur
mais aussi un répétiteur, puisqu’il y a et parenthésage et
répétition.

Le loriot est trés bénéfique a la libido de la forét :

4. Pour respecter le principe acronymique, nous avons donné
des noms non conformes a ceux de Smullyan a cinq oiseaux : le
loriot L (lark = alouette pour Smullyan), le kamichi K (kastrel =
crécerelle), le weka W (warbler = fauvette), le sterne S (starling =
étourneau), le tarin T (thrush = grive). Nous avons choisi le loriot
pour la lettre L en hommage a Yvonne Loriod, épouse d’Olivier
Messiaen, qui a créé son Catalogue d’oiseaux (ceuvre belle et
déroutante, dont le deuxieme mouvement est justement intitulé Le
loriot) le 15 avril 1959 a la salle Gaveau.



Proposition 13 ([16, p. 80]). Quand il existe un loriot
dans une forét, on a la propriété de I’amour ®.

Démonstration. Soit A un oiseau quelconque, mon-
trons qu’il existe B tel que AB = B. Comme on sait
qu’un loriot L existe dans la forét, on a LAy = A(yy)
pour tout y. En particulier, si on remplace y par LA,
on obtient (LA)(LA) = A((LA)(LA)). Donc A aime
(LA)(LA) et on a la propriété de 1’amour.

Le théoréme nous dit que si on a L dans I'ensemble,
alors tout terme a un point fixe : pour tout A, un point fixe
sera (LA)(LA).

Les kamichis K et les loriots L ne s’entendent pas
bien :

Proposition 14. Si un loriot L et un kamichi K sont
distincts, L ne peut jamais aimer K. Un kamichi K peut
aimer un loriot L, mais uniquement dans le cas o toute
la forét aime L.

Démonstration. Montrons d’abord un lemme :
Lemme 15 ([16, p. 78]). Si K aime Kx, alors K aime x.

La démonstration est triviale : si K(Kx) = Kx alors
K(Kx)y = Kxy pour tout y, donc Kx = x, ce qui signifie
que K aime x. O

Supposons maintenant que L aime K. Alors LK = K
et donc aussi LKK = KK. Mais par définition des
loriots, LKK = K(KK) donc KK = K(KK) et donc
KKxyzt = K(KK)xyzt pour tous x,y,z et ¢, et donc
Kyzt = KKyzt = Kzt = z, le premier terme étant égal
a yt. On a donc yt = z pour tous y,t, z, donc yr = L mais
aussi yt = K, mais alors K =L ce qui est impossible
car contraire a notre hypothese.

Inversement, si KL = L alors pour tout y on a KLy =
Ly et la partie gauche est, par définition des kamichis, L.
Donc Ly =L et, en particulier, on a LL = L. Prenons
maintenant un oiseau quelconque A, alors AL = A(LL)
ce qui, par définition des loriots, est (LA)L et donc
AL = (LA)L = LAL = KLAL = LL = L. Dire que pour
tout A on a AL = L veut bien dire que tout le monde
aime L.

Il est temps de nous demander ou cette série de dé-
couvertes d’oiseaux va nous mener. Le lecteur a siire-
ment remarqué que pour certains oiseaux nous utilisons
des caracteres spéciaux (M, K,I.L,...). Notre but est
de montrer qu’un oiseau quelconque de la forét peut
étre réécrit comme un terme utilisant uniquement les
oiseaux d’une liste tres restreinte parmi eux. Nous ver-
rons que certaines combinaisons de ces oiseaux « pri-
vilégiés » constituent, dans ce sens, des bases de 1’en-
semble des oiseaux de la forét.

Mais avant de le faire, continuons notre visite de
la forét : nous nous proposons de découvrir encore
quelques oiseaux tout aussi beaux qu’intéressants.

Définition 16. Un oiseau bleu B (en anglais : blue-
bird) est défini par Bxyz = x(yz) pour tous x,y,z.

Il s’agit d’'un terme qui introduit des parenthéses entre
les arguments qu’on lui fournit. En réitérant B par compo-
sition ou par application, on obtient toutes sortes de pa-
renthésages, en gardant toujours I'ordre des arguments
fournis : BBxyzw = xy(zw), BBBxyzw = x(yzw) qui est
aussi B(Bx)yzw = x(yzw), etc.

B s’appelle compositeur pour une trés bonne raison :
il définit a lui tout seul I'opération de composition. En
effet, pour tous x,A et B, on a BABx = A(Bx) et donc
BAB=AoB.

Définition 17. Un weka W (an anglais : warbler) est
un oiseau tel gue Wxy = xyy pour tous x et y.

Attention : ne pas confondre weka (Wxy = xyy) et
loriot (Lxy = x(yy))!

W est clairement un répétiteur puisqu’il prend un ar-
gument et le duplique. Mais, a la différence de M, W
opére « avec un décalage de 1 » : il laisse le premier
argument inchangé et duplique le deuxiéme. Litération
multiple de W est trés intéressante : WW est un tripli-
cateur : WWx = Wxx = xxx. A partir de trois W la ré-
écriture tourne en rond, puisqu’en appliquant le pre-
mier W au deux autres, on obtient de nouveau WWW,
ce terme ne peut donc pas étre réécrit. Quand on
compose W n fois avec lui-méme on obtient n répéti-
tions du deuxieme argument : W(Wx)y = Wxyy = xyyy,
W(W(Wx))y = W(Wx)yy = Waxyyy = xyyyy, etc.

Le théoreme suivant, et sa démonstration, montrent
les liens entre weka W, kamichi K, oiseau moqueur M
et oiseau identité | :

Proposition 18 ([16, p. 99]). Toute forét contenant
un weka W et un kamichi K doit contenir un oiseau
moqueur M.

Démonstration. En effet, pour tout x, Wlx = lxx = xx
ce qui est aussi le cas de Mx = xx pour tout x, donc
on peut dire que WI et M ont les m&mes propriétés, et
donc que WI = M, donc M existe dans la forét.

Nous pouvons aussi montrer qu’un weka W et un
kamichi K permettent de montrer I’existence d’un oi-
seau identité I. Encore une fois, il suffit d’appliquer
le premier au deuxieme : WK est un oiseau identité |
puisque pour tout x, WKx = Kxx = x = Ix.

Définition 19. Un cardinal C est un oiseau tel que
Cxyz = xzy pour tous Xx,,z.

C est un permutateur puisqu’il permute deux de ses
arguments, sans changer leur nombre et sans introduire
de parenthése. Si on applique C a lui-méme, on obtient
une autre permutation : CCxyz = yzx. En I'appliquant deux
fois, on obtient une permutation de deux termes, mais
pour cela il faut I'appliquer a cing termes : CCCxyzuv =
CxCyzuv = xyCzuv = xyzvu. A partir de CCCC, on a le



méme comportement que CCC, quel que soit le nombre
de C. Et en ce qui concerne la composition, de maniére
tout a fait prévisible, quand on compose C avec lui-méme
on obtient I'identité : C(Cx)yz = Cxzy = xyz.

Proposition 20 ([16, p. 100]). Toute forét contenant
un cardinal C et un kamichi K doit contenir un oiseau
identité |.

Démonstration. Quelque soit A, CKA est un oiseau
identité : CKAx = KxA = x, en particulier CKC et CKK
sont des identités.

Définition 21. Un tarin T (en anglais : thrush) est un
oiseau tel que Txy = yx pour tous x,y.

T est le cas le plus simple de permutateur. En appli-
quant T a lui-méme, on obtient C : TTxyz = xTyz = xzy =
Cxyz pour tous x, y,z. A partir de TTT, on obtient systéma-
tiquement TT quel que soit le nombre de T.

Proposition 22 ([16, p. 100]). Un cardinal C et ap-
pliqué a un oiseau identité | donne un tarin.

Démonstration. On a Clxy = lyx = yx pour tous x,y,
et d’autre part, par définition du tarin : Txy = yx pour
tous x,y, donc Cl a le méme comportement qu’un tarin.

Définition 23. Un rouge-gorge R (en anglais : robin)
est un oiseau tel que Rxyz = yzx pour tous x,y,z.

R est encore un permutateur. En appliquant R a lui-
méme, et en I'appliquant cinq fois (a x,y,z,u, v, quelques
soient ces termes), on obtient une permutation qui n’af-
fecte que les trois derniers : RRxyzuv = xyRzuv = xyuvz.
En I'appliquant trois fois, on a un comportement identique
a celui de C : RRRxyz = RxRyz = Ryxz = xzy = Cxyz. A
partir de RRR quelque soit le nombre de R appliqués, son
comportement ne change plus.

Proposition 24 ([16, p. 101]). On peut obtenir un
rouge-gorge R a partir d’un oiseau bleu B et d’un
tarin T. A partir d’un rouge-gorge R, on peut obtenir
un cardinal C, et inversement.

Corollaire 25. A partir d’un oiseau bleu B et d’un
tarin T on peut obtenir un cardinal C.

Démonstration. On cherche une combinaison de B et
de T telle que, appliquée a xyz quelconque, elle ait
le comportement de R, ¢’est-a-dire Rxyz = yzx. TB et
BB n’aboutissent a rien, mais BTxyz = T(xy)z = z(xy).
On constate donc que I’effet de B est de réunir xy en
un terme et ensuite d’appliquer T a (xy)z, autrement
dit : B réunit deux termes avec un décalage de 1. On
peut donc s’attendre a ce qu'une double application
de B réunisse deux termes avec un décalage de 2 :

BBTxyz = B(Tx)yz = (Tx)(yz) = Tx(yz) = (yz)x = yzx
pour tous x,y,z, qui est le comportement de R.

On a vu comment obtenir un cardinal a partir d’un
rouge-gorge. Pour aller dans I’autre sens il suffit de
prendre C deux fois : CCxyz = Cyxz = yzx, pour tous
X, ¥,2.

Définition 26. Un sterne S (en anglais : starling) est
un oiseau tel que Sxyz = xz(yz) pour tous x,y,z.

S est en méme temps répétiteur, permutateur et com-
positeur. Le sterne et le kamichi sont des oiseaux trés
importants puisqu’on verra par la suite qu’en les combi-
nant, & eux seuls, on peut obtenir le comportement de
tous les oiseaux.

Proposition 27 ([16, p. 121]). On peut obtenir un
sterne S a partir d’un oiseau bleu B, d’un cardinal C
et d’'un weka W.

Démonstration. A partir de xyz (3 lettres), on cherche
a obtenir xz(yz) (4 lettres). Il nous faut donc un oi-
seau répétiteur (typiquement W) pour passer de xyz
a, par exemple, xyzz et un autre qui soit compositeur
(typiquement B). Si W s’applique a deux lettres, il
suffit de le combiner deux fois avec B pour qu’il s ap-
plique a quatre lettres : B(BW)zxyz = (BW)(rx)yz =
BW(rx)yz = W((tx)y)z = ((tx)y)z = txyzz. On cherche
un sterne, donc il faudrait que ¢ appliqué a xyzz donne
xz(yz) pour tous x, y, z. Il suffit d’utiliser BBC a la place
de ¢ : BBCxyzz = B(Cx)yzz = (Cx)(yz)z = Cx(yz)z =
xz(yz). Donc B(BW)(BBC)xyz = xz(yz) pour tous
X,¥,2, ce qui est le comportement du sterne.

Définition 28. Un oiseau A est combinatoire
d’ordre n (pour n > 1) si n est le plus petit nombre
tel que AX ---X, puisse étre écrit en tant que terme
contenant uniquement des éléments de {X1,...,X,} et
des parentheses.

Ainsi, M et | sont combinatoires d’ordre 1 (Mx =
xx,Ix = x), K, T ou WT sont combinatoires d’ordre 2
(Kxy = x,Txy = yx, etc.), S, B ou RRR d’ordre 3
(Sxyz = xz(yz),Bxyz = x(yz), etc.), et ainsi de suite. La
condition de minimalité est nécessaire : par exemple,
pour se « débarrasser » de K il faut au moins deux ap-
plications, ainsi Kx ne peut étre écrit en tant que terme
contenant uniquement x.

Définition 29. Un oiseau A est dérivable d’un en-
semble d’oiseaux {Oy,...,0,}, s’il existe un m > 0
et un terme O construit en utilisant des éléments de
{O1,...,0,} et des parentheses, tels que Ox) - - - x,, =
AXy -+ Xy poUr tous Xy, ..., Xp.

Ainsi on a vu dans la prop. 27 qu’un sterne S est dé-
rivable de {B,C, W} puisque B(BW)(BBC) a le méme
comportement que S, avec m = 3.



Kxy > x
Wxy > xyy

Ix > x
Bxyz > x(yz)

TABLEAU RECAPITULATIF DES COMBINATEURS

Sxyz > xz(yz)
Cxyz > xzy

Lxy & x(yy)
Rxyz > yzx

Mx > xx
Txy > yx

Théoreme 30 ([16, p. 170]). Tout oiseau com-
binatoire est dérivable de {S,K} ainsi que de

{1,B,C,W,K}.

Il s’agit d’un résultat fondamental de la logique
combinatoire que nous allons démontrer dans la sec-
tion suivante. Il est extrémement puissant : imaginons
que Xx - --x, est égal a un terme utilisant uniquement
X1,...,X,; alors quelle que soit la complexité de ce
terme, X peut se réécrire avec uniquement des S, des
K et des parentheses.

V Aspects mathématiques

Nous allons maintenant quitter la forét enchan-
tée et considérer les aspects mathématiques des no-
tions rencontrées. Partons d’un ensemble dénombrable
E et V(E) = {x,y,z,u,v,w,...} un ensemble de va-
riables sur E, et formons, d’apres la déf. 4, I’ensemble
T(E,V(E)) des termes sur E et V(E) muni de la régle
de simplification de notation des termes.

Définition 31 ([2, p. 6]). Un élémentZ de T(E,V(E))
est appelé un combinateur s’il possede : une arité nz €
N et un axiome

Zxy - Xpy > M(X1,. .., Xny)

OUl X1, ...,Xn, sont des variables et M(xy,...,x,,) est
un terme surV (E) contenant uniquement des variables
parmi xi, ..., Xy, et des parenthéses. L’arité est le plus
petit entier nz pour lequel le combinateur Z possede
un axiome Zxy - Xn, > M(x1,... X, ).

Le lecteur doit considérer les définitions d’oi-
seaux combinatoires M,K,I.L,B,W ,C.S,T,R que
nous avons donné dans la section précédente comme
des axiomes de combinateurs représentés par les
mémes symboles. Le nombre de lettres utilisé dans
chaque définition sera I’arité du combinateur corres-
pondant. Ainsi, par exemple, le combinateur S (qui
correspond au sterne dans le monde des oiseaux) est
d’arité 3 et son axiome est Sxyz > xz(yz). Le fait qu'on
utilise dans ce texte un petit nombre de lettres ma-
juscules pour noter certains combinateurs ne doit pas
occulter le fait qu’on peut en définir une infinité, tous
plus complexes les uns que les autres. D’autre part,
comme le souligne [8, p. 22], il ne faut pas confondre
la notion d’arité de combinateur avec celle d’arité d’une
fonction a plusieurs arguments : dire qu’une fonction f

est d’arité 3 signifie qu’elle nécessite impérativement
trois arguments f(x,y,z) et que I’écriture f(x,,) est
syntaxiquement incorrecte — dans le cas des combina-
teurs, les expressions Sx et Sxy représentent des termes
parfaitement valables, et dire que S est d’arité 3 signi-
fie qu’il faut au moins trois applications (notées xyz)
pour que Sxyz puisse étre identifié a un terme conte-
nant uniquement les variables x,y,z (en I’occurrence
xz(yz)).

Les combinateurs ainsi définis sont appelés primitifs.
En formant des termes avec uniquement des combina-
teurs primitifs (et pas de variable !) on obtient des com-
binateurs complexes, pour lesquels on dispose parfois
(mais pas toujours ) également d’arités et d’axiomes.
Exemple : Kl est un combinateur complexe d’arité 2 et
d’axiome Klxy > y.

Comme déja mentionné dans le texte, on identifie
cinq types basiques de combinateurs :

1. Videntité |, qui reproduit son argument;

2. les répétiteurs, comme M ou W, qui redoublent
certains arguments (sans changer leur ordre, sans
en omettre et sans ajouter des parentheses) ;

3. les éliminateurs, comme K, qui suppriment un
ou plusieurs arguments, sans rien ajouter et sans
changer I’ordre de ceux qui restent;

4. les permutateurs, comme C, qui permutent cer-
tains arguments, sans rien ajouter ou supprimer ;

5. les compositeurs, comme B, qui inserent des pa-
rentheses.

Il nous faut maintenant définir avec plus de rigueur
le mécanisme de réduction de terme, c’est-a-dire de
passage progressif de termes avec combinateurs et va-
riables a des termes avec variables uniquement. Notre
stratégie est de commencer par la gauche et selon I’arité
de chaque combinateur primitif de chercher a lui four-
nir le bon nombre d’arguments.

Définition 32 ([2, def. 1.3.1]). Soit Z un combi-
nateur primitif d’arité n et My,...,M, des termes,
alors ZM, ---M, est appelé un rédex, de téte Z et
d’arguments My, ..., M,.

Le mécanisme consistera a chercher a chaque étape
le rédex le plus a gauche et a se servir de I’axiome de la
téte du rédex pour réarranger les arguments de celui-ci,
en omettant celle-1a :

5. L’exemple typique est WWW, qui ne peut &tre réduit puis-
qu’on retrouve WWW des qu’on applique la définition du pre-
mier W.



Définition 33 ([2, def. 1.3.2]). Soit ZM, --- M, le ré-
dex le plus a gauche de notre terme, et soit Zx, - - - x,, >
P(x1,...,x,) 'axiome de Z. Alors la réduction a une
étape consiste a remplacer le rédex par P(M,, ..., M,,).

Exemple 34. Prenons le terme BBCxyzu. Comme B
est d’arité 3, le premier rédex a gauche est BBCx (M
est B, M, est C et M3 est x). Rappelons que 1’axiome
de B est Bxjxox; > xg (X2X3), donc P(x1 ,Xz,X3) =
x1(x2x3). On remplace x; par B, x; par C et x3 par x, et
donc la premiere étape donne BBCxyzu > B(Cx)yzu.
Les étapes suivantes donnent

BBCuxyzu > B(Cx)yzu > Cx(yz)u > xu(yz). (1)

Comment formaliser le fait d’aller « aussi loin que

possible » en effectuant des réductions ? La réduction
a une étape est une relation binaire (entre sa partie
gauche et sa partie droite), nous allons prendre sa clo-
ture transitive © :
Définition 35 ([2, def. 1.3.4, 1.3.5]). La cléture tran-
sitive de la réduction a une étape est appelée réduction
Jaible et est notée par >y, . Quand un terme n’a pas de
rédex, on dit qu’il est sous forme normale.

Exemple 36. Par (1) on a BBCxyzu >y xu(yz).

Cette réduction est appelée faible parce qu’on n’a
pas de garantie qu’elle aboutisse toujours a une forme
normale : si dans I’exemple ci-dessus on n’avait que
trois variables (donc sans le u final), la dernicre étape
serait impossible, par faute d’arguments pour constituer
un rédex de téte C.

Il faut maintenant redéfinir la notion de dérivabilité
(déf. 29) de Smullyan. Par exemple, nous avons dit
que « R peut étre obtenu a partir de C puisque Rxyz =
CCuxyz pour tous x,y,z ».

Définition 37 ([2, def. 1.3.6]). Soit Z un combinateur
et Zxy ---x, > M son axiome. On dira que le combina-
teur complexe Z' définit Z si Z'x, - - x, >y M.

Exemple 38. Soit Z= R et Z' = CC. L’axiome de R
est Rxyz > yzx. Mettons CC a la place de R, d’apres
la prop. 24 on a CCxyz > Cyxz > yzx, qui est bien la
partie droite de I’axiome de R.

Définition 39 ([2, def. 1.3.7, 1.3.8]). On appelle base
un ensemble fini de combinateurs primitifs. On dira
qu’une base est combinatoirement compléte si tout
terme peut étre réécrit en utilisant uniquement les élé-
ments de celle-ci.

6. La cloture transitive d’une relation binaire est basée sur le
principe «1’ami de mon ami est mon ami » : si R dénote la relation
binaire et R* sa cl6ture transitive, alors on a (a,b) € R* s’il existe
a=ay,...,ap = Db tels que (a;,a;+1) € R pour tout 1 <i<n.

Nous sommes préts maintenant a énoncer le théo-
réeme fondamental, dont la démonstration est trop
longue et technique pour étre donnée ici :

Théoréme 40 ([2, lem. 1.3.9]). Les bases {S,K} et
{I,B,C,W,K} sont combinatoirement compleétes.

VI Représentation des fonctions
primitives récursives par des
combinateurs

Nous avons vu a la section 3 que les fonctions pri-
mitives récursives sont définies a partir de leurs ingré-
dients de base (la fonction zéro, la fonction successeur,
les projections) et les deux procédés qui permettent
de les engendrer : la composition et la récursion. Pour
montrer que toute fonction (primitive récursive) peut
étre représentée par un combinateur complexe, il suffit
de montrer que c’est le cas pour les ingrédients de base,
et ensuite de montrer que la composition et la récursion
préservent cette propriété.

Notons 0, 1, 2, etc., les représentations des fonc-
tions constantes 0, 1, 2, etc. en tant que combinateurs.
Une approche possible est celle de définir 0 comme le
combinateur qui envoie xy 2 y (x disparait), I comme
I’identité, 2xy comme x(xy), 3xy comme x(x(xy)), et
ainsi de suite. On peut facilement vérifier que 0 = K,
1 =SB(Kl),2 = SB(SB(KI)), etc.

Le lecteur I’aura compris : la représentation de la
fonction successeur o est tout simplement SB.

Qu’en est-il des projections ? Il n’y a pas de formule
magique qui fournisse tous les 7/ mais on peut les
trouver par des calculs ’ que :

o Kxy =x
7?22 : Klxy =y
7 S(KK)Kxyz = x
73 KKxyz =y
ol K(SK)xyz =z
i S(K(S(KK)K)Kxyzt = x
77 K(S(KK)K)xyzt =y
7 K(KK)xyzt = z
e K(K(SK))xyzt =1, etc.

Considérons maintenant la composition. Le cas le
simple est celui des fonctions d’une variable : f(x) =
g(h(x)). Si les termes correspondant a f,g,h sont

7. Le lecteur intéressé trouvera sur http://perso.
telecom-bretagne.eu/yannisharalambous/ressources/ un  in-
terprete de logique combinatoire programmé en Java par John
Tromp, qui sert a ce type de calculs.



f.8,h, alors on sait déja que f = Bgh. Prenons le
cas ou g est une fonction de deux variables et donc
f(x) =g(hi(x),ha(x)). Alors on peut la curryfier pour
obtenir f(x) = g*(hi(x))(h2(x)) et le combinateur que
I’on cherche sera de la forme Zxyzr = x(y(t)(z(¢)), les
calculs montrent qu’il s’agit de B(BS)B. On peut faire
de méme quelque soit le nombre de variables de g et
des h,.

Derniere opération a traiter : la récursion. Le traite-
ment de celle-ci serait trop long pour cet article (nous
renvoyons le lecteur a [2, p. 64-81]), nous allons juste
donner un élément de réponse qui joue un role central.
En effet, dans la procédure de récursion on trouve un
test « si telle variable numérique est égale a zéro, alors
faire 1’étape 1, sinon faire I’étape 2 ». Nous savons déja
que les les valeurs numériques sont modélisées par Kl
pour 0 et par des SB(--- (SB(KI)) - ) pour les autres
valeurs. Il nous faut donc un Dxyz tel que Dxy0 donne
x et Dxy7 donne y pour tout i > 0. Ce D existe, il est
C(BC(B(CI)K)), comme on peut facilement vérifier.

Une fonction primitive récursive est obtenue a partir
des fonctions 0, de & et des projections, en effectuant
des compositions et des récursions. En remplacant les
ingrédients de base et ses deux opérations par les com-
binateurs correspondant, on obtient une représentation
de toute fonction en logique combinatoire, comme an-
noncé. Celle-ci fonctionne donc comme un langage
de programmation qui peut modéliser et calculer les
valeurs de toute fonction primitive récursive.

VIl Lalgebre de Boole

Mis a part les fonctions primitives récursives, la lo-
gique combinatoire peut aussi nous permettre de faire
des calculs d’algebre de Boole, ¢’ est-a-dire des calculs
avec des variables qui peuvent prendre les valeurs V
(vrai) ou F (faux) et avec des opérations telles que la
négation NEG, la conjonction AND et la disjonction OR.
Ce genre de calcul est tres utile dans la conception
de circuits électroniques. Notons que cette approche
ne prétend en aucun cas atteindre des bonnes perfor-
mances de calcul — ce qui nous a intéressé ici est la
maniere de transformer une formule logique en terme
de logique combinatoire.

Soit .% une formule de 1’algébre de Boole, c’est-a-
dire une formule utilisant :

— des variables a, b, c, ... prenant des valeurs dans

I’ensemble {V,F} (vrai, faux),
— une fonction unaire NEG (définie par NEG(V) =
F,etc.), et
— deux fonctions binaires AND et OR (définies par
AND(V,V) =V, OR(F,V) =V, etc.).
Si % possede n variables ay,...,a,, alors soit

(@,...,a,) une distribution de valeurs V ou F pour
les a;. Alors en remplagant chaque a; par sa valeur d;
dans .% et en faisant les calculs, on obtient une valeur

unique V ou F pour % (dy,...,d,).
On appelle rable de vérité de .F 1’application qui a
chaque (dy,...,d,) associe .Z (dy,...,d,). Cette appli-

cation caractérise .# entiérement.

La question que 1’on se pose est : peut-on faire en
sorte que la table de vérité de .# puisse étre obtenue par
un calcul de termes de logique combinatoire ? Formulé
autrement : en considérant la logique combinatoire en
tant que langage de programmation, peut-on écrire un
programme dans ce langage pour chaque formule d’al-
gebre de Boole ? Ce programme devrait nous fournir
les mé&mes valeurs que la formule pour toutes les com-
binaisons de valeurs V et F' des variables. La réponse
est affirmative :

Théoréme 41. Soit .F une formule de 1’algébre de
Boole utilisant les variables ay, ... ,a,. Transformons
Z en terme M de logique combinatoire, en suivant les
regles inductives suivantes :

1. les variables de .F deviennent variables de M ;

2. a la place de NEG(.F') (o F' est une sous-
formule de F), écrivons ' (SK)K;

3. a la place de AND(F', F") (ou F' et F' sont
des sous-formules de F ), écrivons F' F"(SK) ;

4. alaplace de OR(.F',.F") (ou F' et F" sont des
sous-formules de .F ), écrivons F'KF".

Une fois le terme M obtenu, pour chaque distribution
de valeurs (ay,...,4,), remplacons la variable a; de M
parKsia; =V, et par (SK) si @, = F.

Alors M a toujours une forme normale, qui ne peut
étre que K ou SK. Dans le premier cas, cela veut
dire que F (4y,...,4,) =V, et dans le deuxiéme que
F(ay,...,a,)=F.

Il s’ensuit que les réductions du terme M sont un
moyen de calcul de la table de vérité de .%.

Notons aussi que, puisque SK = KI, on retrouve en
tant que représentations de « vrai » et de « faux » les
combinateurs Kl et K utilisés dans la section précédente
pour les nombres 0 et 1.

Exemple 42. Prenons un exemple : montrons la distri-
butivité a gauche de la conjonction sur la disjonction :
a/N(bVe)=(anb)V(aNc)pourtous a,b,c € {V,F}.

Réécrivons la formule en utilisant AND et
OR : AND(a,OR(b,c)) = OR(AND(a,b),AND(a,c)).
Prenons la partie gauche nous avons
AND(a,0R(b,c)) = AND(a,bKc) = a(bKc)(SK).
La partie droite donne OR(AND(a,b),AND(a,c)) =
OR(ab(SK),ac(SK)) = ab(SK)Kac(SK). Les termes
a(bKc)(SK) et ab(SK)Kac(SK) sont différents, mais



qu’a cela ne tienne : ce qui importe ce sont leurs valeurs
quand a, b et c prennent les valeurs K (pour « vrai »)
et (SK) (pour « faux »). On a donc 23 calculs a faire
pour (a,b,c) = (K,K,K),(a,b,c) = (K,K,(SK)),
etc. Faisons le premier et laissons le reste
en guise d’exercice : la partie gauche devient
K(KKK)(SK) = KKK = K. La partie droite devient
KK(SK)K(KK(SK)) = KK(KK(SK)) = K, ce qu’il
fallait démontrer.

VIl Applications a la linguistique

mathématique

Prenons la phrase Gérard dort. Comme nous 1’avons
vu dans notre précédent article [11], on peut traduire
cette phrase dans le cadre de la logique du premier
ordre par la formule « dort(Gérard) », ol « dort » est un
prédicat unaire (c’est-a-dire une fonction a un argument
qui prend des valeurs dans I’ensemble {vrai, faux}) et
« Gérard » est une constante.

Nous venons juste de dire que « dort » est une fonc-
tion, donc « dort(Gérard) » est I’application de la fonc-
tion « dort » a la constante « Gérard ». Le lecteur perspi-
cace se doute déja du fait que s’il est question d’ « appli-
cation de fonction », ¢’est bien parce qu’on a I’intention
de se servir de logique combinatoire. Effectivement, on
peut considérer qu’on applique le verbe « dort » a son
sujet « Gérard », pour obtenir un terme « dort(Gérard) »
qui est considéré comme une phrase complete.

De méme, si on prend la phrase Gérard aime Alice,
on peut d’abord appliquer le verbe a son COD pour
obtenir un groupe verbal « aime(Alice) », et ensuite ap-
pliquer ce groupe verbal au sujet pour obtenir le terme
« (aime(Alice))(Gérard) » qui représente la phrase dans
sa totalité.

Ceux qui ont lu [11] observeront que ce n’est pas
de cette maniere que I’on y a traité la méme phrase :
on a plutot représenté « aime » par un prédicat binaire
« aime(Gérard,Alice) » dont les constantes « Gérard »
et « Alice » étaient les arguments. En réalité les deux
approches sont équivalentes : au lieu de traiter les deux
arguments « simultanément » on prend d’abord le pre-
mier, et cela nous donne une fonction qu’on applique
au deuxieme, ce procédé est appelé curryfication en
référence au fondateur de la logique combinatoire Has-
kell Curry.

Il ne reste plus qu’a faire le lien entre la phrase écrite
en langage naturel Gérard aime Alice et le terme qui va
la représenter. On constate que « dans la vraie vie », le
COD se trouve a droite du verbe et le sujet a gauche 8,

8. Dans des langues comme 1’arabe, le russe, le latin ou le grec,
I’ordre des constituants de la phrase est plus libre. Ces langues
Iévent I’ambiguité sur le role syntaxique de chaque groupe nomi-

il faudrait donc que I’application puisse se faire dans
un sens ou dans I’autre.

Cela est proposé dans une technique de représen-
tation de la syntaxe introduite par M. Steedman [21],
cette approche est appelée CCG (Grammaires caté-
gorielles combinatoires) et se base, comme son nom
I’indique, sur la logique combinatoire.

Il s’agit de logique combinatoire typée, dans le sens
ou on attache a chaque variable et a chaque combi-
nateur un type (qui correspond a une fonction gram-
maticale), et que seules les applications entre types
compatibles sont autorisées.

L’idée de Steedman est la suivante : il attache a
chaque mot une catégorie syntaxique représentée par
une variable typée, les types étant : groupe nominal
GN, groupe verbal GV, phrase S, etc. Ensuite il utilise
une notation spécifique pour écrire les termes : cette no-
tation dévoile a quel type de terme on peut 1’appliquer
et de quel type est le terme qui en résulte.

Prenons un exemple : Gérard dort. Le type de Gé-
rard va tout simplement &tre GN (groupe nominal).
Quel va étre le type du verbe dort ? 1l faut que ce type
exprime (a) le fait qu’il va s’appliquer a un groupe no-
minal GN et (b) que ce faisant il va fournir une phrase
S. Mais, attention, on voit bien que Gérard se trouve
a gauche du verbe : Steedman introduit cette informa-
tion dans la notation du type du verbe en utilisant la
notation S\GN (la barre oblique \ indique que, dans
la phrase, le terme a qui S\GN va s’appliquer sera a
sa gauche). En appliquant (S\GN)(GN) on obtient un
terme de type S, le type de la phrase. Si le sujet du
verbe était a droite, il aurait suffi d’écrire S/GN.

Le cas d’un verbe transitif illustre parfaitement le
génie de I’approche : prenons Gérard aime Alice, dont
le groupe verbal est aime Alice. 1l suffit de modéliser
aime par (S\GN)/GN ce qui signifie qu’on va d’abord
I’appliquer a un groupe nominal qui se trouve immé-
diatement a droite (le COD), et que cela nous fournira
un S\GN (I’équivalent d’un verbe intransitif comme
«dort » dans I’exemple précédent), que 1’on appliquera
a un GN se trouvant a gauche (le sujet) pour obtenir
une phrase S. Ainsi, la modélisation des groupes nomi-
naux est indépendante de leur position dans la phrase :
ils sont tous de type GN. C’est le verbe qui contient
I’information sur son comportement, sur le type de
compléments dont il a besoin et sur leurs positions
relatives a lui.

On a donc une application a gauche (« application »
au sens des termes de la logique combinatoire) ainsi
qu’une application a droite, et on représente la struc-
ture de la phrase comme ceci :

nal par I’utilisation de cas (nominatif, accusatif, etc.), ainsi, sans
changer I’ordre des mots on peut écrire amat virgo rosam (la fille
aime la rose) ainsi que amat virginem rosa (la rose aime la fille).



Gérard aime Alice
GN (S\GN)/GN GN
S\GN

S

Le symbole qui se trouve en fin de filet horizontal
indique le type d’opération qui permet de passer de
la partie au-dessus du filet a celle au-dessous. Le >
indique une application a droite, et le < une application
a gauche. Les regles de production de la grammaire
ainsi définie sont :

XY Y—=X >)
Y X\Y—X, (<)

c’est-a-dire que quelques soient les catégories des
termes, du moment qu’elles sont compatibles on peut
appliquer X /Y aY pour obtenir un terme de type X, ou
X\Y aY pour obtenir de nouveau X.

Un phénomene syntaxique treés courant est la coor-
dination, comme dans Gérard connait et aime Alice.
Selon le Grevisse [9, § 269], on a affaire a un impératif
d’économie : « quand, dans les termes coordonnés, il y
a des éléments identiques, la tendance naturelle est de
ne pas répéter ces éléments communs ». L’approche de
Steedman pour garantir la symétrie des deux verbes est
d’introduire une regle

X CONJ X' —X", (<®>)

ou CONJ est la catégorie de la particule de conjonc-
tion et, et le fait d’utiliser la méme lettre X signifie que
X, X' et X" doivent étre du méme type (c’est une regle
de base de la coordination : on ne peut coordonner que
des éléments de méme statut [9, § 260]). Cela donne :

Gérard connait et aime Alice
GN (S\GN)/GN CONJ (S\GN)/GN GN
(S\GN)/GN ®
S\GN
S

Prenons maintenant la phrase Gérard aime et sou-
haite épouser Alice. Ici, souhaite épouser agit comme
un seul verbe. Steedman considere que les deux verbes
« souhaiter » et « épouser » se composent en tant
que combinateurs. Il donne a souhaite la catégorie
(S\GN)/GV (autrement dit : on prend un verbe et
on retourne un S\GN) et a épouser (qui, rappelons-
le, est a I’infinitif) la catégorie GV /GN (donc : il prend
un GN et retourne un GV). En composant les deux,
on obtient un verbe de la méme catégorie que aime :
(S\GN)/GN et a partir de ce moment I’analyse est
la mé&me qu’avant. Puisqu’il s’agit de composition de

combinateurs, la régle de grammaire correspondante
est celle de I’oiseau bleu B :

X)Y Y/Z—sX)/Z, (>B)
et voici comment analyser la phrase :
Gérard aime et souhaite épouser  Alice
GN (S\GN)/GN CONJ (S\GN)/GV GV/GN GN
(S\GN)/GN
(S\GN)/GN
S\GN g

S

Pour finir, un autre cas de coordination avec im-
pératif d’économie : Gérard aime et Philippe déteste
Alice. La premiere partie Gérard aime n’est pas direc-
tement adjacente a Alice, qu’il doit partager en tant
que COD avec Philippe déteste. On va faire la chose
suivante : au lieu de traiter d’abord le COD pour passer
de (S\GN)/GN (verbe) appliqué a GN (COD), pour
obtenir S\GN, on va d’abord traiter le sujet (qui est
différent pour chacune des propositions).

Mais comment accéder au sujet alors que la caté-
gorie du verbe est (S\GN)/GN et le sujet y est bien
profondément caché ? 1l est évident que I’on ne peut
pas appliquer cette catégorie a quelque chose se trou-
vant a gauche (puisqu’elle s’attend a recevoir un GN
venant de la droite). On va donc de nouveau se ser-
vir de composition. Pour trouver avec quoi composer
(S\GN)/GN, posons-nous la question de ce que nous
voulons obtenir : on cherche quelque chose qui, appli-
qué au COD (qui est GN) nous donne S. On cherche
donc un S/GN. Avec quoi composer (S\GN)/GN pour
obtenir S/GN? 1l n’y a qu’une réponse possible :
S/(S\GN). 1l faut donc remplacer le GN du sujet par
S/(S\GN).

Ce que nous venons de décrire est une opération
standard, appelée montée de type (type raising en an-
glais) et c’est d’ailleurs elle qui a inspiré la lettre du
combinateur T (le tarin).

Une fois la montée de type effectuée, la situation se
renverse : c’est le sujet (S/(S\GN)) qui se compose
avec le verbe ((S\GN)/GN) pour produire un groupe
verbal spécial (S/GN), qui va chercher a s’appliquer a
droite, c’est-a-dire au COD (GN), pour produire enfin
la phrase S.

Voici comment analyser la phrase :

Gérard aime et Philippe déteste Alice
GN (S\GN)/GN CONJ GN (S\GN)/GN  GN
Tro T
S/(S\GN) S/(S\GN)
>B >B
S/GN S/GN
o>
S/GN




IX La plus petite base possible

Le lecteur pense sans doute que {S,K} est la plus
petite base possible pour générer 1’ensemble des com-
binateurs. Eh bien, on peut faire encore mieux ! Chris
Barker a introduit en 2001 [1] la base {1} (le iota étant
la plus petite lettre grecque, d’ou I’expression « je ne
bouge pas d’un iota »), définie comme suit :

w := xSK pour tout x.

Pour retrouver I, K et S, il suffit d’écrire :

S =1(1(1(n))).

Vérifions la premicre : wux = 1SKx = SSKKx =
SK(KK)x = Kx(SKx) = x = Ix, pour tout x (les deux
autres égalités sont laissées en guise d’exercice).
Comme on peut obtenir S et K a partir de 1, cela veut
bien dire que {1} est une base, et on ne peut faire plus
petit puisqu’elle ne comporte qu’un seul élément.

I=u, K=1(i(n)),

X Unlambda : un langage de
programmation ésotérique

Croyez-le ou pas, il existe une communauté de per-
sonnes qui s’amuse a inventer des langages de pro-
grammation rocambolesques, pour tester les limites
de I’ordinateur et... des cerveaux de leurs utilisateurs.
Ces langages sont appelés ésotériques et le langage
Unlambda de David Madore (1999) en fait partie.

L’idée est simple : si on peut tout faire avec la base
de combinateurs {S,K} (auxquels on ajoute le | pour
le plaisir), pourquoi ne pas les utiliser directement pour
écrire des programmes ? C’est ce que fait Unlambda.

La syntaxe en est on ne peut plus simple : on écrira
s pour S, k pour K, i pour | et ~ (accent grave) pour
I’application. D’autre part, comme on veut bien avoir
une sortie pour vérifier le bon fonctionnement des pro-
grammes, Unlambda posseéde des combinateurs unaires
.a (resp. .b, .c, etc.), qui s’appliquent a ce qui suit,
et ce faisant, envoient la lettre a (resp. b, c, etc.) a la
sortie. Ainsi que le combinateur unaire r pour envoyer
un retour-chariot a la sortie.

Notons qu’Unlambda n’utilise pas de parentheses :
ki signifie que k s’applique a i (c’est-a-dire Kl);
"~ ski signifie que s s’applique a k et le terme qui en
résulte s’applique a i (il s’agit donc de SKIl); “s ki
par contre signifie (en lisant de droite a gauche) qu’il
faut appliquer k a i et ensuite s au terme qui en résulte
(ce qui correspond S(KI)).

Pour mieux comprendre, transcrivons
S(KKI(KI)(KI) : KI est tout simplement “ki, et
KKI s’écrit " “kki (autrement dit : pour écrire une

chaine de n symboles sans parenthéses, il faut (n — 1)
accents graves suivis des symboles Unlambda en
question). On a donc trois « objets » ~“kki, “ki et
“ki, et on veut leur appliquer s, de combien d’accents
graves faut-il le précéder? S est ternaire et il est ici
suivi de trois éléments, cela fait 4 « objets » en tout,
donc 4 — 1 = 3 accents graves : ~~"s” "kki kiki
est le résultat souhaité.

Pour écrire Quadrature, il nous faut donc le pro-
gramme suivant: x> T .Q.u.a.d.r.a.t.u
.r.ei (le i ala fin ne servant qu’a fournir un argument
au terme unaire qui le précede).

Et comme le lecteur peut s’en convaincre, non pas
bien stir en le lisant, mais en 1’exécutant, le pro-
gramme :

TTs s Tsiiki“k.*" s "s’ks""s'k's’ks s
“"s’ks s ks kr sk sikk k" "s ksk

écrira des lignes avec des astérisques, dont les lon-
gueurs sont égales aux termes successifs de la suite de
nombres de Fibonacci! Le lecteur courageux trouvera
sur [13] des explications, ainsi que des interpréteurs du
langage Unlambda.

Exercice 1. Décrire un langage de programmation qui
n’utilise qu’un seul combinateur, inspiré du 1 de Barker.

Xl Historique

Le premier a avoir introduit les notions fondamen-
tales de logique combinatoire, en 1920, a été le ma-
thématicien russe Moisei Eliévitch Schonfinkel (1889—
1942), qui, apres avoir écrit deux articles, a été interné
en asile psychiatrique en 1927, et est mort &8 Moscou
pendant la guerre (il avait écrit d’autres articles mais
ses voisins les ont utilisés pour se chauffer...). Son but
était de proposer une logique aussi puissante que la
logique du premier ordre, mais sans variables ni quan-
tificateurs (!). C’était également la premiere fois que la
fonction (plutdt que 1’ensemble) devenait I’ objet primi-
tif d’une théorie logique. Les idées de Schonfinkel ont
inspiré Haskell Curry (1900-1982), un doctorant de
Hilbert, qui a été parmi les plus importants logiciens du
XXe siecle. Le tres populaire langage de programmation
Haskell, datant de 1998, est nommé en référence au pré-
nom de Curry. A la méme époque, un autre Américain,
Alonzo Church (1903-1995), inventait le A-calcul, qui
utilise des termes de manicre similaire a la logique
combinatoire, mais également des variables liées, a
travers 1’opération d’abstraction [11, V.2]. Parmi les
doctorants de Church on trouve Raymond Smullyan
(1919-2017) a qui nous devons la forét enchantée : il
aurait choisi 1’allégorie des oiseaux parce que Curry
était grand amateur d’oiseaux, il les observait a partir de
I’age de 15 ans, ce qui lui a valu une collection de pas



moins de 150 000 fiches d’observation un demi-siécle
plus tard .

XIl Conclusion

Dans cet article, apres avoir défini les fonctions pri-
mitives récursives, nous avons donné une introduction
a la logique combinatoire a travers 1’approche ludique
de Smullyan [16] ainsi qu’une autre, plus rigoureuse, et
nous avons montré comment les combinateurs de la lo-
gique combinatoire peuvent représenter toute fonction
primitive récursive. Ensuite nous avons fourni deux
applications de la logique combinatoire : la premiere
— classique — a I’algeébre booléenne, et la deuxieme —
plus inattendue — a 1’analyse syntaxique du langage
naturel. Nous espérons que cette escapade aux confins
des mathématiques, de la logique et de la linguistique
a diverti le lecteur et lui a donné envie d’investiguer da-
vantage ces domaines ol il y a encore tant a découvrir
et a explorer.
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