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Description continue d’'un mélange réactif
. . |
Roger PRUD'"HOMME
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Summary. A method of analvsis describing Mﬂnwmamﬂmhm.m
chmﬁulspﬁnmummuammdﬂﬂl‘mﬁlham formed by the chemical
mmmmmhmmw“ a funciion znd the conservation Jaw
- thwumMWﬂamdmm.MMMM
shudaﬁmduﬁmﬂmﬂmﬁnpmknhm:ﬁmmamﬂshmﬁunmlmmm
the comresponding clements, are introdneed as distmibutions.

1, Inireduction. Lorsque {on a affaire & un mélange chimique complexe de N
espdoes, il est d'nsage de considérer, comme variables internes le décrivant, les
N compositions chimigues, - :

Dans certaing cas, une description fine de la composition chimique du mélange
p'est pas nécessaire en clle-méme, mais sert uniquement an calcul de grandeurs
globales telles que I'énergie, la quantité de mouvement ou la massc globale, ¢z qui
conduit & la connaissance de I'impulsion spécifique d*une fusée, au coefficient de
trainée d’un corps de rentrée, 4 Ia vitesse dablation d'une paroi ou au rendemont
d'un réaciour chimigue. -

Les considérations développées ici partent de Pidée®) qu'il doit &tre possible
de décrire un mélange chimique par une seule fonction ayant des propriétés parti-
culidres. Les propriéés de cette fonction sont d'abord établies en partant des compo-
sitions chimiques. Les résultats obtenus sont én quel¥que sorie contrdlés en utilisant
une distribution ayant les mémes propriétés que la fonction précédente, ca qui
permet de retrouver la deseription diseréte.

2, L'ensemble des cspices chimigues

Une espéce j ¢st, d'une maniére classigue, catactérisée par le nombre d'atomes
de chaque élément / qui Ja constitue.

On peut considérer également que I'espéce j est un vectenr j d'un espace vecto-
riel & I dimensions, dont une base est constituée par les vecteurs I représentant les
éléments chimiques [1] [2]. '

*} Remarquons qu'sn mécamique, kK fait de considérer des ensembles discrets de molécules
oomme des miliewx continus prockde d'une idée volsine.
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J, Etant le nombre d'atomes de T'élément 1 contenus dans la molécule j, nous
avons:

® i= 3l

Cependant, du fait que les composantes j doivent Efre ﬁbl\igamirement des
entiers, l'ensemble des espdces j ne constitue pas un espace vectoriel, mais plutot
un module. En Pabsence dYonisation, les entiers j; sont méme obligatoirement
positis.

3. La contposition chimique

3.1. Conservation des éléments. Comme dans la théorie discréte, un mélange
chimique (£) {nous le désighons par la méme lettre que ’ensemble d'espéces chi-
miques car nous wenvisageons en fait que des mélanges) sera caractérisé par les
nombres d'atomes grammes des éléments gui le constituent. Chacun de ces nombres
pent &tre sans inconvénient associé 4 chague vecteur de base 1 1es .#] ciant les com-
posantes du vecteur composition brute N, Dans la théorie discrite, la conservation
des éléments s'exprime par Jes L équations:

: N
2 E ey = A
F=1

;y étant le nombre d’atomes / contenus dans une melécule d'espiee f, ny éiant le
nombre de moles de l'espéce j contenues dans I'unité de masse du mélange de N
espéees. Dans la théorie continue, la composition chimigue est décrite par une fon-
ction # () ot la loi de conservation des éléments devient: |

&
en désignant par df l'élément de volume de (R™) (on a dj=dj; ... djz) et par Ie signe
§ Tintégrale multiple correspondante.
3.2. Masse molaire. Si &, désigne la masse molaire de Iélément chimique
1, nous AUrons:
. i L
@ _ D A=l
. i=1
et mnsidéral:;t une masse onité de mélange.

On en déduit une pondération de Fespace (RY), chaque vecteur j ayani ung
masse .#;, associée, appelée masse molaire de I'espéce j. La relation:

L
) | A= 3 iy

i=1

définit alors la masse molaire de I'espéoe j.
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Draprés la défimtion de la masse molaire (5) ef d‘a-.pms Jes rdanum Dt @
nous dédnisons que: . .

©) J Ao widi=1.

3.3. Ecart de composition. Si ny(f) et n,(j) sont deox fonctions satisfaisant I'éga-
lité (2), leur différence dn(ji=ny{fy=n,{j) satisfait & la propricté:

o f an(§)jdj=0,

qui présents un caractére de généralité plus grand que {3}

La composition chimique d'un mélange peut donc éire décrite par la somme
d'une fonction particuliére ny (j). satisfaisant la relation (3) pour une composition
brute donnée N et d’une :onction An(j), satisizisant la relation générale (7).

Nous n'analyserons pas, i ce stade de étude. les propiiétés de T'ensemble des
foncticns An(f) satisfaisant & la relation précédenie. Nous désignerons An{j} sous
le nom d'écart de composition. La drﬁémntle]lndu{j}dulammpﬁm:mchnmque
vérifie Egalement 1"équation {7).

3.4. Npmbre total de moles. Le nombre de moles total n du mélange (F) est
£pal & ['intégrale: :

(8) n= I nif) df
EY

3.5, Grandeurs décrivant la composition chimigue. Nous avons choisi un pen
arbitrairement de décrire la composition chimique da mélange (£) en. prenant les
nombres de moles contenus dans une masse donnée de mélange. On peul aussi
introduire: -

—la fraction molaire x (jj=n{jl/n qui est tclle que:
) Jxhdi=1,
(8

—-la concentraiion volumique:
{10} C{i)=pa i),
ol p est la masse volumique mdoyenne,

4. Changement de hasze dans ["espace des compositions .

4.1. Formules de chongement base. Désignons par (4) une premidre base de
(RL) et par (B) une seconde base. Le vecteur j, représentera Uesplee chimigue
exprimés dans la premiére base, Je vecteur jg cette méme cspéce erprimée dans Ia
seconde base. La matrice de changement de base étant D, et son déterminsnt
associé étant non nul, les vecteurs j, et je vérifient alors Jes relations:

{11} =D Is
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Le changement de base ne présente donc aucune difficulté particuliére quant
apx espéces chimiques. Il en est de mime pour les concentrations brutes puisque
la comservation dis éléments doit 8tre parantie:

(12) Hy wD A

Cependant, Ia fonction m, (J,) désignant la composition chimique dans la base

{A) sera modifiée par lo changement de base:
(13) 7y (ja)=dét (D) e, { D in)
4.2, Compatihilité avec fa notion de magse molgire. On consiate que cetis maniére

d’envisager le changement de base est compatible avec 1a notion de masse molaire.
On a en effet:

“4] o‘j(m-n‘!{jﬂ+

5. Exemples de compositions continmes et discontinnes
5.1, Composition du (ype puissance, On peut envisager une multitude de compo-
sitions continues, Tl restera & détcrminer los plus utilisables pour Jes applications.
Pour le mélange & un seul élément, des compositions de la forme:
r(j}=i"(1—j¥, Jje[0,1].
r(f)=0, j¢l0 1],
avec p et ¢ plus mands que Punité, peuvent éire intéressantes car clies permettent
d'obtenir des formes varides.

5.2, Composition du type Dirac. £(x) et @ (x) étant deux fonctions au sens classi-
que, on peui défimir fe produit scalaire:

(13)

16 Gro= [ e adx.

Cette notion de produit scalaire permer dlenvisaper d’autres #tres mathémati-
ques que les fonetions. Prenons pour ¢ (x) un élément de l'espace () *), la re-
lation (16) permet de définic une distribution attachée  la fonction f comme 'appli-
cation de Pespace D sur C, déterminée par le sccond membre.

Plus général:ment, la distribution de Dirac est définie par:

{17) b pr—0(x},
& érant un nombre réel,

La distribution de Dirac permettant de passer du discret au continn sera donc

définie dans un espace i L dimensions par:

(18) C (. e (=p (7.

la définition, portant sur [e produit séalaire, étant étendus au cas d’un espace A L
dimensions [3].

*) L'espace D est, par définition, Vespace vectoricl des fomcrions ¢, & valuers complexes,
indéfiniment derivables, molles en dehors d'on imtervelle borné.
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Remarqgue. Dans c& qui suit, nous utiliserons fréquemment la notation & (i, J)
pour désigner Ji(j).

6. Description de V'équilibre chimigue
6.1, Réaction chimique

6.1.1, Par définition, une réaction chimique est nne fonction a(f) définie dans
I'espace des compositions et wérifiant Ia méme relation {7) que P'écari de compo-
sition An(j):

(19) [ a@idi=Ca(,i>=0.
6

6.1.2. Ceite définition peut &re étendue aux distributions, En particulier, nous
définissons la réaction de formation de Pespéce i 4 patir de la distribulion de Dirac,

Fn désignant par ; la coordonnée du vecteur i bans une Hase constitude d'élé-
ments, la réaction de formation « (i, j) de I'espéce chimigue i est égale 4:

£
@) © e D=4GD- Y i dd.i.
P=1

La disiribution définie par I'éguation (20} vérifie bien la relation (19).
61,3, La relation de définition (19) est compatible avec la description discréte
des mélanges chimiques. Pour un vecteur réaction de composantes:

e Firs Gigs s iy s
on a, dans la description discréts,

@n | am=2ﬂ,§{ﬁi}.

gl
ce qui.montre ici encore la correspondance entre les deux descriptions.
6.14. .y Etant urie fonction linfaire de J, on a:
(22) Ca (i), & (j)>=0

cette relation indiquant la conservation de la masse fors des réactions chimiques.

6.1.5. Dans la description discréte, un vecteur réaction chimigue quelcongue
peut gexprimer comme tne combinaison linéaire de vecteurs réactions de base,
tels les vecteurs réactions de formation des espéces chimiques. Ia propriéié ana-
logue de la théorie continue consiste 4 dire que toute fonction b(j) définie sur Pen-
semble (E) des espices engendre une fonetion réaction chimique a(jy telle que:

ey a(p={a (i i b @),
ol ¢ (i, j) désigne 1a réaction de formation de Pespiee i
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On démontre anssi aisément gue:

(24) a{=<a @) ay,

a (i} étant une fonction réaction donnde, ce qui prouvs que toute réaction pm.lt dtre
définie de cetts maniére [4].
Par exemple, la composition chimique définit une réaction:

{25) a (D =<a (iyi). 2 (@) -

6.2, Equilibre chimigue. Limitons-nous aux mélanges dans lesquels le potentiel
chimique d'ooe espéce j gquelcongue est indépendant des concentrations des autres
espices. Anbrement dit: p(f) ne dépend pas de x (i) lorsgue iZ].

Dans la description discréte, le potentiel chimique molaire ux; d'une- espéce
chimique donnée kst fonction des paramétres externes (pression et température
par exemple) et de la fraction molaire de cette cspéos:

(26} ty=pg(Top, ), =1, N,

. Dane Ia description cominue, I'indice j disparait pour faire place au vecteur j
désignant I'espéce et le potentiel chimique fu(j) devient:

(27) w{D=p; T.p.x().
Par définition, une réaction chimique « (f) est en équilibre si:
(28) Cali) z(j)>=0.

et un mélange (E) est en équilibre si, et senlement si cette relation est vérifide quelle
gue spit la fonction réaction = (j).

£.3. Condition nécessaire et suffisamte d'équilibre. Mous supposons ici que les
éléments chimiques contribuant 4 la formation du mélange (E) font eux-mémes
partie de (E).

Dans ce cas, mous pouvons énoncer la propriété suivanie: pocr qu'un mélangs
{E) comtenant ses éléments de base soit en équilibre chimigue, it faut et il suffic gue
les réactions de formation des espéces de (E) soient en équilibre chimigue.

Cette condition ndeessaire ot suffisante peat s'éonre:

(2%} Ca(iih p(jip=0 VigE,
alors que la définition précédente de I'éguilibre impliquait -
(300 {a (D, w (=0 Ve(:{a(i.i>=0.

6.4, Affinité chimigue. Nous avons vu gu'il éait facile de décrire de maniére
continue I'équilibre chimique & Taide des potentiels chimigues sous la forme d'une
fonction u(j) dans le cas de mélanges de gaz parfaits.

On peut, dans ce méme cas, envisager une généralisation pour Imfonctmns therima-
dynamigues.
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Dire que 'enthalpie est un minimum absolu i et p constants, c& qui constitue
la condition d’équilibre chimique, revient 4 gcrire pour la difiérentislle dn (j):
Gn | ), dn (D=0
(voir relation (7). ' '
Ceite condition peut étre remplacée par mme autre portant sur les affinités A
des réactions a (i, j) de formation des espéces:

(32 A=<a L i) p ()
elle devient:
(33) 4=0, Vi,

la. relation (33) étant une autre forme du théoréme du paragraphe 6.3.

8. Conclusiony, L'objet essenticl de cette étude était de décrire un mélangs
chimique de maniére continue alors que, dass la réalité, on a affaire & un ensemable
discret. Les espices chimigques sont, en eflet, composées d’un mombre entier, en
général assez peu élevé, d’atomes. Les réactions chimiques metteat en jeu des en-
sembles d'espéces qui sont des cnsembles discrets comporiant sowvent gquatre
espéees distinctes pour les processus élémentaires.

Nous avons réétabli, pour ces ensembles continus, les lois connues des ensem-
bles chimiques discrets ot nous avons obtenu la forme nouvelle des relations classi-
ques telles que la conservation des espéces, la conservation de la masse, les équa-
tions de Péquilibre d’un mélange, ele.

Pour la cinétique chimique, le probldme était plus difficile, et nous n'avons
pas abouti 4 une généralisation comme dans le cas de I'équilibre.

Il tesic & déterminer les fonctions thermodynamiques pertielles de 'espéee j,
fonctions des variables continues que constitwent les coordonnées du vectenr §.

Enfin, il fandra mettre en pratique la théorie obtenuc, reprendre Te calcul de
T'évolution d’un mélange chimigue en fonction du temps et voir & quel moment du
caloul cotte théorie aboutit & des simplifications notables par rapport 4 la théorie
classique.

Quant & 1a réalité physique, olle ne peut résider que dens [a structure des ensem-
bles mis en &vidence et non dans le caractére continu lui-méme de ces ensemblag.

LABORATOIRS DPAEROTHERMIQUE DU CNES, & wi, ROUIE DES cmmfmm MEUDON
(FRANCE)
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P, Npya'zoms, Henpepsmooe omcame prarmmeol oo

Copepearme. B oroit pabore o6CyEAMCTCR METON BECOPEPHBEOT OGNECERNA KHMEWECKRY, Crsted,
HmumROEae (eMeRCTEA TPSICTARNENL] B ES9eCTES BEKTOPOR B MPOCTpancToe RE, OCHOBY ROTODONe
COCTARMAEOT NEMETOCKES IteMettil, Toron AEMAICcERdt COCTAR BROJETCA EAK (WEKIMER, 3 SAXOE
CONPAMEHEH ACHCET0E—D BEAE MIMPAZNTROND MEONOMEDEOTG FHTE DA, MNAMEICrRE: POamEE
ONPETEnEHE TikEes B FasccTse dyuxmai, Hexotopue TOMEDETHEEE Desriiny, KIE BLOPHMED, po-
WMWHMWMW



