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un carquois

un carquois

1 o Introduction

Un carquois (quiver en anglais) est un graphe
orienté, en général fini. Plus précisément, un car-
quois Q est la donnée de deux ensembles (finis) : Qg
'ensemble des sommets, Q; l'ensemble des fléches,
et de deux applications Q; — Qg associant a une
fleche sa source et son but. Cette dénomination a
été introduite par le mathématicien Pierre Gabriel
au début des années 70.1

La notion de carquois est devenue, a la suite des
travaux de Gabriel, un outil fondamental en théorie
des représentations d’algébres de dimension finie.
Une question centrale de cette théorie est la des-
cription des modules sur une algébre donnée.

Rappelons qu’un module de dimension finie sur
une C-algébre associative A est un C-espace vec-
toriel de dimension finie, muni d’une action par en-
domorphismes de l'algébre A.

L'observation cruciale de P. Gabriel dans [5] est
la suivante : Etant donnée une C-algébre A de di-
mension finie, on peut lui associer un carquois Qu
(souvent appelé le carquois de Gabriel de A) tel
que tout A-module de dimension finie peut étre vu
comme une représentation de Q, sur C.

L'objet de ce texte est de définir la notion de re-
présentation de carquois et d’expliquer différents
outils permettant de mieux comprendre ces objets.

2. Représentations de carquois

Soit Q un carquois (qu’on supposera toujours
connexe). Une représentation V de Q sur C est la
donnée de C-espaces vectoriels de dimension finie
Vi pour chaque sommet i € Qg, et d'applications
linéaires V, : V; — V; pour chaque fleche a : i — j.
La dimension de V est donnée par }_;cq, dim V;.
Exemple 1. Soit Q le carquois ci-dessous, qu’on ap-
pelera de type A, dans la suite :
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Ona Qg =1{1,2} et Q; ={a}. Une représentation de
Q est la donnée de deux espaces vectoriels V; et
V, et d'une application linéaire V, de V; dans V.

Par exemple, V et W sont deux représentations
de Q de dimensions respectives 1 et 3:

(1-3)

0 W=(C? — Q).

V=(C—50)

Lapplication linéaire W, est ici donnée par sa ma-
trice dans les bases canoniques.

Exemple 2. Soit Q le carquois suivant :
(2

Une représentation de Q est la donnée d'un espace
vectoriel V et d'un endomorphisme de V.

2.1 — Morphismes de représentations

Etant données deux représentations V et W de
Q, un morphisme ¢ : V — W est la donnée d’appli-
cations linéaires ¢@; : V; = W, pour chaque sommet
i telles que pour toute fleche a: i — j, on ait

v, —=>V,

b

W, ——= W,

@jOVa:WaO¢i.

Les notions de représentation et de morphisme
de représentations permettent de définir ce qu’on
appelle la catégorie Rep¢ (Q) des représentations
de Q.

Exemple 3. Reprenons 'exemple de type A, (ex. 1).
Alors il existe un morphisme ¢ de V dans W donné
par:

0

v= (C 0)

o ¢ Jo
(1-3)

W = (C2—>C)

1. La notion générale de graphe étant trop générique et vague, P. Gabriel a choisi d'introduire un nom spécifique, qui se référerait

uniquement a la théorie des représentations.
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Etant donné Q et i € Qy un sommet, on peut dé-
finir une représentation, notée S;, de dimension 1,
ol l'espace vectoriel C est placé au sommet i. Cette
représentation est simple au sens ou elle n'admet
pas de sous-représentation non triviale. Dans le cas
ol le carquois Q na pas de cycles orientés, toutes
les représentations simples sont de cette forme.

2.2 — Représentations indécomposables

On peut définir la notion de somme directe de
représentations d'un méme carquois Q : la somme
directe de V et W est définie par (Ve W), = V,e W,
et l'application (V& W), est donnée par une matrice
diagonale par blocs, V, @ W,. Une représentation
est dite indécomposable si elle n‘est pas isomorphe
a une somme directe de sous-représentations de
dimensions strictement inférieures.

Ainsi toute représentation est isomorphe a
une somme directe de représentations indécompo-
sables. De plus on peut montrer que cette décompo-
sition est unique a permutation et a isomorphisme
des facteurs pres.

Exemple 4. Reprenons le type A, (ex. 1 et 3). No-
tons
$;=(€C>0), S=0-50

les représentations simples, et pour A € C notons

V= (€C—2- Q)
Alors on a
(89)
Vi®S18S, = (€2 —————> C?).

La représentation V est décomposable: Vy=S; &
S,. Tandis que si A # 0, alors V) est indécomposable
et isomorphe a V4. Remarquons de plus que V) n'est
pas simple. En effet S, est une sous-représentation
de V), pour tout A.

Exemple 5. Reprenons l'exemple 2. Pour A = 0 et
n € IN* notons J,() la représentation de dimension
n donnée par le bloc de Jordan de taille n asso-
ciée a la valeur propre A. Alors la représentation
J,(A) est indécomposable. De plus la réduction des
endomorphismes sur C nous dit que toute représen-
tation de Q est isomorphe a une somme directe de
représentations de la forme J,(A). Notons que pour
n =1 la représentation J; (1) est simple. On obtient
dans ce cas une infinité de représentations simples
deux a deux non isomorphes.
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2.3 — Le cas fini

Le but étant de comprendre la catégorie
Rep¢ (Q), une question alors naturelle est de dé-
crire 'ensemble Ind¢(Q) des classes d’isomor-
phismes des représentations indécomposables d'un
carquois Q.

Une partie de la réponse a cette question est

donnée par le théoréme suivant :
Théoréme 1 (Gabriel 1972, [5]). Etant donné un
carquois connexe Q, l'ensemble Ind¢ (Q) est fini si
et seulement si Q est une orientation d’'un graphe
de Dynkin de type A, D ou E.

A, (respA,) 15—2——3— e >,
(0) n-1
D, ( D ) 2 3 n-2 -
n (resp.D, — 3 i — =
1 ~,
4
3
Es (resp.E6) |

0)—1—2——5—6

E; (resp.Ey) (0)—1—2—3—5—6—7

Eg (resp.Fg) 0)—1—2—3—4—5—7—38
Graphes de Dynkin (étendus)

Exemple 6. Reprenons le type A, (ex. 1, 3 et 4). Soit

w= (cm M, cn)

une représentation de Q donnée par une matrice
M e M,xm(C). Il existe des matrices P € GL(m, C)
et Q € GL(n, C) telles que

4 (1 ]0
QMP —(0 )

ou l'entier r est le rang de la matrice M. Autrement
dit on a un isomorphisme de représentations

W= (S)™ " e(S2)" e (W)
On a donc
Ind¢ (Q) ={[S1].[S2], [\ ]}-
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3. La forme de Tits

A une représentation V € Rep¢ (Q) on peut as-
socier son vecteur dimension défini par dimV :=
(dim V))jeq,- On définit une forme quadratique sur

ZQO, la forme de Tits, par :

qo(d) = Z df - Z d;d;.

i€Qo acQq,a:i—j

Un résultat plus précis que le théoréme de Ga-
briel a été démontré par Victor Kac.

Théoréme 2 (Kac (1980) [6]). Soit Q un carquois
connexe et d € N9 |l existe une représentation
indécomposable de vecteur dimension d si et seule-
ment si qQ(g) < 1. De plus,

- si qo(d) = 1, l'ensemble Indc(Q,d) des
classes d’isomorphismes des représentations
indécomposables de vecteur dimension d est
réduit a un point,

— etsiqp(d) <0, l'ensemble Ind¢ (Q, d) est in-
fini.

Tout comme en théorie de Lie, le cas ot qg est
semidéfinie positive (correspondant aux graphes de
Dynkin étendus, en rouge sur la figure précédente)
donne une autre famille particuliere de carquois.
Un tel carquois est en effet docile, au sens ot pour
tout vecteur dimension d, l'ensemble Ind¢ (Q, d)
est un ensemble fini de familles a 0 ou 1 paramétre.
Dans le cas ou qg prend des valeurs négatives, le
carquois est dit sauvage, et la classification com-
plete des indécomposables est une tache essentiel-
lement impossible, au sens ot il existe des familles
arbitrairement grandes d’'indécomposables.

Exemple 7. Pour m € IN on définit le carquois a m
fleches suivant :
p—
1 T

_ = 5

2

Alors un calcul simple permet de voir que

q(xy) = X%+ y? = mxy
2-m)(2
= (x= By + T2,
Autrement dit Ind¢ (Q) est fini si et seulement si
m=0oum =1, Q est docile si et seulement si
m < 2 et sauvage sim > 3.

4, L'approche géométrique

Lorsque Q n'est pas de type Dynkin, 'ensemble
Ind¢ (Q) est infini. Une stratégie pour mieux com-
prendre cet ensemble, consiste a essayer de lui don-
ner une structure géométrique, ou plus exactement
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a donner une structure géométrique a certains de
ses sous-ensembles.

Fixons d € N un vecteur dimension, et no-
tons R = Rep¢(Q,d) U'ensemble des représenta-
tions de vecteur dimension d. Cet ensemble R est
un C-espace vectoriel isomorphe au produit d’es-
paces de matrices @a:i_)jMdjxdi(C). Le groupe
G= I_IiEQo GL(d;, C) agit naturellement sur R par :

-1
(81)ico-(Va)acq, = (8)-Va-8 " )acQuaiimj-
La forme de Tits peut s’interpréter via la formule :
do(d) =dimG-dimR. (1)

Deux représentations V et W de R sont dans la
méme orbite si et seulement si elles sont iso-
morphes. L'ensemble Ind¢ (Q, d) est donc un sous-
ensemble de 'ensemble des orbites, ou autrement
dit, du quotient de R par l'action de G. Comme le
groupe G est algébrique, et que son action sur R est
aussi algébrique, on a, pour tout V dans R, l'égalité
suivante :

dimOy =dim G —dim Gy,. (2)

ol Oy est lorbite de V, et Gy le sous-groupe stabili-
sateur de V.

En combinant (1) et (2), on obtient immédiate-
ment

dimR —dimOy = dim Gy - qo(d). (3)
Exemple 8. Soit Q le carquois suivant de type As :

1—2——3

Notons d = (1,1, 1). Alors l'espace R est isomorphe
a C?, et le groupe G isomorphe a (C*)3 agit sur
R = C? par (&, B,7).(x,y) = (Bxa™L,yyp1). Lespace
R est donc la réunion disjointe de quatre orbites
qui sont O(0,0), 01,0, O(0,1) €t O(1,1) de dimensions
respectives 0,1, 1 et 2.
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Comme les orbites ne sont pas toutes fermées
(elles sont localement fermées pour la topologie de
Zariski), le quotient R/G n'a pas de bonne structure
topologique. Une stratégie pour avoir un quotient
raisonnable peut étre d'utiliser la théorie géomé-
trique des invariants. Mais dans le cadre de cette
théorie, le quotient, noté R//G, paramétre unique-
ment les orbites fermées. Dans le cas ol le carquois
Q n‘a pas de cycle orienté, il Ny a toujours qu’une
seule orbite fermée, réduite a un point (L'origine),
et qui correspond a l'unique représentation semi-
simple (c’est-a-dire celle qui est la somme directe
des représentations simples avec multiplicités). Or
ce sont les orbites de grande dimension qui nous
intéressent et que 'on cherche a paramétrer. En
effet, plus la dimension de l'orbite est grande moins
la représentation se décompose.

La réunion des orbites de dimension maximale
forme toujours un ouvert dense U de R. D’apreés (3),
cette dimension maximale est toujours inférieure
ou égale a dimR+qgq(d)—1 (puisque le stabilisateur
contient toujours C*). Donc le quotient de U par G,
lorsqu’il a une bonne structure, devrait étre de di-
mension 1 - gg(d) s'il existe des indécomposables
dont le stabilisateur a dimension 1.

Exemple 9.Soit Q
l'exemple 7.

Etudions d’abordlecas m=2,et d =(1,1). On
aalors R = C? et G = (C*)°. L'action de G sur R est
définie par

le carquois donné dans

(a,B)-(x,y)=(a 'xB,a ' yp).

Dans ce cas, il Ny a pas d’orbite dense, mais une
infinité d’orbites de dimension 1 et une orbite de di-
mension 0. Toutes les orbites de dimension 1 corres-
pondent a des représentations indécomposables,
tandis que l'orbite de dimension O est {S; & S>}.
L'ensemble Ind¢ (Q, d) est donc en bijection avec la
droite projective complexe P1(C).

-\

[ ] \

Prenons maintenant un m général, et posons
d=(1,d). Un élément de R est la donnée de m vec-
teurs colonnes de taille d, autrement dit c’est la

donnée d’'une matrice de taille m x d. Laction de
G = C* x GL(d) est donnée par (A,P).M = A1 MP.
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Une représentation donnée par une matrice M sera
donc isomorphe a une représentation M’ si et seule-
ment si l'image de M et celle de M’ coincident. De
plus, M sera indécomposable si et seulement si le
rang de M est d. Ainsi 'ensemble Ind¢ (Q, d) vérifie
les propriétés suivantes :

— sid>m,Ind¢c(Q,d)=0;

— sim=0o0um=d,Indc(Q,d) est réduit a un
point;

- si0< d<m,Ind¢c(Q,d) est en bijection avec
la Grassmannienne Gr4(C™), c’est-a-dire l'en-
semble des sous-espaces de dimension d de
cm.

Malheureusement le quotient de la réunion des
orbites de dimension maximale U par G n‘a pas
toujours une structure de variété algébrique. L'idée
suivante, due a Alastair King dans [7], est alors de
se restreindre encore a un sous-ensemble de U (des
représentations satisfaisant une certaine condition
appelée stabilité). Renvoyons ici a [8] pour un trés
bel article de survol sur le sujet.

5. Théorie d’Auslander-Reiten

On se place ici dans le cas ol le carquois Q n‘a
pas de cycle orienté.

Nous nous sommes jusqu’ici intéressés aux ob-
jets de la catégorie Rep¢ (Q). Mais qu’en est-il des
morphismes? Un outil trés efficace pour aborder
cette question est l'utilisation des suites presque
scindées introduites par Maurice Auslander et Idun
Reiten en 1975 dans [2]. Le but est double : parvenir
a une description assez précise des morphismes, et
pouvoir calculer récursivement certains indécom-
posables par un algorithme.

Pour décrire les morphismes de la catégorie
Rep¢ (Q), on introduit une notion analogue a la no-
tion de représentation indécomposable : la notion
de morphisme irréductible. Approximativement, un
morphisme est irréductible s’il ne s’écrit pas comme
une composition non triviale de deux morphismes.

5.1 — Carquois d’Auslander-Reiten

A la catégorie Rep¢ (Q), on associe alors un car-
quois noté ' = I et appelé le carquois d’Auslander-
Reiten dont les sommets sont indexés par l'en-
semble Ind¢ (Q). Le nombre de fléches entre [X]
et [Y] dans I est la dimension de l'espace des mor-
phismes irréductibles entre X et Y.
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Ce carquois a un nombre infini de sommets si Q
n‘est pas de type Dynkin. Mais on peut montrer qu’il
est toujours localement fini : le nombre de fléeches
incidentes a un sommet est toujours fini. Il a de plus
une structure de carquois a translation : il existe
des sous-ensembles finis R et Iy de 'ensemble de
sommets [y et une bijection

T: ro\PO e ro\lo

telle que le nombre de fleches X — Y est le méme
que le nombre de fleches Y — X. Les ensembles
Py et Iy ont tous deux méme cardinalité que Qg. On
appelle projectives les représentations correspon-
dantes aux sommets Ry et injectives celles corres-
pondantes a lp. La catégorie Rep¢ (Q) étant abé-
lienne, on a en effet une notion de suite exacte.

Exemple 10. Pour le carquois de type A, (ex. 1, 4 et
6), le carquois d’Auslander-Reiten est donné par :

V1]

/N

[Sa] <erreeetonnenninns [S1]

Ona R ={[Sz],[Vi]}, lo = {[V1]. [S1]} et (S1) = S>.

L'application T a une interprétation algébrique :
elle provient d’un foncteur

7:Ind¢c (Q) — Indc (Q),

appelé translation d’Auslander-Reiten qui vérifie les
propriétes suivantes :
— si X n‘est pas projective, alors 7X n'est pas
injective;
— et il existe une suite exacte de la forme :

j f;
OﬁTXﬂ-@iYiL—XﬁO

appelée suite presque scindée ou suite
d’Auslander-Reiten, ol tous les morphismes f;
et g; sont irréductibles.

Chaque suite presque scindée correspond a une
maille dans I de la forme

"

S

X . o X

Exemple 11. Dans 'exemple 10, la suite exacte

0 S, Vi S 0

est une suite exacte presque scindée.
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5.2 - Composantes préprojective et préin-

jective

Une représentation indécomposable X est appe-
lée préprojective si " X est projectif pour un certain
n > 0. De maniére duale, une représentation indé-
composable X est appelée préinjective si T "X est
injectif pour un certain n > 0. On peut alors montrer
que le sous-carquois dont les sommets sont pré-
projectifs (resp. préinjectifs) forme une composante
connexe P (resp. Z) de [.

Dans le cas ot Q est un carquois de Dynkin, le
carquois [ est toujours connexe etonadonc P = 1.
De plus la structure de FQ est totalement connue,
et se décrit trés facilement a partir de Q.

Dans le cas ot Q n‘est pas de type Dynkin, les
composantes P et Z sont infinies et distinctes. Mais
ces deux composantes sont bien comprises et leur
carquois se construit aisément a partir de Q. En
outre, les suites presque scindées permettent de
calculer facilement par récurrence les vecteurs di-
mension des représentations de P et Z en utilisant
la formule :

dimX+dimtX = Zdi_in-
i

Comme les représentations préprojectives et
préinjectives sont entierement déterminées par leur
vecteur dimension, cet algorithme est trés puissant.

Exemple 12. Soit Q le carquois de I'exemple 9 avec
m = 2. Dans ce cas la composante P est de la

VAV AV A

[01 ............ 2 3 45 ks 67]

La composante Z, elle, a la forme suivante :
VA YA VAN

[76
5.3 — Composantes réguliéres

Les autres composantes connexes sont appe-
lées régulieres. Bien que 'ensemble Ind¢ (Q) ne
soit pas descriptible dans le cas sauvage, les com-
posantes connexes réguliéres ont des structures
bien particuliéres : elles sont des tubes dans le cas
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docile, ou bien des composantes de la forme ZA,,
dans le cas sauvage.

KA OSONON
L NONONS
INONSN

Composante de type ZA,,

Exemple 13.Reprenons l'exemple 9 avec m =
2. Uensemble des composantes régulieres de lg
forme une famille de tubes de rang 1 indexée par
PL(C).
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